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Aufgabe 1 (Minimalfiichen vom Rotationstyp) (4 Punkte)

Sei b > 0 und u : [0,b] — (0,00) eine Funktion der Regularitit C'. Die Abbildung
F :]0,0] x [0,27] — R? gegeben durch

F(z,0) = (z,u(z)cos 8, u(x)sinh)
definiert eine Fliche im R?® vom Rotationstyp.

(a) Zeigen Sie: Der Fliacheninhalt der Fliche F' ist gegeben durch
b
Au) :27r/ (@)1 + (@) de.
0

(b) Betrachten sie fiir B > 0 die Menge C := {u € C'([0,b]) | w(0) = 1,u(b) = B}.
Benutzen sie den Erhaltungssatz aus Serie 02, Aufgabe 4b), um die Minimierer
des Funktionals A in der Menge C zu finden.

Aufgabe 2 (Ein konvexes Funktional) (4 Punkte)

Sei 2 C R™ eine offene und beschréinke Menge der Klasse C', ¢ € C*(R") eine
konvexe Funktion und g € C°(Q). Auf der Menge C = {u € C'(Q) : u = 0 auf 90}

betrachten wir das Funktional
E(u) = /(gb(Du) + gu) dz.
Q

Zeigen Sie: Eine Funktion u € C?(Q) N CY(Q) ist genau dann Minimierer des Funk-
tional £ in der Menge C, falls gilt

divl(D,8)(Dw))] = g
Aufgabe 3 (Erste und zweite Variationen) (4 Punkte)

Wir betrachten die Funktionale

(a)

mit der Randbedingung u(0) = u(1) =1,
(b)

Es[u] = i [/ (2)? + 2u(z)v () + u(x)?) dx

mit der Randbedingung u(0) = u(2) = 1.



Losen sie die Euler-Lagrange-Gleichungen in C?([0,1]), berechnen sie die zweite
Variation der Funktionale F; und FE5, und diskutieren sie, ob die Losungen der
Euler-Lagrange-Gleichungen lokale oder globale Minima unter allen Funktionen u €
C1([0, 1]) sind, welche die gleichen Randbedingungen erfiillen.

Aufgabe 4 (Geoditen in der hyperbolischen Ebene) (4 Punkte)

Sei R? = {z = (2!, 2%) € R? | 2% > 0}. Fiir die Kurve v = (v',7?) : [a,0] — RZ
betrachten wir das Energiefunktional

b
Bl = |l 0F

Leiten sie die Euler-Lagrange-Gleichung her und bestimmen sie alle Losungen (ver-
wenden sie dazu eine Version des Erhaltungssatzes aus Serie 02, Aufgabe 4b).

Die hyperbolische Ebene H? ist die Halbebene R? versehen mit der riemannschen
Metrik g = ﬁ(dwl ® dzt + da? @ dx?). Das Funktional v — E(v) ist die Energie

der Kurve and das Funktional vy — L(vy) = f; 721(0 |7/ (t)] dt ist das Lingenfunktional.
Die Lésungen der Euler—Lagrange-Gleichungen, die oben erhalten worden sind, be-

schreiben die Geoddten der hyperbolischen Ebene.

Bitte schreiben Sie Ihre(n) Namen, die Matrikelnummer sowie die Nummer Ihrer
Ubungsgruppe auf jedes Losungsblatt.
Abgabe ist am Montag, 03.11.2025 vor der Vorlesung.



