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Aufgabe 1 (4 Punkte)
Wir betrachten die Funktionale

Flu) = /0 W@ de wnd  Glu) = /0 "2 () dr.

Sei u € C2(]0,1]). Man beweise die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

1. Ein Element u ist globaler Minimierer fiir das Funktional F in der Menge
D = C},([0,1]) N {u(0) = 0,u(1) = 0} unter der Nebenbedingung G(u) = 1.

2. Es gilt G(u) =1, —u” = Au auf [0,1], u(0) = 0,u(1) = 0, und

1 1
A/ h(x)*dx < / B (z)? dx fiir alle h € C ([0, 1]).
0 0
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Weiterhin gebe man das Element v und A > 0 unter der Annahme, dass Aussage
(i) oder (ii) erfiillbar sind, explizit an.

Bemerkung. Falls sie Sobolevrdume aus der Funktionalanalysis kennen, wire es bes-
ser den Raum D = W,?([0,1]) anstelle des Rawmes D zu untersuchen. Das gilt
auch fir Aufgabe 2.

Die Ungleichung A fol h(x)?dz < fol I (z)%dx heifit Poincaré-Ungleichunyg.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Man berechne einen globalen Minimierer u € D = C},([0,1]) fiir

unter den isoperimetrischen Nebenbedingungen

Gi(u) = /01 w@)?dr=1 und Golu) = /Olu(a:) dz = m,

sofern er existiert. Gilt bei Existenz eine Poincaré-Ungleichung fiir alle Funktionen
he CL([0,1)) N {J h(z)da dz = 0}?



Aufgabe 3 (Geoddten) (8 Punkte)

Eine Fliiche S im R? sei als Niveaumenge S = {z € R®: g(x1, 29, 73) = 0} definiert,
wobei g € C?*(R?). Die Geodéten von S sind die stetig differenzierbaren Kurven

tey(t) = (n(t),72(t),73(t)), t € [to, ],

fiir die das Funktional

1= [ ora= [

unter der Nebenbedingung g(v1(t),72(t),v3(t)) = 0 fur alle t € [to, t1] einen minima-
len Wert annimmt.

(a) Man stelle fiir das Problem die Euler-Lagrange-Gleichung auf und gebe eine
geometrische Interpretation an.

(b) Man zeige: Die Bilder von Geodéten der Sphére, gegeben durch
g(x1, 0, 23) = 2] + 15 + 25 — 1% =0,
sind Stiicke von Groflkreisen.

Hinweis: Man betrachte als Anfangspunkt ohne Einschrankung der Allgemein-
heit v(0) = (1,0,0) und nehme an, dass die Geoddite nach Bogenlinge pa-
rametrisiert ist, d.h. |¥'(t)] = 1. Man zeige zundichst, dass der Lagrange-
Multiplikator \ konstant ist.

(¢) Man bestimme auf dem Zylinder
7 ={x € R®| g(x1, 29, 73) = 2% + 25 — 1 =0}

die Geodéte mit Startpunkt A = (1,0,0) und Endpunkt B = (—1,0,1). Ist
diese Geodite eindeutig bestimmt?

Bitte schreiben Sie Ihre(n) Namen, die Matrikelnummer sowie die Nummer Ihrer
Ubungsgruppe auf jedes Losungsblatt.
Abgabe ist am Montag, 10.11.2025 vor der Vorlesung.



