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1 Metrische Raume

In Analysis 1, Definition 6.5, haben wir die Euklidische Norm von x = (z1,...,x,) € R™ und
den Euklidischen Abstand von x,y € R"™ definiert:

n 1/2
(1.1) ]l = (sz)
i=1

(12) dwy) = oyl = (3w -u?) "

=1

Damit haben wir zentrale Begriffe erklért, etwa die e-Umgebung eines Punkts oder die Kon-
vergenz einer Folge. Das Konzept des Abstands bzw. einer Metrik ist nicht auf Punkte im R™
beschrankt, sondern spielt auch auf Mengen von Funktionen eine wichtige Rolle. Diese Idee
der Geometrisierung der Analysis wurde von Hilbert, Fréchet und Hausdorff Anfang des 20.
Jahrhunderts entwickelt. Wir fithren nun den Begriff des metrischen Raums (X, d) abstrakt
ein, mit dem Euklidischen Raum als grundlegendes Beispiel.

Definition 1.1 (Metrischer Raum) FEin metrischer Raum ist eine Menge X mit einer
Funktion d : X x X — [0,00), die fir alle x,y,z € X folgende Eigenschaften hat:

Positivitét: d(z,y) > 0 mit Gleichheit genau wenn x =y,
Symmetrie: d(y,z) = d(z,y)
Dreiecksungleichung: d(z, z) < d(z,y) + d(y, z).

Wir nennen d(x,y) auch den Abstand von x und y.

In dieser Definition kann X eine beliebige Menge sein, insbesondere muss X kein Vektorraum
sein. Betrachten Sie als Beispiel die Menge X aller Bahnhofe in Frankreich und

minimale Fahrzeit von z nach y {iber Paris  fiir x # y,
(1.3) d(z,y) = {

0 fir x = y.
Viele interessante metrische Riume sind aber doch normierte Vektorraume.

Definition 1.2 (Norm) Eine Norm auf dem reellen (oder komplexen) Vektorraum X ist
eine Funktion || - || : X — R mit folgenden Eigenschaften:

Positivitdt: ||z|| >0, mit Gleichheit genau wenn x = 0.
Halblinearitét: ||Az|| = |A|-||z|  fir alle A€ R, z € X.
Dreiecksungleichung: ||z + y|| < ||z|| + |ly|]|  fir alle z,y € X.

Fiir die Euklidische Norm auf R™ sind Positivitdt und Halblinearitét offensichtlich. Die Drei-
ecksungleichung folgt aus der Ungleichung von Cauchy-Schwarz, siehe Analysis 1, Satz 6.4
und Satz 6.5. Andere Normen auf R sind zum Beispiel die 1-Norm und die Maximumsnorm

n

(1.4) [zl = |zl wnd  [zfe = max |z|.

: 1<i<n
=1



Jeder normierte Vektorraum (X, ||-||) wird zu einem metrischen Raum, indem wir den Abstand
von zwei Punkten x,y erkldren durch

(1.5) d(w.y) = |z —y| fir o,y € X.
Denn offensichtlich gilt d(x,y) > 0 mit Gleichheit nur fiir x = y, sowie

dy,x) = |y ==l = (=D =yl =[]z -yl = d(z,y),

d(z,2) = [lv—zll=l(z—y)+ -2 <lz—yl+ly -zl =dz,y) +dy, 2).
Insbesondere ist R™ ein metrischer Raum mit dem iiblichen euklidischen Abstandsbegriff.

Definition 1.3 Sei X ein metrischer Raum. Die offene Kugel um xo mit Radius r > 0 ist
By (z9) ={x € X : d(x,z0) <7}

Beziiglich der Euklidischen Norm auf R"™ ist B,.(z¢) also die iibliche runde Kugel um xg mit
Radius r > 0. Es ist instruktiv, sich die Kugeln B, (x¢) fiir die franzosische Eisenbahnmetrik
aus (1.3) sowie die Kugeln B (0) fiir die Normen || - ||; und || - [|s auf R™ zu tiberlegen.

Definition 1.4 (Offene Mengen) Sei X eine metrischer Raum. Eine Menge Q@ C X heifst
offen, falls zu jedem x € Q ein € > 0 existiert mit B:(x) C Q.

Beispiel 1.1 In einem metrischen Raum X ist B,(z9) = {x € X : d(x,z9) < r} offen. Sei
namlich = € B,(z¢) gegeben. Dann ist ¢ = r — d(z, z¢) > 0 und fiir y € B.(x) folgt

d(y,xo0) < d(y,x) + d(z,x0) <&+ d(x,z0) =,
also B.(z) C By(x0), was zu zeigen war.

Satz 1.1 (Topologie) Das System der offenen Teilmengen eines metrischen Raums X bil-
det eine Topologie, das heifit es gelten folgende Figenschaften:

(a) 0, X sind offen.
(b) Der Durchschnitt von endlich vielen offenen Mengen ist offen.
(¢) Die Vereinigung von beliebig vielen offenen Mengen ist offen.

BEWEIS: Aussage (a) ist klar. Fiir (b) sei z € Y, i, wobei Q1,...,Qy endlich viele offene
Teilmengen von X sind. Dann gibt es ¢; > 0 mit B, (z) C ;. Es folgt € = minj<;<ye; >0
sowie B.(x) C Be,(z) C Q; fiir jedes i, das heiftt B.(z) C (., Q.

Fiir (c) sei nun 2 € [Jycp 21, wobei A eine beliebige Indexmenge ist. Dann ist x € Q) fiir
(mindestens) ein A\g € A. Da Q,, offen, gibt es ein ¢ > 0 mit B.(z) C Q,,, also erst recht
B.(x) C UAeA Q. O
Ein abzdhlbarer Schnitt von offenen Mengen muss nicht offen sein. Zum Beispiel sind die
Kugeln Bi1(0), n € N, offen im R™, nicht aber der Schnitt

N B1(0) = {0}.

n=1



Eine offene Menge ) C X mit x € €2 nennt man auch offene Umgebung von x. Insbesondere
wird die offene Kugel B.(z) als e-Umgebung von = bezeichnet.

Anstatt von einer Metrik auf einer Menge X auszugehen, kann man allgemeiner mit
einem System von Teilmengen von X starten, das die Eigenschaften (a),(b) und (c) erfiillt,
und diese Mengen dann offen nennen. Ein solches System von Mengen heif3t Topologie
(griechisch Témos Ort oder Lage), statt von einem metrischen Raum spricht man dann von
einem topologischen Raum. Die Konzepte der Konvergenz und Stetigkeit sind auch dann
noch definierbar, aber das wollen wir hier nicht vertiefen.

Lemma 1.1 (Hausdorff-Trennungseigenschaft) In einem metrischen Raum X gibt es
zu zwei Punkten x,y € X mit x #y ein e > 0 mit B:(x) N B:(y) = 0.

BEWEIS: Sei z € B.(x) N B:(y). Dann folgt d(z,y) < d(x,z) + d(z,y) < 2e. Also ist die
Behauptung richtig fiir jedes ¢ < %d(:c, Y). O
Definition 1.5 (Konvergenz) Sei X ein metrischer Raum. Die Folge (zy)gen von Punkten
zr € X konvergiert gegen x € X, falls gilt:

Fiir alle e > 0 gibt es ein K € R mit x, € B:(z) fir alle k > K.
Aquivalent dazu ist d(zy, z) — 0 mit k — oo.

Der Grenzwert ist eindeutig bestimmt, denn wire y # x ebenfalls Grenzwert von (zy), so
wiéhlen wir £ > 0 wie in Lemma 1.1 und erhalten fiir £ hinreichend grofl den Widerspruch

x) € B-(x) N B:(y) = 0.

Definition 1.6 (abgeschlossene Teilmenge) FEine Teilmenge A eines metrischen Raums
X heifit abgeschlossen, wenn folgende Implikation stets gilt:

€A x1p—oreEX = x€A

Die Eigenschaften offen und abgeschlossen sind nicht Gegensétze. Die leere Menge und ganz
X sind sowohl offen als auch abgeschlossen. Es gilt aber folgende Komplementaritét.

Satz 1.2 In einem metrischen Raum X gilt fir jede Menge M C X:
M offen <  X\M abgeschlossen.

BEWEIS: Sei erst M offen, wir zeigen dass X\ M abgeschlossen ist. Sei dazu xp € X\ M eine
Folge mit xp — z. Wire x € M, so gibt es eine Kugel B.(x) C M. Aber fiir k grof} folgt
dann xy, € B.(z) C M, Widerspruch. Somit ist z € X\M, also X\ M abgeschlossen.

Sei nun X\M abgeschlossen. Angenommen zu jedem k € N gibt es ein xp € By k()
mit 2, € X\M. Wegen x, — x folgt x € X\ M, Widerspruch. Also gibt es ein k£ € N mit
By i(r) C M, und damit ist M offen. O

Folgerung 1.1 Fiir die abgeschlossenen Teilmengen eines metrischen Raums X gilt:

a) 0, X sind abgeschlossen.



b) Die Vereinigung von endlich vielen abgeschlossenen Mengen ist abgeschlossen.
c¢) Der Durchschnitt von beliebig vielen abgeschlossenen Mengen ist abgeschlossen.

BEwEIs: Folgt aus Satz 1.1 und Satz 1.2. O

Die Vereinigung von unendlich vielen abgeschlossenen Mengen ist nicht notwendig abgeschlos-
sen, zum Beispiel (J0°,[L,1] = (0,1] C R.

Beispiel 1.2 (induzierte Metrik) Sei (X, d) metrischer Raum. Auf jeder Menge M C X
haben wir dann die induzierte Metrik

(1.6) dM M x M — [0,00), dM(z,y) = d(z,y),

und (M, dM) ist selbst ein metrischer Raum. Zum Beispiel ist die Sphire S = {x € R" :
|lz|| = 1} ein metrischer Raum mit dem Euklidischen Abstand d°(z,y) = ||z —y||. Die Kugeln
in (M,d™) sind genau die Schnitte von Kugeln B, (z) in X mit M, denn

BMz)={ye M:d"(y,z) <r}={y € M :d(y,x) <r} = M N B.(x).

Die offenen Mengen in (M, d™) sind nun genau die Mengen M N U mit U offen in X. Denn
ist z € MNU, so gibt es ein ¢ > 0 mit B.(z) C U, also BM(2) = M N B.(x) c MNU.
Die Mengen dieses Typs sind damit offen. Ist umgekehrt U C (M, dM) eine beliebige offene
Menge, so gibt es zu jedem x € U ein £(z) > 0 mit B%E) () C U. Es folgt

v=J Ba(x = |J M0 B.py(x) =M By (2).

zelU zeU zelU

Also hat U die Form M NU mit U offen in X. Weiter ergibt sich: die abgeschlossenen Mengen
in (M,d™) sind genau die Mengen M N A mit A abgeschlossen in X (Ubungsaufgabe).

In der eindimensionalen Analysis wurden meist Funktionen auf einem Intervall I mit Rand-
punkten a < b betrachtet. Im mehrdimensionalen Fall werden wir oft Kugeln B,(x) oder
achsenparallele Quader I1 X ... x I, betrachten, bisweilen aber auch kompliziertere Mengen.
Dalfiir sind die folgenden Begriffe niitzlich.

Definition 1.7 Sei X ein metrischer Raum und M C X. Dann definieren wir

intM = {xe€M:3e>0mit Bs(xr) C M} (Menge der inneren Punkte von M ),
M = {z€X:Ve>0ist B-(x)NM #0} (Abschluss von M),
OM = {xe€X:Ve>0 sind B-(x) "M, B.(z) N (X\M) #0} (Rand von M ).

Trivialerweise gilt int M € M C M. Aulerdem ist int Q = € fiir Q C X offen sowie M = M
fiir M C X abgeschlossen.

Beispiel 1.3 Auf dem R" mit der euklidischen Abstandsfunktion d(z,y) = ||z — y|| gilt fiir
die Kugel B, (z) ={y € R" : d(y,x) < r}:

B.(z)={yeR":d(y,z) <r} und 0B,(z)={yeR":d(y,z)=r}.

Beweis Ubungsaufgabe.



Satz 1.3 Sei M Teilmenge des metrischen Raums X.
(a) int M ist offen, und es gilt die Implikation

Q offen  QC M = QCintM.

(b) M st abgeschlossen, und es gilt die Implikation

A abgeschlossen , AD M = ADM.

(c) OM st abgeschlossen und es gilt OM = M \int M.

BEWEIS: Fiir (a) sei € int M, also B,(z) C M fiir ein » > 0. Fir y € B,(x) gilt dann
B.(y) C By(x) C M mit e =r —d(y,z) > 0, vgl. Beispiel 1.1. Es folgt B,(x) C int M, damit
ist int M offen. Sei nun 2 offen und Q C M. Zu x € Q gibt es ein € > 0 mit B.(x) C Q, also
auch B.(x) C M, das heifit = € int M.

Fiir (b) verwenden wir (a) und Satz 1.2. Nach Definition ist X\M = int (X\M), also
ist M = X\int (X\M) abgeschlossen. Ist nun A C X eine beliebige abgeschlossene Menge
mit A D M, so ist X\ A offen sowie X\A C X\M, also X\A C int (X\M) nach (a), und
somit A D M. Dies beweist (b).

Nach Definition gilt weiter OM = M N (X\M), also ist M abgeschlossen nach (b)
und Folgerung 1.1. Ferner ist ebenfalls nach Definition X \int M = X\ M, folglich

OM = M N (X\int M) = M\int M.

Die Punkte in M sind entweder Hiufungspunkte oder isolierte Punkte von M.
Definition 1.8 FEin Punkt x € X heift

Héufungspunkt von M < fiir jedes € > 0 ist M N B.(x)\{z} nichtleer,
isolierter Punkt von M < es gibt ein € > 0 mit M N B:(z) = {z}.

Ist z € X Haufungspunkt von M, so enthilt B.(xz) N M\{z} sogar unendlich viele Punk-
te. Denn wiirde die Menge nur aus endlich vielen Punkten wi,...,yny bestehen, so ist
d = minj<;<y d(yi, ) > 0 und dann Bs(z) N M\{z} = 0, ein Widerspruch. Insbesondere
konnen wir eine Folge x € M\{x} bestimmen mit z; — .

Definition 1.9 Eine Teilmenge M eines metrischen Raums X heifit dicht, falls M = X.

Bekanntes Beispiel sind die rationalen Zahlen Q im metrischen Raum R, beziehungsweise
die rationalen Punkte Q" im R™.

Neben der Offenheit und Abgeschlossenheit spielte in Analysis 1 eine dritte Eigenschaft von
Mengen eine wesentliche Rolle, ndmlich die Kompaktheit.

Definition 1.10 (Folgenkompaktheit) Fine Menge M C (X,d) heifst kompakt, wenn jede
Folge (w1)ren in M eine Teilfolge (zy,)pen hat, die gegen ein x € M konvergiert.
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Eine Teilmenge M von (X, d) ist genau dann kompakt, wenn der metrische Raums (M, dM)
kompakt ist. Denn die induzierte Metrik d™ ist die Einschrinkung von d auf M, also
bedeuten Konvergenz beziiglich d und d™ dasselbe.

Kompakte Teilmengen des R™ sind durch das Kriterium von Heine-Borel charakteri-
siert, siehe Analysis 1, Satz 10.1.

Satz 1.4 (Kompaktheit im R™) Eine Menge M C R" ist genau dann kompakt, wenn sie
abgeschlossen und beschrinkt ist.

Diese Aussage ist aber in vielen metrischen Rdumen falsch, das heifit es kann abgeschlossene
und beschriankte Teilmengen geben, die nicht kompakt sind.

Definition 1.11 (Stetigkeit) Seien X,Y metrische Riume, und M C X. Eine Abbildung
f: M =Y heifst stetig im Punkt xo € M, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 gibt mit

d(f(x), f(xo)) <e  fir alle x € M mit d(x,x9) < 9,

oder dquivalent mit f(M N Bs(zo)) C Be(f(xo)). Die Abbildung f heifit stetig (als Ganzes),
wenn [ in jedem Punkt xo € M stetig ist.

Wir miissten hier eigentlich dx (-, -) und dy (-, -) schreiben, denn X und Y sind ja verschiedene
metrische Raume. Die folgende Eigenschaft impliziert Stetigkeit (aber nicht umgekehrt).

Definition 1.12 (Lipschitz) f: M — Y heifit Lipschitzstetig mit Konstante L > 0, falls
d(f(z), f(2')) < Ld(z,2") fir alle z,2' € M.
Beispiel 1.4 Die Abstandsfunktion von einem Punkt xy € X, das heifit
f: X =R, f(x) =d(z,x),
ist Lipschitzstetig mit Konstante L = 1, denn aus der Dreiecksungleichung folgt
f(z) =d(z,z0) < d(z,2") +d(2',z0) = d(x,2") + f(2)).
Durch Vertauschen von z und 2’ folgt | f(z) — f(2')] < d(z,2") wie gewiinscht.

Die Stetigkeit von Abbildungen zwischen metrischen Réumen kann alternativ mittels Folgen
beschrieben werden. Der Beweis aus Analysis 1, Satz 7.1, gilt ganz analog.

Satz 1.5 (Folgenkriterium der Stetigkeit) Seien X,Y metrische Rdume, und xo €
M C X. Fir f: M — Y sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) f ist stetig in xg.
(2) Fiir jede Folge x € M mit x, — xo gilt f(xg) — f(x0).

Eine niitzliche Eigenschaft von stetigen Abbildungen ist die folgende.

Satz 1.6 (offene Urbilder) Sei f : X — Y eine stetige Abbildung zwischen metrischen
Raumen. Dann ist fiir jede offene Menge V C'Y das Urbild f~1 (V) offen in X.



BEWEIS: Sei 29 € f~1(V). Dann ist yo = f(x0) € V, also B:(yo) C V fiir ein € > 0. Es gibt
dann ein § > 0 mit f(Bs(z0)) C Be(yo) C V, also Bs(zo) C f~1(V). Somit ist f~1(V) offen
wie behauptet. O

Die Aussage hat eine Umkehrung: wenn f~!(V) offen in X ist fiir alle offenen V C Y, so ist
f stetig. Dies verwendet nur die offenen Mengen (und nicht die Metriken), deshalb spielt es
eine Rolle in topologischen Rdumen. Aber in dieser Vorlesung ist es nicht relevant.
Folgende Aussagen iiber Stetigkeit und kompakte Mengen sind ebenfalls niitzlich.

Satz 1.7 (Bilder kompakter Mengen) Seien X,Y metrische Riume. Ist M C X kom-
pakt und f: M — 'Y stetig, so gilt:

(1) f(M) ist kompakte Teilmenge von'Y .
(2) Ist f injektiv, so ist f~': f(M) — M stetig.

BEWEIS: Sei y, eine Folge in N = f(M), also yx, = f(xx) mit xx € M. Da M kompakt, gibt
es eine Teilfolge mit xy;, — x € M. Aus der Stetigkeit von f folgt y, = f(wx;) — f(z) € N.

Sei nun f injektiv. Wire f~' : f(M) — M nicht stetig in y = f(z), so gibt es eine
Folge yr, = f(xx) mit yp — y, aber x; konvergiert nicht gegen x. Es gibt dann ein € > 0 und
eine Teilfolge xy; mit d(zy,,r) > ¢ fiir alle j. Da M kompakt gilt nach Ubergang zu einer
weiteren Teilfolge a3, — 2’ € M, insbesondere d(z',2) > & > 0. Aber f ist stetig in 2/, es
folgt also f(2') = lim; o0 f(7x;) = y, im Widerspruch zur Injektivitdt von f. O

Satz 1.8 (Extrema) Sei M kompakte Teilmenge des metrischen Raums X. Dann ist jede
stetige Funktion f : M — R beschrdnkt und nimmt ihr Infimum und Supremum an.

BEWEIS: vgl. Analysis 1, Satz 10.2. O

Beispiel 1.5 Sei X metrischer Raum. Nach Beispiel 1.4 ist fiir jedes zg € X die Funktion
d(-,zo) Lipschitz stetig. Auf einer kompakten Menge K C X nimmt sie damit ihr Infimum
an, das heifit es gibt einen ndchsten Punkt z € K zu xg, es gilt also

d(x,x0) = ylél[f{ d(y, zg) = dist(zo, K).

Der Punkt x muss nicht eindeutig sein, betrachte etwa K = {1, -1} C R und zo = 0.

Eine weitere Konsequenz der Kompaktheit ist wie folgt:

Satz 1.9 (Gleichmiflige Stetigkeit) Sei X kompakter metrischer Raum. Dann ist jede
stetige Abbildung f : X — 'Y sogar gleichmdifig stetig.

BEWEIS: vgl. Analysis 1, Satz 13.4. Nach Definition ist f gleichméfig stetig wenn

limws(6) =0 wobei wp(d) = sup d(f(z), f(z')).
N0 d(z,z’)<é

Dazu #quivalent ist folgende Aussage (priifen!): zu jedem € > 0 gibt es ein 0 > 0, so dass

d(f(z), f(2')) <e fir alle z,2" € X mit d(z,z") < 4.



Wiire also f nicht gleichmiflig stetig, so gibt es ein ¢ > 0 und Folgen z,,z), € X mit
d(xp,x)) — 0, aber d(f(zy), f(x],)) > . Da X kompakt, konvergiert die Folge x,, nach evtl.
Auswahl einer Teilfolge gegen ein z € X. Wegen d(z),, x) < d(z},, ) + d(zy, x) konvergiert
dann auch die Folge z], gegen dieses x, und wegen Stetigkeit folgt

e < d(f(an), flan)) < d(f(zn), f(2) + d(f(2), f(2,)) = 0,

ein Widerspruch. O

Wir kommen jetzt zum letzten Thema dieses Kapitels.

Definition 1.13 (Zusammenhang) FEin metrischer Raum X heifst zusammenhdngend,
wenn folgende Implikation gilt: ist E C X nichtleer, abgeschlossen und offen, so ist E = X.

Diese Definition ist Standard. Alternativ kann man den Zusammenhang mittels lokal kon-
stanter Funktionen charakterisieren. Dabei heifit f : X — R lokal konstant, wenn jeder Punkt
x € X eine offene Umgebung hat mit f|y konstant.

Lemma 1.2 Fir einen metrischen Raum X sind folgende Aussagen dquivalent:
(a) X ist zusammenhdngend.
(b) Jede lokal konstante Funktion f: X — R ist konstant.

BeEweIs: Fiir (a) = (b) sei eine lokal konstante Funktion f : X — R gegeben. Zu zeigen
ist f konstant. Wihle dazu ein xg € X und betrachte E = {z € X : f(z) = f(x¢)}. Dann
ist £ # () wegen xp € E. Ist z € E und U offene Umgebung mit f|y konstant, so folgt
flu = f(z) = f(xo), also U C E und damit F offen. Ist andererseits zj € E mit z; — x, so
folgt f(z) = limg_oo f(zk) = f(x0) Wegen f stetig, also E abgeschlossen. Nach (a) gilt nun
E = X bzw. f(x) = f(xo) fiir alle z € X, also f konstant.

Es gelte nun (b), und E C X sei nichtleer, offen und abschlossen. Zu zeigen ist £ = X. Sei

1 firxekF,

: X - R, x) =
XE xe(@) {0 fir x ¢ E.

Da E und X\F offen sind, ist xg lokal konstant und damit konstant. Da E nichtleer folgt
xg =1 und damit £ = X. O

Der Zusammenhang eines Raums hédngt von der Metrik ab. In Aussage (b) des Lemmas
steckt das in dem Wort lokal. Ist U offene Umgebung von z, so gibt es ein € > 0 mit
B.(z) C U, sieche Definition 1.4. Also ist f : X — R genau dann lokal konstant, wenn es zu
jedem z € X ein € > 0 gibt mit f|p_(,) konstant.

Eine Teilmenge X von (Y,d) heift zusammenhingend, wenn der metrische Raum (X, d¥)
zusammenhéngend ist. Nach Beispiel 1.2 sind die Kugeln beziiglich der induzierten Metrik
dX genau von der Form X N B.(x). Also ist f : X — R genau dann lokal konstant, wenn es
zu jedem = € X ein € > 0 gibt mit f]XmBE(x) konstant.

Satz 1.10 (zusammenhiingende Mengen in R) FEine Menge X C R ist genau dann zu-
sammenhdngend, wenn sie ein (verallgemeinertes) Intervall ist.



BEWEIS: Sei X ein Intervall, das heifit (a,b) C X mit a =inf X, b=supX. Sei f: X - R
lokal konstant, zu zeigen ist f konstant. Im Fall a = b besteht X aus hochstens einem Punkt,
dann ist die Behauptung klar. Sonst gibt es zu x € (a, b) eine Umgebung (z—e,x+¢) C (a,b)
auf der f konstant ist. Es folgt f/(z) = 0 und damit f konstant auf (a,b) nach dem Mittel-
wertsatz, siehe Folgerung 10.1 in Analysis 1. Im Fall ¢ € X bzw. b € X ist weiter f konstant
auf [a,a + €) bzw. (b — €, b], und damit konstant auf ganz X.

Sei umgekehrt X zusammenhingend. Wir zeigen (a,b) C X mit a,b wie oben. Ange-
nommen es gibt zg € (a,b) mit zo ¢ X. Betrachte

0 fiir x < xg,
1 fiir z > xg.

f:X%R,f(m):{

f ist lokal konstant auf X, also konstant. Entweder ist dann X C (zg,00) und a = inf X > xg
oder X C (—o00,x0) und b = sup X < xp, Widerspruch zu zg € (a,b). O

Lemma 1.3 Seien X,Y metrische Rdume. Ist X zusammenhdingend und f: X — 'Y stetig,
so ist f(X) auch zusammenhdingend.

BEWEIS: Sei g : f(X) — R lokal konstant, das heifit zu x € X gibt es eine offene Umgebung
V C Y von f(z) mit g|fx)ny konstant. Dann ist g o f konstant auf fY(V) >z Da X
zusammenhéngend ist g o f konstant, und damit ist g : f(X) — R konstant. O

Aus dem Lemma und Satz 1.10 ergibt sich der Zwischenwertsatz, in folgender Form.

Folgerung 1.2 Ist X zusammenhdingend und f: X — R stetig, so ist f(X) ein Intervall.

Ein metrischer Raum X heifit wegweise zusammenhéngend, wenn es zu je zwei Punkten
x0,x1 € X einen stetigen Weg ¢ : [0,1] — X gibt mit ¢(0) = z¢ und ¢(1) = x;. Aus wegweise
zusammenhéngend folgt zusammenhéngend. Die Umkehrung ist im allgemeinen falsch, sie
gilt aber wenn X offene Teilmenge des R™. Fiir diese Aussagen sieche Ubungsaufgaben.






2 Partielle Ableitungen

Fiir Funktionen auf dem R"™ gibt es mehrere Ableitungskonzepte. Die partiellen Ableitun-
gen sind am einfachsten, es sind die eindimensionalen Abeleitungen in Richtung der Ko-
ordinatenachsen. Im Folgenden bezeichnet eq,...,e, die Standardbasis des R", also e; =
(0,...,1,...,0) mit der 1 an der j-ten Stelle.

Definition 2.1 Sei Q@ C R" offen und f : Q — R™. Die partielle Ableitung von f nach x;
an der Stelle x € Q ist der Grenzwert (falls existent)

d
= %f(x + tej) |t=o-

0
Andere Bezeichnungen: %(x) oder fu; ().
J

Halten wir alle x; mit ¢ # j fest, so ergibt sich lokal die Funktion einer Variablen
o(s) = f(xr,...,xj-1,8,Tj41,...,T) furse (z; —0,z; +9).
Die Ableitung von ¢ im Punkt s = z; ist

= 0;f(x).

Bei der Berechnung der partiellen Ableitung 9;f koénnen wir also die gewohnte eindimensio-
nale Ableitung nach x; bilden und dabei die anderen Variablen als Konstanten behandeln.

Die wohlbekannten Differentiationsregeln fiir Funktionen einer Variablen ergeben in
diesem Kontext direkt folgende Aussagen.

Satz 2.1 (Ableitungsregeln) Sei Q C R" offen und = € Q. Die Existenz der partiellen
Ableitungen 0; f(x) und 0jg(x) sei hier stets vorausgesetzt. Dann gelten folgende Aussagen:

(a) Linearitét: fir f,g: Q — R™ und a, B € R gilt
di(af + Bg)(x) = ad;f(x) + B 0g(x).

(b) Komponentenweise Differentiation: fir f : Q — R gilt, wenn eine der Seiten existiert,
m
0, f(z) =) _0;filx)e
=1

(c¢) Produktregel: fir f:Q — R™ und g: Q — R gilt
9;(f9)(x) = (0;f)(x)g(x) + f(x)(9;9)(x).
(d) Quotientenregel: fir f: Q — R™ und g : Q@ — R mit g(x) # 0 gilt
o, (f> (2) = (95£)(2)g(x) — f(2)(9;9)(z)

g g()?
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(e) Kettenregel: sei f reellwertig. Ist I offenes Intervall mit f(Q) C I und ¢ : I — R
differenzierbar, so gilt

(o f(x) = ¢'(f(2))0;f (x)-

Beispiel 2.1 Wir betrachten die Euklidische Abstandsfunktion vom Nullpunkt

r:R" 5 R, r(x) = |z|=/22 + ... +22.

In = # 0 existieren die partiellen Ableitungen, und zwar gilt mit der Kettenregel

2z €T
o;r(x) = J =2 fir x € R™\{0}.
jr(@) 2 x%—i—...—}—x% r o}

Im Punkt x = 0 existieren die partiellen Ableitungen nicht, denn (0 + te;) = [¢t| ist in t =0
nicht differenzierbar. Aber fiir  # 0 ist die Funktion 0;r wieder partiell differenzierbar; wir
erhalten mit der Quotientenregel die zweiten partiellen Ableitungen

(@-xj)r — xjaﬂ“ 1 (6” _ ZiXj

82(837’)(.%') - 2 -~ r2

- : ) fiir - € R™\{0}.

Fir f =por:R"\{0} — R, mit ¢ : (0,00) — R zweimal differenzierbar, folgt
Lj

0if(@) = ¢(r)ojr=¢'(r)=%

0B N@) = oo+ o) = () e ¢ £ (5, T3y,

Wir betrachten nun den Laplaceoperator
n
Af=> 0.
i=1

Die Gleichung A f = 0 spielt in der komplexen Analysis, der Theorie der Minimalflichen und
der Elektrostatik eine zentrale Rolle, ihre Losungen heiflen harmonische Funktionen. Wir
rechnen jetzt die rotationssymmetrischen harmonischen Funktionen aus, und zwar erhalten
wir die Gleichung

n—1

0= Af(x) =" (r) +

Die Losungen dieser Gleichung sind, mit Integrationskonstanten a,b € R,

,r27n

a
o(r) = 2—n
alogr+b firn=2.

+b firn>3

Fiir n = 3 ist f(z) = —% das Coulombpotential einer Punktladung.

Wir wollen nun zweite und hohere partielle Ableitungen allgemein einfiithren. Fir f : Q@ — R™
sei die Ableitungsfunktion 0;f : 2 — R definiert. Wir setzen, falls existent,

2

(2.1) 812]f(x) = 0;(0; f)(x) (alternative Notation (z) oder fz,z,(x)).

L0 5
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Entsprechend fiir Ableitungen k-ter Ordnung: seien i1,...,i; € {1,...,n}. Ist die Funktion

8{“2_1% f:Q — R™ bereits definiert so setzen wir, falls existent,

(2.2) O i f (@) = 03, (0] %, f) ().

Fiir viele Anwendungen ist es wesentlich, dass die partiellen Ableitungen nicht nur existieren
sondern zusétzlich stetige Funktionen sind.

Definition 2.2 (C*-Riume) Sei Q C R" offen und k € Ng U {oo}. Wir bezeichnen mit
Ck(Q,R™) die Menge aller k-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf Q mit Werten im
R™, das heifit alle partiellen Ableitungen Gflmijf der Ordnung j < k (bzw. j < oo im Fall

k = oo) sind definiert und stetig auf Q. Im reellwertigen Fall, also m = 1, schreiben wir

kiirzer C*(Q) = C*(Q, R).

Wir kommen nun zu der Frage, ob die Ableitungen 0; und 0; vertauschen. Allein aus der
Existenz der zweiten partiellen Ableitungen folgt das nicht, wie das folgende Beispiel zeigt:

22 — 12

(2.3) Flay) =212 fiir (z,y) # (0,0)

0 fir (z,y) = (0,0)

Es gilt 02f(2,0) = 2 und 01 f(0,y) = —y. Im Fall z # 0 bzw. y # 0 folgt das mit der
Produktregel, fiir 2 = 0 bzw. y = 0 ergibt es sich aus f(0,y) = f(x,0) = 0. Also gilt

0102f(0,0) =1 aber 020:f(0,0) = —1.
Beide zweiten Ableitungen existieren, aber sie sind nicht gleich.

Satz 2.2 (von Schwarz!) Sei Q C R” offen. Ist f € C%(Q), so vertauschen fir1 <i,j <n
die Ableitungen nach x; und x;, das heifst

0;0;f = 0;0;f  auf Q.

BEWEIS: Zuerst ein paar Fakten zu Differenzenquotienten. Fiir g € C'(€2) ist nach Definition

(2:4) d9(x) = lim Alg(z)  mit Afg(x) = L7290,

Es gilt d% g(z + se;) = 0;g(x + se;), also folgt aus dem Mittelwertsatz eine Darstellung
(2.5) Afg(z) = 0;g9(x + ase;)  fiir ein v € [0, 1].

Weiter berechnen wir

DMlg)(w) = (DYg)(w + ser)lomo

d g(x + se; +tej) — g(x + se;)
- df |s:0
s t
dig(x + tej) — dig(x)
t )
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also gilt die Vertauschungsregel
(2.6) 0;(A%g)(x) = Al(Dig) ().
Nun betrachte fiir s,t # 0 den zweiten Differenzenquotienten Af(A§ f)(z). Es gilt

(ALf) (@ +sei) = (ALf)(@) g 0if(x + se) — 0;f(x)

AL (AL)() = k = : = AN 1)),
das heifit
(2.7 lim A3 (ALf)(2) = A0, ().

Jetzt wenden wir die Regeln an. Wir berechnen mit «, 8 € [0, 1] geeignet
Af(A;f)(x) = 81(A§f)(:c + ase;) nach (2.5)

= AL(9;f)(x + ase;) nach (2.6)

= 0j(0;f)(x + ase; + Btej) nach (2.5).
Nach Voraussetzung ist 0;(0; f) im Punkt z stetig. Somit gibt es zu € > 0 ein § > 0 mit
(2.8) A7 (A f)(2) = 8;(8if) (@) <& fir 0 <s|,[t| <.
Hier lassen wir ¢ — 0 gehen, es folgt wegen (2.7)

[AF (95 f)(x) = 9;(9if)(x)] <& fiir 0 < s <.

Nach Definition der partiellen Ableitung, siehe (2.4), ist das die Behauptung. O

Bemerkung. Der Beweis zeigt etwas mehr: falls die Ableitungen 0;f, 9;f und 0;0;f auf
einer Umgebung von z existieren und 0;0;f stetig in z ist, so existiert auch die Ableitung
0;0; f(x) und sie ist gleich 0;0; f(z).

Folgerung 2.1 Fiir eine Funktion f € C*(Q,R™) vertauschen die partiellen Ableitungen bis
zur Ordnung k, das heifit fiir jede Permutation o € Sy gilt

6’i0(1) e ala(k)f - ail cee 8Zkf

BeEwEIS: Nach Satz 2.2 kénnen benachbarte Operatoren 0;,0; vertauscht werden. Die sym-
metrische Gruppe wird durch Vertauschungen erzeugt (siehe Lineare Algebra). O

Der Begriff der partiellen Ableitung allein ist nicht geeignet, um die mehrdimensionale Diffe-
rentialrechnung zu entwickeln. Entscheidendes Manko ist, dass aus der Existenz der partiellen
Ableitungen 91 f,...,0,f in x € Q nicht die Stetigkeit von f im Punkt z folgt.

Beispiel 2.2 Sei 2 = R? und
Yy
fay) = 2+ 7 (,y) # 0
0 (z,y) = (0,0).

Dann gilt f(z,0) = 0 = f(0,y), insbesondere 9; f(0,0) = 0 = J2f(0,0). Aber fiir ¢(t) = (¢,t)
gilt f(e(t)) =1/2 fur alle t # 0, das heifit f ist nicht stetig im Nullpunkt.
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Also kann die Verkettung f o ¢ mit einer Kurve unstetig sein. Aber dann ist f o ¢ auch nicht
differenzierbar, sieche Analysis 1, Satz 9.1, und eine Kettenregel kann es nicht geben. Die De-
finition der partiellen Ableitungen macht explizit von den Koordinaten auf R™ Gebrauch. Es
wire denkbar, dass sich ein besserer Ableitungsbegriff ergibt, wenn alle Richtungen gleichbe-
rechtigt betrachtet werden. Dies fiithrt auf den Begriff der Richtungsableitung.

Definition 2.3 (Richtungsableitung) Sei Q C R" offen und f : Q — R™. Die Richtungs-
ableitung von f an der Stelle x € Q2 in Richtung v € R™ ist der Grenzwert (falls ezistent)

0, (2) — tim 1) = S @)

t—0 t

d
= S+ tv)—o.

Beispiel 2.3 Die Richtungsableitung von r(z) = |z| in € R"\{0} in Richtung v € R™ ist

d x
Or(x) = =/ lal? + 2t{,v) + 2o |i-0= <m,v>.

Es gibt aber wieder schlechte Nachrichten: selbst wenn in z € € alle Richtungsableitungen
existieren, kann die Funktion im Punkt = trotzdem unstetig sein.

Beispiel 2.4 Betrachte jetzt auf Q = R? die Funktion

21>

flay) =28 @9 700

Dann existieren im Punkt (0,0) alle Richtungsableitungen, denn fiir v = (a, b) # (0,0) ist

' 2ab2 2b? /a  fiir a # 0

Dennoch ist f im Nullpunkt unstetig, denn fiir c¢(t) = (¢2,¢) gilt f(c(t)) = 1 fiir alle t # 0.
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3 Die Fréchet-Ableitung

Das Konzept der mehrdimensionalen Ableitung beruht auf dem Ansatz, dass eine differen-
zierbare Funktion mit einer affin-linearen Funktion lokal in erster Ordnung iibereinstimmt,
siehe Analysis 1, Lemma 9.2. Zur Abgrenzung von den partiellen Ableitungen verwendet man
auch den Begriff der totalen Ableitung. Wir betrachten hier Abbildungen zwischen R™ und
R™, den Raum der linearen Abbildungen bezeichnen wir mit L(R™, R™). Die Definition ist
aber auch fiir beliebige normierte Rdumen X,Y sinnvoll, nur muss dann L(X,Y) als Raum
der stetigen linearen Abbildungen erklirt werden. Man spricht von Differenzierbarkeit im
Sinne von Fréchet.

Definition 3.1 (Ableitung) Sei Q@ C R™ offen. f: Q — R™ ist in xg € Q differenzierbar,
falls es eine lineare Abbildung A : R™ — R™ gibt mit

(3.1) lim f(@) = (f(zo) + A(z — 20))

=0.
T—TQ ’,ZU — xo‘

Durch Substitution h = x — x¢ erhalten wir die dquivalente Fassung

(3.2) tim o +1) _“(f (@) +AR) _,

Die Abbildung A heifit Ableitung von f in xq, wir schreiben D f(xq) = A.

Damit wir von der Ableitung A reden kéonnen muss sie eindeutig sein. Dazu zeigen wir dass
aus (3.1) die Existenz der Richtungsableitungen folgt, und dass A durch diese gegeben ist:

(3.3) Opf(xg) = Av  fiir alle v € R".
Und zwar berechnen wir fiir v # 0

flwo+tv) = flwo) ,~ _ (o + tv) — (f(z0) + A(tv))
t t
fzo + tv) — (f(zo) + A(tv))

= 0] |v].

Fiir ¢ — 0 geht die rechte Seite gegen Null nach (3.1), also folgt 0, f(xg) = Av.

Eine Basis kommt in der Definition der Ableitung nicht vor. Zum Rechnen werden
aber in aller Regel die Standardbasen benutzt. Eine lineare Abbildung A € L(R"™,R™) hat
dann eine zugehorige Matrix a € R™*™ und zwar gilt

m n
Ax = E E a,ijacjei.

i=1 j=1

Umgekehrt entspricht jeder Matrix a € R™*™ durch diese Formel eine lineare Abbildung
A e L(R™,R™). Oft wird zwischen linearer Abbildung und Matrix gar nicht unterschieden.
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Satz 3.1 (Jacobimatrix) Die Funktion f : Q — R™ habe in zo € Q die Ableitung D f(xg).
Dann existieren in xq die partiellen Ableitungen, und D f(xo) hat beziiglich der Standardbasen
die Matrizdarstellung (Jacobimatrix)

81f1 (l‘o) e e 8nf1(330)
(34) (9 fil0)) = S

01 n(@0) o s Ofon(0)

BEWEIS: Die partiellen Ableitungen sind die Richtungsableitungen nach den Koordinatenvek-
toren ej, sie sind durch (3.3) gegeben. Nach Satz 2.1 kann die Ableitung komponentenweise
berechnet werden, also folgt

Df(xo)ej = 0;f(w0) = Z 9j fi(wo)e;.
i—1

O

Um die Differenzierbarkeit einer Funktion f : 2 — R™ im Punkt x € 2 C R™ zu zeigen, kann
man in zwei Schritten vorgehen. Erstens berechnet man die Jacobimatrix, also die partiellen
Ableitungen im Punkt z. Zweitens priift man, ob die Entwicklung (3.1) gilt, wenn A die
Jacobimatrix ist. Nach Satz 3.1 ist das die einzig mogliche Wahl.

Beispiel 3.1 Die komplexe Funktion f(z) = 2?2 lautet in reellen Koordinaten

f:R2—>R2,f(Z)2<x22;yy2> Wobeiz:<g>.

Wir schreiben die Punkte im R? hier als Spaltenvektoren, zwecks Konsistenz mit der Notation

der Jacobimatrix. Diese ist
2z 2y
A= ( 2y 2z ) '

Damit berechnen wir fiir ¢ = (g) nach (3.1) den Approximationsfehler

xr z_ 2
fe+0) - (f(2) + AQ) = <(2?ﬂ§)(;y++nz) )

B x? — 2 " 20 -2y £
2zxy 2y 2z n
62 _ ,’72
N < 26n ) '
Mit [¢] = (€2 +7?)Y/? ist die Norm rechts abgeschitzt durch C'[¢|?, also folgt

fz+¢) = (f(2) + AQ)
Iq

Beispiel 3.2 (Lineare Abbildungen) Sei 2 C R" offen und A4 € L(R™,R™). Dann ist
f:Q—=R™ f(x)=Az fir alle z € Q,

— 0 mit { — 0.

in allen g € Q differenzierbar mit Ableitung D f(x) = A. Dies folgt sofort wegen f(zo+h) =
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Beispiel 3.3 (Quadratische Formen) Sei b : R” x R" — R symmetrische Bilinearform.
Wir betrachten die quadratische Form

1
f:R" =R, f(z) = ib(m,x).
Wir behaupten D f(z)h = b(z, h) bzw. Df(x) = b(x,-). Das ist eine lineare Funktion, es gilt

flx+h)— (f(x) + b(z, h))

b(h, h)
Ia '

I

_1
2
Mit A — 0 geht die rechte Seite gegen Null, denn
[b(h, W) < ) [ber )| [hil|lhj| < ORI mit C = [bler, e5)].
ij=1 i,j=1

Beispiel 3.4 (Funktionen einer Variablen) Natiirlich muss das Konzept auch in diesem
Fall Sinn machen. Die Funktion f : I = (a,b) — R™ habe in x € T die Ableitung f'(x) € R™
im Sinne von Analysis 1. Dann ist f differenzierbar in z im Sinne von Definition 3.1 mit

Df(z):R—R™, Df(x)h = f(z)h.
Denn es gilt fiir A # 0, siehe auch Lemma 9.2 in Analysis 1,

|fx+h) = (f(x)+ f(x)h)] ‘ flx+h) - f(x)
Al a h

— f'(z)| = 0 mit h — 0.

Fiir reelle Funktionen f : Q — Rist Df(x) € L(R"™,R), also Element des Dualraums von R".
Es ist anschaulicher, den zugehorigen Vektor im R™ zu betrachten.

Definition 3.2 (Gradient) Sei Q C R" offen und f : Q — R differenzierbar in x € Q. Der
Gradient von f im Punkt x ist der Vektor

grad f(z) = Zajf(x)ej = : € R".
i=1 On f ()

Formal gehen wir vom Zeilenvektor D f(z) zum Spaltenvektor grad f(z) mit denselben Ein-
tragen iiber. Eine Charakterisierung ohne Koordinaten ist wie folgt: der Gradient ist der
eindeutig bestimmte Vektor im R™ mit der Eigenschaft

(3.5) (grad f(z),v) = Df(xz)v fiir alle v € R™.

Dabei ist (-,-) das Standardskalarprodukt. Ist grad f(z) = 0, so heifit  kritischer Punkt von
f. Ist = nicht kritisch, so ist die Richtung von grad f(z) diejenige, in der f am stéirksten
ansteigt. Denn fiir v € R™ mit |v| = 1 folgt aus der Ungleichung von Cauchy-Schwarz

grad £ ()

(3.6) Opf(z) = (grad f(x),v) < |grad f(x)|, Gleichheit genau wenn v = Tarad f(2)]
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Beispiel 3.5 Der Gradient der Funktion f(z) = ¢(r) mit r(z) = |z| ist nach Beispiel 2.1
grad f(x) = go’(r)% fiir  # 0.
Beispiel 3.6 Sei b: R" x R® — R symmetrische Bilinearform und B € R™*" die zugehorige
Matrix, also B;; = b(e;, e5). Es gilt dann, da B symmetrisch,
b(x,y) = (Bx,y) fir alle x,y € R".

Wir betrachten wieder die quadratische Form

fR" SR, f(x) = %b(z,x).
Nach Beispiel 3.3 gilt fiir alle v € R

(grad f(z),v) = Df(z)v = b(z,v) = (Bz,v).

Also ist grad f(x) = Buz.

In Analysis 1 haben wir die Ableitung mit der Existenz der Tangente an den Graphen
der Funktion motiviert. Im n-dimensionalen erwarten wir analog die Existenz einer n-
dimensionalen Tangentialebene. Eine reellwertige Funktion f auf Q@ C R™ kann immer als
Hohenfunktion einer Landschaft iiber der Grundfliche €2 interpretiert werden. Betrachte da-
zu den Graph der Funktion

G={(y,fy):yeN} c QxR c R*"

Wir wollen zeigen, dass der Graph im Punkt p = (z, f(x)) eine Tangentialebene hat, wenn f
im Punkt x differenzierbar ist. Betrachte dazu fiir A > 0 die Mengen

1 y—a f(y)—f(w)>

Gpv)\ A (G p) { ( \ \ Yy <
Der Graph G wird um —p verschoben, wobei p = (z, f(x)) im Nullpunkt landet, dann wird
mit dem Faktor % gestreckt. Wir wollen die G,y wieder als Graphen schreiben. Substituieren
wir y = o + Az, so folgt mit Q, \ ={z: 2+ Az € Q}

Gpr={(2, fur(2)) 1 2 € Qe fiir  for(2) = flo+ /\i) — fx)

Da 2 offen, gibt es ein ¢ > 0 mit B.(x) C Q. Es folgt Br(0) C Qx fir A < §. Fiir A >0
hinreichend klein ist f, x(2) also definiert, und es gilt

li =D fiir all R™.
)\1{‘% Jz(2) f(z)z furalle z €

In diesem Sinn konvergieren die reskalierten Graphen G, \ gegen die Menge
T,G = {(2, Df(z)z) : z € R"} c R"*%.

T,G ist das Bild der linearen Abbildung z +— (2, Df(z)z), also linearer Unterraum von R"*1
mit Basis (e1,01f(2)),..., (en, Onf(x)). Einheitsnormale von T,,G ist

) (Camad ().
P = T grad f)P

fiir p = (z, f(x)).
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Im Beweis der Differentiationsregeln brauchen wir dass lineare Abbildungen stetig sind. Dazu
verwenden wir fir A € L(R™,R™) die folgende Abschéitzung mittels Cauchy-Schwarz:

(3.7) |Ax|=)ixjAe]\_(ZrAeJ|) (Z N = Al

7=1

1/2
|A| = (Z;’L:I |Aej|2> heifit Euklidische Norm von A. Es folgt, dass jede lineare Abbildung
A :R™ — R™ Lipschitzstetig ist mit Konstante |A|, vgl. Analysis 1, Beispiel 7.10:

|Az — Ay| = |A(z —y)| < |Al|z —y.

Die optimale, also kleinstmogliche Norm ||A|| mit |Az| < ||A |z| fiir alle x heift Opera-
tornorm. Fiir uns reicht die Euklidische Norm aus, die Optimalitdt spielt keine Rolle. Die
Stetigkeit linearer Abbildungen gilt im allgemeinen nicht, wenn statt R™ ein unendlichdimen-
sionaler Vektorraum betrachtet wird, man muss sie dann extra voraussetzen.

Satz 3.2 (Differenzierbarkeit = Stetigkeit) Sei Q C R™ offen. Ist f : Q@ — R™ diffe-
renzierbar in xq, so ist f stetig in zq.

BEWEIS: Wie soeben besprochen, sind affinlineare Funktionen stetig auf R™. Es reicht daher
zu zeigen, dass die Funktion ¢(z) = f(z) — (f(zo) + D f(20)(x — z0)) stetig in z ist. Aber
©(zg) = 0, und nach Definition der Differenzierbarkeit gilt

p(z)

o(x) = |z — x0| % — 20 — 0  mit z — zo.

Wir miissen jetzt die Differentiationsregeln erarbeiten.

Satz 3.3 (Kettenregel) Seien f : U — R™ und g : V. — R mit U C R", V C R™
offen und f(U) C V. Sind f in xog und g in f(x¢) differenzierbar, so ist auch go f in xg
differenzierbar und es gilt die Kettenregel

D(go f)(zo) = Dg(f(x0))Df (o).

Fiir die zugehérigen Jacobimatrizen bedeutet das mit yo = f(z0)

9go fi 89% 8fj . .
1<i<p 1<k<n.
(%Uk Z 3% (ko) firl<i<p,1<k<n

BEWEIS: Sei yg = f(zo), Df(x9) = A, Dg(yo) = B. Wir definieren fiir hinreichend kleine
¢ € R"\{0}, n € R™\{0} die Funktionen

flzo +€) — (f(zo) + AE)

9(yo +n) — (9(yo) + Bn)
H '

ef(§) = m

und  g4(n) =
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Mit €7(0) = 0 und £4(0) = 0 sind beide Funktionen im Nullpunkt stetig. Offensichtliche
Kandidatin fiir die Ableitung von g o f in zq ist BA, also berechnen wir

(g0 f)lzo+&) — ((go.f)(wo) + BAE)

€]
_ 9+ AL+ [ £4(9) — (9(vo) + BAE)
€]
B - BA
_ 9(wo) + n+|77|€g|(£77‘) (9(yo) + BAE) wobei 7 = A€ + I¢] 5(6)

- Bsf<§>+'|2’sg<n>.

Wegen |Be¢(§)| < |Bllef(§)] und |n| < (JA] + e (§)])|E] < Cl| konvergiert die rechte Seite
wie gewiinscht gegen Null. O

Beispiel 3.7 Spezialfall ist die Verkettung f o ¢ einer Kurve ¢ : (a,b) — @ C R™ und einer
Funktion f:Q — R. Ist ¢ differenzierbar in ¢ € (a,b) und f differenzierbar in ¢(t), so folgt

W2y = 32 2 (epap %,

beziehungsweise in vektorieller Form

(foo)(t) = Df(c(t))d (t) = (grad f(c(t)), < (1)).

Ist fockonstant, so folgt grad f(c(¢)) L ¢/(t). Anschaulich: der Gradient von f steht senkrecht
auf Kurven in der Niveaumenge {z € § : f(x) = const.}, also auf die ganze Niveaumenge.
Im Fall n = 2 kann man sich die Niveaumenge als Hohenlinie vorstellen.

Wie bei Funktionen einer Variablen kann die Ableitung vektorwertiger Funktionen auf die
einzelnen Komponenten zuriickgefithrt werden.

Satz 3.4 (komponentenweise Differentiation) f : Q — R™ ist genau dann in xy € Q
differenzierbar, wenn alle Komponenten f; : Q = R, i =1,...,m, in xqg differenzierbar sind.

BEWEIS: Seien A € L(R",R™) und A; € L(R™), i =1,...,m, mit (Az); = A;x. Dann gilt
f(z) = (f(zo) + A(x — 20))

Df(zg)=A < lim =0
T—xQ ’x — 1’0’
i) — (fi Ai(z —
o i £ ilwo) + Al —20)) firi=1,....m
T—T0 |Jj — {L‘0|

< Dfi(xg) =A; furi=1,...,m.

Wir haben benutzt dass Konvergenz im R™ dquivalent ist zur Konvergenz der Komponenten.
O

Wir zeigen schlieBlich die weiteren klassischen Ableitungsregeln.

Satz 3.5 (Ableitungsregeln) Sei Q C R" offen, und f,g: Q — R seien differenzierbar im
Punkt x € Q. Dann gelten folgende Aussagen:
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(a) Linearitét: fir o, 8 € R ist af + Bg in x differenzierbar mit Ableitung
D(af + Bg)(x) = aDf(x) + BDg(x).

(b) Produktregel: fg ist in x differenzierbar mit Ableitung
D(fg)(z) = Df(x)g(x) + f(x)Dg(x).

(¢) Quotientenregel: ist g(x) # 0, so ist f/g auf einer Umgebung von x definiert und

I\ Df@g(x) - f(x)Dg(x)
P <g> ()= g(@)? |

Bewels: Wir setzen Df(x) = A, Dg(x) = B, und fir h # 0

o (h) = flx+h) —|}E{($) + Ah)7 o (h) = g(z+h) —|}(j(ﬂ:) + Bh)

Nach Voraussetzung gilt e¢(h) — 0, g4(h) — 0 mit ~ — 0. Mit der jeweils behaupteten
Ableitung ist nun fiir h — 0 der Grenzwert in (3.2) nachzupriifen. Fiir (a) gilt

(af + Bg)(z + h) — ((af + Bg)(z) + (aA + BB)h)
|h|

= acg(h) + Peg(h) — 0.

Fiir (b) berechnen wir mit etwas mehr Miihe
(f9)(@ +h) — ((f9)(z) + (Ag(x) + f(2)B) h)
Id
(f(z) + Ah +e¢(h)|R|) (9(z) + Bh+e4(h)|h|) — (f(z)g(z) + g(x)Ah + f(z)Bh)
|l

(AR)(Bh) +¢5(h) (9(x) + Bh +eg(h)|h]) + g4 (h)(f(z) + Ah).

1
Id
Wie in (3.7) bemerkt gilt |Ah| < |A||h| sowie |Bh| < |B||h|, also geht die rechte Seite mit

h — 0 gegen Null. In (¢) konnen wir m = 1 und f = 1 annehmen, denn sonst schreiben wir
f/g = f(1/g) und verwenden (b). Es gilt

1 1 1 Bh
|| <g(fc+h) - (g(x) - g(x)2)>

1 1 g(x + h)
= — ————(9g(x) — (9(x) + Bh+¢4(h)|h|) + =————DBh
1 g(x + h) Bh >
= —1)— —¢4(h) ).
e (G ) oo
Wegen g(x) # 0 und g(x + h) — g(x) mit h — 0 nach Satz 3.2 geht die rechte Seite wieder
gegen Null mit h — 0. O

Die Quotientenregel kann auch eleganter mit der Kettenregel gezeigt werden: man verwendet
1/g = hog mit h(y) = % Fiir die Produktregel gibt es ein #hnliches Argument: es ist

fg = ho¢ mit ¢(z) = (f(z),9(x)) € R? und h(yi,y2) = yiys. Nach Satz 3.4 ist ¢
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differenzierbar, und h nach Beispiel 3.3.

Wie besprochen kann aus der Existenz der partiellen Ableitungen nicht auf die Diffe-
renzierbarkeit geschlossen werden, ja nicht einmal auf die Stetigkeit. Das ist schade, denn
die partiellen Ableitungen sind so schon einfach auszurechnen, wéhrend die Definition
3.1 eventuell schwierig zu verifizieren ist. Zum Gliick kénnen wir aber doch die partiellen
Ableitungen einsetzen.

Satz 3.6 (stetig partiell differenzierbar = differenzierbar) Sei 2 C R" offen, und es
set f:Q — R™ nach allen Variablen x1,...,x, partiell differenzierbar. Sind die Funktionen
0;f : Q= R™ im Punkt x € Q stetig, so ist f in x (total) differenzierbar.

BEWEIS: Wegen Satz 3.4 konnen wir annehmen dass f reellwertig ist, also m = 1. Nach Satz
3.1 muss die Ableitung durch die partiellen Ableitungen gegeben sein, also

AR R, Ah=> 0pf(z)h.
k=1

Wir wollen den Mittelwertsatz verwenden. Da wir nur in Richtung der Achsen differenzieren
konnen, gehen wir von x nach x + h lings der Kanten des Quaders, das heifit wir betrachten
Pr =T+ Zle hie; mit k =0,...,n. Es gilt fiir geeignete s € [0, 1]

flor) = f(pr—1) = f(Pr—1 + hiex) — f(pr—1) = Okf(Pr—1 + skhier) -
Damit folgt

Fa+h) - }(Z{(:v) +An)| | 00 — 1) - s @)
k=1

= |}1L| ) i <8kf(pk_1 + sphier) — akf@/‘)) hk‘
k=1

n k—1

< ) ‘akf(w + ) hiei + Skzhkek) - 3kf(90)’-
k=1 i=1

Die rechte Seite geht mit h — 0 gegen Null, da die O;f im Punkt x stetig sind. O

Es gibt differenzierbare Funktionen, die nicht stetig differenzierbar sind. In Analysis 1, Serie
13, Aufgabe 4 hatten wir das Beispiel

xr7cos ; fiir x #0,

f:R%Rf(x)_{O fiir x = 0.

Aber hier gilt: Ausnahmen bestétigen die Regel, in den meisten Fillen ist Satz 3.6 das Mittel
der Wahl, um die Differenzierbarkeit einer Funktion zu begriinden. Dabei ist hilfreich, dass
die Ableitungsregeln auch in der Klasse der C*-Funktionen gelten.
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Folgerung 3.1 Sei k € Ny U {o0}.
(a) Mit f,g € C*(Q,R™) gilt af + Bg € C*(Q,R™) fiir o, B € R.
(b) Aus f,g € C*(Q) folgt fg € C*(Q), sowie f/g € C*(Q) falls g # 0 auf Q.

(c) Sind f € CK(U,R™), g € C*(V,RP) mit U C R™, V. .C R™ offen und f(U) C V, so ist
go f € CFU,RP).

BEwels: Im Fall £ = 0 sind die Aussagen wohlbekannt. Die Behauptungen (a) und
(b) folgen nun aus den Rechenregeln fiir die partielle Ableitung, siehe Satz 2.1, mit
Induktion iiber k. Sind zum Beispiel f,g € CF(Q) fiir ein & > 1, so gilt induktiv

0;(fg9) = (9;f)g + [(9;g) € C*1(Q), also fg € C*().

Fir & > 1 sind die Abbildungen f und ¢ aus (c) differenzierbar nach Satz 3.6. Dann
ist g o f ebenfalls differenzierbar wegen der Kettenregel, Satz 3.3, mit partiellen Ableitungen

Z 891 afj
&L‘k 8yj &rk'

Nun sind 9y f; € C¥~1(U), 9;9; € C*~1(V') nach Voraussetzung, also d;g;o f € C¥~1(U) nach
Induktion. Es folgt dx(go f); € C*~1(U) mit der Produktregel aus (b), also ist g o f von der
Klasse C*. O
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4 FErste Anwendungen
Eine typische Aufgabe der Analysis ist es, Eigenschaften einer Funktion aus Informationen

iiber ihre Ableitung zu gewinnen. Fiir Funktionen einer Variablen, also f : [a,b] — R, stehen
dazu zwei Argumente zur Verfiigung:

a) der Mittelwertsatz (Analysis 1, Kapitel 10):
f(b) — f(a) = f'(r)(b—a) fiir ein 7 € (a,b);

b) der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (Analysis 1, Kapitel 14):
b
1)~ f) = [ F(o)a
a

Ein gewisser Nachteil des Mittelwertsatzes besteht darin, dass die Zwischenstelle 7 € (a, b)
im allgemeinen nicht eindeutig ist. Hingt die Funktion f von weiteren Variablen ab, so gilt
das auch fiir die Zwischenstelle, aber es gibt keine Kontrolle dieser Abhingigkeit.

Im folgenden verwenden wir meistens den Hauptsatz, wobei dann f(t) eine C!-Funktion
sein sollte. Genauer reicht es wenn f(t) stetig auf [a,b] und stiickweise C! ist. Denn sei

a =ty <...<ty =Dbeine Unterteilung, so dass f’ auf den offenen Teilintervallen (t;_1,t;)
stetig ist und in den Randpunkten einseitige Grenzwerte f’ (¢;) hat. Dann gilt

N N b
@y - @)=Y () - ) =S [ wd= [ ra
= k=1 a

k=1 tk—1

Wie kann das eindimensionale Argument nun fiir Funktionen mehrerer Variabler f : ) — R
mit Q C R" eingesetzt werden? Die einfache Antwort: indem f lings Kurven  : [a,b] — €,
v = (), ausgewertet wird.

Lemma 4.1 Seiy: I = [a,b] — Q stetig und stickweise C*. Dann gilt fiir f € C*(Q)

b
(4.2) F(3) = f(v(a) = / Df (4(t))/(t) dt.

BewEIs: Nach Folgerung 3.1 ist f o~y stiickweise C, also folgt aus (4.1) und der Kettenregel

b b
FO0) = 10@) = [ 5 16@)de= [ Di(0) @) dr

Eine direkte Anwendung ist der

Satz 4.1 (Konstanzsatz) Ist f: Q — R mit Q@ C R" offen und zusammenhdingend, so gilt

Df(x)=0 firalexeQ = f ist konstant.
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BEWEIS: Zu z € Q wihle p > 0 mit By(z) C Q. Zu y € B,(x) betrachte 7 : [0,1] — B,(x),
v(t) = x + t(y — ). Mit Lemma 4.1 folgt

1
fy) = f(x) = F(r(1) = f(2(0)) :/0 Df(v(t))y'(t) dt = 0.

Also ist f lokal konstant, und dann nach Lemma 1.2 konstant. O

Ist © C R™ offen und zusammenhéngend, so lassen sich je zwei Punkte z,y € Q durch einen
stetigen Weg in €2 verbinden, das ist sogar eine dquivalente Charakterisierung des Zusam-
menhangs. Wir wollen das aber nicht vertiefen, sondern es geht als nichstes um Aussagen
zum Wachstum von Funktionen. Dazu reicht die Tatsache der Existenz von Verbindungen
nicht, eine quantitative Kontrolle ist notwendig. Der haufigste und einfachste Fall ist, wenn
wir die gerade Strecke nehmen kénnen.

Definition 4.1 Fine Menge M C R"™ heif§t konvex, falls folgende Implikation gilt:
xo, 11 €M = (1—t)zg+tey € M fir alle t € [0,1].

Satz 4.2 (Schrankensatz) Sei Q@ C R" offen und konver, und f € CY(Q). Es gebe ein
L < oo mit |Df(x)| <L fir alle z € Q. Dann folgt

|f(x1) — f(xo)] < L|xy — x|  fir alle xo,z1 € Q.

BEWEIS: Sei y(t) = (1 —t)zo+tx fiir 0 <t < 1. Aus (4.2) und (3.7) folgt, da ~v/(t) = z1 — zo,

o)~ sl = | [ DIGO)ar - ahat] < [ D7 (O) 1 - an)ldt < Lo - .

O

Die folgende lokale Variante des Schrankensatzes ist ebenfalls oft niitzlich.

Folgerung 4.1 Sei Q C R™ offen und f € CY(Q). Dann gibt es zu jeder kompakten Menge
K C Q eine Konstante L < oo mit

[f(@) = fy)| < Llz—y| firallex,y € K.
BEWEIS: Angenommen nicht, dann gibt es zu jedem k € N Punkte xg, yr € K mit
|flxk) = Flye)l > K log —ye|  firk=1,2,....

Da f stetig auf der kompakten Menge K ist, gibt es ein M < oo mit |f(z)| < M fiir alle
x € K nach Satz 1.8. Es folgt

1 2M .
‘xk—yk‘<%|f(xk)_f(yk)‘§7_>0 mit k£ — oo.

Wiéhle nun eine Teilfolge zx; — x € K, also auch yx;, — z mit j — oco. Sei 7 > 0 mit
B,(xz) C Q. Da Df stetig ist, gibt es wieder nach Satz 1.8 ein L < oo mit

|IDf(y)| < L fiir alle y € By(x).
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Fiir j gross gilt zy,, yx, € Br(x), also liefert der Schrankensatz

ein Widerspruch fiir j hinreichend grof3. O

Als nichstes beschiftigen wir uns mit Extremwerten, und verallgemeinern die notwendigen
und hinreichenden Kriterien aus Analysis 1. Dabei spielt die zweite Ableitung eine entschei-
dende Rolle. Wir behandeln im Anschluss Grundtatsachen iiber konvexe Funktionen. Als
bekannt setzen wir voraus: auf einer kompakten Teilmenge des R™ nimmt eine stetige Funk-
tion ihre Extremwerte an.

Definition 4.2 Die Funktion f : M — R, M C R", hat in x € M ein lokales Minimum,
falls es ein § > 0 gibt mit

fly) > f(x)  fir alley € Bs(x) N M.

Ist sogar f(y) > f(x) firy € Bs(xz)\{z}, so heifft das Minimum isoliert. Ein (isoliertes)
lokales Mazimum ist entsprechend definiert.

Satz 4.3 (notwendige Bedingung fiir Extrema) Sei Q C R" offen, und f :  — R habe
in x € Q ein lokales Extremum. Ist f differenzierbar in xz, so folgt D f(x) = 0.

BeEwels: Fiir v € R™ hat die Funktion ¢ — f(x + tv) ein lokales Extremum bei ¢ = 0, also
folgt aus der eindimensionalen Version und Satz 3.1

d
0= %f(;p +tv)|i=o = Df(z)v fiir alle v € R™.

Definition 4.3 Ein Punkt x € Q mit Df(x) = 0 heifst kritischer Punkt von f.

Kritische Punkte sind damit Kandidaten fiir Extremalstellen. Es gibt aber kritische Punkte,
in denen weder ein Maximum noch ein Minimum vorliegt, das zeigt schon das eindimensionale
Beispiel f(z) = 23 im Punkt z = 0. Um die Situation genauer zu analysieren brauchen wir
die zweite Ableitung.

Definition 4.4 Sei f € C?(Q) mit Q C R" offen. Die zweite Ableitung von f im Punkt
x € Q ist die Bilinearform

D?f(z) : R" x R" = R, D*f( Z ) w;.
4,j=1

Die Matrix (c'?fjf(ac)) € R™ "™ heifst Hessematriz von f an der Stelle x, und als Hesseform
bezeichnet man die zugehdrige quadratische Form
v D2 f( Z 8”]‘ JViv;.

t,j=1
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Die Hessematrix ist symmetrisch, und D?f(z) ist symmetrische Bilinearform. Denn nach
Schwarz, Satz 2.2, gilt 8l-2jf = 8j2if fir f € C?(2), und daraus folgt

D?f( Z T)viw; = Z z)w;v; = D* f(x)(w,v).

7.7 1 ,j 1
Als erstes wollen wir die Formel fiir die zweite Ableitung langs Kurven herleiten.
Lemma 4.2 Sei Q C R" offen, f € C*(Q) und v € C?(I1,L). Dann gilt

(4.3) (f o) (t) = D2F(v(D)) (v (1), (1)) + D (v(£)Y"(2)-
Bewers: Nach Kettenregel ist (f 0)'(t) = >_7_; 9;f(v(t))7;(t), und weiter

n

Z YY) + D F () (8).

2,7=1 j=1
Wir bendétigen nun eine lokale Entwicklung, die die zweite Ableitung mit einbezieht.

Lemma 4.3 Sei Q C R" offen und f € C%(Q). Dann gilt

fx+h) = (f(z) + Df(x)h+ $D?f(x)(h, h))

\h|2 —0 mith— 0.

BEWEIS: Setze v(t) = « + th, das heifit nach Lemma 4.2 gilt
(foy)(t)=Df(x+th)h und (for)"(t) = D*f(x + th)(h,h).

Wir berechnen mit dem Hauptsatz und partieller Integration
Fo) = o+ [ (Forf®a
= (fo)0)+(fo)(0) + /01(1 —t)(f oy)"(t) dt.
Einsetzen von (t) = x + th liefert
(4.4) f(z+h) = f(x)+Df(:n)h+%D2f(:n)(h, h)+/01(1—t)(D2f(m+th)—D2f(:r))(h, h) dt.

Wir schitzen den Integranden ab. Nach Cauchy-Schwarz gilt fiir @ € R™*"

3 @] [

7.]_

= [(Qh, h)| < |Qh||h| < |Q||h|*.

Zu € > 0 gibt es ein § > 0 mit |D?f(y) — D?f(z)| < ¢ fiir |y — x| < J. Es folgt
((D?f(z + th) — D*f(2))(h,h)| < e|h|* fiir [h] < 0.

Damit ist das Lemma bewiesen. O

Als zweites Hilfsmittel brauchen wir folgende Tatsache iiber quadratische Formen.
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Satz 4.4 (Grundzustand) Sei b : V x V. — R symmetrische Bilinearform auf dem n-
dimensionalen Euklidischen Vektorraum (V,(-,-)), und

A = inf{b(z,x) : ||z| = 1}.
Dann gibt es ein v € V mit ||v]| =1 so dass b(v,v) = A.

BEWEIS: Wir zeigen die Aussage erst im Fall V' = R", mit dem Standardskalarprodukt. Die
Funktion f:R" = R, f(x) = b(x, z), ist stetig auf R™, denn es gilt

f(l‘) = Z bijCCi.CUj wobei bij = b(ei, ej).
3,j=1

Die Menge {x € R" : |z| = 1} ist kompakt, also wird das Infimum durch ein v € R™ mit
|v| = 1 angenommen. Den allgemeinen Fall fiihren wir auf R™ zuriick, indem wir in V' mit
dem Gram-Schmidt-Verfahren eine Orthonormalbasis B = {v1,...,v,} wihlen? Fiir z € R
setze 3 = Y., ;v;, und betrachte die symmetrische Bilinearform

bg : R" x R" — R, bB('r7y) = b(wl‘%yb’)'
Wegen ||zg|| = |z| folgt mit Substitution
inf{b(v,v) : ||v|]| = 1} = inf{bg(z,x) : |x| = 1}.

Das Infimum wird rechts in einem Punkt x angenommen, also links im Punkt v = xp. O

Definition 4.5 Eine symmetrische Bilinearform b : V x V. — R heifit positiv definit (bzw.
positiv semidefinit), falls gilt:

b(v,v) >0  (bzw. b(v,v) >0)  fir alle v e V\{0}.
Notation: b > 0 bzw. b > 0. Entsprechend fiir negativ (semi-)definit.

Beachten Sie, dass definit die strikte Ungleichung bedeutet, anders als zum Beispiel bei der
Monotonie von Funktionen, wo wir zum Auschluss der Gleichheit den Begriff streng monoton
verwenden. Wir bemerken auch, dass es sich nur um eine teilweise Ordnung handelt, es muss
nicht einer der Félle b > 0 oder b < 0 gelten. Fiir b(z,y) = x1y1 — 22y auf R? gilt zum
Beispiel b(e1,e1) > 0, aber b(eg, e2) < 0.

Satz 4.5 (Lokale Extrema) Sei f € C?(Q), Q C R" offen und = € (.

(a) Wenn f in x ein lokales Minimum hat, so ist D?f(x) positiv semidefinit.

(b) Ist Df(z) = 0 und D?f(x) positiv definit, so hat f in = ein isoliertes lokales Minimum.
BeEweIs: In (a) gilt D f(z) = 0 nach Satz 4.3. Fiir v € R” beliebig hat ¢ — f(x+tv) beit =0

ein lokales Minimum, also folgt aus dem eindimensionalen Fall und (4.3)

2
0< %f(:p 100 = D2 (2)(v, v).

2E. Kuwert: Mathematik fiir Ingenieure II, SS 2025, Satz 7.1
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Fiir (b) verwende (4.4): zu € > 0 gibt es ein 6 > 0 mit

fz+h) = f(z) = %DQf(:U)(h, h)+ R(h) mit |R(h)| < e|h|?* fiir |h| < 4.

Nach Voraussetzung ist D2 f(x)(h,h) > 0 fiir h # 0, wir brauchen aber hier eine quantitative
Version. Nach Satz 4.4 gibt es ein v € R", |v| = 1, mit

A= inf D?*f(x)(w,w) = D*f(x)(v,v) > 0.

lw|=1

Wir wahlen € < % Mit dem zugehorigen § > 0 gilt

A A
fl@+h) = f(x) = b = elhf? = (5 - g) B2 > 0 fiir 0 < |h| < 4.

O

Um die Funktion in der N#he eines kritischen Punkts zu verstehen, ist der folgende Satz aus
der Linearen Algebra niitzlich.

Satz 4.6 (Hauptachsentransformation) Seib: V x V — R symmetrische Bilinearform
auf dem Euklidischen Vektorraum (V,(-,-)). Dann gibt es eine Orthonormalbasis v1, ..., v,
und A\ < ... < A\, so dass gilt:

b(vi,vj) = Ni6;5  fiur allei,j=1,...,n.

BEWEIS: Setze A = inf{b(x,z) : ||z|| = 1} und wéhle v € V mit ||v|| = 1 und b(v,v) = A,
siehe Satz 4.4. Wir behaupten

(4.5) b(v,w) = A(v,w) fir alle w € V.

Die Gleichung stimmt fiir w = v, und die Menge der w € V mit (4.5) ist ein Unterraum.
Es reicht daher, die Gleichung fiir w € V mit (v,w) = 0 und |w| = 1 zu zeigen. Dann ist
|(cost)v+ (sint)w||? = 1 fiir alle t € R, und aus der Minimumeigenschaft folgt wie behauptet

1d
b(v,w) = om b((cost)v + (sint)w, (cost)v + (sint)w) =0 = 0 = A(v, w).
Jetzt konstruieren wir induktiv \; < ... <\, und vy, ..., v, orthonormal mit
b(vi, w) = \i(vi, w)  fiir alle w € V.

Mit w = v; ist das die Behauptung des Satzes. Fiir £ = 1 nehmen wir A\ = A und v; = v wie
oben. Seien nun vy,...,v; und A\ < ... < A; schon bestimmt fiir 1 < k <n — 1. Setze

Mep1 = inf{b(z,2) : 2 € Vi, ||z =1}  mit Vi = {vq,...,ve}".

Es gilt Vi1 C Vi und damit A1 > Ag. Nach Satz 4.4, angewandt im Raum V = Vi, gibt
es ein vg41 € Vi mit [|vg41]] = 1 und b(vg41,vg4+1) = Agt1- Aus (4.5) folgt

b(Vgt1, W) = Ag1(Vg41,w)  fur alle w € Vj,.
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Aber da b symmetrisch, gilt induktiv fir 1 <i <k

b(Vk41,v:) = b(Vi, V1) = Ai{0i; V1) = 0 = Apg1 (Vit1, 04)-

Es folgt b(vg41,w) = Apt1(vg, w) fiir alle w € V, der Induktionsschluss. O
Jede lineare Abbildung B : V' — V induziert die Bilinearform

b(v,w) = (Bv,w) fiir v,w € V.

B heifit symmetrisch, wenn b symmetrisch ist. Wegen b(v, w) — A(v, w) = (Bv — Av, w) ist die
Gleichung (4.5) gleichbedeutend mit
Bv = M,

das heifit v ist Eigenvektor von B zum Eigenwert A € R. Satz 4.6 besagt: symmetrische
Endomorphismen sind diagonalisierbar, genauer gibt es eine Orthonormalbasis aus Eigen-
vektoren.

Die Hauptachsentransformation hat eine unendlichdimensionale Verallgemeinerung,
den Spektralsatz, der zum Beispiel in der Quantenmechanik von Bedeutung ist. Der zugrun-
deliegende Vektorraum ist dort ein Raum von Funktionen, welche die moglichen Zusténde
eines quantenmechanischen Systems beschreiben. Anstelle des Endomorphismus B tritt der
Differentialoperator H = —A + V, der sogenannte Hamiltonoperator. Die Eigenfunktion
von H zum kleinsten Eigenwert heiffit Grundzustand, die weiteren Eigenfunktionen sind die
angeregten Zustinde. Das Quadratintegral der Zustdnde wird auf Eins normiert, es hat
die Interpretation als Aufenthaltswahrscheinlichkeit. Eine &hnliche Situation, ebenfalls mit
Grund- und Obertonen, hat man bei den Schwingungen einer Saite.

In den Koordinaten x = xjv; + ...xpv, bezliglich der Eigenvektorbasis von b hat die
quadratische Form die Darstellung

b(x,z) = Z)\il"z mit A\ < ... < \,.

i
=1

Fiir n = 2 wollen wir die Mengen M, = {z € R? : b(z, z) = ¢} beschreiben; dabei kénnen wir
nach Ubergang zu —b annehmen, dass Ay > 0 ist. Es ergeben sich drei Fille:

A1 > 0: Im Nullpunkt hat b(z,z) ein globales, isoliertes Minimum und fiir ¢ > 0 ist
M, eine achsensymmetrische Ellipse mit Scheiteln in (£+/¢/A1,0) und (0, £+/c/A2).

A1 = 0: Auch hier ist im Nullpunkt ein globales Minimum, allerdings ist M, die ge-
samte x1-Achse; fiir ¢ > 0 besteht M, aus den parallelen Geraden xzo = ++/c/ 2.

A1 < 0: My ist Vereinigung der beiden Ursprungsgeraden zy = =£4/—A1/A2x;. Fiir
¢ > 0 ist M, eine nach oben und unten gedffnete Hyperbel mit Scheiteln (0,4+/c/A2) und
My als Asymptotenlinien. Fiir ¢ < 0 erhalten wir ebenfalls eine Hyperbel mit Asymptoten
My, die aber nach links und rechts geofinet ist und die Scheitel (£+/¢/A1,0) hat.

Betrachten wir in den drei Féllen die zugehorigen Graphen im R3, so haben wir fiir
A1 > 0 anschaulich eine Mulde, fiir A; = 0 einen Hohlweg und fiir A\; < 0 einen Sattel. Aus
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der Mulde wird fiir —b eine Kuppe. Ein kritischer Punkt z einer Funktion f heifit nicht
degeneriert, wenn die Eigenwerte \; von D?f(z) alle ungleich Null sind. In diesem Fall
bezeichnet man die Anzahl der negativen Eigenwerte als den Index des kritischen Punkts.
Fiir f(z) = b(z, z) sind die drei Félle oben der Reihe nach Index Null, degeneriert und Index
Eins, die Kuppe ist Index zwei.

Definition 4.6 (konvexe Funktion) Sei K C R" konvex. Dann heifit f : K — R konver,
falls fiir alle x,y € K gilt:

f(A=tx+ty) <A —-t)f(z)+tf(y) firallet € [0,1].
f heifst strikt konvez, falls die strikte Ungleichung gilt fir x # y und t € (0,1).

Wie man leicht sieht, ist Konvexitdt von f dquivalent dazu, dass der Epigraph
GT(f)={(z,2) e K xR: 2> f(x)}
eine konvexe Menge im R"t! = R” x R ist.

Satz 4.7 (Konvexitétskriterien) Sei 0 C R" offen und konver, und f € CY(Q). Die
folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) f ist konvex.

(b) f(y) = f(z) + Df(x)(y — x) fir alle z,y € Q.
(c) (Df(y) = Df(x))(y —x) >0 fiir alle z,y € Q.

Ist sogar f € C%(Q), so ist auferdem dquivalent:
(d) D2f(x) >0 fir alle z € Q.

BEWEIS: Die Aussage wird jeweils auf den eindimensionalen Fall reduziert, indem wir fiir
z,y € Q die Funktion ¢(t) = (1 —t)f(z) + tf(y) — f((1 — t)z + ty) betrachten. Unter
Voraussetzung (a) ist ¢(0) = 0 ein Minimum, daraus folgt (b):

0<¢'(0) = f(y) — f(z) - Df(x)(y — 2).

Aussage (c) folgt aus (b) durch Vertauschen von x und y und Addition. Die Implikation
(c) = (a) zeigen wir durch Widerspruch. Angenommen ¢(¢) hat in 7 € (0,1) ein Minimum
(1) < 0. Fiir t; < to gilt nach (¢) mit z(t) = (1 —t)z + ty

@' (t1) —'(t2) = (Df(x(tz)) — Df(x(t1))(y — =)
1

= o (Df(a(t2) = Df((t1)) ((t2) = w(t1)) = 0.

Fiir ¢t < 7 folgt ¢'(t) > ¢'(7) = 0, und hieraus ¢(0) < ¢(7) < 0, ein Widerspruch.

Sei nun f € C%(Q). Nach (4.4) wissen wir
1
fx+h) = f(z)+ Df(x)h + / (1 —t)D*f(x + th)(h, h) dt.
0
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Mit h = y — x folgt die die Implikation (d) = (b). Umgekehrt folgt (d) aus (b) mit Satz 4.5,
denn die Funktion g(y) = f(y) — (f(z) + Df(z)(y — z)) hat in = ein Minimum. O

Eine Funktion f mit f((1 —t)z +ty) > (1 —t)f(x) +tf(y) fur alle z,y € Q, t € [0, 1], heifit
konkav und es gelten entsprechende Aussagen mit umgekehrten Ungleichungen.
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5 Das Taylorpolynom

Das Thema in diesem Kapitel ist die Taylorentwicklung, und zwar erst im Fall einer
Variablen und im Anschluss auch im R". Es geht dabei um den Vergleich einer gegebenen
Funktion f(z) mit einem Polynom P(x), das in einer Stelle zp ,von k-ter Ordnung*
mit f iibereinstimmt, also f®(z9) = P®(xy) fir i« = 0,1,...,k P(z) sollte dann
f(x) asymptotisch fiir © — zp gut approximieren, und das will quantifiziert werden. Fiir
k = 0,1, 2, also konstante, lineare sowie quadratische Polynome, haben wir das schon gesehen.

Zur Erinnerung: eine Funktion P : R — R heiit Polynom vom Grad & € Ny, wenn
es ag,--.,ar € R gibt mit a; #£ 0, so dass gilt:

k
P(z) = Zajxj fir alle z € R.
j=0

Im Raum aller Funktionen f : R — R ist die Menge Py der Polynome vom Grad < k
der durch 1,z,...,z"* erzeugte Unterraum. Es gilt: fiir jedes £y € R bilden die Funktionen
1,z — xq,...,(x — x0)* eine Basis von P;. Wegen dimPj, < k + 1 miissen wir dazu nur die
lineare Unabhingigkeit zeigen. Wir verwenden die Ableitungsregel

k .
(5.1) P(z) = Zaj(m —z) = (%) P(2)|p=z, = il a;.
=0

Ist P(z) die Nullfunktion, so folgt a; = 0 fiir : = 0,. ..,k wie behauptet.

Lemma 5.1 SeiI = (a,b) CR, 2o € I und k € Ng. Zu f € C*(I) gibt es genau ein Polynom
P € P, mit PO (x0) = fO(x0) fiiri=0,1,...,k, und zwar

k .
9 (z .
(5.2) P) =Y j(! ) (@ — o).
j=0
Py heifst Taylorpolynom der Ordnung k von f mit Entwicklungspunkt xg.
BeEwEs: Fiir das in (5.2) definierte Polynom gilt P (zq) = f@(x0) fiir i = 0,...,k, wie
man mit (5.1) sieht. Zur Eindeutigkeit sei P € Py, mit P®)(xq) = 0 fiir alle i = 0,..., k. Wie
oben gezeigt gilt eine Darstellung P(z) = Z?:o aj(z — xo)’ fiir alle z € R. Mit (5.1) folgt
a; =0 firalle:=0,...,k. O

Folgerung 5.1 Das k-te Taylorpolynom mit Entwicklungspunkt xy eines Polynoms f vom
Grad hdchstens k ist f selbst.

In der Situation von Lemma 5.1 heifit die Funktion

(5.3) Ry : (a,b) = R, Ryi(z) = f(z) — Px(x)

das Restglied k-ter Ordnung der Taylorentwicklung in zo. Knackpunkt bei der Taylorent-
wicklung ist die Abschitzung dieses Restglieds und damit eine Aussage dariiber, wie gut die
Funktion durch das Taylorpolynom approximiert wird. Hierfiir gibt es verschiedene mdogliche
Darstellungen von Ry.
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Satz 5.1 (Integraldarstellung des Restglieds) Sei f € CK*Y(I) fiir ein k € Ngy, und

Py(z) = Z?:o f(j)j(!xo) (x — o)’ das k-te Taylorpolynom im Punkt o € I. Dann gilt

f@) = Pla) + Bela) it Ru(o) = o7 [ (o= ) 1) dy

BEWEIS: Durch Induktion iiber k € Ny. Fiir k£ = 0 folgt aus dem Hauptsatz
xr
£@) = Flan) + [ Fw)d.
o
Fiir £ > 1 folgt induktiv mit partieller Integration, vgl. Lemma 4.3 fiir den Fall £ =1,

f@) = P+ g [ :<x—y>“f<k><y>dy

- Aaw+ g (-] [ g )

= R+ [ @0 ) dy

Die zweite Darstellung des Restglieds ist vielleicht etwas populérer.

Satz 5.2 (Lagrangedarstellung des Restglieds) Sei f € C**1(I) fiir ein k € Ng. Dann
gibt es zu xo,x € I ein € zwischen xg und x, so dass gilt:

FE(E)
(k+ 1)!

O (g |
6 @)= T G re) mit Rue) =

k
)k+1
7=0

(x — x

BEWEIS: Wir verwenden den Mittelwertsatz der Integralrechnung mit Gewicht, siehe Folge-
rung 13.2, Analysis 1: ist ¢ € C°(I) mit ¢ > 0, so gibt es zu f € C°(I) ein ¢ € I mit

/Ifwzf(é“)/lw-

Sei nun x > z¢. Dann kénnen wir I = [x9, z] und ¢(y) = (x — y)* wihlen. Es folgt

L[ k p(k+1) L ks /x K FED() k1
= _ dy — — oV dy = LS
. (@ —y)" T y) dy = 7 (8 . (x—y)"dy ] (z —x0)"",
fiir ein & € [z, x]. Der Fall x < x( ist analog, der Satz ist bewiesen. O

Beispiel 5.1 Betrachte fiir z € (—1,1) die Funktion f(z) = (1 — )~%/2, mit Ableitungen

Fla)=50-0) ™2 wd @) =202

Es gilt f£(0) =1 und f’(0) = 1/2, also lautet das Taylorpolynom der Ordnung Eins in zg = 0

Pi(e) = £(0) + f(0)s = 1+ o,
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mit der Lagrange-Restglieddarstellung

Ri(x) = JH;@)$2 = g(l —&)7%24%  fiir ein £ € [0, 2].

Als Anwendung erhalten wir fiir die relativistische Energie eines Teilchens mit Ruhemasse
mo und Geschwindigkeit v, wenn wir 5 = v/c setzen,

f(€)
2

my C2

1
Be e (14 g

V-3
Dabei ist der erste Term die Ruheenergie und der zweite die klassische kinetische Energie. Fiir
den relativistischen Korrekturterm ergibt sich aus der Restglieddarstellung die Abschétzung

AE
Ekin

1
54) = moc® + §m0112 + AFE.

F1(&B* < f(B*)B* < 0,008 fiir 8<0,1.

Bei Geschwindigkeiten v < 1—100 betréigt die relativistische Korrektur weniger als ein Prozent
der klassischen kinetischen Energie.

Um das asymptotische Verhalten von Funktionen zu vergleichen, werden oft die Landauschen
Symbole O und o benutzt. Seien f, g zwei Funktionen, die fiir 0 < |z — x| < 0 definiert sind,
und es sei g(x) # 0 fiir  nahe bei xg. Dann schreibt man

=o(g(z)) firz — = im ’f($)|:
fla)=olg(o) firo a0 & tm T
f(z) = O(g(x)) fir z — xo & limsup f () < 0

v—ao 9()]

In Worten: die Funktion f(z) ist klein-o von g(z) beziehungsweise gro-O von g(z) fur z — xo.
Diese Begriffe sind analog fiir Grenzwerte |z| — oo usw. erklart. Wir zeigen jetzt, dass sich
f(z) fir x — xo asymptotisch wie das k-te Taylorpolynom Py (x) verhilt, bis auf einen Term
der von der Ordnung k verschwindet:

f(z) = Py(z) + o(|z — xo|¥)  fiir  — 0.

Satz 5.3 (Approximation durch das Taylorpolynom) Sei f € C*(I) fiir k € Ny, und
Py das k-te Taylorpolynom von f mit Entwicklungspunkt xo € I. Dann ist Py das eindeutig
bestimmte Polynom vom Grad héchstens k mit

i 1@ = Pl@)

T—XTQ (,CE — ;Ij‘o)k

= 0.

BEWEIS: Nach Satz 5.2 gibt es zu « € [ ein & zwischen zp ud x mit

f((a;)_—ik)gp:f(w)—Pm(x) 1O a0) = 2 (7O ~ 1 o).

(x—x0)F K

Da ) stetig, ist | £ (&) — f*) ()| < € fiir |z — 20| < §, womit die Konvergenz gegen Null
bewiesen ist. Fiir die Eindeutigkeit ist zu zeigen, dass fiir P(x) = Z?:o aj(z — xo)’ gilt:
P
lim L)k:o = aqy=...=a,=0.
T—XQ ([]} — ,1'0)
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Sei induktiv schon ag = ... = a;_1 = 0 gezeigt mit 0 < j < k. Dann folgt

a; = lim (z — 29) 7 P(z) = lim (2 — 20)* 7 (z — 20) "P(z) = 0.

T—x0 T—T0

O

Die mehrdimensionale Taylorentwicklung orientiert sich am Fall n = 1, nur ist der Notati-
onsaufwand grofier. Sei Q@ C R™ offen und konvex. Fiir f € C*¥(Q) definieren wir die k-te
Ableitung D* f(x) im Punkt = € Q als k-Linearform D* f(x) : R™ x ... x R — R, wobei

n

(5.5) DFf(@)(vr,.. o) = D (05 i @) (@1, - (vr)i,

i1y =1

Betrachte jetzt fiir 2,z € Q die C*-Funktion, vgl. Folgerung 3.1,

0 :[0,1] = R, p(t) = f(zo +th) mith =2z — x.
Wir zeigen durch Induktion die Formel
(5.6) e®(t) = D* f (o + th)(h, ..., h).
Fiir £ = 1 gilt das nach Kettenregel und Satz 3.1, denn

¢'(t) = Df(xo +th)h =Y 9;f(xo + th)hi.
i=1

Fiir k > 2 ergibt sich induktiv mit Satz 2.2 von Schwarz

d n
e® (1) = - > @ o+ th) hiy . hi

i17 bk — 1—1

— Z Z F i i) @0+ th) hyy o by By

il, ,Zk 1= =114i=1

= DFf(xo+th)(h,...,h).

Satz 5.2, angewandt auf die Funktion ¢, liefert sofort eine erste Fassung der mehrdimensio-
nalen Taylorentwicklung.

Lemma 5.2 Sei Q C R offen und konvex, und sei f € CKTY(Q) fir ein k € Ng. Dann gibt
es zuxg, v € Q ein = (1—71)rg+ 7z, 7 €[0,1], so dass mit h = x — x gilt:

k .
f(SU) — Z D]f(l‘o)(h, s 7h) + Dk-‘rlf(g)(h’ s 7h)
: J! (k+1)! '
7=0
BEwWEIS: Wir wenden auf die C**1-Funktion ((t) = f(x¢+th) die eindimensionale Taylorsche
Formel an, mit Entwicklungspunkt ¢y = 0. Nach Satz 5.2 gibt es ein 7 € [0, 1] mit

Eo0) o (r
1)_Z¢j!( )+@(k+1()!)'

Jj=0
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Einsetzen von (5.6) liefert die Behauptung. O

Die k-te Ableitung D* f(x)(h,...,h) ist eine Summe von n* Termen, von denen viele aber
gleich sind wegen der Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen. Es ist 6konomischer, die
Summe danach zu ordnen, wie oft nach den einzelnen Variablen x4, ..., x, differenziert wird.
Gleichzeitig fithrt das wie im Eindimensionalen auf eine Taylordarstellung mit Basispolyno-
men. Fiir einen Multiindex o = (v, ..., o) € Njj setzen wir

la] = ai1+...+a, Ordnung von a,

al = (a)!-...-(ap)! a-Fakultit,

z* = z'-...-2p"  Monom mit Exponent a,

DY = 9¢...9% (D' =1d).

Im Operator D% wird also «; mal nach z; differenziert.

Satz 5.4 (Taylorentwicklung im R") Sei Q C R™ offen und konvez, und sei f € C*+1(Q)
fir ein k € No. Dann gibt es zu xo, x € Q ein § = (1 — 7)o+ 72, 7 € [0,1], so dass gilt:

f(x) = Z Da];gxo)(l’ —xo)* + Z DQOZ(E) (z — @0)".

| <k ’ lo|=k+1
BEWEIS: Sei o Multiindex der Ordnung |a| = k. Wieviele Tupel (i1, ...,ix) gibt es, in denen
jedes i € {1,...,n} genau «o; mal vorkommt? Wéhle oy Stellen fiir i = 1, aus den iibrigen s

Stellen fiir ¢ = 2, etc. Das ergibt die Zahl

<OIZ> ' (k ;20‘1> (k_ o +04n +0‘n—1)> N (Ofl)‘k'(an)' N g

Die behauptete Entwicklung folgt nun aus Lemma 5.2 und der Vertauschbarkeit der partiellen
Ableitungen, siehe Folgerung 2.1. O

Sei I(n, k) die Menge aller n-Multiindizes mit |a| = k. Es gilt dann
k

Itn+1,k) = J{(e,0) : a € I(n, ]k — 0)}.
=0

Also gilt #I(n + 1,k) = S35 #I(n,k — £), und induktiv folgt leicht #1I(n, k) < (k +1)»~1.

Fiir grofle k ist das viel kleiner als die Zahl n* aus der vorigen Darstellung der Taylorformel.

Eine Funktion P : R” — R heifit Polynom vom Grad k& > 0, wenn es a, € R, |o| < k, gibt
mit a, # 0 fiir mindestens ein |a| = k, so dass gilt:

P(x) = Z agx®  fiir alle z € R™.
la|<k

Fiir g € R™ beliebig bilden die Monome (x — z¢)® mit 0 < |a| < k eine Basis des Raums P,
der Polynome vom Grad < k. Dies folgt wie fiir n = 1 aus der Ableitungsregel

Px)= Y ag(z —2)® = D P(xy)=alas fir o] < k.
BI<k
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Es folgt analog zu Lemma 5.1: das k-te Taylorpolynom

@ Ata) = 3 Z L oy

lal<k
ist das eindeutige Polynom vom Grad hochstens k mit D*P(zg) = D f(xo) fir |o| < k.

Folgerung 5.2 Das k-te Taylorpolynom mit Entwicklungspunkt xg eines Polynoms f vom
Grad hdchstens k ist [ selbst.

Beispiel 5.2 (Polynomialformel) Die Funktion f(z) = (1 + ...+ x,)" ist ein Polynom
vom Grad k, und es gilt
k! falls |o =k,

0 sonst.

D*£(0) = {

Mit Folgerung 5.2 (oder direkt durch Abzéhlen) ergibt sich

k!
(14 ... +an) = Z axa.

lal=k

Auch im Mehrdimensionalen approximiert das k-te Taylorpolynom bis auf Terme hoherer
Ordnung, nur miissen wir jetzt im Nenner Betrége setzen, da bekanntlich durch Vektoren
nicht dividiert werden kann.

Satz 5.5 (Approximation durch das Taylorpolynom im R") Sei f € C*(Q) fir k
No, und Py das k-te Taylorpolynom von f mit Entwicklungspunkt xo € Q. Dann ist Py das
eindeutig bestimmte Polynom vom Grad hochstens k mit

i £@) = Pi@)

T—T0 |£B — ,’L‘0|k

=0.

BEWwWEIS: Nach Satz 5.4, mit k statt k + 1, gibt es zu x €  ein £ zwischen x¢ und = mit

D*f(€) — D*f(x0)

ol

(x — x)®.

@) - Pla) =

|a|=k
Da D°f stetig und |(z — 20)?®| < |z — z0|", folgt die Konvergenz gegen Null. Fiir die Eindeu-
tigkeit zeigen wir fiir ein beliebiges Polynom P(x) vom Grad < k folgende Implikation:

P
lim (@) _ 0 = P(z)=0fir alle z € R".

T—TQ |1‘ — {1}‘0|k o

Angenommen es gibt 1 € R” mit P(x1) # 0, o0BdA x; # z¢. Mit 2y = 29 +t(z1 —20), t € R,
ist ¢(t) = P(z;) eindimensionales Polynom vom Grad < k, und wegen lim;_,o z; = ¢ folgt

p(t) ko Plxy) K P(r) :
L . L7 R N | B L 2N B S Y 1)
I T ey A P L

Nach Beweis von Satz 5.3 ist ¢(t) = 0, im Widerspruch zu ¢(1) = P(x1) # 0. O
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Beispiel 5.3 Wir berechnen hier mit der Multiindexnotation die Taylorentwicklung erster
Ordnung im Punkt (1, 1) fiir

Esist f(1,1) = 0, und die partiellen Ableitungen der Funktion lauten

D(I,O)f(1:7y) — (:L‘—2|—yy)2 D(o,l)f(:c,y) = (95—2|—xy)2
4 2(z — !
D(?,O)f(;c,y) = —ﬁ D(l’l)f(x,y) = m D(O’Q)f(:c,y) - (ZL' +$y)3

Das Taylorpolynom erster Ordnung ist somit

Pi(z,y) = f(1,1)+ DY f(1,1)((z,y) — (1,1)) " + DOV £(1, 1) ((,y) — (1, 1))V
1 1

= 5(56—1)—5(?4—1):%(96—11)-

Das Restglied lautet in Lagrangedarstellung mit Zwischenpunkt (£, 7)

DO f(g,n) DL f(¢,m)

Fa(@.9) S (@) = (1L,0) 20+ =22 () - (1,1) Y
(0,2)
DETED () - (1,1)
= o ale = 0P - - Dl- D+l — 1),

Fiir Funktionen f € C°°(2) kann man das Taylorpolynom mit Entwicklungspunkt zy € 2 zu
jeder Ordnung k € Ny berechnen, und damit auch die Taylorsche Reihe

Plx)y=>_ > Da;’if‘””o)(x — x0)°.
k=0 |a|=k ’

Die Funktion f(x) heifit reell-analytisch, wenn f in der Umgebung jedes Punkts xy € 2 durch
diese Potenzreihe dargestellt wird, das heifit es gilt f(z) = P(z) fiir = nahe xg. Nicht jede
C™-Funktion hat diese Eigenschaft, siche Ubungsaufgabe.
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6 Potenzreihen*

In Analysis 1 haben wir Konvergenzkriterien fiir Reihen behandelt. Wir haben auch die Expo-
nentialreihe sowie die Reihendarstellungen der Funktionen Cosinus und Sinus kennengelernt.
Die systematische Diskussion von Reihen dieses Typs, den Potenzreihen, musste aus Zeit-
griinden verschoben werden, wir holen das jetzt nach.

Sei f € C*°(I), wobei I offenes Intervall mit 0 € I. Dann kénnen wir fiir jedes k € Ny das
Taylorpolynom Pj, mit Entwicklungspunkt zg = 0 bilden, es lautet

Fiir festes k beschreibt Py(x) das Verhalten von f(x) fiir z — 0, und zwar umso genauer je
grofler k gewdhlt wird. Jetzt dndern wir den Blickwinkel und fragen: konvergiert fiir festes
xz € I die Folge Py (x) fiir K — oo? Und wenn ja, ist der Grenzwert dann der Funktionswert
f(z)? Die Reihe

heifit Taylorreihe von f(x) mit Entwicklungspunkt x = 0. Wir betrachten generell Reihen
der folgenden Form.

Definition 6.1 (Potenzreihen) FEine komplexe Potenzreihe ist eine Reihe der Form

oo
P(z) = Z apz®  mit ay, € C.
k=0

Allgemeiner hat man Potenzreihen mit Entwicklungspunkt 2y € C, das heifit Reihen der Form
P(z) = Y72, ar(z — 20)*. Der Einfachheit halber beschrinken wir uns auf zy = 0. Definition
6.1 ldsst offen, ob beziehungsweise fiir welche z € C die Reihe tatséchlich konvergiert. Klar ist
P(0) = ag, es kann aber sein, dass die Reihe fiir alle z # 0 divergiert, dann ist sie natiirlich
nicht relevant. Ein Beispiel ist > 72 k*zF wie der Nullfolgentest zeigt. Bei interessanten
Reihen (was immer das ist) erwarten wir aber Konvergenz fiir Punkte z in einem gewissen
Gebiet. Auf diesem Gebiet definiert die Reihe dann eine Funktion. Wir beginnen damit, dieses
Konvergenzgebiet genauer zu charakterisieren.

Beispiel 6.1 Betrachte f : R — R mit

fla) = {ez fir x >0

0 fir z <0

Es gilt f € C°(R) nach Folgerung 11.2, Analysis 1, insbesondere f()(0) = 0 fiir alle j € N.
Also sind die Koeffizienten der Taylorreihe alle Null und damit auch alle Partialsummen, die
Reihe konvergiert somit gegen die Nullfunktion, nicht gegen f. Ubrigens hiitten wir dies auch
aus dem Identitétssatz fiir Potenzreihen, Satz 13.7, Analysis 1, schlieflen kénnen, denn die
Menge f~1{0} hat einen Haufungspunkt in z = 0.
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Definition 6.2 (analytische Funktion) f: I — R, I offen, heifst analytisch, wenn jedes
xo € I eine Umgebung (xo — 6,20+ 0) hat, auf der f durch eine konvergente Potenzreihe mit
Entwicklungspunkt xo dargestellt wird:

= Zak(x —x0)®  fiir alle x € (xg — 6,0 + 9).

Lemma 6.1 (von Abel) Sei P(z) = > 7 arz¥, ay € C, eine Potenzreihe. Es gebe o > 0
und M € [0,00) mit |ag| o < M fiir alle k € Ng. Dann ist P(z) fiir |z| < o absolut konvergent.
Genauer gilt fiir alle k € Ny

0 ’Z‘ k+1
(6.1) PE - RGNS Y el < (BT
t=k+1 Q e
Hier ist Py(z) = Z'Z;o agz’ die k-te Partialsumme.

BEWEIS: Es gilt |ap2*| = |ag| 0" (|2]/0)* < M(|z]/0)*. Fiir || < o folgt die absolute Konver-
genz durch Vergleich mit der geometrischen Reihe. Genauer gilt

LEREIED SNEETYS ol (=) Iy ()

{=k+1 l=k+1

Das Konvergenzgebiet einer Potenzreihe sieht allgemein wie folgt aus.

Satz 6.1 (vom Konvergenzradius) Zu jeder Potenzreihe P(z) = > 7o, apz”® gibt es genau
ein R € [0,00], den Konvergenzradius, mit folgender Eigenschaft:

. absolut konvergent  fir |z| < R,
P(z) ist _
divergent fir |z| > R.

BEwEIs: Die Eindeutigkeit von R ist klar. Zur Existenz definieren wir

R = sup{|z| : P(z) konvergiert} € [0, oo].
Ist |z| < R, so gibt es nach Definition ein zp € C mit |z] < |z0| < R, so dass P(zg) konvergiert.
Nach dem Nullfolgenkriterium, Satz 6.1 in Analysis 1, folgt akz(]}’ — 0. Es gibt also ein

M € [0,00) mit |ay||z0|® < M fiir alle k. Nach Lemma 6.1, mit o = |zo|, ist P(z) absolut
konvergent. Andererseits ist die Reihe divergent fiir |z| > R nach Definition von R. O

Beispiel 6.2 Fiir die Exponentialreihe Y 72, 2% /k! gilt, aufier im trivialen Fall z = 0,

(R + 1Y 2]
| 2% /K| k41

— 0 mit £ — oo.

Nach dem Quotientenkriterium, Satz 6.6 (b) in Analysis 1, konvergiert die Reihe absolut fiir
alle z € C. Der Konvergenzradius der Reihe ist R = oc.
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Beispiel 6.3 Die Binomialreihe zum Parameter a € C lautet

Ba(z):Z(Z>z’f:1+az+a(a_l)z2+...

2
k=0

Fiir o« € Ny bricht die Reihe nach k¥ = « ab, und die Binomische Formel liefert B, (z) =
(14 z)™. Im folgenden sei nun o ¢ Ny. Fiir z # 0 ist dann a; = (§)2* # 0 fiir alle k € Ny,
und es gilt

| — K|

= %1 |z| = |z| mit k — oo.

ag+1
a

Nach dem Quotientenkriterium konvergiert die Reihe fiir |z| < 1 und divergiert fiir |z| > 1,
das heift der Konvergenzradius ist R = 1.

Wir interessieren uns nun dafiir, wie die Funktionen Pj(z) gegen die Funktion P(z) konvergie-
ren. Lésst sich zum Beispiel die Stetigkeit der P(z) auf die Grenzfunktion P(z) iibertragen?
Das ist ein generelles und grundlegendes Problem: sei fi : D — R eine Folge von Funktionen
auf D C R", die punktweise gegen eine Grenzfunktion f: D — R™ konvergiert:

f(x) = lim fi(z) firallex € D.
k—o0

Folgt die Stetigkeit von f aus der Stetigkeit der fi, unter geeigneten Voraussetzungen? Das
folgende Beispiel zeigt, dass die punktweise Konvergenz alleine im allgemeinen nicht die Ste-
tigkeit der Grenzfunktion garantiert.

Beispiel 6.4 Betrachte die stetigen Funktionen f : [0,1] — R,

1—kx fir0<az<i,
Jr(x) = { - F
0 sonst.

Die Folge konvergiert punktweise gegen f : [0,1] — R mit
1 firz =0,
€Tr) =
/(@) {0 sonst.

Die Grenzfunktion ist im Punkt x = 0 nicht stetig.

Na gut, das hétten wir eigentlich auch nicht erwartet. Solche Probleme kennen wir schon von
der Vertauschbarkeit des Integrals mit der Konvergenz.

Satz 6.2 (Gleichmiflige Konvergenz und Stetigkeit) Seien fi : D — R™, k € N, ste-
tige Funktionen auf D C R"™, die gleichmdfig gegen f: D — R™ konvergieren, also

ka—fHD—>O mit k — 0o.
Dann ist [ ebenfalls stetig auf D.

BEWEIS: Sei zg € D gegeben. Fiir z € D beliebig und k € N gilt

|f(x) — f(zo)] |f(x) = fu(@)] + | fr(x) = frlzo)| + | fr(zo0) — f(z0)]
|fe(z) = fr(@o)| + 2| f — fellp-

VARVAN
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Fiir x — zq ergibt sich, da fj stetig ist,

limsup |f(z) — f(zo)| < 2||f — frllp-

T—T0

Mit k& — oo folgt limsup, . [f(z) — f(zo)| = 0, die Stetigkeit von f in x. O

Satz 6.3 (Stetigkeit von Potenzreihen) Sei P(z) = > 32 ap2* eine kompleze Potenzrei-
he mit Konvergenzradius R > 0. Dann ist P(z) stetig auf der Kreisscheibe Br(0) = {z € C :
|z| < R}.

BEwEIS: Wir zeigen, dass die Pg(z) auf jeder Kreisscheibe B,(0) mit » < R gleichméiBig
konvergieren. Die Behauptung folgt dann aus Satz 6.2. Sei ¢ € (r, R) beliebig gewihlt. Da
P(0) konvergiert, gibt es ein M € [0, 00) mit |az|o® < M fiir alle k. Nach Lemma 6.1 folgt

M k+1
[P — Pellg,0) < T (;) — 0 mit k& — oo.
0

Damit ist der Satz bewiesen. O

Nun zur Frage der Differenzierbarkeit der Grenzfunktion. Aus Griinden der Einfachheit be-
schrianken wir uns auf Funktionen f : I — R"™ einer Variablen.

Beispiel 6.5 Betrachte fiir ¢ > 0 die Funktionen f. € C1(R), f.(z) = (¢2 + 2%)'/2. Es gilt
lz| < fo(z) <e+|z| fir alle x € R,
also konvergieren die f. gleichmifig gegen f(x) = |z|. In z = 0 ist f nicht differenzierbar.

Satz 6.4 (Vertauschung von Konvergenz und Ableitung) Seien f, € C1(I,R™), I =
(a,b), punktweise konvergent gegen f : I — R™. Konvergiert die Folge f; gleichmdfig gegen
eing:1—R™, also

Ifr—gllr =0  mitk— oo,

so folgt f' =g, und f € C1(I,R™).

BEwEIs: Wihle xg € I. Dann besagt der Hauptsatz der Differential- und Integralrechung
x
fule) = fueo) + [ fiwydy firalles e 1
o

Nach Analysis 1, Satz 13.3, vertauscht das Integral mit f; — g, also folgt mit k — oo

xT

f(z) = f(=zo) +/ g(y)dy fiir alle z € I.

Zo

Nach Satz 6.2 ist g stetig. Es folgt f’ = g aus dem Hauptsatz. O

Wir kénnen m = 1 annehmen, andernfalls betrachte die
Um den Satz auf Potenzreihen anzuwenden, brauchen wir folgende Hilfsaussage.
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Lemma 6.2 Sei P(z) = Y 72, apz” eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R € [0, ).
Dann hat die formal differenzierte Reihe

o0 o0
= Z kapz*~ Z E+1) ak_Hz
k=1 k=0

denselben Konvergenzradius R.

BEWEIS: Q(z) hat hochstens den Konvergenzradius von P(z), denn |az2*| < |kapz"~1| - |2
fiir k > 1. Fiir o € (0, R) ist P(p) konvergent, also gilt |ay|o* < M fiir ein M € [0,00). Es
folgt fiir alle z € B,(0)

Z|k—1 - k:M|2|k_1

ok T oF

Die rechte Reihe konvergiert aber nach dem Quotientenkriterium, denn
(kDI (RPN kDIl 2]

Qk+1 Qk k‘Q 0

Also ist Q(z) fiir jedes z € Br(0) absolut konvergent. O

\kakzk71| = k\ak\gk |

<1 mit k — oo.

Satz 6.5 (Differenzierbarkeit von Potenzreihen) Die Potenzreihe P(z) = Y 3o, agz”
mit ap € C habe den Konvergenzradius R > 0. Dann ist die Funktion

P:(-R,R) = C, P(x Zakx

stetig differenzierbar, und ihre Ableitung ergibt sich durch gliedweise Differentiation:

o0

(6.2) P'(z) = Z kapzh—1 = Z(k + Dag12®  fir alle z € (—R, R).
k=0

Hinweis. Durch Induktion folgt P € C*°((—R, R),C).

BEWEIS: Sei o € (0,R). Nach Beweis von Satz 6.3 konvergieren die Py(x) auf (—p, o)
gleichméBig gegen P(x). Nach Lemma 6.2 konvergieren die Pj(x) auf (—p,0) ebenfalls
gleichméBig gegen Q(x), die gliedweise differenzierte Reihe. Satz 6.4 impliziert P’ = @ auf
(—o,0), also auf ganz (—R, R). O

Beispiel 6.6 Fiir die Potenzreihendarstellung des Logarithmus berechnen wir mit der geo-
metrischen Reihe, fiir z € (—1,1),

% log(1+ z) = => (-DFa" = Q(a).

Q(x) ergibt sich durch gliedweise Differentiation der Reihe P(z) = > 72, (—1)*~12* /k. Nach
Lemma 6.2 haben P(x) und @Q(x) denselben Konvergenzradius, also R = 1, und Satz 6.5
ergibt P'(z) = Q(z) fiir € (—1,1). Nun ist log(1 + z) = P(x) = 0 fiir z = 0, also erhalten
wir

2 3

log(l—i—a:):P(:c):x—%—i-%——l-... fir x € (—1,1).
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Beispiel 6.7 Die Ableitung der Funktion tan : (=7, 5) — R ist nach Quotientenregel

ol — (%)/ _ cos? +;in2 ~ 1+ tan?.
cos CoS
Fiir die Umkehrfunktion arctan folgt, fir x € (—1, 1),
1 1 N
_ t — — — -1 k, .2k —. )
dr arctanx tan’ (arctan z) 1+ 22 kzo( ) Q(z)

Q(z) ist die gliedweise Ableitung von P(z) = > 50 (—1)k2?**1/(2k + 1). Der gemeinsame
Konvergenzradius ist R = 1, und aus Satz 6.5 folgt P'(x) = Q(x) fiir alle z € (—1,1). Da
P(0) = arctan 0 = 0, sehen wir

t EOO (D* 2k z? + z° + fiir z € (—1,1)
arctanx = X =Tr — — ur xr —1, .
2k + 1 35

Hat ein Polynom vom Grad hochstens k mehr als k& Nullstellen, so ist es bekanntlich das
Nullpolynom. Erstaunlicherweise hat man fiir Potenzreihen eine Aussage, die als verwandt
betrachtet werden kann.

Satz 6.6 (Identitétssatz fiir Potenzreihen) Sei P(z) = > 7, arz" eine Potenzreihe mit
Konvergenzradius R > 0. Ist 0 € C Hiufungspunkt der Menge {z € C : P(z) = 0}, so folgt
ar = 0 fir alle k € Ny.

BeweIs: Fiir o € (0, R) ist P(p) konvergent, also |ay| 0" < M fiir alle k. Nach (6.1) gilt

5 k+1
|P(z) — Pi(2)] < M (H) fiir |z] < o.

1-E e

Fiir |z| < p/2 ergibt sich

2M
|P(2) — Pi(2)| < s |2|FHL = O |z|FFL.
Sei nun induktiv schon ag = ... = ax_1 = 0 gezeigt fiir ein k € Ny. Dann folgt

|P(2) — ap2®| = |P(2) — Pu(2)] < C|2|Ft  fiir |2] < 0/2.
Sei nun P(z;) = 0 fiir eine Folge z; # 0 mit z; — 0. Einsetzen von z = z; ergibt
k] |2if* = [P(zi) — ag2f| < Clzi|H,

also |ax| < C|z;| — 0 mit ¢ — oco. Das zeigt ax = 0. O

Folgerung 6.1 (Koeffizientenvergleich) Seien P(z) = Y 2 ax2® und Q(z) =
Yoreo biz" Potenzreihen mit positivem Konvergenzradius. Ist der Nullpunkt Héiufungspunkt
der Menge {z € C: P(z) = Q(2)}, so folgt ay, = by, fiir alle k € Ny.

BEWEIS: Die Potenzreihe F(z) = Y 2, 2" mit ¢, = a— by, hat positiven Konvergenzradius,
und der Nullpunkt ist Hiufungspunkt der Menge {z € C : F(z) = 0}. Die Behauptung folgt
damit aus Satz 6.6. O
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Beispiel 6.8 Die Binomialreihe mit Parameter o € R ist definiert durch

Balz) = i <Z) -

k=0

Sie hat Konvergenzradius R = 1, siche Beispiel 6.3. Fiir z € (—1,1) gilt nach Satz 6.5

Bl.(z) = kj:.;(k +1) (k N 1) k g(k T ’1‘“ (Z)ﬁ — aBu(z) — 2B (z),

das heifit B/, (x) = By (z). Es folgt mit f(x) = (1+z)™®

1+=x

(FBa) (@) = /(@) Ba(w) + F(@) By(w) = f(@)Bal@) (~ [ + 145) =0

Wegen B, (0) =1 = f(0) ergibt sich die folgende Darstellung (Newton 1665)

(14 2)* = Ba(z) = i <Z>mk fir alle z € (—1,1).

k=0
In der Physik wird oft die Ndherung (1 + z)* = 1 + ax benutzt, fiir x| << 1.

Bisher haben wir uns immer in der offenen Kreissscheibe bewegt, auf der die Potenzreihe lokal
gleichméfig konvergiert. Zum Schluss des Kapitels betrachten wir die Situation am Rand.

Satz 6.7 (Abelscher Grenzwertsatz) Ist die Potenzreihe P(z) = Y oo arpa® fir z = 1
konvergent, so gilt

lim P(x) = P(1).

BEwEIS: Nach Voraussetzung hat P Konvergenzradius R > 1. Berechne fiir 0 <z < 1

Py(1) = Py(x) = Y ap(l—a")

k=0

14 k—1

= (1-2x) Z ag y
k=0 7=0

= (1-=x) Z apx?
5,k=0
j<k
-1 ¢

= (l—x)z:zj Z ay
i=0  k=jt1
/-1

— (1-2) Y @I (1) - Py(D).
j=0

Zu € > 0 gibt es ein N € N mit |Py(1) — Pj(1)| < ¢ fiir j,£ > N, auBerdem gilt |P;(1)] < C
fiir alle j. Damit schéitzen wir ab

N-1 -1
|Py(1) — Pp(z)] <2C (1 —x) Z:cj—i-fsl—x Zaz C(l—2x)N +e¢,
j=0 j=N



wobei zuletzt die geometrische Reihe benutzt wurde. Mit £ — oo und = 1 folgt

limsup |P(1) — P(z)| <e.
z /1

O

Beispiel 6.9 Nach dem Leibnizkriterium konvergiert die Reihe = — %:c2 + %x3 4 ... auch fiir
x = 1, also folgt aus Satz 6.7
1 1

log2 = i1/ml log(1+2z)=1-— 3 + 3 +...  (Mercator 1668).

Ebenso konvergiert die Reihe des arctan auch fiir x = 1, und es ergibt sich die Darstellung

1 1
T — arctan1 = lim arctanz = 1 — = + - —+... (Gregory 1671, Leibniz 1674).
4 z M 3 5
Zum Schluss kommen wir nochmal auf die Eingangsfrage zuriick, ndmlich ob die Taylorreihe
einer Funktion f € C*(I), I = (a,b), gegen die Funktion f konvergiert.

Definition 6.3 (analytische Funktion) Seil offenes Intervall und f : I — R. Dann heifst
f analytisch, wenn jedes xy € I eine Umgebung (xg — 0,x0 + ) hat, auf der f durch eine
konvergente Potenzreihe mit Entwicklungspunkt xo dargestellt wird:

flz) = iak(x — nvo)]’C fiir alle x € (xg — d, 20 + 0).
k=0

Man bezeichnet den entsprechenden Raum von Funktionen mit C¥(I).

Die darstellende Potenzreihe kann nur die Taylorreihe sein. Denn f ist C*° auf (zg— 9, 29 +9)
nach Satz 6.5, und gliedweise Differentiation ergibt

f(i) (z0) = Z dir, klag = ila;.
k=0

Fine Funktion ist also genau dann analytisch, wenn sie C'° ist und fiir jedes xg € I gilt:
die Taylorreihe mit Entwicklungspunkt xy konvergiert punktweise gegen f nahe bei zg. Fiir
die analytischen Funktionen gilt also eine Art Fernwirkung: hat man alle Ableitungen in
einem Punkt xg € I, so kennt man schon die ganze Funktion f : I — R. Hat die Menge der
Nullstellen von f einen Haufungspunkt x¢ € I, so ist f schon die Nullfunktion. Das folgt sofort
aus Satz 6.6, angewandt im Punkt xg. Eine analytische Funktion kann fiir jedes x¢ € I auf die
Kreisscheibe Bs(zg) C C fortgesetzt werden. Dazu muss man nur in die Potenzreihe Zahlen
z € Bs(xg) einsetzen. In der komplexen Analysis betrachtet man komplex differenzierbare
Funktionen. Es stellt sich heraus, dass diese immer analytisch sind, daraus ergibt sich die
Bedeutung des Begriffs. Im allgemeinen sind aber Funktionen f € C°°(I) nicht analytisch,
wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 6.10 Betrachte f : R — R mit

fla) = {e_als firxz >0

0 firz <0
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Es gilt f € C°°(R) nach Ubungsaufgabe, und zwar f*)(0) = 0 fiir alle k£ € Ny. Also sind die
Koeffizienten der Taylorreihe mit Entwicklungspunkt zg = 0 alle Null und damit auch alle
Partialsummen, die Reihe konvergiert somit gegen die Nullfunktion und nicht gegen f. In der
Tat ist g = 0 Haufungspunkt der Nullstellenmenge von f.
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7 Diffeomorphismen

Thema dieses und des folgenden Abschnitts ist die lokale Losbarkeit nichtlinearer Gleichun-
gen. Sei @ C R" offen und f € C'(Q,R™), und es sei schon eine Losung von f(zg) = o
gegeben. Dann stellen wir uns folgende Fragen:

(1) Hat die Gleichung f(x) = y zu jedem y nahe bei yg eine Losung x nahe bei xo?
(2) Ist o die einzige Losung der Gleichung f(z) = yo in einer Umgebung von xo?
(3) Falls nicht, wie sieht die Losungsmenge f~'{yo} nahe bei z¢ aus?

Betrachten wir erst den affin-linearen Fall f(x) = Az +b fir A € L(R™,R™). Wegen f(xg) =
Yo ist dann b = yo — Axg, das heifit f hat die Form f(z) = yo + A(x — x0). Also gilt

fl@)=y < Al —x0) =y — o

In diesem Fall liefert die Lineare Algebra folgende, sogar globale Antworten:

(1) Es gibt eine Losung fiir alle y € R™ < rang A = m.

(2) o ist einzige Losung von f(x) =yo <+ kerA={0} <« rangA=n.

(3) f~Ywo} = xo + ker A ist affiner Unterraum der Dimension n — rang A.
Sei nun f € CY(Q,R™) mit f(zo) = yo. Dann ist f differenzierbar in xo, das heifit

f(x) = f(xo) + Df(z0)(x — x0) + Ry(x) wobei Ry(xzg) =0, DR¢(xo) = 0.
Setzen wir A = D f(xg), so ergibt sich die Formulierung
fl@)=y & Alz—x)+ Rs(z) =y — .

Wir wollen dies als Storung der linearen Gleichung auffassen und hoffen, dass sich die Aussa-
gen in einer lokalen Version geeignet iibertragen lassen. In diesem Abschnitt geht es um den
Fall n = m, das heifit es gibt genauso viele Unbekannte wie Gleichungen. Im darauffolgenden
Abschnitt tiber implizite Funktionen behandeln wir den Fall n > m.

Definition 7.1 Eine Abbildung f : U — V zwischen offenen Mengen U,V. C R"™ heif§it
Diffeomorphismus der Klasse C", wobei r € NU {oco}, falls f bijektiv ist und sowohl f als
auch f~1 sind r-mal stetig differenzierbar.

Beispiel 7.1 Sei f € CY(I), I = (a,b), mit f/ > 0 auf ganz I, also f streng monoton

wachsend. Nach Analysis 1, Satz 9.4, ist dann J := f([) ein offenes Intervall, und die Um-

kehrfunktion g : J — [ ist differenzierbar mit Ableitung

/ — 1
freog

Also ist f ein C'-Diffeomorphismus auf J = f(I). Im Fall f’ < 0 auf I folgt das natiirlich

analog. Umgekehrt: ist f : I — J ein C'-Diffeomorphismus zwischen offenen Intervallen, mit
Umkehrfunktion g : J — I, so ergibt die Kettenregel

g(f(@) =z = J(f@)f(x)=1 = [fl(z)#0.

g e C(J).
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Nach dem Zwischenwertsatz ist entweder f/ > 0 oder f’ < 0 auf I. Zum Beispiel ist die
Abbildung f : (—1,1) — (=1,1), f(x) = 23, zwar bijektiv, genauer streng monoton wachsend,
und von der Klasse C!, aber wegen f/(0) = 0 kann sie kein C'-Diffeomorphismus sein. In der
Tat, die Umkehrabbildung ist im Punkt y = 0 nicht differenzierbar:

3y firy >0
/=y firy<O0

Beispiel 7.2 (Polarkoordinaten) Seien U = {(r,0) € R?> : » > 0,0 < § < 27} und
V =R?\{(z,0) : z > 0}. Wir betrachten die Polarkoordinatenabbildung

feCc=U, V), f(r,0) = (rcosf,rsinb).
Die Umkehrabbildung g : V' — U lautet mit r = \/m

(7“, arccos %) fiir y > 0
g(z,y) = § (r, T + arccos ¥) fiir z < 0,

(r, T + arccos ( — %)) fiir y < 0.
Die Darstellungen sind jeweils in C°; also ist f ein C'*°-Diffeomorphismus.

Beispiel 7.3 (Inversion) Die Inversion an der Sphire S*~! = {z ¢ R" : |z| = 1} ist
x

fERAO) = B0}, S(@) = .

Es gilt f € C®°(R™\{0},R") und f~! = f, also ist f ein C*°-Diffeomorphismus. Die be-
schrinkte Menge Bj(0) geht unter f in die unbeschrinkte Menge R™\ B;(0).

Lemma 7.1 (Ableitung der Umkehrfunktion) Sei f : U — V bijektiv mit Umkehrab-
bildung g : V. — U, wobei U C R™ und V. C R™ offen. Ist f in xo und g in yo = f(xo)
differenzierbar, so ist die lineare Abbildung Df(xo) : R™ — R™ invertierbar. insbesondere
muss m = n sein. Weiter gilt

Dyg(yo) = Df(xo)™"  mit yo = f(zo).
BEWEIS: Aus g(f(z)) =z und f(g(y)) = y folgt jeweils mit der Kettenregel

Dg(yo)Df(xo) =Idrs und D f(x0)Dg(yo) = Idgm.

Also ist D f(zp) injektiv und surjektiv, sprich invertierbar, und es folgt m = n. O

Das Lemma besagt, dass ein Diffeomorphismus zwischen offenen Mengen U C R"™ und
V' C R™ nur moglich ist fiir m = n. Dies wird als Invarianz der Dimension bezeichnet. Nach
einem Satz von Brouwer (1910) bleibt die Dimension auch unter Homeomorphismen erhalten,
das heifit f und f~! sind nur stetig. Peano hatte zuvor surjektive stetige Abbildungen von
einem Intervall auf die Flédche eines Quadrats konstruiert, daher stellte sich die Frage nach
der Invarianz der Dimension. Die Peanokurven sind aber keine Homeomorphismen, sie sind
nicht injektiv. Der Satz von Brouwer wird mit dem Konzept des Abbildungsgrads bewiesen,
das in der nichtlinearen Funktionalanalysis oder der Algebraischen Topologie eingefiihrt wird.
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Man bezeichnet det Df(xg) als Jacobideterminante 3 von f im Punkt x¢. In der Situation
von Lemma 7.1 folgt aus dem Determinantenmultiplikationssatz

(7.1) det Dg(yp) det Df(xog) =1  fiir yo = f(x0).

Lemma 7.2 (Hohere Ableitungen der Umkehrfunktion) Seien U,V C R" offen, und
f U = V bigektiv. Ist f € C"(U,V) fir ein r € NU {oc}, und ist die Umkehrabbildung
g :V = U differenzierbar, so folgt g € C"(V,U).

BewEIs: Nach Lemma 7.1 ist D f(x) invertierbar und es gilt Dg = (Df)~! o g, also nach der

Cramerschen Regel

M;(Df)
det D f

0gi . (_ )i—i—j

(7.2) i

g.
Dabei bezeichnet M;;(Df) die Determinante der Matrix, die aus D f durch Streichen der j-
ten Zeile und i-ten Spalte entsteht. Wir zeigen die Behauptung durch Induktion iiber r» € N.
Da g nach Voraussetzung differenzierbar und somit stetig ist, vgl. Satz 3.2, ist fiir f € C! die
rechte Seite in (7.2) stetig als Produkt, Quotient und Verkettung stetiger Funktionen, und
damit g € C!. Ist f € C” und induktiv schon g € C"~!, so ist die rechte Seite von der Klasse
C"~! als Produkt, Quotient und Verkettung von C"~!-Funktionen, siche Folgerung 3.1, und
damit g € C", was zu zeigen war. O

Nach diesen Voriiberlegungen wollen wir die Frage der Existenz einer Losung angehen. Fiir
eine allgemeine nichtlineare Gleichung kann nicht erwartet werden, dass die Losung durch
eine explizite Formel geliefert wird. Vielmehr brauchen wir einen abstrakten Existenzsatz.
Dazu die folgenden Definitionen.

Definition 7.2 Eine Folge xy, k € N, in einem metrischen Raum (X, d) heifst Cauchyfolge,
wenn es zu jedem € > 0 ein K € R gibt mit

d(zg, ) <e  fir alle k,l > K.

Ein metrischer Raum heifit vollstindig, wenn jede Cauchyfolge xy, in X konvergiert, das heifit
es gibt ein x € X mit d(x,x) — 0 mit k — oo.

Natiirlich ist R™ mit der Euklidischen Abstandsfunktion ein vollstdndiger metrischer Raum.
Aber jede abgeschlossene Teilmenge A C R”™ ist mit dem Euklidischen Abstand auch ein
vollstédndiger metrischer Raum, denn eine Cauchyfolge x), € A ist auch Cauchyfolge in R"
und konvergiert damit gegen ein x € R", und es gilt x € A wegen A abgeschlossen.

Satz 7.1 (Fixpunktsatz von Banach)? Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum,
und F : X — X eine Kontraktion, das heifit es gibt ein 0 € [0,1) mit

(7.3) d(F(x),F(y)) <0d(z,y) fir alle z,y € X.

Dann gibt es genau ein x € X mit F(x) = z.

3C.G.J. Jacobi, 1805-1851
4S. Banach, 1892-1945
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BEWEIS: Die Eindeutigkeit ist klar, denn aus F'(z) = 2 und F(y) = y folgt
d(z,y) =d(F(x),F(y)) < 0d(z,y) = d(z,y)=0, alsoz=y.

Um den Fixpunkt zu konstruieren, betrachten wir die rekursiv definierte Folge zp,41 = F'(zy,)
mit beliebigem Startwert xo € X. Es folgt aus (7.3) fir n > 1

(7.4) d(Tpy1,Tn) = d(F(xy), F(xn-1)) < 0d(zn, Tn_1).

Wir kénnen uns einen miider werdenden Frosch vorstellen, dessen Spriinge jedes Mal um ein
Faktor 0 € [0,1) kiirzer werden. Wie weit kann der Frosch insgesamt kommen? Es folgt per
Induktion aus (7.4)

(7.5) d(xpi1, 2n) < 0"d(x1,20) fiir n € Ny,

und hieraus weiter mit der Dreiecksungleichung und der geometrischen Reihe

n—1 n—1

- 1
d(%n,xo) S jzod(xj+1,mj) S JZOHJ d(xl,fbo) S m d(aﬁl,ﬂjo).

Indem wir xz,, statt xy als Startwert auffassen, haben wir fiir m > n

n

1
(7.6) d(xm, Tp) < —— d(Tpi1,Tn) <

=1_0 1_9d(:c1,a;0).

Also ist (2 )nen, eine Cauchyfolge, und konvergiert nach Voraussetzung gegen ein = € X.
Da F nach Voraussetzung Lipschitzstetig ist (mit Konstante 6), folgt

F(x)= nh—>Holo F(x,) = nh_{lglo Tpyl =T,

und die Existenz des Fixpunkts ist gezeigt. O

Aus Sicht der Numerik ist eine Abschéitzung von Interesse, wie weit die Iteration im n-ten
Schritt noch vom gesuchten Fixpunkt entfernt ist. Mit m — oo folgt aus (7.6)

n

1-6

d(z,z,) < d(z1,x0).

Das folgende zentrale Resultat wird auch als Umkehrsatz bezeichnet.

Satz 7.2 (iiber inverse Funktionen) Sei Q C R™ offen und f € C1(2,R™). Ist Df(z0) €
L(R™ R™) invertierbar, so gibt es eine offene Umgebung U von xq, so dass gilt:

(a) V = f(U) ist offene Umgebung von yo = f(x0)
(b) flu : U =V ist Diffeomorphismus der Klasse C*.
Zusatz. Ist f € C"(Q,R") fiir ein r € NU {oo}, so ist g = (f|y)~! € C"(V,R™).

BEWEIS: Schritt 1 Formulierung als Fixpunktproblem
Mit yo = f(z0), A := D f(xo) und Ry(z) := f(z) — (f(z0) + A(z — x0)) hatten wir

fla)=y & Ale-z)+Rix)=y—y & z=a0+A"(y—y —Rs(2)).
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Fiir y € R™ definieren wir also ¢, : @ — R", ¢, (z) = 2o+ A~! (y — 90— Rf(x)), und erhalten

& fo)=y & @) ==z
Schritt 2 Konstruktion der Lisung

Wir bestimmen dp > 0, so dass fiir jedes § € (0,d¢] die Abbildung ¢, : Bs(xg) — Bs(zo)
definiert und kontrahierend ist, sofern y € B.(yo) mit € = £(5) > 0. Setze A = |A™!| € (0, 00).
DRy(x) = Df(x) — A ist stetig mit DR (zg) = 0, folglich gibt es dp > 0 mit

=~ 1
Bs,(x0) € und ||DRg(2)] < A fir |z — x| < do.

Aus dem Schrankensatz, siehe Satz 4.2, folgt
_— 1
(7.8) T1,2 € B(so(l‘o) = |Rf(.7}1) — Rf($2)| < ﬁ |.7)1 — l‘2|.
Wir berechnen nun
by (1) = dy(@2)| = |[AT Ry(a1) = AT Ry(w2)| < A|Ryp(a1) — Rp(w2)]-
Also folgt aus (7.8) die Kontraktionseigenschaft

—_— 1
(7.9) 212 € By (20) = |9y(1) — @y(2)] < 5 |21 — 22].
Wir miissen sicherstellen, dass ¢, eine Selbstabbildung ist. Dazu schitzen wir ab
|6y (@) =20l = |AT (y —yo — Ry(2))|

IN

A(ly = yol + Ry (x) = Ry(wo)l)  (da Ry(zo) =0)
1 -
< Aly—yol + §|x — x| fiir x € Bs,(zo) nach (7.8).

Also folgt fiir 6 € (0, dp], wenn wir € = 6/(2A) > 0 wihlen,

1
(7.10) z€Bylao), y € Beyo) = |oy(a) —wol < Ae+30=4,

Wegen (7.10) und (7.9) ist ¢, : Bs(xo) — Bs(zo) eine Kontraktion mit Konstante 6§ = 1/2.
Nach dem Banachschen Fixpunktsatz gibt es zu jedem y € B.(yp) genau ein x € Bs(xg) mit
¢y(x) = x, das heifit f(x) = y nach (7.7). Es ist sogar « € Bs(x(), denn nach (7.10) gilt
|z — z0| = |py(z) — 20| < . Die Mengen V = B:(yo) und U = f~1(V) N Bs(xo) sind of-
fen, vgl. Satz 1.6 fiir die Offenheit von U. Also gilt Behauptung (a), und f|y : U — V bijektiv.

Schritt 3 Differenzierbarkeit der inversen Abbildung
Sei g : V' — U die Umkehrabbildung von f|y : U — V. Dann gilt

(7.11) [g(y) —zo| = |y (9(y)) — 0| < Aly—yo|+% lg(y)—zo| = |g(y) —wo| < 2Aly—yol.

Insbesondere ist g stetig in yo mit g(yo) = xo. Wir zeigen nun Dg(yo) = A~L. Fiir y # yq ist
9(y) # zo und es gilt die Abschétzung

l9(y) = (9(wo) + A7 (¥ —90))| _ 18u(9(y) — 20— A~ (y — o)
Iy — vol |y — vol
[A"" Ry (9(»)) |
B ly — ol

[R5 (9(y))] lg(y) — wol
l9(y) — @0 |y —wol
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Mit y — yo geht die rechte Seite gegen Null, denn es ist |g(y) — zo|/|y — yo| < 2A nach (7.11)
und |Ry(z)|/|z — zo| — 0 mit @ = g(y) — xo. Dies zeigt Dg(yo) = AL

Um die Differenzierbarkeit von ¢ auf ganz V zu bekommen, wéhlen wir 6 € (0,dp] so
klein, dass det Df(z) # 0 fiir alle x € Bs(xg). Sei y € V beliebig gegeben. Die Vorausset-
zungen des Satzes gelten dann fiir f|y € CY(U,R") und x = g(y) € U. Wie bewiesen gibt
es also U C U mit folgenden Eigenschaften: V = f(U) ist offene Umgebung von y = f(z),
flg - U — V ist bijektiv, und § = (flg) " ist differenzierbar in y. Aber g|y; = g da fly
injektiv. Somit ist g differenzierbar in y € V.

Lemma 7.2 liefert schlieBlich ¢ € CY(V,U). Ist f € C"(Q,R") fiir ein r € N U {0},
so ist g € C"(V,U), ebenfalls nach Lemma 7.2. O

Als unmittelbare Konsequenz des Satzes halten wir fest:

Folgerung 7.1 Sei Q C R™ offen und f € C*(Q,R™). Ist Df(x) invertierbar fiir alle x € €,
so ist f(2) C R™ offen.

BeEweIs: Nach Satz 7.2 hat jeder Punkt y € f(£2) eine offene Umgebung V' C f(Q). O
Beispiel 7.4 Wie wir in Beispiel 7.1 gesehen haben, bildet eine eindimensionale Funktion
f:(a,b) = R mit f’ # 0 das gesamte Definitionsintervall diffeomorph auf das Bildintervall
ab, das heifit es gilt eine globale Version des Umkehrsatzes. Das folgende Beispiel zeigt, dass

eine entsprechende Aussage fiir Funktionen mehrerer Variabler im allgemeinen nicht wahr
ist. In reellen Koordinaten z = x + iy lautet die komplexe Exponentialfunktion

exp : R? — R?, exp(z,y) = (% cosy, €% siny).
Es gilt exp(R?) = R?\{0}. Die Jacobideterminante von exp ist nirgends Null, genauer gilt

e’cosy —evsiny

Dexp(x,y) = < Psing ¢ cosy ) = det Dexp(z,y) = e** #0.

Die Abbildung ist jedoch nicht injektiv, denn es ist exp(z, y + 2k7) = exp(z, y) fiir alle k € Z.
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8 Implizite Funktionen

Thema dieses Kapitels ist die lokale Losung nichtlinearer Gleichungen im unterbestimmten
Fall, das heiflit es gibt mehr Unbekannte als Bedingungen. Dazu nehmen wir an, dass die
Variablen in zwei Gruppen eingeteilt sind:

feCH R, f=f(x,y), wobei (z,y) € QcCR™xRF
Die Frage aus dem letzten Kapitel lautet préziser:

e Sei f(xo,y0) = 20 gegeben. Wie sieht die Losungsmenge der Gleichung f(x,y) = zo
nahe bei (z9,yp) aus?

e Konnen wir die Gleichung nach y eindeutig auflésen, sprich die Losungsmenge lokal als
Graph y = g(x) darstellen?

Die Losungen einer Gleichung f(z,y) = zp kann im allgemeinen nicht explizit durch Umfor-
mungen berechnet werden; deshalb wird y = g(z) als implizit gegebene Funktion bezeichnet.

Beispiel 8.1 Betrachte die Gleichung
flz,y) =2 +y* =1 fir (z,y) € R x R =R

Die Losungsmenge ist der Einheitskreis S'. Hier ist die Aufléssung der Gleichung explizit
moglich: ist (29,70) € S! mit yo > 0, so kann S! in einer Umgebung als Graph y = /1 — 22
dargestellt werden. Analog im Fall yy < 0, mit Graphenfunktion y = —v/1 — 2. Dagegen hat
der Punkt (1,0) keine Umgebung, in der die Gleichung eindeutig nach y aufgelost werden
kann, fiir x < 1 gibt es nahebei die beiden Lésungen (x,+v/1 — 22), und fiir x > 1 gar keine.

Fiir eine reelle Funktion f = f(z,y) von zwei Variablen kann die Lésungsmenge der Gleichung
f(z,y) = zp als Hohenlinie interpretiert werden. Allerdings ist die Bezeichnung salopp, es kann
Singularitdten geben, in denen die Menge nicht lokal wie eine Linie aussieht. Ein Beispiel ist
die Gleichung xy = 0, die im Nullpunkt nicht reguldr ist. Es kann vorkommen, dass alle
Losungen singulidre Punkte sind, etwa bei der Gleichung z? + y? = 0. Wir betrachten nun
den linearen Fall, um ein Kriterium fiir die lokale Lésbarkeit von Gleichungen zu erhalten.

Beispiel 8.2 Betrachte eine lineare Funktion von zwet Variablen, also
fRxR =R, f(z,y) =ax+by mita,beR.

Die Gleichung f(x,y) = 2o ist genau dann nach y auflosbar wenn b # 0, die Funktion lautet

1
Yy = g(zg—ax), z € R.

In héheren Dimensionen ist die Sache analog. Fir f : R™ x R¥ — RF linear unterteilen wir
die k x (m + k)-Matriz in eine k x m-Matriz A und eine k X k-Matriz B, d. h.

f(z,y) = Az + By mit A€ L(R™,R"), B e LR RF).

Die Gleichung Az + By = 29 hat zu festem x € R™ eine eindeutige Auflosung nach y dann
und nur dann, wenn B invertierbar ist. Ist das der Fall, so lautet die Auflosung

y=B"Y(z— Az), =z €R™.



Allgemein schreiben wir die Jacobimatrix von f = f(z,y) in der Form

Df(z,y) = (Dof(x,y), Dyf(z,y)) € (RF™ RFH).

Wenn wir nach y = g¢(z) auflésen wollen, so sollte nach Beispiel 8.2 die Ableitung
Dy f(xo,y0) € R¥*F invertierbar sein. In den Anwendungen ist die Einteilung in die beiden
Variablengruppen nicht immer vorgegeben, das heifit es kénnte nach verschiedenen Gruppen
von je k Variablen aufgeldst werden. So kann der Einheitskreis in einer Umgebung von (1, 0)
zwar nicht als Graph y = g(x) geschrieben werden, wohl aber als Graph x = g(y), und aufler
in den vier Punkten +eq, +e9 konnte sowohl nach x als auch nach y aufgelost werden.

Merkregel. Die Ableitung nach den Variablen, nach denen aufgelost werden soll, muss
invertierbar sein. Im Fall £ = 1 bedeutet das einfach

of

- 0.

dy (20, y0) #

Satz 8.1 (iiber implizite Funktionen) Sei Q C R™ x R¥ offen und f € C'(Q,R¥). Ist
f(z0,90) = 20 und Dy f(z0,y0) € L(R*,RF) invertierbar, so gibt es offene Umgebungen U C
R™ won x¢ und V C R¥ von yg, sowie eine Funktion g € CY(U, V), mit

(5.1) (o) €U XV fley) = 0} = {(a.9(2)) : 2 € ).
FEs folgt g(xo) = yo, und die Funktion g hat die Ableitung
(8.2) Dg(xg) = —(Dyf(ﬂfo,yo))_1 Dy f (w0, yo)-

Zusatz. Fiir jedes r € NU {oo} gilt die Implikation
feC QR = g¢eC"(URF.

BEwEIs: Wir verwenden einen Trick, um den Satz iiber inverse Funktionen anwenden zu
kénnen, und zwar betrachten wir F € C'(Q,R™ x R¥), F(z,y) = (z, f(z,y)). Es gilt

Em 0 RMm*xm Rmxk
DF = ( Dxf Dyf ) S ( kam kak >
Es folgt det DF(zo,y0) = det D, f(wo,y0) # 0 nach Voraussetzung®. Nach dem Umkehrsatz
gibt es offene Umgebungen Uy x V von (xg,yo), W von (zg, 2p), so dass F' : Uy x V. — W
ein Diffeomorphismus ist. Wir bezeichnen die Umkehrabbildung mit G € CY(W, Uy x V). Ist
(x,2) € W, also (x, z) = (z, f(x,y)) mit (z,y) € Up x V nach Konstruktion, so folgt
G(z,2) =Gz, f(z,y)) = G(F(z,y)) = (z,y).

Also gilt G(x,2) = (z,g0(x, 2)) mit go € C*(W,RF). Sei U die Menge der = € Uy mit
(r,20) € W. Da W offen in R™ x R ist U offen in R™. AuBerdem ist x9 € U wegen
(x0,20) € W. Fiir (x,y) € U x V berechnen wir

f(xay) =zy < F(l‘,y) = (l‘,Zo)
& (z,y) = G(z,20) (da (z,29) € W)
&y =go(z,20)

E

Sp(D) = det < Cr’ﬂ g ) ist multilinear and alternierend in den Spalten von D, mit ¢(Ex) =1
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Also gilt der Satz mit g(x) = go(x, z9). Die Formel fiir die Ableitung folgt aus der Kettenregel:

f(z,9(x)) =20 = Dyf(zo,y0) + Dyf(z0,y0) Dg(zo) = 0.

O

Beispiel 8.3 Die Nullstellen einer quadratischen Gleichung hidngen von den Koeffizienten
ab. Betrachte

2
FiRXRSR, f(paN) =N +pr+q=(+5)" = (- —q).

4
Setze N = {(p7 q, )\) & R2 X R : f(])7 q7 A) — 0} Fur (p07q07 )\0) c N beI‘eChnen Wir
af Dbo . Po 2 pg
_J — o < Po _no_
O\ (Po, 405 Ao) 2<)\0 + 5 ) wobei 0 < ()\o + > ) T

Nach Satz 8.1 gibt es im Fall %‘2) — qo > 0 lokal eine eindeutige Auflésung A = A(p,q). Das
sehen wir natiirlich auch direkt mit der p-g-Formel, die Auflésung ist

+ —q falls \g > — 22,
A(p,q) = ?

[STRS N SRS

— —q falls \g < =B,

Im Fall % — go = 0 ist die Bedingung von Satz 8.1 nicht erfiillt. Und tatséchlich gibt es fiir

% < ¢ keine Losung, fiir % > ¢ nahebei die zwei Losungen aus der p-g-Formel.

Beispiel 8.4 Betrachte jetzt f: R" x R — R, f(b,A) = A" +b, 1 A" "L+ ...+bg. Sei \g eine
einfache Nullstelle von f(a, \) fiir a € R™ fest, das heifit es gilt

fla,\) = (A—Xo)g(A) fiir ein Polynom ¢(\) mit g(Ag) # 0.

Es folgt g—{(a,/\o) = ¢q(Xo) # 0. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen existiert eine
Umgebung U x V' von (a, Ag), so dass zu jedem b € U genau eine Nullstelle A\(b) € V von
f(b, -) existiert. Diese hiingt unendlich oft differenzierbar von b ab, und es gilt fiir 0 < ¢ < n—1

oA <8f -10f

bV
a5 (@ = =(Gx(@)) g ro) =~ ’

n)\gfl—i—(n—1)an,1)\6‘72—|—...+a1.

Wir kommen nun zuriick zur Interpretation als Hohenlinie bzw. allgemeiner Niveaumenge.
Wir hatten im zweidimensionalen Fall bereits heuristisch die Unterscheidung zwischen re-
guldren und singuldren Punkten gemacht. In reguléren Punkten sieht eine Niveaumenge lokal
wie ein Unterraum aus, insbesondere hat die Menge in dem Punkt einen Tangentialraum.
Diese Konzepte sollen nun definiert werden. Den Begriff des Tangentialraums hatten wir im
Fall von Graphen bereits durch Blow-up eingefiihrt, siehe Kapitel 3.

Definition 8.1 Sei 1 < m < n. Eine Menge M C R" heisst m-dimensionale Untermannig-
faltigkeit des R™ der Klasse C", wobei r € NU {00}, falls gilt: zu jedem p € M gibt es eine
offene Umgebung Q@ C R™ und einen C"-Diffeomorphismus ¢ : Q — () mit

P(M N Q) = (R™ x {0}) N o(2).
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Wir nennen den Diffeomorphismus ¢ eine (lokale) Plattung von M. Im Einzelfall kann der
Nachweis, dass eine gegebene Menge M C R” eine Untermannigfaltigkeit ist, anhand der
Definition miihevoll sein. Fiir Mengen, die als Niveaumengen einer Funktion gegeben sind,
liefert jedoch der Satz {iber implizite Funktionen folgendes Kriterium.

Satz 8.2 (Untermannigfaltigkeitskriterien) Sei M C R" und m + k = n. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(1) M ist eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit der Klasse C".

(2) Niveaumengenkriterium: Zu jedem p € M gibt es eine offene Umgebung Q@ C R™ und
eine Funktion f € C"(Q,R¥), so dass M NQ = f~1(0) und rang Df(p) = k.

(3) Graphenkriterium: Zu p € M gibt es eine offene Umgebung U x V' C R™ x R* und
g€ C"(U,V), so dass nach geeigneter Permutation der Koordinaten gilt:

MNOUxV)={(z,g9(x)): x € U}.

BEWEIS: Wir zeigen (1) = (2) = (3) = (1).
Nach (1) gibt es zu jedem p € M eine C"-Plittung ¢ : © — ¢(Q) mit p € . Definiere
f = 2 0¢ wobei m : R™ x R¥ — R¥, m5(x,y) = y. Dann folgt fiir ¢ € Q beliebig

fl@=0 & o¢l@ eR™"x{0} & g€ '(R™x{0})=MnNQ.

7y ist linear, insbesondere C'*°, also ist nach Kettenregel f € C7(Q,R¥) mit Ableitung
Df(p) = Drma(f(p))Do(p) = w2 Dop(p). Aber D¢(p) ist invertierbar nach Lemma 7.1, es folgt
rang D f(p) = rang mg = k.

Ist (2) erfiillt, so ist nach evtl. Permutation der Koordinaten D, f(p) invertierbar, wo-
bei (z,y) € R® = R™ x R¥, und (3) folgt aus dem Satz iiber implizite Funktionen.

Sei (3) gegeben, also M N (U x V) = {(z,g9(z)) : x € U} mit g € C"(U,V), eventuell nach
Permutation der Koordinaten. Die Abbildung ¢ : U x R¥ — U x R¥, ¢(z,y) = (2,9 — g(x)),
ist bijektiv mit ¢~ (z, 2) = (z, 2z + g(x)). Also ist die Einschrinkung ¢ : U x V. — ¢(U x V)
ein C"-Diffeomorphismus, und es gilt

HMNUxV)) =o({(z,9(x)) : 2 €U}) =U x {0}.

Dies zeigt (1), womit der Satz insgesamt bewiesen ist. O

Beispiel 8.5 Die Sphiire S™ = {x € R™*! : || = 1} ist eine m-dimensionale Untermannig-
faltigkeit im R™*! der Klasse C*. Denn es gilt

S™ = f71{o}) fir f:R™ SR, f(z) = |z)* — 1.
Da Df(z) # 0 fiir alle z € S™, ist das Niveaumengenkriterium aus Satz 8.2 anwendbar.
Definition 8.2 v € R™ heisst Tangentialvektor von M C R™ im Punkt p € M, falls es eine

Abbildung v : (—e,e) — M gibt mit v(0) = p, v'(0) = v. Die Menge der Tangentialvektoren
von M 1m Punkt p wird mit T,M bezeichnet.
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Je nach Menge M kann T, M nur aus dem Nullvektor bestehen, betrachte etwa M = {(z,y) €
R?: 2y =0, z,y > 0} im Punkt p = (0,0). Unser Interesse gilt aber dem Fall, wenn M eine
Untermannigfaltigkeit ist.

Folgerung 8.1 Sei M C R" eine m-dim. C*'-Untermannigfaltigkeit, und n = m + k. Ist
pe MNQ=f"1{0}) fir eine Funktion f € C*(Q, R¥) mit rang Df(p) = k, so gilt
T,M = ker D f(p).
Insbesondere ist T, M ein m-dimensionaler Unterraum des R™.
BEWEIS: Fiir v : (—¢,¢e) = M ist f(y(t)) = 0. Mit v(0) = p, v/(0) = v folgt mit Kettenregel
d
0= %f(y(t))h:o =Df(p)v, also T,M C kerDf(p).

Nach Satz 8.2 gibt es andererseits, nach eventueller Permutation der Koordinaten, offene
Mengen U C R™, V C R¥ mit p € U x V, sowie g € C1(U, V) mit

MNOUxV)={(z,g9(x)): x € U}.

Die Graphenabbildung G € CY(U,R"), G(z) = (w,g(x)), bildet nach M ab. Mit p =
(x0,9(x0)) fiir 29 € U geeignet folgt fiir alle £ € R™

DG(0)é = %G(wo )0 € TOM,  also  Bild DG(0) C TyM.

DG(x) ist injektiv, denn DG(z0)§ = (€, Dg(z0)E), also ist dim Bild DG(zo) = m. Anderer-

seits liefern Dimensionsformel und Voraussetzung
dimker Df(p) = dimR" — dimBild D f(p) = n — k = m.

Zusammen ergibt sich Bild DG(zg) = T,M = ker D f(p). O
Die Folgerung zeigt: fiir eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist der Tangentialraum
ein Vektorraum der Dimension m. Damit ist die Dimension einer Untermannigfaltigkeit wohl-
definiert, es kann nicht Pldttungen zu verschiedenen m geben. Wir kommen nun zur Multi-
plikatorenregel von Lagrange.

Satz 8.3 (Extrema mit Nebenbedingungen) Sei f € C'(Q,RF), Q C R" offen. Die
Funktion o € CY(Q) habe in p ein Minimum unter der Nebenbedingung f(q) = 20, das heifit

f(p) =2 und @(p) <¢lq) firalleqeQ mit f(q) = 2.
Ist dann rang D f(p) =k, so gibt es \q,..., \p € R mit grad ¢(p) = Zle i grad fi(p).

BewEIS: Nach Verkleinerung von € ist rang Df = k auf ganz Q, und M = f~1({z}) ist
m-~dimensionale Untermannigfaltigkeit mit m = n — k, vgl. Satz 8.2. Ist 7y : (—&,&) — M mit
~7(0) = p und 7/(0) = v, so hat ¢ oy in t = 0 ein lokales Minimum und folglich

0= %‘P(’V(t))h:o = (grad(p),v),  also grade(p) € (T,M)".

Analog folgt grad fi(p) € (T,M)*, denn die f; sind auf M konstant. Wir behaupten, dass
die grad f;(p), i = 1,...,k, den Raum (T,M)" erzeugen. Nach Folgerung 8.1 hat (7,M)~*
die Dimension k. Nach Voraussetzung ist aber rang D f(p) = k, das heifit der von den Zeilen

aufgespannte Raum hat Dimension k. Dies zeigt usere Behauptung, und der Satz ist bewiesen.
O
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Beispiel 8.6 Fiir B € R™ "™ symmetrisch betrachten wir das Mimimierungsproblem
(Bz,z) — min. unter Nebenbedingung |z|> = 1

Wir setzen p(z) = (Bz,x) und f( ) |z|2. Da f~1{1} = S*~! kompakt ist und ¢(z) stetig,
wird das Infimum in einem v € S"~! angenommen. Mit Satz 8.3 gibt es ein A € R mit

grad ¢(v) = Agrad f(v), also Bv = Av.

Somit hat jede symmetrische Matrix B mindestens einen Eigenvektor. Dies wurde in Satz 4.6
schon mit einem direkten Argument gezeigt.

Wir haben die Satze iiber inverse und implizite Funktionen im Endlichdimensionalen formu-
liert, um das Wesentliche ohne zuviel Abstraktion darzustellen. An der Verallgemeinerung auf
Abbildungen zwischen Banachrdumen besteht aber grofles Interesse: in den Anwendungen ist
die Gleichung f(x) = y zum Beispiel eine nichtlineare Differentialgleichung, die durch eine
gesuchte Funktion z in einem geeigneten Funktionenraum X gelést werden soll. Eine Inspek-
tion des Beweises des Umkehrsatzes ergibt, dass die Konstruktion der inversen Abbildung
einschlieBlich ihrer Differenzierbarkeit ohne Anderungen auch dann richtig ist, wenn f eine
offene Teilmenge des Banachraums X in den Banachraum Y abbildet. Allerdings muss der
Begriff der linearen Abbildung wie folgt ergénzt werden:

L(X,)Y)={A: X - Y|Alinear , ||A|| < oo} mit [|4] = Sup ||Az]|.

llzll=

||A]| heiit Operatornorm von A, eine lineare Abbildung mit ||A|| < oo wird auch als be-
schriankter Operator bezeichnet. Es ist leicht zu sehen, dass die Bedingung ||A| < oo dqui-
valent zur Stetigkeit von A ist. Im Fall X = R™ ist automatisch [|A|| < oo, siehe Beispiel
7.10 in Analysis 1, fiir dim X = oo muss das extra verlangt werden. Zum Beispiel wird in
der Definition der Differenzierbarkeit D f(xg) € L(X,Y") gefordert. Von den Koordinaten des
R™ wurde beim Beweis des Umkehrsatzes nur explizit Gebrauch gemacht fiir die Cramersche
Regel, um die hohere Differenzierbarkeit der Inversen zu etablieren. Dazu gibt es aber eine
Alternative ohne Koordinaten, man verwendet die Neumannsche Reihe

(Id — A)~ ZAk fiir eA € L(X, X) mit ||A|| < 1.

Zusammenfassend gelten Versionen der Sétze iiber inverse und implizite Funktionen auch fiir
Abbildungen zwischen Banachrdumen.
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9 Parameterabhingige Integrale

In diesem Abschnitt behandeln wir Integrale, deren Integranden von zusétzlichen Parametern
abhingen. Dies ist eine typische Problematik in zahlreichen Anwendungen. Sei €2 C R” offen
und I = [a, b] ein kompaktes Intervall. Fiir eine gegebene Funktion f : QxI — R, f = f(z,y),
betrachten wir die neue Funktion

(9.1) ¢: Q= R, ¢(x /fxy

Diese Funktion wird als parameterabhéngiges Integral bezeichnet, wobei die Parameter hier
die Punkte = (z1,...,2,) € Q sind. Damit ¢ wohldefiniert ist, miissen die Integrale existie-
ren, also sollte fiir jedes x € 2 die Funktion f(x,-) : I — R,y — f(z,y), Riemann-integrierbar
sein. Wir interessieren uns fiir die Stetigkeit und Ableitung der Funktion ¢(z). Ein niitzlicher
Begriff ist dabei die Ostzillationsfunktion einer Funktion f: D — R:

osc(f,8) = sup{|f(x) — f(2')| : x,2' € D, |v — 2| < 6}.

Die Funktion f ist genau dann gleichméBig stetig, wenn limg_,g osc(f,d) = 0.

Satz 9.1 (Stetigkeit von Parameterintegralen) Sei f : Q x I — R, f = f(x,y), wobei
Q C R"™ offen und I = [a,b] kompakt. Ist f € C°(2 x I), so ist die Funktion

6:0 R, $(c /fxydy,

wohldefiniert und stetig.

BewEIs: Die Funktion ¢(x) ist wohldefiniert, denn fiir z € Q ist f(x,-) € C°(J) und damit
Riemann-integrierbar (siehe Satz 13.5). Wir berechnen fiir x, 2’ € Q

6(z') !</!fﬂ: D = Fawldy < 1] suplf'9) — Flap).

ye

Wiihle R > 0 mit Bg(z) C Q. Dann ist f(z,y) gleichmissig stetig auf Br(z) x I, vgl. Satz
13.4, insbesondere folgt fiir |2/ —z| < < R

Sup!f(af y) = f(a,y)| < ose(flg iy, 00) =0 mit § — 0.
yel

Wir gehen direkt weiter zur Differenzierbarkeit und Berechnung der Ableitung.

Satz 9.2 (Differentiation unter dem Integral) Sei f : Q x I — R, f = f(z,y), wobei
Q C R"™ offen und I = [a,b] kompakt. Es gelte:

(a) f(z,-) ist Riemann-integrierbar fir jedes x € (2.

(b) Die partielle Ableitung ggf existiert und ist stetig auf Q0 x I.
J



Dann ist ¢ : Q@ = R, ¢(x f[ x,y) dy, nach x; partiell differenzierbar, und zwar gilt

0o of "
8x]( e ~—(z,y)dy  fir alle x € Q.
Sind f und —— of ,8—f in CO(Q x I), soist p € CL(Q).
0z’ oxy,

BEwEIS: Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt

. =%, dsf(x—I-sheJ,y)dS— ; axj(m—i—she],y)ds.

Sei wieder BR(a:) C Qund |h| < § < R, dann schétzen wir wie folgt ab:

¢($+heg /a .y dy‘ ‘/ f(x+h€jyy)—f(:c,y) _of

8:1:j
= ‘// 9z, ( + shej,y)

Oz,

of

< = ) _ 4
< /I/O ‘8133- (x + shej,y) s (x,y)‘ dsdy

(wyy)) dy‘

/ e C2%0) dsdy‘

of
< | sup Ly) = (Y
d vel, |’ —x|<h’a$3 ) axj( )‘
af .
< || osc(aijR(x)X[,é) —0 mitdJ—0.

Damit ist die Vertauschung der Ableitung mit dem Integral gerechtfertigt. Satz 9.1 impliziert
weiter £ € C°(Q). Sind nun f und alle FZ in C(Q x 1), so folgt ¢, #2 € C°(Q) aus Satz
9.1 bzw. wie gerade gezeigt. O

Beispiel 9.1 Wir berechnen hier das Integral der Gaufischen Dichtefunktion (das frither auf
10-Mark-Scheinen zu finden war)

/ e dzx = /7.

—00

Der Beweis ist trickreich, ich wére wohl selbst nicht drauf gekommen. Setze

F:[0,00) = R, F(z) = (/0 e-Eng)Q,

und berechne mit Hauptsatz und anschliefender Substitution £ = xy, also d§ = zdy,

/ _x2 z _52 1 —(1+y2)x2 1 af
F'(z) =2e ; e S dE = ; 2ze dy = ; %(x,y)dy,

wobei f(z,y) = —e~ (1147 /(1 4+ 42). Da f auf (0,00) x [0,1] glatt ist, kénnen wir nach Satz
9.2 den Operator a% herausziehen, und mit ¢(x) = fol f(z,y) dy folgt

1
= /0 g‘i(a:,y) dy = F'(z).
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Nun gilt F(0) — ¢(0) = fo “ldy = arctan1 = /4, also F(z) = ¢(z) + 7/4 fiir alle
z € [0,00). Aber \gzﬁ(a:)\ < e_"” — O mit z — oo, und so

/ e dx = lim F(z) = ﬁ
0

T—00 2

In dieser Vorlesung werden wir aus Zeitgriinden kein mehrdimensionales Integral behandeln,
dies soll in Analysis 3 ausfiihrliches Thema sein. Immerhin kénnen wir als niitzliche Anwen-
dung hier die Vertauschbarkeit der Integrationsreihenfolge in Mehrfachintegralen folgern.

Satz 9.3 (Kleiner Fubini) Seien I = [a,b], J = [a, 8] kompakte Intervalle. Dann gilt

/j (/abf(x’y)dx> dy:/ab </jf(w7y)dy) dz  fiir f € COI x J).

BeEweIs: Wir betrachten die Funktionen ¢, : [a,b] — R mit

o) = /(/f&yde)dy md  (a /(/ffydy)f

Nach Satz 9.1 sind y — [ f(&,y) d€ sowie & — faﬂ (&, y) dy stetig, und damit beide Seiten
wohldefiniert mit ¢(a) = 1(a) = 0. Wir zeigen ¢'(z) = ¢/(x) fiir alle © € I, woraus die
Behauptung ¢(b) = 1(b) folgt. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung liefert

=/ff<x,y>dy

Weiter hat die Funktion F(x,y) f f(&, y) d¢ die partielle Ableitung %—i =feC%I xJ),
und aus Satz 9.2 folgt

B
0@ = [ L= [ swvay

O

Alternativ kann der kleine Fubini auch durch Approximation mit Riemannschen Summen in
beiden Variablen bewiesen werden.

Wir kommen jetzt zu einer Anwendung in der Variationsrechnung, und zwar betrach-
ten wir Integrale des folgenden Typs:

F:CYI,R") = R, J-"(u):/bf(t,u(t),u’(t)) dt.

Abstrakt ist F eine reelle Funktion auf dem Raum C1(I,R™). Da es sich aber nicht um eine
Funktion von endlich vielen reellen Variablen handelt, wie wir das bisher hatten, wird die
Bezeichnung Funktional oder Variationsintegral benutzt. Das Funktional F ist dabei definiert
durch die Lagrangefunktion

fIxXxR"xR" =R, f=f(t z,v).

Hier ein paar Beispiele.
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Beispiel 9.2 Die Bogenlinge von u € C1(I,R") ist das Funktional

b
F(u) = / |u/(t)|dt, also f(t,x,v) = |v|.

Die Formel kann wie folgt motiviert werden: fiir eine Zerlegung a = tg < ... < ty ergibt sich
als Ndherung der Bogenldnge

N N
D lults) —utia)| =Y | ()| At
=1 i=1

Rechts steht aber die Riemannsche Summe fiir die Funktion |u/(¢)].

Beispiel 9.3 Soll der Kalorienbedarf beim Querfeldeinlauf ermittelt werden, so spielt nicht
nur die Lange der Strecke eine Rolle, sondern auch die wechselnde Qualitidt des Bodens. Dies
konnte durch eine Gewichtsfunktion als Faktor beschrieben werden:

b
F(u) = / w(u(t)) [u'(t)|dt, also f(t,z,v) = w(z)|v|.

Beispiel 9.4 Hier beschreibt u € C1(I,R") die Bahn eines Teilchens der Masse m in einem
Kraftfeld mit Potential V : R® — R. Es ist dann Z'|u/(¢)|* die kinetische und V'(u(t)) die
potentielle Energie des Teilchens zur Zeit t. Das Wirkungsintegral bildet die Differenz aus
kinetischer und potentieller Energie, integriert auf I:

b m m
F(u) = / (Elu’(t)IQ — V(u(t))) dt, also f(t,xz,v) = 5\1}]2 —V(z).

Funktionen, fiir die ein Funktional einen kleinsten oder gréfiten Wert annimmt, sind natiirlich
von zentralem Interesse. Wir werden zeigen, dass eine extremale Funktion eine gewisse Diffe-
rentialgleichung erfiillt, die Euler-Lagrange Gleichung. Unser Ansatz besteht darin, Variatio-
nen u(e, t) der extremalen Funktion u(¢) zu betrachten, die von einem Parameter abhéngen:

u: (—ep,e0) x I = R", w=u(et), wobeiu(0,-)=u.

Ableitung der Variation nach dem Parameter ergibt das zugehorige Vektorfeld

n ou
po: I —>R" @t) = %(O,t).

Lemma 9.1 (Erste Variation) Sei f = f(t,x,v) Lagrangefunktion mit f und D, f stetig
differenzierbar auf I x R™ x R™. Fiir u € C?((—¢eo,e0) x I,R") betrachte

b ou
06) = Flule,)) = [ F(tule), 5 (.0) dr
a
Dann gilt mit ¢ = %Z(O, ) : I — R™ die Formel

%(0) — /ab(Lf(u),<p> dt + [(va(tywu/),@}

Dabei ist (-,-) das Standardskalarprodukt im R™ und L¢(u) : I — R™ ist gegeben durch

t=b
(9.2)

t=a '

d
L¢(u) = Dy f(t,u,u') — pn [Dy f(t,u,u)].
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BEWEIS: Die Verkettung (e,t) — f (¢, u(e, ) u (¢ t)) ist von der Klasse C'. Deshalb kann

) Ot
nach Satz 9.2 unter dem Integralzeichen differenziert werden. Es folgt mit der Kettenregel
A of 0P
/ S () SH0.0) + o () S 0.0))

Mit p(t) = %(0, t) folgt, indem wir hinten die Ableitungen vertauschen,

of
(9.3) / t u,u )i (t) + = B0, (t,u, u') ol (t )) dt.
SchliefSlich mit partieller Integration im hinteren Term
of n of
/ ‘ N
/Z i dt[%auu)])gozdw[;aw(t,u,um]

=Lyg(u);

Die Behauptung des Lemmas folgt, indem wir die Summen als Skalarprodukte schreiben. O]

t=b

t:a'

Um eine optimale Funktion zu charakterisieren, miissen wir sie mit hinreichend vielen Varia-
tionen vergleichen. Das folgende Lemma gibt an, wieviele wir tatséichlich brauchen.

Lemma 9.2 Sei I = (a,b). Fir f € CO(I,R") gelte

b
(9.4) / (fop) =0 fir alle p € CZ(1,R").
Dann ist f die Nullfunktion.

BeEwEIs: Wir zeigen das Lemma erst fiir n = 1. Es gibt eine Funktion n € C°°(R) mit

n(s) =0 fur |s| >1, n>0 und /17:1,
R

Ein konkretes Beispiel ist, bei passender Wahl von a > 0, die Funktion

1 ..
a exp -—— fur |s| <1
ns) = ¢ P ol
0 sonst.

Angenommen es ist € := f(tg) > 0 fiir ein tp € I. Dann gibt es ein 6 > 0 mit f(¢) > ¢/2 fiir
t € [to — 0,10 + 6] C I. Betrachte die reskalierte Funktion

ms® =50 (5

Dann gilt n, 5(t) = 0 fiir |t — to| > §, sowie fR Mto,5 = 1. Nach Voraussetzung

b to+0 b
0= /a f(@) neg0(t) dt = /t f(@) mo,5(t) dt > ;/a Nto.6(t) dt = %,

0—9

ein Widerspruch. Im Fall f : I — R" liefert die Vorausetzung, fiir alle ¢ € C2°(I),

0:/ab<f790€i> :/abfi‘p'

Aus obigem folgt f; =0 fiir i = 1,...,n, das Lemma ist bewiesen. O
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Satz 9.4 (Euler-Lagrange-Gleichungen) Sei F(u) = f;f(t, u,u’) ein Variationsintegral
mit f € C*(I x R™ x R"), f = f(t,x,v). Sei u € C%(I,R") stationdrer Punkt, d. h.

d
—F(u+ep)|le=0 =0 fir alle p € C°(1,R").

de
Dann gelten die Euler-Lagrange-Gleichungen
_ of n_ d Of N g
Li(u)=0 %(t,u,u)—£avi(t,u,u)—0 firi=1,...,n.

Bemerkung. Es handelt sich um ein System von n Differentialgleichungen zweiter Ordnung,
wie man durch Ausdifferenzieren des zweiten Terms sieht.

BEwEIs: Die Randterme in (9.1) verschwinden, da ¢(a) = ¢(b) = 0 nach Vorausset-
zung. Die Aussage folgt dann aus den Lemmas 9.1 und 9.2. O

Beispiel 9.5 (Bogenlidnge) Wir betrachten die Bogenlénge aus Beispiel 9.2
b
Fu) _/ /(B dt fir u € C2([a, b, R™).

Die Lagrangefunktion und ihre Ableitung sind

ft,z,v) = v, va(t,x,v):% falls v # 0.

Die Euler-Lagrange-Gleichungen lauten somit

d u
Lyp(u) = Tt m =

ﬁ konstant ist. Es ist nicht schwer
zu sehen, dass u(t) dann die Strecke von wu(a) nach u(b) durchliuft. Allerdings wird zur

Herleitung der Euler-Lagrange Gleichungen gebraucht, dass «'(t) # 0 fiir alle ¢ € [a, ).

Die Gleichung sagt aus, dass der Einheitstangentenvektor

Beispiel 9.6 Bewegung eines Massenpunkts in einem konservativen Kraftfeld:

b
a

Das zugehorige Kraftfeld ist gegeben durch F(x) = —grad V' (z); das Minuszeichen ist in der
Physik {iblich. Dann ergibt sich

0 0

al{(taxav) :Fl(‘r)v a{i(t’xvv):mvi-
Die Euler-Lagrange-Gleichungen lauten somit F(u) — mu” = 0, es sind die Newtonschen
Bewegungsgleichungen.

Viele interessante Parameterintegrale sind uneigentliche Integrale, zum Beispiel bei der De-
finition der Gammafunktion oder der Fouriertransformation. Aus Zeitgriinden kénnen wir
darauf jetzt nicht eingehen, werden aber Parameterintegrale nochmals innerhalb der Theorie
des Lebesgue-Integrals im dritten Semester aufgreifen.
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10 Das Anfangswertproblem

In diesem Kapitel geht es um Prozesse, deren zukiinftige oder vergangene Entwicklung durch
eine gewohnliche Differentialgleichung gesteuert wird. Ein Beispiel ist das natiirliche Wachs-
tum /() = Az(t). Nach Analysis 1 ist die Losung z(t) mit Startwert z(ty) = zo eindeutig
durch die Exponentialfunktion gegeben, genauer gilt z(t) = xgexp A(t — to). Hier wollen wir
Anfangswertprobleme zu allgemeinen Wachstumsgesetzen betrachten.

Definition 10.1 Sei Q C R™ offen und f € C°(Q,R"). Eine Kurve z € C*(I,R"), I Inter-
vall, heifst Losung der Differentialgleichung ' = f(x) falls

(10.1) 2/ (t) = f(z(t)) fir allet € 1.

Es muss dabei x(t) € Q sein fir alle t € 1. Gilt auflerdem

(10.2) x(to) = xo fiir gegebene ty € I, xy € €,
so ist x Losung des zugehorigen Anfangswertproblems.

Man kann sich vorstellen dass x(t) die gesteuerte Bahn eines Fahrzeugs beschreibt, an jeder
Stelle z ist die Geschwindigkeit f(x) vorgegeben. Das Vektorfeld f(x) wird auch als Rich-
tungsfeld der Differentialgleichung bezeichnet. Hier ein paar Beispiele.

Beispiel 10.1 (natiirliches Wachstum) Fiir A € R betrachte das skalare Richtungsfeld
f:R =R, f(z) = \z. Das zugehorige Anfangswertproblem ist

2(t) = Xx(t) x(tg) =x¢ fiir tg,z0 € R.

Wir haben dieses Problem in Analysis 1, Kapitel 11, diskutiert. Die eindeutige Losung ist
durch die Exponentialfunktion gegeben, genauer

x(t) = zoexp(A(t —tp)) firteR.

Beispiel 10.2 (logistisches Wachstum) Das natiirliche Wachstum f(z) = Az ist ein li-
neares Modell. Wir addieren jetzt einen quadratischen Term, also f(z) = (A — px)z fir
A, 1 > 0. Die resultierende Gleichung 2/ = Az — p2? kann als Modell fiir die Vermehrung
von Schafen auf einer Weide herhalten: bei wenig Schafen gibt es Zunahme aber bei zu vie-
len Schafen wieder Abnahme, wegen zu wenig Futter. Es gibt die zwei Gleichgewichtspunkte

(stationére Losungen)

z(t)=0 wund z(t) = 2

Wir wollen positive Losungen betrachten, es gilt dann

o) =2 ) =

<0 furz>\/py,
p

>0 fir0<z<\/p.

Wie erwartet fillt die Losung im Bereich z > \/p und wiichst fir 0 < < A/u. Um sie
auszurechnen machen wir den Ansatz y(t) = e Mz (t), es folgt

Y(8) = e (= A(t) + Aa(t) — pa(t)?) = —peMy(t)2.



Das liefert weiter, wenn wir den Anfangswert bei t = 0 wihlen,

1 1 td 1 t
—:/ dt:/ue)‘tdt:'u(e/\t—l).
0 0 )‘

Mit y(0) = x(0) = x¢ ergibt sich die Losung
1
(1 '
% +e At(a — %)

In dieser Argumentation haben wir einiges ignoriert, zum Beispiel ob die Lésung Null werden
kann, dann wére die Rechnung gar nicht moglich. Das ist relativ typisch fiir den Umgang mit
Differentialgleichungen, erst wird ad hoc ein Losungskandidat ermittelt, dann im Nachhinein
gepriift ob bzw. wo es sich tatsichlich um eine Losung handelt, ob diese eindeutig ist und so
weiter (justification of the solution).

x(t) =

Beispiel 10.3 (Riuber-Beute Modell von Volterra-Lotka) Hier kommt eine weitere
Modifikation: die rechte Seite ist wieder Summe eines linearen und eines quadratischen Terms,
aber es handelt sich um ein System von zwei Gleichungen. Es werden zwei Populationen be-
trachtet, sagen wir Schafe und Wolfe. Bei zuviel Wolfen ist die Vermehrungsrate der Schafe
negativ, etwas zynisch ausgedriickt, dagegen ist bei zuwenig Schafen die Vermehrungsrate der
Wolfe negativ. Dies fithrt auf die Gleichungen, mit Konstanten «, 3,7,6 > 0,

iE, = (O[ _ﬁy)xa

y = (—y+dx)y.

Es handelt sich um zwei gekoppelte Gleichungen, deren Losung nicht offensichtlich ist. Das
Modell kann weiter verfeinert werden, zum Beispiel das Vorhandensein von Futter abhéngig
von der Jahreszeit abbilden und vieles mehr.

In Losungskonzept oben und in den Beispielen hingt das Richtungsfeld nur vom Ort = € €
ab, man spricht von einer autonomen Gleichung bzw. autonomen System. Es ist aber auch
denkbar, dass die Steuerung von auflen beeinflusst wird. Das resultiert in einer zusétzlichen
Abhéngigkeit des Richtungsfelds von der Zeit. Der Losungsbegriff muss dann etwas allgemei-
ner gefasst werden, wir werden mit diesem Konzept arbeiten.

Definition 10.2 Sei G offen in R x R™ und f € C°(G,R"), f = f(t,x). Dann heifit x €
CH(I,R"), I C R Intervall, Losung von =’ = f(-,x), falls

(10.3) 2/ (t) = f(t,z(t)) fir allet € I (insbesondere (t,z(t)) € G).
Gilt auferdem

(10.4) x(tg) = xo fiir gegebenes (tg, z9) € G,

so heifst x Ldisung des zugehorigen Anfangswertproblems.

Mit u(t) =t und F(t,x) = (1, f(¢,x)) folgt daraus das autonome System

%(U(t)w(t)) = (1L,2'(t)) = F(u(t),z(#), (u(t),z(t))li=t, = (o, 0)-
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Umgekehrt impliziert dieses autonome System wu(t) = t und dann z'(t) = f(¢, z(t)). Wir
konzentrieren uns jetzt trotz der Aquivalenz auf das nichtautonome System.

Im allgemeinen kann das Losungsintervall I nicht a priori vorgegeben werden. Unser
erstes Ziel ist daher die Konstruktion einer lokalen Losung konstruieren, die Frage der
globalen Existenz werden wir spiiter behandeln (siehe unten). Allgemein stellen sich folgende
Fragen:

1. Ist eine Losung des Anfangswertproblems eindeutig bestimmt?
2. Existiert eine Losung des Anfangswertproblems?

3. Wie hingt die Losung vom Anfangswert xg und dem Vektorfeld f ab?

Wir behandeln die Eindeutigkeit und Existenz. Das folgende Beispiel zeigt, dass im Fall f
stetig die Losung nicht notwendig eindeutig ist.

Beispiel 10.4 Sei G =R x R und f(¢,z) = 24/|z|. Dann hat das Anfangswertproblem
' =f(,x)  x(0)=0
unendlich viele verschiedene Losungen in C'(R), und zwar fiir —co < a <0< 3 < oo

—(t—a)? firt<a
Zap(t) = 0 fira<t<p
(t—p)? fiir t > 3.

Satz 10.1 (Eindeutigkeit) Sei G C R x R" offen, und f € C°(G) mit D,f € CY(Q). Ist I
offenes Intervall mit tog € I, so hat das Anfangswertproblem

Qj/:f(.7x)7 x(tO):xO
héchstens eine Losung x € CH(I,R™).

Wir setzen hier D, f stetig voraus, weil dies in den allermeisten Féllen gegeben ist und
leicht zu verifizieren ist. Tatséchlich verwendet der Beweis des Satzes aber nur f(t,z) lokal
Lipschitz beziiglich der Variablen z. In vielen Texten wird man diese Voraussetzung finden.
Im folgenden Lemma zeigen wir, dass die Lipschitzbedingung aus der Stetigkeit von D, f
leicht folgt.

Lemma 10.1 Sei f € CY(G,R") mit G C R x R™ offen. Ist D, f € C°(G,R™™), so gibt es
zu Ug(to, z0)) = (to — €,to + €) x Be(xo) CC G eine Konstante L € [0,00) mit

|f(t,x1) — f(t,z2)| < L|xy —xzo|  fir alle (t,x1), (t, z2) € U:(to, z0)-

BEWEIS: Da D, f stetig ist und U, (o, xo) kompakt in G liegt, gibt es L € [0, 00) mit |D, f| < L
auf Ug(to, zp). Die Aussage folgt nun direkt aus dem Schrankensatz, Satz 4.2. O
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BEWEIS: (von Satz 10.1) Seien x1, 12 € C'(I,R™) Losungen des Anfangswertproblems. Wir
zeigen erst x1(t) = xo(t) fur |t — to| < J. Seien € > 0, L < oo wie in Lemma 10.1. Wihle
§ > 0 sodass (t,21(t)), (t,22(t)) € Us(to, o) fiir |t — to] < 8. Fiir u(t) = |21 (t) — z2(t)]* folgt
1= 2/(z1 — @22} — 75)|

= 2|<I‘1 _$27f('7x1) _f(ax2)>|

2|z — x2| | f(-,21) — f(+,22)] (Cauchy-Schwarz)
2Lu.

|u

VANVAN

Damit gelten fiir ¢ € (tg — 0,t9 + ¢) die Ungleichungen
d d
o7 (e_QLtu(t)) =e 2y —20u) <0  und £(62Ltu(t)) = 2t/ 4+ 2Lu) > 0.

Durch Integration ergibt sich die Abschitzung u(t) < u(tg) e2Flt =%l das heift
(10.5) |21(t) — 22(t)] < |1(to) — 2(to)| 0l auf (tg — d,t0 + 0).

Aus x1(tg) = wa(tg) folgt somit x1(t) = xo(t) fiir alle ¢t € (tg — d,tp + ). Betrachte nun die
Menge M aller ¢t € I, t > tg, mit x;(t) # x2(t). Es gilt ¢, := inf M > to + §. Angenommen es
ist M # (), dann folgt t, € I. Mit Stetigkeit fiir ¢ 7 t, gilt z1(tx) = w2(ts), und ¢, ist nicht
der rechte Endpunkt von I. Es gibt dann ein ¢ > 0 mit x;(t) = z2(t) auf [ts, . + 0), also ist
t, nicht das Infimum von M, Widerspruch. O

Tatséchlich liefert (10.5) zusétzlich eine Abschétzung von |z (t) —z2(t)| durch |z1(to) —x2(to)],
doch nun zur Frage der Existenz. Das folgende Beispiel zeigt, dass wir im allgemeinen nur
eine zeitlich lokale Losung erwarten kénnen.

Beispiel 10.5 Betrachte f € C°(R), f(z) = 2. Das Angansgwertproblem
o =2% x2(0)=1

hat die Losung x : (—o0,1) — R, 2(¢t) = 1/(1—t). Die Losung ist nach rechts nicht fortsetzbar,
denn es gilt lim; ~ z(t) = oo.

In Analysis I, Satz 13.2, wurde gezeigt, dass die Grenzfunktion einer Folge stetiger Funktionen
bei gleichméfliger Konvergenz stetig ist. Die folgende Konsequenz ist fiir uns jetzt wichtig.

Satz 10.2 (Vollstéindigkeit von C°(I,R")) Sei I C R kompaktes Intervall. Dann ist
CO(I,R™), versehen mit der Supremumsnorm ||z|; = sup,c; |z(t)|, ein Banachraum.

BEWEIS: Sei x;, € C°(I,R™) eine Cauchyfolge beziiglich der Supremumsnorm, das heifit zu
e > 0 gibt es ein K € R mit ||z — 2|7 < € fiir k,l > K. Es folgt fiir k,l > K

|zk(t) —21(t)] < e firallet e I.
Da R™ vollstindig ist, existiert x(t) = limg o0 xx(t). Mit | — oo folgt
lzk(t) —x(t)| <e firallete lund k> K.

Somit gilt ||z — z||; < e fir k£ > K. Also konvergiert z, gleichméBig gegen z, und es folgt
x € C°(I,R™) nach Analysis I, Satz 13.2. O

Eine entscheidende Beobachtung zur Konstruktion der lokalen Losung ist, dass das Anfangs-
wertproblem als Integralgleichung geschrieben werden kann.
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Lemma 10.2 Sei f € C°(G,R"), (to,70) € G, und I Intervall mit ty € I. Fiir x : I — R"
mit {(t,xz(t)) : t € I} C G sind dquivalent:

(a) x € CY(I,R") ist Losung des Anfangswertproblems
2(8) = f(t, (b)) fir allet € I,  x(to) = xo.

(b) = € CO(I,R™) erfiillt die Gleichung
t
z(t) = xo +/ f(s,x(s))ds firallet el
to

BEWEIS: Aus (a) folgt (b) durch Integration von ¢y bis ¢. In (b) ist die Funktion f(s,z(s))
stetig. Aus dem Hauptsatz folgt € C1(I,R") und z'(t) = f(t,x(t)). Ausserdem ist auch
z(to) = xo, also gilt (a). O

Satz 10.3 (Kurzzeitexistenzsatz von Picard-Lindelsf) Sei f € C°(G,R"™), mit D,.f €
C°(G,R™™), und (to,x0) € G. Dann gibt es ein § > 0, so dass das Anfangswertproblem

o' = f(-,2) auf I :=[to — d,t0 + 9], x(to) = o,
eine Lésung x € C1(I,R™) besitzt.

Bewels: Wir formulieren das Problem als Fixpunktgleichung. Zu (g, z¢) € G seien € > 0 und
L < oo wie in Lemma 10.1 gewihlt, und I = [tg — d,t0 + ] mit § € (0, ) zunéchst beliebig.
Betrachte im Banachraum X = C%(I,R") mit Norm | - ||; die abgeschlossene Teilmenge
A={z e X :|x— x| < e}, sowie die Abbildung

F:A— X, F[a:](t):xo—i-/tf(s,x(s))ds.

Nach Lemma 10.2 ist die Gleichung F[z] = x gleichbedeutend mit der Losung des Anfangs-
wertproblems. Die Existenz des Fixpunkts folgt mit Satz 7.1 von Banach, wenn wir zeigen:

(1) F(A)c A (Selbstabbildung)
(2) |1F(z) = F(y)|lr < & ||z —yl fir alle z,y € A (Kontraktion).
Da f stetig auf G ist und U.(tg, z0) CC G, gilt | f| < M auf U(to, zo). Fiir x € A folgt

t
| Fl](t) — ao| = ‘ / £ (5, 2(s)) ds‘ < M|t — to| < M.
to
Weiter erhalten wir fiir z,y € A aus der Lipschitzbedingung

FalO) = FlO] = | [ (fo0(6) = Fls.0(s1)
< Jt—tol iléll)‘f(svx(s)) — f(s,4(s))]

< L3 sup fo(s) — y(s)|.
sel

Fiir § = min (¢/M, 1/(2L)) gelten die Bedingungen (1) und (2), der Satz ist bewiesen. O
Wie gesagt haben wir im Beweis der Eindeutigkeit und Existenz nur benutzt, dass f = f(t, x)
stetig und lokal Lipschitz beziiglich der Variablen z ist. Die Bedingung D, f € C°(G,R™*")
impliziert das, und sie ist leicht zu checken.
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Beispiel 10.6 Im Satz von Banach wird der Fixpunkt bekanntlich durch Iteration der Ab-
bildung F' mit einem geeigneten Startwert bestimmt. Wir wollen das fiir folgendes triviale
Beispiel explizit durchrechnen:

¥ =ax, x(0)=1.

Hier ist G = R x R, f(t,z) = az und ¢y = 0. Die Iterationsvorschrift lautet

Flz](t) =1 —i—/o az(s)ds.

Wihlen wir als Startfunktion x¢(¢) = 1, so sind die ersten Iterationsschritte

t
x1(t) = 1+/ads:1+at,
0

t a2

za(t) = 1+/0a(1—|—as)ds:1+at+2,
t 2.2 2,2 343
a’s a‘t a’t
r3(t) = 1+/0a(1+as+2)ds:1+at+2+6 .

Durch Induktion sieht man ohne Miihe

DY (o)

k
= 7
Das Verfahren konvergiert fiir k — oo gegen die Losung z(t) = e, lokal gleichméBig auf R.

Jetzt stellt sich die Frage nach einer globalen Losung. Zunichst gibt es immer eine ein-
deutige, maximale Losung des Anfangswertproblems. Mit maximal ist gemeint, dass das
Losungsintervall weder nach rechts noch nach links vergréfiert werden kann. Setze

tT = sup{t >ty : 3Losung des AWP auf [to,t)},
t~ = inf{t <t¢:3Losung des AWP auf (¢, o]}

Wegen der Kurzzeitexistenz, Satz 10.3, haben wir
—o0 <t <tyg<th <oo.

Wir definieren nun eine Losung z € C'((¢t,t*),R"). Wihle eine Folge t;,  t*. Es gibt
dann Losungen xy, auf [to, ), wir setzen x = xy, auf [to, ). Wegen Eindeutigkeit, Satz 10.1,
gilt x; = xy, fiir [ > k auf [to, tx), somit sind die Losungen konsistent und z ist wohldefiniert
auf [tg,t1). Entsprechend wird z(s) auf (¢t~, %] definiert. Nach Definition von ¢+ ist z(s) die
eindeutige, maximale Losung. Die Zeiten t* werden als vorwiirts bzw. riickwirts Lebensdauer
der Losung bezeichnet (Englisch: forward/backward lifespan).

Wir betrachten nun Anfangswertprobleme auf einem (¢,z)-Zylinder G = (o, ) x D,

und stellen die Frage: was muss passieren damit die Losung vorzeitig den Geist aufgibt,
damit also tT < 3 bzw. t~ > «a ist?
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Satz 10.4 (Lebensdauer) Sei f : (a, ) x D — R™ mit D offen und f,D,f stetig. Es sei
x:(t7,tT) — D die maximale Lésung von

v = f(-, 1), x(ty) =20 fiir (to, 7o) € (o, B) X D.

Ist dann tt < 8, so verlisst x(t) firt /' t+ jedes Kompaktum K C D, das heifit es gilt
x(t) ¢ K fiir t hinreichend nahe t*. Entsprechend im Fall t~ > «.

Bemerkung. Im Fall D = R™ besagt der Satz

Nt~

BEWEIS: Sei t7 < 8 und K C D kompakt. Angenommen es gibt ein 7 < t* mit z(t) € K fiir
alle t € [7,t1). Da f stetig, ist M = sup{|f(¢t,z)| : t € [7,tT], x € K} < oo und es folgt

th < B = lim |z(t)) =00 bzw. ¢t~ >a = lim |z(t)| = cc.
t ot

to
|l‘(t2) — l‘(tl)| = / |f(t,$(t))| dt S M |t2 — t1| fﬁr alle t1,2 S [7‘, t+).
t1

Also existiert 2 = lim; »+ 2(t) € K. Nach Satz 10.3 gibt es auf einem Intervall I = (t —
5,tT 4+ J) eine Losung y von
y'=f(y)auf I, y(t") =2t

Wegen Eindeutigkeit sind  und y links von ¢* gleich. Durch Zusammensetzen kriegen wir
eine Losung 7 der Differentialgleichung auf [to,tT + 6) mit Anfangswert Z(tg) = zo, im
Widerspruch zur Maximalitit von ¢7.

Der Satz ist damit noch nicht gezeigt, denn die indirekte Annahme oben schliefit nicht ein
oszillierendes Verhalten aus, bei dem xz(t) fiir ¢  ¢t* immer wieder nach K zuriickkommt.
Aber angenommen es gibt t; ' t* mit x(t;) € K. Fiir ¢ > 0 hinreichend klein ist dann
K = {z € R" : dist(z, K) < o} kompakte Teilmenge von D, und es gibt eine Schranke
|f(t,2)| < M anf [to,tT] x K. Wie oben bewiesen ist dann

tp i=sup{t >ty : 2([ty, t]) C K} < tT.

Wir erhalten die Abschitzung
~ fk ~ o~
0< o< fal) —alt) =| [ ft.0) ] <SG 1),
122

Mit k — oo gilt ty, %,/ t+, im Widerspruch zu o > 0. O
Das Gegenbeispiel zur globalen Existenz beruhte auf dem quadratischen Wachstum der rech-

ten Seite f(x) = 22. Wir wollen nun ein globales Existenzresultat zeigen, dazu folgende
Abschitzung.

Lemma 10.3 (Gronwall) Fiir die reelle Funktion u € C°([tg,t1]) gelte

u(t) < b(t) + / Ca(s)u(s)ds  fir alle t € [to, 1],

to

wobei a,b € CO([tg,t1]) und a > 0. Dann folgt

u(t) < b(t) + /t exp (/t a(T) dT) a(s)b(s)ds  fir alle t € [to, t1].

to S
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BEWEIS: Wir setzen A(t) = ftto a(s)ds und f(t) = fti) a(s)u(s) ds. Nach Voraussetzung gilt
dann u(t) < b(t) + f(t). Weiter folgt mit a(t) >0

d

g (e () = e Wa(t) (u(t) - £(t) < e *Da(t)b(D).

Integration von tg bis ¢ liefert, da f(tg) = 0,

e r@) < /t e ) a(s)b(s) ds.

to

A(t)

Multipliziere mit e”'*) und verwende nochmal u(t) — b(t) < f(t), sowie

t
A e=Als) = AM=AL) = oxp (/ a(T) dT).
Die Ungleichung folgt. O

Satz 10.5 (Langzeitexistenz bei linearem Wachstum) Sei f : (a, ) x R" — R"™ mit
f, D.f stetig und —oo < a < tg < 3 < 0o. Es gebe a,b € C°((a, B)) mit a >0, so dass gilt:

|f(t, )| <a(t)|z|+0(t) fir alet € (a,p), x € R™.
Dann ist das Anfangswertproblem x' = f(-,x), xz(to) = xo € R™, auf ganz («, B) losbar.

BEWEIS: Fiir ¢ € [to, ") gilt die Abschétzung

t t
|(8)] < |ao| + t £ (s,2(s))| ds < |20l +/ (a(s)|z(s)| +b(s)) ds,

to

das heifit .

lz(t)| < B(t) +/ a(s)|z(s)|ds mit B(t) = |xo| —I—/ b(s)ds.

to to

Mit dem Lemma von Gronwall bekommen wir fiir alle ¢ € [to, ") die Abschitzung
t t
(10.6) (t)] < B(t) + / exp / a(r) dr) a(s)B(s) ds.
to s

Die Funktionen a(t) und B(t) sind lokal beschrinkt auf (o, 8). Wire t+ < 3, so folgt aber
|z(t)] = oo mit ¢ / t* nach Satz 10.4, ein Widerspruch. Der Beweis von ¢t~ = « ist analog.
0
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11 Lineare Differentialgleichungen

Wir betrachten hier das Anfangswertproblem
(11.1) '(t) = A@t)z(t) +b(t) firt €I = (o, ), x(to) = zo-

Dabei ist A : I — R™" b : I — R” sowie  : I — R"™. Allerdings ist es niitzlich, auch
komplexwertige Koeffizienten und Losungen zuzulassen. Durch Aufspaltung in Real- und
Imaginérteil ist ein komplexes n x n System dquivalent zu einem reellen (2n) x (2n) System,
das heifit unsere Existenz- und Eindeutigkeitstheorie ist voll anwendbar.

Wir betrachten erst das homogene Problem, also b(t) = 0. Der Fall n = 1 kann die
Losung leicht berechnet werden: ist 29 = 0, so ist z(t) die Nullfunktion. Ist zy > 0, so folgt
z(t) > 0 fiir alle t € I und

d (t !

— logz(t) = xx((t)) = A(t), also x(t)=uxo exp/ A(s) ds.

to

Im Fall zg < 0 ergibt sich dieselbe Formel. Fiir Systeme, also n > 2, gibt es kein entsprechen-
des Verfahren, das die Losung explizit angibt.

Satz 11.1 (Anfangswertisomorphismus) Sei A € CO(I,K™*") fir K = R oder K =
C. Dann ist die Menge Ly = {x € CY(I,K") : 2/ = Ax auf I} ein n-dimensionaler K-
Vektorraum, genauer ist fiir jedes tog € I die Abbildung

Oty : La — K", 04, (z) = x(to)
ein Vektorraumisomorphismus.
BEWEIS: Mit z,y € L4 ist auch Az + py € L fir A, p € K, denn
Az +py) = 2’ +py = XAz + p Ay = A(\z + py).

Also ist L4 ein Untervektorraum von C'(I,K"), und die Abbildung &, : L4 — K" ist
wohldefiniert und linear. Da |A(t)x| < |A(t)||z|, gibt es nach Satz 10.5 zu jedem zy € K"
eine Losung von 2/ = Az auf ganz I mit Anfangswert x(tg) = x¢, das heifit die Abbildung
dt, ist surjektiv. Die Eindeutigkeit, Satz 10.1, besagt dass d, auch injektiv ist. O
Eine Basis von L4 bezeichnet man als Fundamentalsystem der Gleichung 2’ = Ax. Explizit
erhélt man ein solches Fundamentalsystem, indem man die Gleichung zu linear unabhéngigen
Anfangsdaten 16st, etwa x;(tg) = e, wobei ey, ..., e, die Standardbasis ist.

Fiir n beliebige Losungen xz; : I — K" der Differentialgleichung impliziert der Satz

folgende Alternative: entweder bilden die Vektoren xi(t),...,x,(t) eine Basis des K" fiir je-
des t € I, oder es gibt Zahlen Ay, ..., A, € K, nicht alle Null, mit \yz1(¢) + ...+ A\zp(t) =0
fir alle ¢ € I. Wir kénnen n Funktionen zi1,...,x, : I — K" zu einer matrixwertigen

Funktion X : I — K"*" zusammenfassen, so dass z; die j-te Spalte von X ist. Es gilt dann
x; =Azjfirj=1,....,n & X =AX.

Rechts steht die Matrixmultiplikation. Die Aquivalenz folgt daraus, dass die Ableitung von
X spaltenweise berechnet werden kann, und dass die j-te Spalte von AX gleich Ax; ist. Die
Tatsache, dass die Vektoren z1(t),. .., z,(¢) fiir Losungen des Systems 2’ = Az entweder fiir
alle t € I oder fiir kein ¢ € I linear abhéngig sind, ergibt sich alternativ aus folgender Formel.



Satz 11.2 (Formel von Liouville) Sei X € CY(I,K™") Lisung von X' = AX auf I,
wobei A € CO(I,K™™). Dann gilt fiir beliebiges to € I

t
det X (t) = det X (tp) - exp (/ tr A(s) ds) fir alle t € 1.

to

BEWwEIS: Ist det X (tg) = 0, so gilt det X (¢) = 0 fiir alle ¢ € I nach Satz 11.1, und die Formel
trifft zu. Andernfalls ist det X (¢) # 0 fur alle ¢ € I, und es gilt die allgemeine Formel

(det X)'(t) = det X (¢) - tr (X (1)1 X'(2)).
Setzen wir X’ = A(t)X (¢) ein und beachten tr (X 1AX) = tr (XX 1A) = tr (A), so folgt
(det X)'(t) = det X (t) - tr (A(?)).

Die Behauptung folgt aus der Losungsformel fiir n = 1. O
Wir kommen nun zum Anfangswertproblem fiir die inhomogene Gleichung

2'(t) = A(t)z(t) + b(t).
Sind x1, z2 zwel Losungen, so ist z(t) = z2(t) — x1(t) eine Losung der homogenen Gleichung
' = Az, das heifit es gilt o € x1 + L4, dhnlich wie bei linearen Gleichungssystemen. Wir
machen zur Losung der inhomogenen Gleichung den Ansatz

x(t) = X (t)y(t), wobei X (t) Fundamentalsystem mit X (tg) = E,,.

Ein solches Fundamentalsytem gibt es nach Satz 11.1. Wir berechnen

2(t) = X'(t)y(t) + Xy (t) = AX()y(t) + X () (t) = A)x(t) + X ()y' (1),

z(to) = X(to)y(to) = y(to)-
Geben wir noch den Anfangswert x(tg) = xg vor, so ergibt sich y(t) = xg + ft 5)71b(s) ds.
Damit ist gezeigt:
Satz 11.3 (Variation der Konstanten) Betrachte fiir x € C1(I,K") das Problem

2'(t) = AW)z(t) +b(t) auf I, x(ty) = xp € K",

wobei A € CO(I,K™") und b € CO(I,K"). Sei X € C*(I,K™*") ein Fundamentalsystem der
homogenen Gleichung mit X (to) = E,. Dann lautet die eindeutige Lisung

X (s)"Lb(s) ds) .

Wir spezialisieren nun auf lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten. Ein Fundamental-
system kann dann mit der Exponentialabbildung fiir Matrizen hingeschrieben werden. Diese
ist durch die Exponentialreihe definiert:

2(t) = X (1) (:co [

to

exp : K" — K"*" exp(A) = ——

Die Reihe konvergiert fiir alle A € K"*" genauer gilt fiir |[A| < R die Abschitzung

’Z < ‘A| <Z—<€ fir k > K(R,¢).

]
Jk‘]

Also ist die Konvergenz fiir |[A| < R gleichméiﬁig, und exp ist stetig auf K>,
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Satz 11.4 (Homogene Systeme mit konstanten Koeffizienten) Fir A € K"*" ist
X R — K™ X(t) = exp(tA),

die Losung des Anfangswertproblems X' = AX, X(0) = E,. Die Spaltenvektoren xz;(t),
j=1,...,n, sind ein Fundamentalsystem fir ' = Az mit Anfangswerten x;(0) = e;.

BEWEIS: Sei A € K™*" gegeben. Wir berechnen durch gliedweise Differentiation
2 LAY 2 AT A

Xf(t)_z_:l =y — :AZ_—.:AX(t).

G-D =

Die Ableitung war erlaubt, die differenzierte Reihe konvergiert gleichméfig fiir |¢t| < T

Lt AT > (|t]]A])7 = (T|A])? )
\;j!\srmz;wgmzk('ﬂ')« fir k> K (AL T.2).
j= j= j=

Folgerung 11.1 Die Matriz- Exponentialabbildung hat folgende Eigenschaften:
(a) exp: K" — Gl,(K) und exp(0) = E,,.
(b) det (exp(A)) = exp (tr (A)).
(c) exp(SAS™Y) = Sexp(A)S~! fiir alle A € K", S € GlL,(K).
(d) exp(A+ B) = exp(A)exp(B), falls [A,B] = AB— BA=0.

BEWEIS: Es ist exp(0) = E, nach Definition. Nach Satz 11.4 und Satz 11.1 ist exp(A) =
exp(tA)|;=1 invertierbar. Gleichung (b) ist Satz 11.2, angewandt auf X (¢) = exp(tA). Fiir
(c) argumentieren wir mit dem Eindeutigkeitssatz: die Funktionen t — exp(tSAS™!) sowie
t > Sexp(tA)S~! 16sen beide die Gleichung X’ = (SAS™!)X zum Anfangswert X (0) = E,.
Also sind sie gleich, fiir ¢ = 1 folgt (c). Bei (d) gehen wir &hnlich vor, aber in zwei Schritten:
zunéchst sind sowohl ¢ — exp(tA)B als auch ¢t — Bexp(tA) Losungen des Anfangswertpro-
blems X' = AX mit X (0) = B, wobei fiir die zweite Funktion [A4, B] = 0 benutzt wird:

%(B exp(tA)) = BAexp(tA) = A(Bexp(tA)).

Das zeigt exp(A)B = Bexp(A). Weiter gilt fiir X (¢) = exp(tA) exp(tB)

X'(t) = Aexp(tA)exp(tB) + exp(tA)Bexp(tB)
= (A+ B)exp(tA)exp(tB)
= (A+DB)X(t).
Dies zeigt X (t) = expt(A + B), insbesondere exp(A) exp(B) = exp(A + B). O

Die Eigenschaften (c) und (d) kénnen auch direkt aus der Reihendarstellung hergeleitet
werden. Dabei muss exp(A) exp(B) mit dem Cauchyprodukt berechnet werden, vgl. Analysis
I, Satz 15.7, wobei die Voraussetzung [A, B] = 0 wesentlich ist.
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Betrachte nun den Fall, wenn A iiber R oder C diagonalisierbar ist, das heifit es gibt
eine Basis vy,...,v, aus Eigenvektoren zu den Eigenwerten Ai,...,\,. Die Funktionen
zj(t) = e*'v; bilden dann ein Fundamentalsystem, denn es gilt

x;(t) = )\je)‘jtvj = e)‘thvj = Axj(t).

In der Eigenvektorbasis entkoppelt das System also in n skalare Gleichungen, deren Lésungen
durch Exponentialfunktionen gegeben sind. Leider ist nicht jede Matrix diagonalisierbar. In
der Linearen Algebra wird gezeigt, dass es iiber C jedenfalls immer eine Basis gibt, so dass die
zugehorige Matrix Jordansche Normalform hat, das heifit sie besteht aus Blocken der Form

0O 1 ... 0
Im(A) = AEp + Ny, mit N, =

: .1

0O ... ... 0

Es gilt N*1 = 0, deshalb sind die Potenzen und die Exponentialreihe der J,,,()) leicht
berechenbar. Wir wollen das aber nicht allgemein durchfhren, sondern betrachten ein
klassisches Beispiel.

Die Auslenkung eines schwingungsfihigen Systems (Oszillators) mit Eigenfrequenz wy > 0
und Reibungskoeffizient 8 > 0 wird beschrieben durch die Differentialgleichung

" + 262 + wiz = 0.
Wir schreiben die Gleichung dquivalent in ein System erster Ordnung um:
()= () ()
y —wi =28 ) \y)’

Das charakteristische Polynom der Koeffizientenmatrix A ist pa(\) = A2 + 28\ + w3. Wir
betrachten erst den Fall 8 # wg. Die Matrix A hat dann zwei verschiedene, eventuell komplexe,
Eigenwerte A* mit zugehérigen Eigenvektoren v*, und zwar

M= -pB44/82-wdeC, vi:<)\1i>.

B AT 0 1 . _ 1 1
A—S( 0 A‘)S mltS—<)\+ )\_).

Mit Folgerung 11.1(c) ergibt sich

ATt
e 0 _
exp(tAd) =5 < 0 ot ) S

Fiir das System erster Ordnung haben wir also das Fundamentalsystem

Es folgt

exp(tA) vt = Xyt = A ( Ali > .
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Im Fall 8 > wy erhalten wir zwei Losungen, die exponentiell und monoton fallen (Kriechfall):

2 () =e P mit fF =B+ ,/82 — w2 € (0,28).

Im Fall 8 < wp bekommen wir die komplexen Lésungen
aE(t) = e et mit w = y/wg — B2 € (0,w].
Durch Kombination erhalten wir die reellen Losungen
z1(t) = e P coswt  und  x9(t) = e P sinwt.
Auch diese fallen exponentiell, aber sie oszillieren mit Periode 27 /w (Schwingfall).

Es bleibt der Fall wy = . Das charakteristische Polynom hat dann nur die Nullstelle
A = —f, und A ist nicht diagonalisierbar, sonst wire A ein Vielfaches der Einheitsmatrix.

Wir wahlen die Basis
(1 (0
U1 = )\ 9 V2 = 1 .

Damit hat A Jordansche Normalform, es gilt

ol A 1N et o (10
A—S(O)\>S mltS—(/\1>.

Wir berechnen mit der Binomischen Formel

N:<8 é) = N?=0 = (AE2+N)"=)\Ey+ k"IN,

Also erhalten wir

eM e _
exp(tA) = S( 0 eAt >S 1)

und das Fundamentalsystem
At a1
exp(tA)vy = eMvi=e ( N ),
At At a1 a0
exp(tA)vy = teMv + e vy =te N +e Nk
Fiir die Gleichung zweiter Ordnung bekommen wir, mit A = —f,

z1(t) =e P und  zp(t) = te P

Man spricht vom aperiodischen Grenzfall. Die zweite Losung fillt nicht genau wie e ?t,
sondern es kommt ein Polynom (hier linear) als Faktor hinzu.
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12 Separation der Variablen

In diesem kurzen Kapitel geht es einen speziellen Typ einer skalaren Differentialgleichung
erster Ordnung, deren Losung leicht explizit bestimmt werden kann. Das Losungsverfahren
ist Standard und wird oft benutzt.

Satz 12.1 (Separation der Variablen) Seien f(t) € C°(I), g(x) € C°(J), wobei I, J of-
fene Intervalle und g(x) # 0. Wir betrachten fiir (to,xo) € I x J

(12.1) 7' (t) = /(1) firtel, x(to) =xz0 mit (to,x0) € I X J.

g(x(t))

Seien F € CY(I), G € C'(J) die Stammfunktionen von f, g mit F(to) = G(zo) = 0. Gilt
F(I) Cc G(J), so ist die z(t) = GT1(F(t)) Losung des Anfangswertproblems.

Bemerkung. G(J) ist offen nach Analysis 1, Satz 8.2. Da F(ty) € G(J), ist die Bedingung
F(I) C G(J) erfiillt, wenn I hinreichend klein gewihlt wird.

BewEis: Es gilt # = G~'o F € CY(I), und z(tg) = G~1(0) = x¢. Weiter fiir t € I

'y 1 oy
Y0 = garera O = sea®

O

Es ist {iblich und sinnvoll, die Methode der Separation der Variablen zunéchst sorglos anzu-
wenden. Der Giiltigkeitsbereich der Losung kann dann a posteriori bestimmt werden, auch
kann gepriift werden, ob der Ansatz alle méglichen Loésungen liefert. Fiir die Anwendung ist
folgendes Kochrezept hilfreich:

(1) Separation der Variablen: schreibe die Gleichung in der Form
g(x)dx = f(t)dt.

(2) Integriere links von zq bis z, rechts von ¢y bis ¢:

Go) = [ " g(y) dy = [ ryds = Pl

0
(3) Lose nach x = x(t) auf.
Beispiel 12.1 Betrachte das Anfangswertproblem
o' (t) = z(t)?,  2(0) =z > 0.

Wir schreiben 272 dx = dt. Integration von xg bis 2 bzw. von t = 0 bis ¢ ergibt

1 1
— — —=1.
i) T
Auflésen nach z ergibt
1 -1
H=(—-1)
o) = (5

Das maximale Existenzintervall ist (—oo, %) Im Fall 2y < 0 erhalten wir die gleiche Formel,
das maximale Intervall ist dann (?107 00). Im Fall 2y = 0 kann die Losung x(t) = 0 nicht mit
der Methode der Separation gefunden werden.
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Bei Euler-Lagrange Gleichungen spielen Erhaltungssétze eine zentrale Rolle.

Satz 12.2 (Energieerhaltungssatz) Sei Q C R" offen und f € C?*(Q x R"), f = f(z,v),
also unabhingig von t. Dann gilt fir eine Losung x € C2(1,Q) der Euler-Lagrange-
Gleichungen der Erhaltungssatz

d
Z[(Duf(@,a'),0) = fla,a)] = 0.
BEWEIS: Wir berechnen in Koordinaten
IS OF (et o] =30 (L2 oy~ 2 ()Yt
dt [jzl 0v; (z,2")f — f(z,z )] = ; ( dt dv,; (v, 2") oz, (x,z ))x] =0

=0

Bei eindimensionalen Variationsproblemen fiithrt der Energieerhaltungssatz auf eine skalare
Differentialgleichung erster Ordnung. Durch Separation der Variablen kann dann gegebenfalls
eine explizite Losung der Euler-Lagrange Gleichung gefunden werden.

Beispiel 12.2 Betrachte das Funktional

bm
)= [ (GO - Veul)) d,
Dabei beschreibt u(t) die Bewegung eines Teilchens der Masse m > 0 im Kraftfeld F(z) =
—grad V(z), siehe Beispiel 9.6. Wir berechnen fiir f(z,v) = Z{v]* — V()
(Duf(@,a),a) = f(z,2') = (ma',a!) = (5 2/ = V(@) = T 12’ + V(2).
Es folgt fiir Losungskurven der Energieerhaltungssatz
% |2'|> + V(z) = E (= Konstante).

Beispiel 12.3 (Das Katenoid) Wird der Graph einer Funktion u : I — (0,00), u = u(x),
um die z-Achse rotiert, so hat die Rotationsfliche den Inhalt

A(u) = 27T/I'LL(CU)\/ 1+ /()% du.

Sei u(z) eine Losung der Euler-Lagrange Gleichung. Nach Satz 12.2 gilt dann
/
L Y T (u')2 = —a (= Konstante).
1+ (u)?
Der Einfachheit halber sei v/(0) = 0 und «/(z) > 0 fiir > 0. Dann folgt ©(0) = a und

du w2 1/2
o= (G) -0
Jetzt integriere von x = 0 bis z, sowie von u(0) = a bis u(z):
w(@) g\ 2 -1/2 u(z)
x = /a ((5) — 1) ds = a Arcosh —

Auflésen nach u(z) ergibt u(z) = a cosh 2. Diese Kurve beschreibt gleichzeitig die Gestalt
einer hingenden Kette, deshalb heifit sie Kettenlinie oder Katenoide. Die zugehorige Rotati-
onsfléche ist das Katenoid, es ist ein Beispiel fiir eine Minimalfléche.
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13 Kurvenintegrale und Gradientenfelder

Beim einer Radtour vom Mathematischen Institut auf den Schauinsland wird Arbeit gegen die
Gravitationskraft verrichtet. Es ist dabei egal, welcher Weg gewahlt wird: die Gravitations-
kraft zeigt konstant nach unten, daher entspricht die Arbeit einfach dem Zugewinn an Hohe
bzw. Lageenergie. Felder mit einem solchen Erhaltungsgesetz heiflen konservativ. Wir wollen
notwendige und hinreichende Bedingungen angeben, die konservative Felder charakterisieren.

Die Regel zur Berechnung der Arbeit lautet Kraft lings Weg. Wir betrachten die
Klasse PC!([a,b],R™) der stiickweise C'-Wege v : [a,b] — R", das heiBt 7 ist stetig und es
gibt eine Unterteilung a = to < ... <ty = b mit y[p, 4] € C ([tr—1, tx], R"™).

Definition 13.1 (Kurvenintegral) Sei F' € C°(Q2,R"), Q C R" offen. Das Kurvenintegral
von F lings v € PC*([a,b],Q) ist

b
[ Fedoi= [Fa@). @) d

In der Physik steht F(x) fiir ein Kraftfeld und dz fiir das vektorielle Wegelement. Die Notation
ist jedoch rein symbolisch, zur Berechnung des Kurvenintegrals ist nur das Riemannintegral
auf der rechten Seite relevant. Dabei ist die Merkregel niitzlich, dass © = (¢) und dz = ~/(¢) dt
ersetzt wird. In folgendem Lemma betrachten wir stetige Vektorfelder und stiickweise C-
Kurven, also ist das Kurvenintegral jeweils definiert.

Lemma 13.1 Das Kurvenintegral auf 0 C R™ hat folgende FEigenschaften:
(a) Linearitdt: fir Vektorfelder Fi g :Q — R™ und A2 € R gilt

/(/\1F1 + )\2F2> ~dx = )\1/
v

Fl-da?+)\2/F2-dw.
N

.
(b) Additivitit bei Zerlegungen: ist 7 : [a,b] — Q und a =t9 < ... < ty = b eine beliebige
Zerlegung, so folgt mit v; = 7|[ti—1,ti]
N

/F-dmzZ/ F-dzx.
v Vi

=1

(¢) Invarianz bei Umparametrisierungen: seivy : Iy — Q und ¢ € CY (I, I) sei diffeomorph.
Dann gilt, je nach Vorzeichen von ¢/,

/ F-dﬂs::I:/F'dx.
Yo y

BeEweIs: (a) und (b) folgen aus der Definition und den Eigenschaften des Riemannintegrals.
Fiir (c) sei I = [a1,b1] und Is = [ag, be]. Mit der Substitution ¢(t) = s ergibt sich

ba
/ Fode - / (Foryop)(t), (o) () di
Yo

a2

ba
= [ Forte®) (e 0 d

a2

(b2)
- / (F o7)(s),7/(s)) ds.
p(a2)



Ist ¢’ > 0 so gilt p(az) = a; und p(b2) = by, wir bekommen das Pluszeichen. Ist ¢’ < 0 so
sind die Grenzen vertauscht und es gilt das Minuszeichen. O

Definition 13.2 (konservatives Feld) Ein Vektorfeld F € C°(Q,R"), Q C R" offen, heifit
konservativ oder Gradientenfeld, wenn es eine Funktion o € C1(Q) gibt mit

F=gradp & F,=0p firi=1,...,n.
Die Funktion ¢ heiffit Stammfunktion oder Potential von F.

Hinweis. In der Physik ist die Wahl F' = —grad ¢ iiblich, warum auch immer.

Beispiel 13.1 (Gravitationsfelder) In folgenden Beispielen gilt F' = —grad ¢:

F:R® 5 R3 F(z)=—-Ces o(z)=Cuxs

F:RN{0} > R® F(z)= cﬁ olz) = WC’

Das erste Feld beschreibt approximativ die Gravitation nahe der Erdoberfliche, das zweite

ist das Gravitationsfeld eines beliebigen, rotationssymmetrischen Korpers, nach dem New-
tonschen Gravitationsgesetz.

Lemma 13.2 (Eindeutigkeit der Stammfunktion) Ist Q@ C R" offen und zusam-
menhingend, so ist eine Stammfunktion von F € C°(Q,R") eindeutig bestimmt (wenn exi-
stent), bis auf eine additive Konstante.

BEWEIS: Sind @1, 92 € CH(Q)) Stammfunktionen von F, so folgt
grad (w2 — ¢1) = grad pg —gradp; = F — F = 0.

Also ist g — 1 konstant nach Satz 4.1, das heifit 2 = @1 + c. O

Wir zeigen jetzt, dass Existenz einer Stammfunktion und Wegunabhéngigkeit dquivalent sind.

Satz 13.1 (Wegunabhiingigkeit des Kurvenintegrals) Sei Q C R" offen und zusam-
menhdingend. Fiir ein Vektorfeld F € CO(Q,R"™) sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) F ist ein Gradientenfeld.

(b) Fiir jede geschlossene PC'-Kurve in € ist f7 F.dx=0.

(c) Fiir zwei PC'-Kurven in Q mit gleichen Anfangs- und Endpunkten ist

/F-da::/ F -dx.
Yo T

BeWEIS: Ist F' = grad ¢ in 2, so gilt nach Kettenregel fiir alle v € PC!([a, b], )

b b
1) [Fedo= [fgrdp()/ O = [(porf @ =[]0,
v a a

Das Integral ist also gleich fiir zwei Wege mit gleichem Anfangs- und Endpunkt; fiir
geschlossene Wege ist es Null.
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Fiir (b) = (c) seien 7; € PCY([a;,b],Q), i = 1,2, mit gleichem Anfangs- und End-
punkt. Dann ist

(1) = 71(%) ap <t <b
Ya(by +ba—1t) by <t <bj+by—an

geschlossen und stiickweise C'', und aus (b) ergibt sich mit Lemma 13.1

O:/F-dx:/ F-dm—/ F -dx.
Y Y1 Y2

Fiir (c) = (a) sei zg € Q fest. Zu x € Q wihlen wir v, € PCL([0,1],Q) mit ,(0) = 2o und
, siehe Aufgabe 2, Serie 2, fiir die Existenz von . Wire ¢ Stammfunktion von F'
= 0, so folgt aus (13.1)

E\_/
Sl
NS

(13.2) o(x) :/ F - dx.

Umgekehrt definieren wir ¢ : @ — R durch (13.2) und zeigen, dass dies eine Stammfunktion
liefert. Zu x € Q sei € > 0 mit B.(z) C Q. Wir erhalten eine PC'-Kurve von z¢ nach x + he;,
h € (—¢,¢), indem wir -, zusammensetzen mit

c:[0,1] = Be(x), c(t) = = + the;.

Nach Voraussetzung (c¢) und Lemma 13.1 gilt fiir h # 0

he;) — 1 1
o(z + e;L) p(x) :h/F.d:c:/ (F(x + thej), e;) dt — Fj(z) mit h — 0.
c 0

Also gilt 0;0 = Fj fir j =1,...,n. O

Die folgende Bedingung ist offensichtlich notwendig fiir die Existenz einer Stammfunktion.

Satz 13.2 (Rotationsfreiheit von Gradientenfeldern) Sei Q@ C R" offen. Ist F €
CL(Q,R") ein Gradientenfeld, so gilt fir allei,j =1,...,n

BEWwEIS: Ist F' = grad ¢, so folgt ¢ € C%(Q) und mit Schwarz, Satz 2.2, gilt

asz = 8iaj<p = 8j8¢4p = 8JFZ

Fiir n = 3 lasst sich die Bedingung schreiben als rot F' = 0, wobei
rot F' = (82F3 — O03Fy, 03F) — O1 F3,01F> — 82F1).

Beispiel 13.2 F : R? — R?, F(x,y) = (~v,), hat auf keiner offenen Teilmenge eine
Stammfunktion, denn es gilt 01 F» = 1, dagegen 0o F) = —1.

Das folgende Beispiel ist interessant.
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Beispiel 13.3 (Winkelvektorfeld) Wir betrachten

W RA\{0} = R%, W(z,y) = ( - 5~ ’
MO} =B W) = (- 5 o)

W ist rotationsfrei, siche Satz 13.2, denn es gilt
2 2
Yy —x
oWy = ———5 = W;.
1Wa CCENPIE W1
Weiter berechnen wir, dass W auf der Menge {y > 0} die folgende Stammfunktion hat:
T

Betrachte nun eine Kurve v : I = [a,b] — R?\{0} in Polardarstellung, also ~(t) =
r(t)(cosd(t),sinO(t)) mit r,0 € C'(I). Wir berechnen

b /1 /—sin® cosf —sin6
13, d: - / 9/ dt:@b—Q .
s (A () 2o

Speziell sei (t) = (cosnt,sinnt), t € [0,27], mit n € Z. Dann ist v geschlossen und es gilt

¢ {(z,y) €ER? 1y > 0} = (0,7), p(x,y) = arccos

(13.4) /W ~dr =2mn (#0 fiir n #0).
v

Mit Satz 13.1 folgt, dass W keine Stammfunktion auf ganz R?\{0} hat.

Das Beispiel zeigt, dass die Rotationsfreiheit eines Vektorfelds, sieche Satz 13.2, nicht hin-
reichend ist fiir die Wegunabhingigkeit des Kurvenintegrals. Es stellt sich die Frage, ob das
Kurvenintegral zumindest gleich bleibt, wenn eine Kurve stetig deformiert wird.

Definition 13.3 (Homotopie) Eine Homotopie in Q zwischen yo,y1 € C%([a,b], Q) ist eine
Abbildung v € C°([a,b] x [0,1],Q) mit y(-,0) = vo und v(-, 1) = 1. Speziell:

e Homotopie mit festen Endpunkten: ~(a,t), v(b,t) konstant fir t € [0,1] (falls 7o, 1
mit gleichem Anfangs- und Endpunkt)

e geschlossene Homotopie: v(a,t) = (b, t) fiir alle t € [0,1] (falls v, v1 geschlossen).

Im folgenden Lemma berechnen wir die Ableitung des Kurvenintegrals lings Homotopien,
sofern diese ausreichend differenzierbar sind.

Lemma 13.3 (Homotopieformel) Sei Q@ C R" offen und F € CYQ,R"). Sei v €
C?([a,b] x [0,1],9) eine Homotopie, mit festen Endpunkten oder geschlossen. Dann gilt mit

Tt = ’Y('vt) fﬂr te [0’ 1]

(13.5) [/%Fd:c}to_/o / > (O3F = 0.Fy) oy G- ds.

@ =1

Ist F' rotationsfrei, so sind die Kurvenintegrale tiber o, v1 gleich.
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BEwEIs: Durch Differentiation unter dem Integral, Satz 9.2, und partielle Integration
beziiglich s € [a, b] ergibt sich, zunichst fiir eine beliebige C2-Homotopie,

d
7 F dx = /<F 8 (,t)>ds
- 87 37 327
b 67 87 oy Oy Oy
- /Q<DF AN >ds+<F 7 I _/a (DFoy 9 9Ty as,

Die Randwerte verschwinden: im Fall y(a,t) und ~(b,t) konstant folgt d;y(s,t) = 0 fiir
s = a,b. Und im Fall y(a,t) = (b, t) folgt auch dyy(a,t) = dyy(b,t). SchlieBlich gilt

Nl ~ i OV OV
DF = 2 bl
{ Y5t 95! leaf °Vos ot
Oy Oy, " ; oyt 0~
<DFO’V£,E> = ZZ aZF O’}/as E
Damit ist die Formel bewiesen. O

Wir kénnen an dieser Stelle als Anwendung den Fundamentalsatz der Algebra, Satz 5.11 aus
Analysis 1, beweisen. Es stellt sich heraus, dass es fiir die Existenz einer Nullstelle einen
geometrischen Grund gibt.

Satz 13.3 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes kompleze Polynom vom Grad n > 1
hat mindestens eine Nullstelle zy € C.

BEWEIS: Das Winkelvektorfeld W : R*\{0} — R? aus Beispiel 13.3 erfiillt 6, Wa = 9.W;. Sei
p(z) = 2" +an_12" ' +...+ap mit @; € C und n > 1. Schreibe p(z) = p,(2) + q(z) mit
pn(2z) = 2" Betrachte nun die Homotopie

v :[0,27] x [0,1] = R?, 7(0,t) = pp(Re) + t q(Re™).

Wir haben vo(0) = (Re?)™ und ~;(0) = p(Re™). Die Homotopie geht a priori nach R?, aber
q(z) hat Grad hochstens n— 1, daher ist |g(Re™)| < $R" fiir R > 0 hinreichend groB. Es folgt

) . 1
(0, 8)] > [pa(Re?)| — |q(Re”)| > R" — SR >0.
Mit Lemma 13.3 und Beispiel 13.3 gilt
W-da::/ W - dx = 2mn.
71 Yo
Nun betrachten wir die zweite, ebenfalls glatte Homotopie

7 :[0,27] x [0, R] — R?, 5(0, 0) = p(0e™).

Hitte p(z) keine Nullstelle in C, so wire dies eine Homotopie in R?\{0} zwischen jz(#) =
p(Re®?) = ~1(0) und der konstanten Kurve 40(8) = p(0). Wieder mit Lemma 13.3 folgt

W .dx = W -dx =0,

7 Yo

93



ein Widerspruch. O]

Wir kommen nun auf das Problem der Wegunabhéngigkeit, bzw. dquivalent der Existenz einer
Stamfunktion, zuriick. Beispiel 13.3 weist darauf hin, dass es neben der Rotationsfreiheit des
Vektorfeldes auch auf das Gebiet €2 ankommt.

Definition 13.4 Eine Menge 2 C R™ heifit einfach zusammenh#ngend, wenn jede geschlos-
sene Kurve v € C%([a, b], Q) in Q geschlossen homotop zu einer konstanten Kurve ist.

Beispiel 13.4 Eine Menge 2 C R” heifit sternférmig, wenn es ein xg € 2 gibt mit
(I—-t)z+txgeQ firalexzeQ, tel0,1]

FEine sternférmige Menge ist einfach zusammenhéngend, denn jede geschlossene Kurve g €
C%([a, b], Q) ist homotop zur konstanten Kurve in zg, durch die Homotopie

v i [a, b] X [0,1] = Q, v(s,t) = (1 — t)y0(s) + txo.
Satz 13.4 (Stammfunktion) Sei Q C R™ offen und F € C1(2,R™). Es gelte
(a) Fir allei,j=1,...,n ist 0;F; = 0;F; auf Q.
(b) Q ist einfach zusammenhingend.

Dann gibt es auf Q eine Stammfunktion zu F.

Der Beweis ist im Prinzip klar: nach Satz 13.1 reicht es zu zeigen, dass das Kurvenintegral
lings jeder geschlossenen PC'-Kurve « gleich Null ist. Nach Voraussetzung ist aber «
homotop zu einer konstanten Kurve. Wegen F' rotationsfrei ist das Kurvenintegral ldngs der
Homotopie konstant nach Lemma 13.3, und damit gleich Null wie verlangt.

Es gibt eine technische Komplikation. Die Homotopie von ~ zur konstanten Kurve
muss nach Definition 13.3 nur stetig sein. Das Kurvenintegral lings v = ~(-,t) ist damit
nicht definiert, aufler fiir ¢ = 0,1. Erst recht kann die Homotopieformel nicht angewandt

werden. Um das zu umgehen, ersetzen wir die 4 durch stiickweise lineare Kurven und
verwenden affin-lineare Homotopien. Fiir diese ist die Homotopieformel giiltig.

Lemma 13.4 (affine Homotopie) Sei Q@ C R" offen und F € C*(Q,R™) mit 0;F; = 0,F;
auf Q fir 1 <i,j <n. Betrachte eine affine Homotopie

7 [, B % 0,1] = @, 1(s,8) = (L= £)70(s) + £ (s).

Dabei seien y91 € PC([a,b],$2) mit Randbedingungen

0(a) =(a), 10(0) =71(b)  oder  7o(a) = 0(b), 1(a) = 71(b)-

/F-dx:/F~dx.
71 Yo
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BEWEIS: Seien zunichst v 1 von der Klasse C!. Wir haben

PV (5 1) = () = (s) = 2 (5,1
otos Y TN o osot >

Dies reicht fiir die Rechnung aus Lemma 13.3 aus. Da F' rotationsfrei ist, folgt

0 a’}’ s=b
g %F-d:v:<Fo'y,§>}S:a.
Seien nun vp,; nur in PC'. Dann gibt es eine Unterteilung a = sg < ...,sy = b, so dass

701 € Ct auf jedem Teilintervall [sg_1, sg]. Wir wenden die Rechnung auf [sj_1, sx] an und
addieren. Dabei heben sich alle Randwerte weg, aufler fiir s = a, b. Diese sind aber Null wegen
der Randbedingungen. O

Satz 13.5 (Homotopieinvarianz des Kurvenintegrals) Sei Q@ C R" offen und F €
CHQ,R™) mit 0;F; = 0;F; auf Q fir 1 < i,j < n. Sind dann ~o,y1 € PC*([a,b],Q) ho-
motop in Q mit festen Endpunkten (oder geschlossen homotop), so gilt

/ F-da::/ F -dx.
Y0 "

BEWEIS: Sei v € C%([a,b] x [0,1],) die Homotopie, also v(-,0) = 4o und (-, 1) = ;. Aus
Kompaktheitsgriinden gibt es ein € > 0 mit

dist(y([a, b] x [0,1]), R™"\Q) > 2e.
Da « auf [a,b] x [0, 1] gleichmé&Big stetig ist, gibt es weiter ein § > 0 mit
(s, t) —y(s',t)| <e fiir [s =&, [t —t| <§.

Wir ersetzen jetzt v(-,t) durch stiickweise lineare Kurven. Seien a = s < ... < sy = b

dquidistant gewéhlt. Wir definieren 4 : [a,b] x [0,1] — R™ durch
- Sk — S S — Sk ..
F(s,t) = —E— "y (sp_1, 1) + ———Ty(sp,t)  fiir s € [sp_1, 5k].
Sk — Sk—1 Sk — Sk—1

Es gilt Y(a,t) = v(a,t) und 5(b,t) = (b, t) fiir alle t € [0, 1]. Wir behaupten, dass die affine
Homotopie zwischen v und 4 in Q liegt. Fiir s € [sg_1, sx| haben wir

- Sk— S S — Sk—1
[F(s,8) = (s, 1)) < ————|7(sk-1,) = ¥(5, )| + ————|7(s8, 1) = 7(s,1)| <.
Sk — Sk—1 Sk — Sk-1

Fiir A € [0, 1] folgt daraus die Abschitzung

[(1=X)v(s,8) + X(s, 1) — (s, )] = AF(s,8) = (s, 1) <&,

und die Behauptung folgt. Als zweites zeigen wir, dass fiir |t — ¢/| < ¢ die affine Homotopie
zwischen (-, t) und (-, t’) ebenfalls in Q liegt. Und zwar gilt fiir s € [s;_1, si]

Sk — S

- - S — Sk—1
5 (s,t) — F(s, 1) < —

"Y(Sk—la t) - ’Y(Sk—l) t/)‘ + ’Y(Sk) t) - r}/(SkH t/)‘ <eE.

Sk — Sk-1 Sk — Sk—-1

95



Daraus ergibt sich fiir u € [0, 1]
‘(1 - M)fry(svt) + ,U,:}’(S,t/) - 7(37t)| S ‘:7(57t) - V(Sat)‘ + 1% ‘:)/(Svt) - ’7(5,75,)‘ < 2e.

Sei nun N € N mit 1/N < § gewéhlt. Dann folgt mit Lemma 13.4

F-dx = F-dxr und F-dx = F-dx, sowie
Y0 70 " gét

F-da::/ F-dx fﬁrtj:imitjzl,...,N.
5, 5 N
J

tj—l

Damit ist der Satz bewiesen. O

Folgende Tabelle fasst unsere Ergebnisse zum Kurvenintegral zusammen:

F' Gradientenfeld Sat<z:1>3.1 J F - dz wegunabhiingig
|} Satz 13.2 {} 1-fach zshg. Satz 13.4 { | (klar)
F rotationsfrei SaEZ:1>3'5 [ F - dz homotopieinvariant

Die Implikation von rechts nach links in der unteren Zeile folgt leicht aus der Homotopiefor-
mel, Lemma 13.3, und dem Fundamentallemma der Variationsrechung. Abstrakt aber nicht
exakt kann die Sache so gesehen werden: fiir ein gegebenes Vekorfeld F' ist das Kurvenintegral
ein Funktional F auf dem Raum X der geschlossenen Kurven in 2. Nach Lemma 13.3 ist die
Ableitung dieses Funktionals gleich

b
DF(y)p = —/ ((DF —DF") oy %, ¢) ds.

F rotationsfrei bedeutet, dass diese Ableitung gleich Null ist. In Konsequenz ist F konstant
auf den (Weg-)Komponenten von X, den Homotopieklassen. Rigoros wird das in Satz 13.5
bewiesen. Ist € einfach zusammenhéingend, das heiffit die Homotopieklasse der konstanten
Kurven ist die einzige Komponente, so ist F identisch Null. Dann existiert eine Stammfunk-
tion, wie in Satz 13.1 gezeigt.
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