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1 Abstrakte duflere Mafle

Die MaBtheorie ist ein gutes Beispiel dafiir, dass die Dinge durch Abstraktion einfacher werden. In
diesem Kapitel behandeln wir abstrakte duBere MaBe, und besprechen eine Reihe von Beispielen.
Die duBeren MaBe sind a priori auf allen Mengen definiert, was der Situation in der Analysis
und Geometrie entspricht. Aber nicht mit allen Mengen kann auch verniinftig gerechnet werden,
deshalb wird der Begriff der Messbarkeit nach Caratheodory eingefiihrt. Insbesondere verhalt sich
das MaB bei Grenzprozessen mit messbaren Mengen stetig.

Wir beginnen mit Vorbemerkungen zum Umgang mit dem Symbol co, genauer +co und
—o00. Auf der erweiterten Zahlengeraden R = R U {+00, —00} sind die Ordnungsrelation
—00 < a < oo fiir a € R und der Konvergenzbegriff auf naheliegende Weise gegeben.

Definition 1.1 (Konvergenz in R) Eine Folge s, € R (k € N) konvergiert gegen s € R,
falls eine der folgenden Alternativen gilt:

(i) s € R, und fiir jedes ¢ > 0 gilt s € (s —¢e,s+¢€) CR fir k hireichend grof.
(ii) s = oo, und fir jedes v € R gilt sy, € (r,00] fir k hinreichend grofs.
(iii) s = —oo, und fir jedes r € R gilt s € [—o0,r) fir k hinreichend grof.

Eine Folge s, € R ist genau dann in R konvergent, wenn sie entweder in R konvergiert oder
bestimmt divergiert gegen +o0o bzw. gegen —oo. Der Grenzwert einer monoton wachsenden
Folge, bzw. einer Reihe mit nichtnegativen Gliedern, ist also immer existent. Die Addition
und Multiplikation wird wie folgt auf R fortgesetzt:

+ | -0 R +o0 0 Rt oo
—00 | —00  —0 0110 0 O
R |-c0 R +4 RT|0 Rt oo
+00 +o0o +00 o |0 oo o0

Die Regel 0 - oo = 0 ist nicht direkt begriindet, sie wird sich aber als praktisch erweisen.
SchlieBlich verwenden wir die Vereinbarungen

supf) = —co  und  inf ) = +oc.
Diese sind konsistent mit der Tatsache, dass fiir Mengen A, B C R stets gilt:
ACB = supA<supB sowie infA >infB.

Wir bezeichnen mit 2% die Potenzmenge einer Menge X, also die Menge aller Teilmengen
von X . Eine Teilmenge von 2% wird in der MaBtheorie oft als System von Mengen bezeichnet,
wohl um den Ausdruck ,,Menge von Mengen“ zu vermeiden.



Definition 1.2 (duBleres Mafl) Sei X eine Menge. Eine Funktion p : 2% — [0,00] mit
wu(0) = 0 heift (duferes) Maf auf X, falls gilt:

(1.1) AclJA = wA) <D p(A).
=1 i=1

Zur Terminologie: wir lassen das Adjektiv duflere oft der Kiirze halber weg, sprechen also
nur von einem Mafs. Der Begriff des Mafles, wie er zum Beispiel in der Stochastik benutzt
wird, weicht etwas ab, siehe Definition 1.6. In der Analysis sind duflere Mafle aber natiirlich,
sie sind fiir diese Vorlesung ausreichend.

Nehmen wir in Definition 1.2 Uberdeckungen mit A; = () fiir i > k, so folgt
k k
AclJA = pA) <D (4.
i=1 i=1
Insbesondere ergibt sich

(1.2) AcCcB = u(A) <w(B) (Monotonie von u).

Weiter haben wir

(1.3) W <[j Ai> < i,u(Ai) (o-Subadditivitét).

i=1 i=1

Umgekehrt folgt aus (1.2) und (1.3) offensichtlich die Eigenschaft (1.1). Der Buchstabe o
steht in der Mafitheorie fiir ,,abzédhlbar unendlich® , in Abgrenzung zu ,endlich®. Man wiirde
von einem Maf erwarten, dass es endlich additiv ist, dass also gilt:

ANB=0 = pu(AUB)=u(A)+ uB).

Im allgemeinen ist das aber nicht fiir alle Mengen erfiillt. Wir fithren deshalb die Klasse der
Mengen A ein, die jede andere Menge S additiv zerlegen, sieche (1.4). Auf diesen Mengen
kénnen wir mit dem Mafl verniinftig rechnen.

Definition 1.3 (Messbarkeit) Sei u ein dufleres MafS auf X. Eine Menge A C X heifit
u-messbar, falls gilt:

(1.4) w(S) > u(SNA)+ u(S\A) firalle S C X.
Da S =(SNA)U(S\A), gilt ,, <*“ in (1.4) sowieso nach (1.3). Mit anderen Worten
(1.5) A messbar & pu(S)=p(SNA)+ pu(S\A) VS CX.

Wir wollen die Definitionen nun an ein paar einfachen Beispielen betrachten.



Beispiel 1.1 Fiir einen Punkt x € X ist das zugehorige Diracmafl gegeben durch

1 fallsze A
5x(A) = {

0 sonst.

Es gilt 6,(A) € {0,1} und 6,(0) = 0 per Definition. Ist eine Uberdeckung A C (3o, Ak
gegeben und ist x € A, so folgt x € Ay, fiir (mindestens) ein k. Hieraus folgt die Eigenschaft
(1.1), denn im Fall « ¢ A gilt ohnehin §,(A) = 0. Alle Mengen A C X sind messbar bzgl. §,.

Ist ndmlich = ¢ S so sind beide Seiten in (1.4) Null, und fiir € S liegt = in genau einer der
Mengen SN A bzw. S\ A.

Beispiel 1.2 Sei X eine Menge. Das Zihlma$ card : 2¥ — [0, o] berechnet fiir jede Menge
A C X die Zahl der Elemente von A, es ist definiert durch

sup{n € N:3p:{1,...,n} — A injektiv} falls A #(

d(A) =
card(4) {0 falls A = 0,

Ist card(A) = n < oo, so gibt es eine injektive Abbildung ¢ : {1,...,n} — A. Diese ist auch
surjektiv, denn wire a € A mit a ¢ {p(1),...,¢(n)}, so hitten wir die Injektion

¢:{1,...,n+1}%,4,¢u>={W) fir i =1,....n

a firi =n+1.
Wir zeigen jetzt dass card ein dufleres Maf ist, und behaupten dazu als erstes
(1.6) card(A; U Ag) < card(A;) + card(As).

Sei ohne Einschréankung card(4;) = n; € N, also gibt es ¢; : {1,...,n;} — A; bijektiv. Ist
e:{1,...,k} - A; U Ay injektiv, so definieren wir f : {1,...,k} — {1,...,n1 + na} durch

#i) = {gol_l(go(i)) e{l,...,m} falls (i) € Ay,
ni 4oy (p(i) € {n1 +1,...,n1 +na}  falls (i) € Ag\Ay.

$
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Die Abbildung f ist injektiv, also folgt & < ny + n2 nach dem Schubfachprinzip und (1.6) ist
gezeigt. Fiir endliche Vereingungen ergibt sich die Ungleichung durch Induktion, und daraus
folgt schon die o-Subadditivitét

card (U AZ-) < anrd(Ai).
i=1 i=1
Denn ist die rechte Seite endlich, so gibt es ein kK € N mit A; = ) fiir alle ¢ > k. Nach
Definition gilt weiter die Monotonie
ACB = card(A) < card(B).

Somit ist card ein dufleres Mafi. Wir behaupten, dass alle Mengen A C X messbar sind.
Zu S C X, oBdA card(S) < oo, wihle Bijektionen ¢; : {1,...,n1} — SN A sowie 2 :
{1,...,n2} — S\ A, und setze

. ©1(7) fuiri=1,...,nq,
AL ...,y +net = S p(i) =
et ' 2} 2 (0) {gpg(i—nl) firi=mn1+1,...,n1+ no.

Die Abbildung ¢ ist injektiv, also gilt
card(S) > ny + ng = card(S N A) + card(S\A4).

Beispiel 1.3 Auf jeder Menge X erhalten wir ein blodes Maf3 5 durch

B(A)—{O falls A = ()

1 sonst.

Offensichtlich gilt die MaBeigenschaft (1.1). Aber nur () und X sind S-messbar, denn mit der
Wahl S = X in (1.4) folgt, falls A C X [-messbar ist,

1> B(X) = B(A) + B(X\A).
Beispiel 1.4 Fiir eine Familie py, A € A, von dufleren Maflen auf X sei

1(A) = sup pix(A).
AEA

Dann ist 4 ein duferes MaB auf X, denn fiir A C (J;2; A; und festes X € A gilt

iA(A) <3 a4 < 37 (A,
=1 i=1

Bilde nun auf der linken Seite das Supremum iiber alle A € A und erhalte (1.1). Es ist im
allgemeinen nicht klar, welche Mengen bzgl. 1 messbar sind.

Die folgenden beiden Konstruktionen von Maflen werden 6fters benutzt.



Satz 1.1 (Bildmaf3) Seien X,Y Mengen und f : X — Y. Fiir ein gegebenes dufleres Mafs
2 2% — [0, 00] erhdlt man ein duferes Mafy f(u) auf Y durch

fu) =2 = [0,00], f(1)(B) = u(f~'(B)).

f(p) heift BildmaB von u unter f, und es gilt fir alle BCY
(1.7) f7Y(B) p-messbar = B f(u)-messbar .
BeEwers: Fiir B C |2, B; gilt f~1(B) C U2, f~1(B;) und folglich nach Definition 1.1

F)(B) = (5 (B) < iﬂ(f-%&)) - ifm)(fm.
Auferdem ist trivialerweise f(u)(0) = p(f~1(0)) = (@) = 0. Nun ist nach Definition von
f(p) die Menge B C Y genau dann f(u)-messbar, wenn gilt:

p(fHT) = p(f~HTAB)) +pu(f H(T\B)) fiiralle T CY.
Da f~Y(TNB) = f"YT)Nf~YB) sowie f1(T\B) = f~YT)\f~1(B), ist dies dquivalent zu
p(fHT) = pw(F7HT) N fHB) + u(fTHDNTHB)) i alle T C Y.

Dagegen ist f~'(B) genau dann p-messbar, wenn

w(S) > (SN fYB)) + u(S\f1(B)) firalleScC X.

Also folgt die Behauptung (1.7), indem wir S = f~1(T) setzen. O

Satz 1.2 (Einschrinkung) Seip : 2% — [0, 00] ein duferes Maf auf X. Fiir eine gegebene
Menge M C X erhdlt man ein dufleres Mafl p M auf X durch

p M ;2% [0, 00], LM (A) = n(AN M).
LM heifit Einschrdinkung von p auf M, und es gilt
(1.8) A p-messbar = A pLM-messbar.

BEWEIS: Aus der Definition folgt sofort, dass uLM ein dufleres Maf ist. Weiter gilt fir A C X
p-messbar und S C X beliebig

WM(S) = (SN M)

(SN M)NA)+u((SNM)\A) (da A p-messbar)
n((SNA)N M)+ pu((S\A) N M)

PUM(S 0 A) + i M(S\A).

A\

Dies beweist Behauptung (1.8). O



Definition 1.4 (Nullmenge) Sei p duferes Mafs auf X. Die Menge N C X heifit p-
Nullmenge, falls n(N) = 0.

Proposition 1.1 (Messbarkeit von Nullmengen) Sei p dufleres MafS auf X. Dann gilt:

(1.9) N Nullmenge = N p-messbar
(1.10) Ny, Na, ... Nullmengen = U Ny Nullmenge.
k=1

BEWEIS: Sei u(N) = 0. Fiir S C X gilt mit der Monotonie des dufleren Mafles

©(S) = p(S\N) = pu(S N N) +u(S\N).

<u(N)=0

Das zeigt (1.9), und (1.10) folgt direkt aus Definition 1.2. O

Wir wollen nun allgemein die Struktur des Systems M der p-messbaren Mengen untersuchen.
Auf jeden Fall enthiilt M alle Nullmengen N C X, und damit auch deren Komplemente X\ N,
wie unten in Satz 1.3 gezeigt. Es kann sein, dass keine anderen Mengen messbar sind, zum
Beispiel ist M = {(), X} in Beispiel 1.3. Aber in den relevanten Fillen erwarten wir doch,
dass es viele weitere messbare Mengen gibt. Jedenfalls ist das System M unter abzihlbaren
Vereinigungen und Durchschnitten abgeschlossen. Dies soll nun gezeigt werden.

Definition 1.5 (0-Algebra) Ein Mengensystem A C 2% heifit o-Algebra, wenn gilt:
i) Xed

(i) AcA=X\Aec A

(iii) Ay e A firi=1,2,... = U=, 4i€cA

Eine o-Algebra A ist auch unter abziahlbaren Durchschnitten abgeschlossen, das heifit es gilt

(1.11) A€ A firi=12,... = [|AecA

=1

Dies folgt sofort aus der Darstellung (2, A; = X\ (U2 X\ A4i).

Lemma 1.1 Seien Ay, Ao, ..., A C X paarweise disjunkt und p-messbar. Dann gilt

k k
p(SNJA)=> w(SNA) firalle S C X.
=1

i=1



BEwEIs: Fiir k£ = 1 ist die Aussage trivial, und fiir k£ > 2 folgt induktiv, da A p-messbar,

k k k
u(Sn U A;) = p((Sn U A)) N Ag) +p((SN U Ai)\Ay)

i=1 =1

k-1
= w(SNA)+pu(Sn U A;)
. =1
= > ulSN 4.
i=1

O

Satz 1.3 (System der messbaren Mengen) Sei pi: X — [0,00] ein dufSeres Maf. Dann
ist das System M der p-messbaren Mengen eine o-Algebra, und es gilt

(1.12) A; € M, i € N, paarweise disjunkt = p( G A;) = iu(Ai).
i=1 i=1
BEWEIS: Es gilt X € M, denn fiir jede Menge S C X ist
u(S N X) + p(S\X) = pu(S) + u(0) = p(S).
Mit A € M folgt auch X\ A € M, denn fiir S C X gilt
(SN (X\A)) + p(S\(X\A)) = pu(S\A) + (SN A) = u(S).
Als néchstes zeigen wir, dass AU B € M fiir A, B € M, und zwar gilt fiir S C X beliebig
(SN (AUB)) +p(S\(AUB)) < u(SNA)+p((S\A) N B) + u((S\A)\B)

= pu(SNA)+u(S\A) (da BeM)
= u(S) (daAeM).
Hieraus folgt auch AN B = X\((X\A4) U (X\B)) € M und A\B = AN (X\B) € M. Per

Induktion erhalten wir, dass M unter endlichen Vereinigungen und Durchschnitten abge-
schlossen ist. Jetzt zeigen wir

AjeM firi=12,... = A=[JAeM.
i=1

Wir konnen dazu annehmen, dass A; N A; = 0 fir ¢ # j, andernfalls betrachten wir A =
AN\(A1U...UA;_1). Fiir S C X beliebig folgt, da Ule A; € M,

k k k
p(S) = pu(SnJA) +u(S\[J Ai) =D u(SnA) + p(S\A).
=1 =1

i=1
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Im zweiten Schritt wurde Lemma 1.1 und die Monotonie von p benutzt. Mit £ — oo erhalten
wir wegen der o-Subadditivitdt von p

N@:

Z (SN A) + p(S\A) > pu(| J(SNA)) + u(S\A) = u(S N A) + pu(S\A).

Il
—

7

Also ist A = J;2; A; p-messbar. SchlieBlich folgt mit S = X in Lemma 1.1

klglolouu Z,u ) > UA >hm,u UA

i=1

wieder mit der o-Subadditivitdt und der Monotonie. Damit ist der Satz bewiesen. O

Satz 1.4 (Stetigkeit von Maflen) Sei p dufleres MafS auf X, und Aj, As,... seien
u-messbar. Dann gelten folgende Aussagen:

(i) AiCcAycC... = p(UZ, 4i) = limy_eo p(Ay) (Stetigkeit von unten)
(i) A1DAD...,pw(A) <oo = p(NZ A) =limp e p(Ag) (Stetigkeit von oben).

BewEs: Fiir (i) setze Ay = A\ U A; und berechne unter Verwendung von (1.12)

#(UJaa)=n(U

Fiir (ii) betrachte die aufsteigende Folge A} = A1\ Ax. Es gilt

k—o0

k
Z,u = lim pu U = hm p(Ag).

”C8

(A1) = (A1 0 Ag) + p(A\Ag) = p(Ax) + p(Ay).

Daraus folgt wegen (i)
p(Ar) — lim pu(Ay) = lim p (A}) = U Aj) = p(Ad\ () As) = p(Ar) — () A).
O

Beispiel 1.5 Die Bedingung 11(A;) < oo in (ii) kann nicht ersatzlos gestrichen werden. Mit
A ={k,k+1,...} C N gilt zum Beispiel card(Aj) = oo fiir alle k € N, aber card((;2; 4i) =
card(P) = 0.

Zum Schluss des Kapitels erwahnen wir den Begriff des Mafles, wie er in der Stochastik, oft
auch in der Analysis, vorkommt.



Definition 1.6 (Maf3) Sei A C 2% eine gegebene o-Algebra. Eine Funktion p: A — [0, 0]
mit (@) = 0 heifft Maf$ auf A, falls

,u( U Ai) = ZM(A,-) fiir jede paarweise disjunkte Folge A; € A.
i=1 i=1

Das Tripel (X, A, ) wird dann auch als MafSraum bezeichnet.
Nach Satz 1.3 induziert jedes duBere Mafl p auf der o-Algebra M das Ma8 .
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2 AuBlere MaBle auf R”

Wie betrachten nun MaBe auf dem R™. Wie iiblich haben wir dann die o-Algebra der messbaren
Mengen, andererseits erzeugen die offenen bzw. abgeschlossenen Mengen ebenfalls eine o-
Algebra, diese heit Borelalgebra. Es geht dann um das Verhaltnis dieser beiden Mengensysteme.
Erstens beweisen wir ein Kriterium von Caratheodory dafiir, dass alle Borelmengen messbar sind.
Umgekehrt zeigen wir fiir BorelmaBe, dass sich messbare Mengen von Borelmengen nur um eine
Nullmenge unterscheiden.

In der Analysis im R"™ spielt das System der offenen Mengen eine wichtige Rolle. Fiir
ein gegebenes Mafl i stellt sich damit die Frage: sind alle offenen Mengen p-messbar? Wenn
ja, so sind auch abgeschlossene Mengen messbar, denn diese sind genau die Komplemente der
offenen Mengen. Nach Satz 1.3 erhalten wir weitere messbare Mengen dann als abzdhlbare
Vereinigungen und Durchschnitte. Um hier etwas System reinzubringen, ist der folgende
Begriff niitzlich.

Definition 2.1 Sei £ ein System von Mengen EE C X. Die von & erzeugte o-Algebra ist
(2.1) o(&) = ﬂ{.A : A ist o-Algebra in X mit £ C A}.

Aus Definition 1.5 ergibt sich direkt, dass Durchschnitte von o-Algebren wieder eine o-
Algebra liefern. Insbesondere ist o(€) eine o-Algebra, und zwar ist es die kleinste o-Algebra
die £ enthdlt, im Sinne der folgenden Implikation:

(2.2) A o-Algebramit EC A = o(€) C A
Beispiel 2.1 Ist E C X und & = {E}, so gilt 0(€) = {0, E, X\E, X }.

Es muss gesagt werden, dass Definition 2.1 nicht konstruktiv ist. Wir wissen zwar, dass
abzihlbare Vereinigungen und Durchschnitte wieder in o(€) landen; das kann beliebig oft
iteriert werden. Aber im allgemeinen kénnen wir die erzeugte o-Algebra nicht einfach hin-
schreiben, die Menge aller o-Algebren A mit £ C A ist nicht explizit bekannt. Vielmehr
verwenden wir in Anwendungen des Begriffs immer die Eigenschaft (2.2).

Definition 2.2 (Borelmengen) Die vom System der offenen Mengen U C R™ erzeugte
o-Algbra heifit Borelalgebra B, ihre Elemente sind die Borelmengen.

Nach Satz 1.3 ist das System M der py-messbaren Mengen eine o-Algebra. Sind also die
offenen Mengen p-messbar, so auch alle Borelmengen nach (2.2). Der folgende Satz gibt eine
praktische hinreichende Bedingung.

Satz 2.1 (Caratheodory’s Kriterium) Sei pu duferes Maf$ auf R™ mit
p(AUB) = u(A) + p(B)  falls dist(A, B) > 0.

Dann ist p ein Borelmaf$*, das heifit alle Borelmengen sind p-messbar.

*Die Terminologie ist in der Literatur nicht einheitlich.
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BEWEIS: Wir zeigen dass jede abgeschlossene Menge A messbar ist; daraus folgt die Behaup-

tung mit (2.2). Sei S C R™ gegeben, oBdA mit Mafl ;(.S) < co. Betrachte die Parallelmengen

Aj={x e R" : dist(z, A) < %} Firz e Aund y ¢ Aj ist |z —y| > dist(4,y) > % Es folgt
1

dist(S 14, 5\4;) = ~ > 0.

Mit der Voraussetzung ergibt sich
u(S N A)+ p(S\A)

IN

H(S N A) + pu(S\Ay) + (S 1 (4,\4))
u((S N A)U(S\A))) + (S N (47\4))
< p(S) + (SN (4\A)).

Es reicht also zu zeigen dass limj oo (SN (A;\A)) = 0. Satz 1.4(ii) ist hier nicht anwendbar,
die Mengen SN(A;\A) sind ggf. nicht messbar. Stattdessen zerlegen wir sie in Parallelstreifen:

SN(ANA) = Sk mit Sk = 5N (Ap\Aps1).
k=j

Beachte: fiir « ¢ A gilt dist(z, A) > 0, da A abgeschlossen, also liegt jedes z € SN (A4;\A) in
genau einer der Mengen Si. Es gilt

1 1

Und zwar haben wir fiir ¢ ¢ A1, y € Ay und beliebiges a € A

1
—— <dist(z,A) < |zr —a| < |z —y|+ |y —al.
. (z,4) <| | <l|z—yl+ |y —a

12



Wir bilden das Infimum iiber alle a € A und erhalten

1
jﬁé |z — y| + dist(y, 4) < |:c—y|+%_

Das zeigt (2.3). Nach Voraussetzung folgt nun induktiv

N N
ZM(SQi) = M( U SZi) < u(S) < oo,
i=1 =1
N N
> ulSai1) = u( U 521'—1) < u(S) < o0
i=1 i=1
O
Also ist Z;’il 1(Sj) < 0o, und mit dem Konvergenzkriterium von Cauchy folgt
p(SN(ANA)) <D pu(Sk) =0 mit j — oo,
k=j
Damit ist der Satz bewiesen. O

Wir kénnen Borelmengen schrittweise erzeugen, indem wir mit den offenen und abgeschlos-
senen Mengen als nullter Generation starten. Die erste Generation besteht dann aus den
abzahlbaren Vereinigungen von abgeschlossenen Mengen, und den abzahlbaren Durchschnit-
ten von offenen Mengen; hierfiir hat Felix Hausdorff die Bezeichnungen F,-Menge bzw. G-
Menge eingefiihrt. Die zweite Generation besteht aus abzéhlbaren Vereinigungen und Durch-
schnitten dieser Mengen und so weiter. Die Darstellung wird dabei immer komplexer. Der
folgende Satz liefert aber eine einfache Zerlegung beziiglich eines Mafles p.

Satz 2.2 (In-Approximation fiir Borelmafle) Sei i ein Borelmaf auf R™. Dann gilt fiir
jede Borelmenge EC R™ mit u(F) < oo

(2.4) inf { W(E\C) : C abgeschlossen, C C E} = 0.
Insbesondere gibt es Cj C E abgeschlossen mit p(E\ J;Z, Cj) = 0.
BEWEIS: Sei zunédchst u(R™) < co. Betrachte das System

& ={F CR": E Borel mit (2.4)}.

Zu E; € £, j € N, gibt es C; C E; abgeschlossen mit u(E;\C;) < 277¢. Es folgt

(e 9]

p(NENNG) <l ENG) <D mENG) <e
j=1  j=1 j=1 j=1

13



Also ist ()72, Ej € £. Weiter gilt

n(UEANUG) <u(UENG) <) nENG) <
j=1 j=1 j=1 j=1

Da E; und C; messbar sind sowie p(R™) < oo, folgt aus Satz 1.4(ii)

hm,u UEJ\UC =u UE\UC’

Also ist auch (J7Z, E;j € €. Wir zeigen nun:
E*={F €& :R"\E € &} ist eine o-Algebra.
Denn mit E € £* ist auch R™\E € £*, und fiir E; € £* gilt
o0 oo oo o
R\ JE=(R"\E;€& wd R™\[)E;=|JR"\E;€€.
Jj=1 Jj=1 j=1 j=1

Fiir C abgeschlossen gilt C' € £*: offenbar ist C' € £, und R™"\C € £ folgt mit

R™C = {z € R" : dist(z,C) > 0} = | J{z € R" : dist(2,C) > -}
Jj=1

<. =

Somit ist £ = £* die ganze Borelalgebra, und der Satz ist im Fall u(R"™) < oo bewiesen. Ist
1 beliebiges Borelmaf, so betrachten wir die Einschréinkung A = uLFE. Nach Satz 1.2 sind
Borelmengen auch A-messbar, und es gilt

AR™) = (uE)(R™) = u(F) < oo nach Voraussetzung.

Wie gezeigt gibt es zu € > 0 eine abgeschlossene Menge C' C E mit A(E\C) < ¢, das heifit
u(E\C) < e. Damit ist der Satz bewiesen. O

Wir betrachten ab jetzt folgende Klasse von Maflen.

Definition 2.3 (Radonmafl) FEin Borelmafl pn auf R™ heifit Radonmaf, falls gilt:
(1) w ist lokal endlich, also p(K) < oo fir alle K C R™ kompakt.

(2) w ist Borelregulir, das heifit zu jeder Menge E C R™ gibt es eine Borelmenge B D E
mit w(B) = pw(E). Man nennt B dann eine Borelhiille von E.

Achtung: fiir B D E gilt E = B\(B\FE). Ist E nicht messbar, so muss u(B\E) > 0 sein.

Satz 2.3 Sei p Borelmaf$ und E C R™ mit u(F) < co. Ist pu Borelregulir und E p-messbar,
so ist pLE ein (endliches) Radonmaf.

14



BeEweIs: Nach Satz 1.2 ist i F ein Borelmafl mit o F(R"™) < co. Wir miissen zeigen, dass
uLE Borelregulér ist. Im ersten Schritt nehmen wir zusétzlich £ Borel an, und konstruieren
zu gegebenem S C R™ eine Borelhiille S. Wihle dazu B > SN E Borel mit u(B) = u(SNE).
Dann ist S := B U (R"\E) Borel mit S > S, und

peE(S) = p(BNE) < p(B) = u(S N E) = p E(S).

Sei jetzt E nur messbar mit pu(F) < co. Wihle B D E Borel mit u(B) = p(E). Es gilt dann
pLE = pL B, und zwar berechnen wir fiir alle S C R™

pB(S) = p(SNB)

< (SN E)+ u(B\E)
= pE(S) + u(B) — p(E)
< wB(S).
Die Behauptung folgt also aus dem ersten Schritt. O

Satz 2.4 (Approximation fiir Radonmafle) Sei p ein Radonmafl auf R™. Dann gelten
fir E CR™ folgende Aussagen:

(1) p(E)=inf{u(U) : U offen, U D E}.
(2) w(E) =sup{u(K) : K kompakt, K C E}, falls E messbar ist.

Beweis: Fiir (1) sei ohne Einschénkung p(E) < oo. Wir kénnen auch E Borel annehmen,
andernfalls wende (1) auf eine Borelhiille B D E an. Nach Satz 2.2 gibt es zu k£ € N eine
abgeschlossene Menge Cy, C By (0)\E mit

u(BLO)\(E U Cr)) = u((Br(0)\E)\Cx) < 27",

Dann ist Uy = Bj(0)\C}, offen, enthélt B(0) N E, und mit U = | J,—, Uy, gilt




W(U\E) = ( U Uk\E) <3 u(BHONEUCY) <e

k=1

Damit ist Aussage (1) bewiesen. Fiir (2) kénnen wir E kompakt annehmen, denn nach Satz
1.4(1) gilt p(F) = limg_y00 #(E N B (0)). Nach Satz 2.3 ist uL E ein Radonmaf. Zu ¢ > 0 gibt
es wie bewiesen U D R™\ E offen mit

urE(U) < e E(RM\E) + ¢ =¢.
Dann ist C' = R™\U abgeschlossen mit C' C E, insbesondere C' kompakt, mit
w(E) < p(E\U) +p(ENU) < p(C) +e.

O

Folgerung 2.1 (Messbarkeit fiir Radonmafle) Seipu ein Radonmafl auf R™. Eine Menge
D C R™ ist genau dann p-messbar, wenn eine der beiden (dquivalenten) Bedingungen gilt:

(1) Es gibt eine Borelmenge C' C D mit u(D\C) = 0.
(2) Es gibt eine Borelmenge E D D mit u(E\D) = 0.
Es kann C = Uj’;l A; mit A; abgeschlossen gewdhlt werden, sowie E = ﬂ?i1 U; mit U; offen.

BEWEIS: Sei D C R™ messbar beziiglich p. Schreibe
oo
D=|JD; mitD;={zeD:j—1<]z|<j} firjecN.

Nach Satz 2.4 gibt es K; ; kompakt und U; ; offen mit K; ; C D; C U; j, so dass
p(Kij) > (D) =277 /i und  p(Us;) < p(Dy) +277 /i

Dann ist 4; = |J;2, K; ; abgeschlossen(!), U; = ;2 Ui ; ist offen, und es gilt A; C D C U;.
Mit C = |J;2, A; bzw. E =(;2, U; gelten fiir Jedes i € N die Abschétzungen

o0 o0 1
n(D\C) < pu(D\A) < > u(DNKiz) <3 (D) = (i) < 5
j=1 j=1
[e.9] [e o] 1
u(E\D) < p(U;\D) < Z Ui\Dj) < D (u(Uig) = p(Dy)) < —.
7j=1 7j=1
Dabei wurde die Messbarkeit von D; benutzt. Mit i — oo folgen (1) und (2). Umgekehrt
folgt aus (1) bzw. (2) die Messbarkeit von D, denn D = C U (D\C) = E\(E\D). O
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Wir haben uns in diesem Kapitel auf Mafie im R™ beschrénkt. Eine Verallgemeinerung fiir
MaBe auf metrischen Rédumen (X, d) ist aber von Interesse, zum Beispiel ist jede Unterman-
nigfaltigkeit des R™ ein metrischer Raum. Das Kriterium von Caratheodory und die Appro-
ximation von innen, Satz 2.1 und Satz 2.2, gelten in voller Allgemeinheit. Das ergibt sich
leicht, wenn man die Beweise durchgeht. Satz 2.4, der Approximationssatz fiir Borelmafle,
erfordert folgende zusétzlichen Kompaktheitseigenschaften:

(a) X ist o-kompakt, das heifit es gibt K; C X kompakt mit X = (72, K,
(b) X ist lokalkompakt, das heiit zu z € X gibt es eine offene Umgebung U mit U kompakt.

Eine kompakte Menge lésst sich durch endlich viele Umgebungen U wie in (b) {iberdecken.
Insbesondere gibt es offene Mengen U; D K; mit U; kompakt. Diese kann man im Beweis von
Satz 2.4 statt der Kugeln verwenden.
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3 Das Lebesguemalf}

Hier studieren wir das LebesguemaBl £™ auf dem R”". Wir zeigen, dass L™ ein RadonmaB ist,
das auf (zunichst achsenparallelen) Quadern das elementar definierte Volumen liefert. Das MaB
wird dann durch die Eigenschaft der Translationsinvarianz eindeutig charakterisiert, bis auf einen
konstanten Faktor. Damit beweisen wir, dass es auch unter orthogonalen Abbildungen invariant
ist, und leiten eine Transformationsformel unter beliebigen linearen Abbildungen her. SchlieBlich
geben wir ein Beispiel einer Menge in R an, die nicht £! messbar ist.

Wir starten mit der Definition des elementaren Volumens fiir achsenparallele Quader
Q im R", also Q) = I; x ... x I, fiir endliche Intervalle I; mit Grenzen a; < b;. Wir setzen

n

(3.1) QI =[1®j—a) =0 (IQl = 0 im Fall Q = 0).

j=1

Jede Koordinatenhyperebene {z € R™ : z; = ¢} liefert eine Zerlegung Q = Q' U Q", wobei
Q={reQ:z;<c} uwd Q"={ze€Q:xz;>c}
Der Schnitt von int(Q’) und int(Q") ist leer, und es gilt |Q| = |Q’| + |Q"|-

Definition 3.1 (Lebesguemafl) Das Lebesguemafl einer Menge E C R™ ist
(3.2) L"(E) = inf { Z |Q;i| : Qi achsenparalleler Quader, E C U Qi}.

i=1 =1
Satz 3.1 Fir jeden achsenparallelen Quader P C R™ gilt L™(P) = |P].

BewEis: Offensichtlich ist £"(P) < |P|, denn {P} ist eine zulissige Uberdeckung in Defini-
tion 3.1. Es ist also zu zeigen:

oo [e.e]
pcla: = IPI<> Qi
i=1 i=1
Wir machen das zuerst im endlichen Fall, das heiit P C @1 U ... U @Qu, durch Induktion

iiber die Raumdimension n. Fiir n = 1 wéhlen wir ein Intervall I = [a, ], das P und die Q;
enthélt, und berechnen mit dem Riemannintegral

N N N
Pl= [ oo do < /I;mxm dr = ;/Imm do =3 1Q

Sei nun die Aussage in Dimension n — 1 gezeigt. Fiir y € R betrachten wir den y-Schnitt von
P, das ist die Menge P, = {x € R"' : (z,y) € P}. Mit P =11 x ... x I, gilt

P _ I x...x 1,1 falls y € I,
v 1) sonst.
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Aus PC Q1 U...UQy folgt

N N N
Pyc{zeR" 1 :(my) el JQi} = {z e R (z,9) € Qi} = [ (Qi)y.
=1 =1 =1

Wihle I = [a,b] so dass P,Q1,...,Qy in R*! x I enthalten sind. Es folgt induktiv

N N N
Pl= [ IPldy < /Igj (Q)yldy = Zj/j @uldr=3 11

Sei schlieBlich P C |J;2, Q;, und ohne Einschréinkung |P| > 0. Ist P kompakt und Q; offen, so
wird P schon durch endlich viele ); iiberdeckt nach Heine-Borel, und die Behauptung wurde
oben gezeigt. Allgemein wéhlen wir P’ C P kompakt und Q; D Q; offen mit |P'| > |P| — ¢
und |Q}] < |Qi| + 27 %. Es folgt

IPl—e <[P <> 1Q <> |Qil +e.
=1

i=1

Mit e \, 0 ist der Satz bewiesen. O

Satz 3.2 Das Lebesguemafs L™ ist ein Radonmays.

BEWEIS: Wir arbeiten die Eigenschaften nacheinander ab.

Schritt 1: L™ ist ein dufleres Maf.
R™ wird durch die achsenparallelen Quader [—i,7]", i € N, iiberdeckt, also ist jedenfalls
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L"(E) € [0,00]. Indem wir Q; = 0 fiir alle ¢ wihlen, folgt auch £™(0) = 0. Sei nun
E c U2, Ei. Zu € > 0 gibt es dann achsenparallele Quader Q;; mit

E; C U Qij und Z ’QU‘ < £n<EZ) + 2 .
j=1

Jj=1

Dann ist @;; mit 7, j € N eine abzéhlbare Uberdeckung von E, und es folgt

LME) < Y [Qyl €Y LME)) +e.
i=1

1,j=1

Schritt 2: L™ ist Borelmaf.
Wir verwenden das Kriterium von Caratheodory, Satz 2.1. Fiir § > 0 sei Qs die Menge aller
achsenparallelen Quader mit Durchmesser diam ) < §. Setze

Ly(E) = inf{z |Qi| : Qi € Qs, E C U Qi}.

i=1 i=1

Offenbar ist L™ (E) < L} (FE). Aber jeder achsenparallele Quader ¢ kann durch Koordinaten-
hyperebenen in endliche viele @; mit Durchmesser diam Q); < ¢ zerlegt werden, das Volumen
ist dabei additiv. Wenden wir das auf jeden Quader einer gegebenen Uberdeckung an, so
erhalten wir eine iiberdeckung mit Quadern in Qs, die Volumensumme bleibt dabei gleich.
Das zeigt L"(E) = L}(E). Seien nun A, B C R" mit dist(A, B) > 0. Sei F eine Uberdeckung
von AU B mit Quadern in Qg, wobei § < dist(A, B). Bezeichne mit F4 und Fp die Menge
der Quader, die A bzw. B treffen. Dann sind F4 und Fp disjunkt, deshalb folgt

STel= Y QI+ Y QI = £MA) + £(B).

QEF QEFa QEFB

Durch Bilden des Infimums folgt

L'(AUB)=L§(AUB)>L"(A) + L"(B).
Schritt 3: L™ ist lokal endlich.
Fiir £ € N gilt nach Definition £"([—k, k|") < |[—k, k]"| = (2k)" < 0.

Schritt 4: L™ ist Borelregulr.
Zu k € N gibt es eine Uberdeckung £ C U;’il Q? mit achsenparallelen Quadern, so dass
1

>IN < £7(B)+
7=1
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Betrachte nun die Borelmenge

B=(J@oE

k=1 j=1
Offenbar gilt £L™(B) < > 22, |Q§:| < L"(E) + 1 fiir jedes k € N. O
Beispiel 3.1 Das Lebesguemaf ist keineswegs das einzige Radonmaf§ auf R™. Ist zum Beispiel

E C R™ messbar mit £"(E) < oo, so ist L"_E ein Radonmaf nach Satz 2.3.

Ein Mafl p auf R™ heifit translationsinvariant, wenn mit £+ a = {z +a : z € E} gilt:
uw(E+a)=up(E) firallea € R", E CR".

Aus der Translationsinvarianz des Elementarinhalts folgt sofort, dass £™ diese Eigenschaft
hat. Unser Ziel ist nun, das Lebesguemaf} durch die Translationsinvarianz zu charakterisieren.

Lemma 3.1 Sei p ein lokal endliches Borelmafs. Ist p translationsinvariant, so ist jede Ko-
ordinatenhyperebene {x € R™ : x; = ¢} eine pu-Nullmenge.

BEWEIS: Sei F'= {z € [0,1]" : x; = 0}. Fiir a € R" ist F' + a abgeschlossen, also py-messbar.
Wihle zu k € N eine Menge {s1,...,s,} C [0,1], dann gilt

k k
kp(F) = 3 p(F + sjeq) = p( | F+ s5e0) < p((0.1]") < o,
i=1 i=1

Mit k£ — oo folgt p(F) = 0. Aber {z € R" : x; = ¢} ist Vereinigung von abz#hlbar vielen
Translationen von F', also eine p~-Nullmenge. O

Das folgende Lemma liefert fiir jede Menge F C R™ eine Approximation, von innen bzw. au-
en, durch Vereinigungen von Wiirfeln in einem achsenparallelen Gitter. Insbesondere schnei-
den sich die Wiirfel nur in Koordinatenhyperebenen.

Lemma 3.2 (Gitterapproximation) Sei Wy = {Qrm = 27%(m + [0,1]") : m € Z"} fiir
k € Ng. Definiere fir E C R™ die Mengen

F(E)=|{QeW::QCcE}, F*E)=|J{QeW::QnE#0}.

Dann ist Fy(E) bzw. F¥(E) abzihlbare Vereinigung von Gitterwiirfeln, mit Schnitt nur in
Koordinatenhyperebenen. Fy,(E) bzw. F¥(E) ist abgeschlossen, und es gilt:

(i) Fi(E)C Fy(E)Cc...CE wund FYE)DF*E)D>...DE.
(ii) Fi.(E) D {z € R" : dist(x, R"\ E) > 27%\/n}
FF(E) C {x € R*: dist(z, E) < 27%\/n}.

(iii)  int(E) C Uy, Fx(E) CE  sowie ED(2,F¥E)DE.
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BewEIs: Die Wiirfel in Wy, sind kompakt, und nur endliche viele treffen eine Kugel Bg(0);
insbesondere sind Fj(E) und F¥(E) abgeschlossen. Nach Konstruktion schneiden sich zwei
Wiirfel in W, hochstens in einer Seite. Um die Inklusionen (i) zu zeigen, iiberlegen wir was
beim Ubergang zu Wi, passiert. Der Wiirfel Qk,m wird durch Halbierung der Kanten in die
2" Teilwiirfel Qg41.9m+1 mit [ € {0,1}™ zerlegt. Dabei gilt

Qkm CE = Qri12m CE, also Fi(E) C Fi11(E);
Qit1omiNE#0 = QrmNE#0,  also F*(E)D FFMY(E).

Zu z € R™ gibt es ein Q € Wy mit 2 € Q. Wegen diam(Q) = 27%\/n gilt
dist(z,R"™\E) >27"/n = QCE = z¢cF(E).
Ist andererseits € F*(E), so ist 2 € Q fiir ein Q € Wy, mit Q N E # (), und es folgt
dist(z, F) < diam(Q) < 27%v/n.
Damit ist (ii) gezeigt, und Behauptung (iii) folgt wegen

int(E) = {z € R" : dist(z,R"\E) > 0} sowie FE = {r € R":dist(x, E) = 0}.
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Satz 3.3 (Charakterisierung von L") Jedes translationsinvariante Radonmafl auf R™
hat die Form p = 0L™ mit 0 = u([0,1]™).

BEWEIS: Setze Qi ; = 27%(j +[0,1]") fiir k € Ny und j € Z". Es gilt
0,1 = | Qry mit Jp={j=(r,...,Jn) €Z":0 < j; <28 — 1},
J€Jx

Die Qg j, j € Ji, schneiden sich nur in Koordinatenhyperebenen. Sei zunéchst p ein lokal
endliches Borelmafl. Aus Lemma 3.1 folgt dann

w011 = 3 pu(@uy) L7017 = 3 £7(Quy).

JjeJk JjEJk

Nun ist p(Qr,j) = Qo) und L™(Qr ;) = L"(Qk,0) wegen Translationsinvarianz, also

_ w02 p(@ro) _ U(Qky)
£r([0,1]")  L™Qro)  L™(Qk.y)

Daraus folgt mit Lemma 3.2, wobei auch Lemma 3.1 benutzt wird,

fiir alle j € Z".

(3.3) w(U) =0L"(U) fir alle offenen U C R".

Sei jetzt p Radonmaf. Mit Satz 2.4(1) folgt u(E) = 0L™(FE) fiir alle E C R™. O

Bis jetzt hatten wir es nur mit achsenparallelen Quadern zu tun. Es ist noch unklar, ob das
Lebesguemaf} von der Auszeichnung der Koordinatenachsen irgendwie abhéngt, zum Beispiel
ob es auch auf anderen Quadern das Volumen korrekt berechnet. Die folgende Anwendung
von Satz 3.3 zerstreut aber diese Bedenken.

Satz 3.4 (Invarianz von L" unter Q,) Fir S € Q,, gilt
L'(SE) = LYE)  fir alle E C R™.
BEWEIS: Sei zunéchst S € GL,,(R). Fir pu(E) = L*(SB) gilt
p(E+b)=L"(S(E+0b) =L"(SE+ Sb) = L'(SE) = u(E).
Nun ist p(0) = £™(0) = 0, sowie fiir A C [J;2; A;
u(A) = L(SA) <Y L"(SA) =) p(Ay).
i=1 i=1

Weiter haben wir fiir U C R™ offen, da S bijektiv sowie SU offen und damit £™messbar,

w(ENU)+u(E\U) = L*(S(ENU))+L(S(E\U))
= L"SENSU)+ L"(SE\SU)
L"(SE) = u(E).
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Also ist p Borelmaf}, und pu(K) = L™*(SK) < oo fiir K kompakt. Mit (3.3) folgt
LMSU)=uU)=0(S)L"(U) fur alle U C R" offen,

wobei 6(S) = u([0,1]™) = L™(S]0,1]™). Nun ist L™ Radonmafl nach Satz 3.2, also folgt aus
Satz 2.4(1) fiir beliebige Mengen £ C R"

LY(SE) = inf{L"(V):V D SE offen}
= inf{L"(SU) : U D FE offen}
= 6(S)inf{L"(U): U D E offen}
= 0(S)L"(E).
Im Fall S € O, setzen wir E' = B1(0) = {x € R" : |z| < 1} ein und erhalten
0(S)L"(B1(0)) = L"(SB1(0)) = L"(B1(0)).
Wegen L™(B1(0)) € (0,00) folgt 6(S) =1 fiir S € O, der Satz ist bewiesen. O

Wir wollen noch ausrechnen, wie sich das Mafl unter beliebigen linearen Abbildungen trans-
formiert. Dazu die folgende Tatsache aus der Linearen Algebra.

Lemma 3.3 (Polarzerlegung) Zu jedem S € GL,(R) gibt es eine Diagonalmatriz A mit
Eintrdgen A\; > 0 und 11,15 € Q,, so dass S = T1ATs.

BEWEIS: Die Matrix STS ist symmetrisch und hat positive Eigenwerte, denn fiir v € R™\{0}
gilt (STSv,v) = |Sv|? > 0. Also gibt es ein T € O, und eine Diagonalmatrix A mit Eintriigen
Ay .- Ay > 0, so dass gilt:

STS =TA* T

R = TAT~! ist dann symmetrisch mit R? = STS, und Q = SR~! ist orthogonal wegen
QTQ =R HY'STSR' =R 'R*R™' =E,.
Es folgt S = QR = QTAT' = Ty ATy fiir T} = QT und T, = T~ wie verlangt. O

Satz 3.5 (Lineare Transformationsformel) Fir eine lineare Abbildung S € R™*" gilt
L"(S(E)) = |det(S)| L™(E)  fir alle E C R"™.

BEwEISs: Jede Hyperebene ist Bild einer Koordinatenhyperebene unter einer orthogonalen
Abbildung, hat also £"-Mafl Null nach Lemma 3.1 und Satz 3.4. Im Fall det(S) = 0 folgt
also L"(S(E)) = 0. Fiir det(S) # 0 haben wir aus dem Beweis von Satz 3.4

LM(SE) = 0(S)L(E)  mit 6(S) = £"(S[0, 1]").

Fiir eine Diagonalmatrix A mit positiven Eintragen \; > 0 berechnen wir

O(A) = L"(A([0,1]") = L™([0, 1] x ... x [0, \,]) = ﬁ)\i = | det(A)].

i=1
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Fiir S beliebig sei S = T1AT; mit einer Diagonalmatrix A und 71,75 € O, wie in Lemma
3.3. Aus den schon bekannten Aussagen fiir orthogonale sowie Diagonalmatrizen folgt

0(S5) = LM (TAT([0,1]")) = | det(A)| = | det(S)],

und der Satz ist bewiesen. O

Beispiel 3.2 (Volumen eines Ellipsoids) Fiir Aj,..., A\, > 0 ist die Menge

E:{:peR”: <§1>2+...+<§Z>2<1}

ein Ellipsoid mit den Halbachsen \; > 0. Mit B;(0) = {z € R" : |z| < 1} gilt £ = A(B;(0)),
wobei A € Gl,(R) die Diagonalmatrix mit den Eintrégen A; ist. Aus Satz 3.5 folgt

LME) = LY(AB1(0))) = (A1 - ... - An) L(B1(0)).

Wir haben gesehen, dass eine hinreichend grofie Klasse von Mengen Lebesgue-messbar ist,
insbesondere alle Borelmengen. Es ist aber so dass nicht alle Mengen messbar sind, und dafiir
geben wir am Ende des Kapitels ein Standardbeispiel.

Beispiel 3.3 (Vitali 1905) Es gibt eine Menge S C [0, 1], die nicht £!-messbar ist. Be-
trachte dazu auf [0, 1] die Aquivalenzrelation

r~y & z—yeQ.

Mit dem Auswahlaxiom der Mengenlehre erhalten wir ein Reprisentantensystem S C [0, 1]
fiir die Relation ~, d.h. zu jedem y € [0, 1] gibt es genau ein x € S mit z ~ y, alsoy = ¢+ =
mit einem ¢ € QN [—1,1]. Sei g1, g2, ... eine Abzidhlung von Q N [—1,1]. Es gilt

(j +S)N (g +8S)=0 fiir j # k.

Andernfalls gibt es z1,22 € S mit ¢; + 21 = qr + 22, also z2 — 21 = ¢j — ¢ € Q. Nach
Definition von S folgt x1 = x2, also ¢; = qx, Widerspruch. Wir haben nun

o0

0,1 ¢ @ +5) c[-1,2].
k=1

Wiire £1(5) = 0, so folgt 1 = £1([0,1]) < 372, LY (g, + 5) = 0, ein Widerspruch. Angenom-
men S ist messbar, dann folgt aus der endlichen Additivitit, sieche Lemma 1.1,

N N
NEYS) = 3 £Mae+9) = £ (e + 9)) < £1(-1,2]) = 3
k=1 k=1

Das ist ein Widerspruch fiir N hinreichend grof.
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4 Das Lebesgueintegral

Sei p ein gegebenes duBeres MaB auf einer beliebigen Menge X, und sei f : X — [—00, 0] eine
Funktion. Ziel dieses Kapitels ist die Definition des Integrals fX f du nach Henri Lebesgue. Sein
Zugang ist allgemein, es werden keine weiteren Informationen iiber X oder i bendtigt. Andererseits
ergibt sich im speziellen Fall X = [a,b] und 1 = L' eine Alternative zum Riemannschen Integral.
Oft wird gesagt, dass mit der Definition von Lebesgue im Vergleich mehr Funktionen integriert
werden konnten. Das ist auch tatsichlich so, aber der zentrale Vorteil liegt aus meiner Sicht in
den starkeren Konvergenzsatzen, diese werden wir im nachsten Kapitel diskutieren.

Im gesamten Kapitel ist i ein gegebenes dufleres Maf3 auf einer Menge X, und M bezeichnet
die o-Algebra der pu-messbaren Teilmengen von X, vergleiche Satz 1.3.

Definition 4.1 (messbare Funktion) f: X — R heifit messbar (beziiglich 1), falls gilt:
(i) f~YU) € M fiir alle U C R offen,
(i) f~'{oo} € M und f~1{—occ} € M.

Eine reellwertige Funktion kann natiirlich als R-wertig aufgefasst werden. Die Frage ihrer
Messbarkeit reduziert sich dann auf Bedingung (i) in Definition 4.1. Das nichste Lemma ist
niitzlich zum Nachweis der Messbarkeit von Funktionen.

Lemma 4.1 (Messbarkeitskriterium) Fiir f : X — R sind dquivalent:
(i) f ist u-messbar.
(i) {f<s}={rzeX: f(zx) € [-00,5)} € M fiir alle s € R.

(iil) {f <s}={re€ X : f(z) € [~00,s]} € M fir alle s € R.

(iv) {f>st={reX: f(x) € (s,00]} € M fiir alle s € R.
) {f2st={xeX: f(z)es,00)} € M fir alle s € R.

BewEis: Aus (i) folgt (ii) wegen {f < s} = f~1(—o00,5) U f~}{—00}. Aus den folgenden

Gleichungen ergibt sich, dass (ii) bis (v) untereinander dquivalent sind:

=N <s+ih  {F>sh=X\{f <),
k=1

F2si=NU>s-7h F<sh=X\{f>s}
k=1

Es gelte nun eine und damit jede der Aussagen (ii) bis (v). Fiir ein kompaktes Intervall [a, b]
ist dann f~1([a,b]) = {f > a} N {f < b} € M. Da sich nach Lemma 3.2 jede offene Menge
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U C R als abzihlbare Vereinigung U = (J;; I von kompakten Intervallen darstellen lésst,
ist f7Y(U) =2, f~1(Ix) € M. Ferner haben wir

f ool = ({f>k und fH{-oo}=[{f<-k}
k=1 k=1

Also ist f p-messbar nach Definition 4.1. O

Allgemein gilt folgende Tatsache: ist A eine o-Algebra auf X und f : X — Y, so ist
das System {B C Y : f~1(B) € A} wieder eine o-Algebra. Fiir f : X — R messbar ist
f~Y(B) € M fiir alle offenen und damit auch fiir alle Borelmengen B C R; Urbilder von
Borelmengen sind also messbar.

In folgendem Satz sind die Grenzfunktionen punktweise definiert, zum Beispiel ist

liminf f : X — R, (liminf f;)(z) = liminf fi(z).
k—00 k—o00 k—o0

Punktweise Konvergenz ist eine sehr schwache Form der Konvergenz, unter der sich Eigen-
schaften wie Stetigkeit oder Riemann-Integrierbarkeit nicht notwendig auf den Grenzwert
iibertragen.

Satz 4.1 (Grenzwerte messbarer Funktionen) Sei fi. : X — R eine Folge von messba-
ren Funktionen. Dann sind auch folgende Funktionen messbar:

inf fi, sup fx, liminf fi, limsup fx.
keN keN k—o0 k—o0

BEWEIS: Fiir s € R gilt

{inf fi > s} = kﬂl {fuzs} {supfi<s)= kﬂl{fk < s}.

Nach Lemma 4.1 sind infy fr und supy, fr also messbar, und damit auch die Funktionen

liminf fi, = sup (inf f;), limsup fr = inf (sup f;).
k—o0 keN 1>k k—00 keN 1>k

Fiir f: X — R ist der Positiv- bzw. Negativanteil f* : X — [0, 00] definiert durch
(4.1) fT=max(f,0)>0 und [~ =max(—f,0)=—min(f,0) > 0.
Esgilt also f = f* — f~ und |f| = fT+ .

Satz 4.2 (Messbarkeit und Rechenoperationen) Seien f,g : X — R messbar. Dann
sind auch folgende Funktionen messbar, falls sie definiert sind:

f+g, af fira € R, f=, max(f,g), min(f, 9), ||, fg. f/g.
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BEWEIS: Wir nehmen zunéchst an, dass f, g nur Werte in R annehmen. Es gilt

{f+9<ty= U {r<rinfg<sh {-f<ty={f>-t}

r,s€Q, r+s<t

Nach Lemma 4.1 sind also f + g und —f messbar, ebenso af fiir a € R.
Fiir jedes ¢ € CO(R) ist die Verkettung ¢ o f messbar, denn fiir U C R offen ist
¢ 1(U) offen (Analysis 11, Satz 1.4), und folglich (¢ o f)~1(U) = f~1(¢71(U)) messbar.

Damit ergibt sich die Messbarkeit der Funktionen f*, indem wir ((s) = max(=£s,0) wiihlen.
Weiter sind dann die Funktionen

_ 1 ) 1
1= 1"+ f7 max(f,9) = 5(f +g+|f —gl) wnd min(f,9) = 5(f+9—1f —9g])
messbar. Nun ist f2 = ¢ o f mit ¢(s) = s2, also folgt die Messbarkeit von f? und von
1
fo=1((F+9° = (f-9)?).
Schliefilich ist auch 1/g messbar, denn

{1/s < g <0} s<0
{1/g <s}=14{g<0} s=0
{g<0}U{g>1/s} s>0.

Nimmt nun f (bzw. g) den Wert oo oder —oo an, so betrachte die abgeschnittene Funktion

ko fx) >k
fex)={ -k flz)< -k
f(x) sonst.

Die Funktionen fj, gr sind messbar. Man priift nach, dass die Funktionen

fk +gk7 afk) f]?;t7 maX(fk,gk), min(fkugk)u ‘fk|7 fkgk) fk/gk

punktweise gegen die entsprechenden Funktionen fiir f und g konvergieren, auch im Fall des
(unstetigen) Produkts. Also folgt die allgemeine Behauptung aus Satz 4.1. O
Folgerung 4.1 Fiir f,g: X — R messbar sind {f < g}, {f < g}, {f = g} und {f # g} in
M, also messbare Mengen.

BewEIs: Es gilt {f < g} = U,eo ({f < s} N {g > s}) € M. Die weiteren Aussagen folgen

wie in Lemma 4.1. O
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Definition 4.2 (Treppenfunktion) Eine Funktion ¢ : X — R heifst u-Treppenfunktion,
wenn sie messbar ist und nur endlich viele Funktionswerte annimmt. Nach Satz 4.2 ist die
Menge T (p) der p-Treppenfunktionen ein R-Vektorraum. Wir setzen

T () ={p€T(u):v=0}
Beispiel 4.1 Fiir £ C X heif3t die Funktion

1 fallsze FE

Xe: X =R, XE(fU):{
0 sonst

charakteristische Funktion von F (alternativ: Indikatorfunktion 1z). Diese Funktion ist genau
dann eine u-Treppenfunktion, wenn E € M.

Fiir Treppenfunktionen ¢ > 0 definieren wir nun elementar, ohne Grenzprozess, ein Integral.
Sei dazu eine Darstellung ¢ = Zle siX A, gegeben mit A; messbar und s; > 0, und so dass
die A; paarweise disjunkt sind. Eine solche Darstellung nennt man einfach (Englisch: simple),
weil kein Punkt mehrfach getroffen wird. Wir setzen

k
(4'2) I((p) = Z SiM(Az)
=1

Fiir ¢ = 0 ergibt sich I(¢) = 0 - u(R") = 0. Allgemein hat jedes ¢ € T+ (u) eine solche
einfache Darstellung, wir kénnen zum Beispiel fiir s; die endlich vielen Funktionswerte und
A; = {p = s;} wihlen. Allerdings ist eine einfache Darstellung in der Regel nicht eindeutig
bestimmt.

Lemma 4.2 (Eigenschaften des Integrals auf 7' (u)) Das Integral I : T () — [0, o]
ist durch (4.2) wohldefiniert. Fiir ¢, € T*(u) und o, 8 € [0,00) gilt:

(i) I+ By) = al(p) +BI(4).
(i) p <9 = I(p) <I(¢).

BEWEIS: Sei ¢ = Zle siX4, eine einfache Darstellung. Dann gilt {¢ > 0} = ;. o0 Ai-
Ist u({p > 0}) = oo, so folgt s;u(A;) = oo fiir mindestens ein ¢ und damit I(¢) = co. Sei
nun u({e > 0}) < oo und ¢ = 2221 tjxB, eine andere einfache Darstellung. Dann sind die
Mengen A; N B; messbar und paarweise disjunkt, und es gilt

k l
0=> aixa, — ) Bixs = ZZ = Bi)xans;-
i=1 j=1

=1 j=1
Fiir A; N B; # () ist also o; = j3;. Es folgt

k

Zazﬂ ZBJN ZZ 1(A; N Bj) = 0.

i=1 j=1
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Somit ist I(¢) wohldefiniert. Seien nun ¢ = Zle sixA; und @ = 22:1 tjx B, einfache Dar-
stellungen von ¢, € T (p). Dann gilt fiir a, 8 > 0

k l
ap+ B =y > (asi+ Btj)xans,

i=1 j=1

Das ist eine einfache Darstellung, also folgt

k l
Hap+ By) =Y Y (asi+ Bt;)u(Ai N B;j) = al (o) + BI(1)).

i=1 j=1

Damit ist Behauptung (i) gezeigt. In (ii) gilt 1) — ¢ € T (u), und aus (i) folgt

IW) =1+ @ —¢) =1(p) + I —p) > I(p).

Fiir A; messbar und s; > 0 folgt aus Lemma 4.2(i), auch fiir A; nicht disjunkt,

k k
= Z sip(Ag) - fiir p = Z SiXA;-
i=1 =1

Die Definition des Integrals geschieht nun in zwei Schritten.

Definition 4.3 (Lebesgueintegral) Fir f : X — [0, 00] p-messbar setzen wir

/fdﬂzsup{f(@) coeTHp), ¢ < f}

In diesem Zusammenhang heifst ¢ Unterfunktion von f. Ist f : X — [—00, 00| und sind die
Integrale von f* nicht beide unendlich, so setzen wir weiter

[ran=[rran= [ 1 dne -0

Fiir f > 0 sind die Schritte kompatibel, denn dann gilt f© = f und f~ =

Folgerung 4.2 (Integral fiir nichtnegative Treppenfunktionen) Fiir f € T (u) gilt

[ ran=10)

BEWEIS: [ ist selbst Unterfunktion von f, also ist [ fdu > I(f). Nach Lemma 4.2(ii) haben
wir andererseits () < I(f) fiir jede Unterfunktion. O
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Beispiel 4.2 Die Funktion xg > 0 ist eine £'-Treppenfunktion, und es gilt
[xedct =0 £i@@ +1-£1@ =0,

Definition 4.4 (Integrierbarkeit) Eine Funktion f : X — R heifit integrierbar bzgl. i,
wenn sie p-messbar ist und wenn gilt:

/fd,u € R oder dquivalent /f+ d,u+/f_ dp < 0.

Beispiel 4.3 Wir betrachten hier das Zdhlmaf, siche Beispiel 1.2, auf dem Raum X = Nj.
Wir zeigen: eine Funktion f : Ny — R ist genau dann bzgl. card auf Ny integrierbar, wenn
die Reihe > 77, f(k) absolut konvergiert, und dann gilt

(4.3) /fdcard = Z f(k)
k=0

Eine nur bedingt konvergente Reihe wie log2 = Z?’:l(—l)k /k ist also kein Lebesgueintegral
beziiglich card. Wir zeigen (4.3) erst fiir Funktionen f : Ny — [0, 00]. Dazu betrachten wir

flk) fallsk<n

0 sonst

fn:No = R, fo(k) = {

Die f,, sind Unterfunktionen von f mit I(f,) = > ,_, f(k). Also folgt

/fdcard> hm I(fn) = if

=0

Fiir die umgekehrte Ungleichung sei ohne Einschrankung Y 7 f(k) < oo, somit f(k) — 0
mit k& — oo. Ist dann ¢ Unterfunktion von f, so ist ¢(k) # 0 nur fiir endlich viele k£ und
folglich ¢ < f,, fiir n hinreichend grof}. Es folgt

Mg
&
8
—
~
QL
S
3
IA
NE
™
=

I(p) < I(f) Zf

k:o k=0

Die Aquivalenz von Integrierbarkeit und absoluter Konvergenz folgt aus

/f+ dcard—l—/f_ dcard = Zf+(k) + Zf_(k) = Z |f(k)],
k=0 k=0 k=0

und weiter erhélt man
/fdcard = /fJr dcard — /f_ dcard = if*’(k:) - if_(k) = if(k)
k=0
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Es kommt in der Mafitheorie oft vor, dass eine Aussage nur fiir Punkte auflerhalb einer pu-
Nullmenge gebraucht wird, oder nur dort gezeigt werden kann. Man sagt, die Aussage A[x]
ist wahr fiir y-fast-alle x € M oder p-fast-iiberall auf M, falls

p({z € M : Alz] ist falsch}) = 0.

Satz 4.3 (Monotonie des Integrals) Seien f,g : X — R messbar bzgl. p. Ist f < g p-
fast-iiberall und [ f~ dp < oo, so existieren beide Integrale und es gilt

[tan< [gin

Die Aussage mit > st entsprechend wenn [ fdu < oo.
BeEwEis: Es sei zunéchst f,g > 0. Ist ¢ = Zle siXx4, eine Unterfunktion von f, so ist
=X <l = D .1 SiX{f<ainA, €ine Unterfunktion von g, also g1
{f<g} f 1 5iX{f<g}na, cine Unterfunkti Iso gilt

k

k
(o) = sip(d) = S n({f < g} N A) = () < / gd.
i=1 )

i=1
Nehmen wir das Supremum {iber alle ¢, so folgt [ fdu < [ gdu. Fiir f, g beliebig gilt
ff>g9" = f=f">g9" >y,
f7<g = fz—-f">-9g =y
Aus f < g folgt also fT < ¢g* und f~ > g~ fast iiberall, das heif3t

/f*duﬁ/fdu und OO>/f‘du2/g‘du-
Es ergibt sich

/fduz/ﬁdu—/fduﬁ/fdu—/gdu:/gdu-

Bemerkung 4.1 Seien f,g: X — R.Ist f messbar und gilt ¢ = f auBerhalb einer Nullmenge
N, so ist g ebenfalls messbar. Denn fiir s € R gilt

{g<s]\N={f<s}\N und u({g<s}nN)=0.

O

Aus Satz 4.3 folgt [ gF du = [ f*du, und [ fdu = [ gdu falls eines der Integrale existiert.

Lemma 4.3 (Tschebyscheff-Ungleichung) Fiir eine p-messbare Funktion f : X — [0, o0]
mit [ fdp < oo gilt

;[ ran girse©.0)

0 fiir s = oc.

n({f = s}) <
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BEWwEIS: Fiir s € (0,00) ist die Funktion s>, eine Unterfunktion von f, also folgt

su({f =oeh) < s{f 2 5) = I(sxi72) < [ Fa

) S (/’\L [f)‘\/) S cvéﬂ %f uuﬁCG \O&w)\ﬂ

Folgerung 4.3 Die Funktion f : X — R sei u-messbar.
(i) Ist [ fdp < oo, so ist {f = oo} eine p-Nullmenge.
(i) Ist f >0 und [ fdu =0, soist {f > 0} eine pu-Nullmenge.

BEWEIS: Aussage (i) folgt mit s = co aus Lemma 4.3, angewandt auf f*. In (ii) schlieen
wir u({f > s}) =0 fiir s > 0 aus Lemma 4.3, also u({f > 0}) = 0 mit Satz 1.4(i). O

Um die Linearitdt des Integrals zu beweisen, wollen wir eine Approximation durch Treppen-
funktionen verwenden. Dazu konstruieren wir nun eine approximierende Folge.

Satz 4.4 (Approximation durch Treppenfunktionen) Zu f: X — [0, 00] messbar gibt
es eine Folge fr. € T (u) mit

fo<fi<... und kli_)m fr(x) = f(z) fir alle z € X.

BEWEIS: Sei ¢; > 0 eine Nullfolge mit Y~ ¢t = oo, zum Beispiel ¢, = 1/k. Wir setzen
fo = 0 und definieren fiir £ > 1 induktiv Ey = {fx—1 + cx < f} sowie

k
fe=tea+axs = fe= cxs.
=1
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Die fi sind Treppenfunktionen mit fo < f; < ... und fi < f fiir alle k € Ng: ist ¢ € E}, so
gilt fr(x) = fr—1(x) + ¢ < f(x) nach Definition, fiir z ¢ Ej folgt fr(z) = fr_1(z) < f(x)
per Induktion. Insbesondere gilt limy_,o fx(2) < f(x). Da die Reihe > 22, % divergiert, gibt
es im Fall limy_, o frx(x) < oo unendlich viele k € N mit = ¢ Ej bzw. fr_1(z) > f(x) — e,
und es folgt limg o0 fr(x) > f(2). O

Wir miissen sicherstellen, dass bei unserer Approximation die Integrale auch konvergieren.
Allein aus der punktweisen Konvergenz, also fx(z) — f(z) fiir alle z € X, folgt das noch
nicht. Die Frage, welche zuséatzlichen Bedingungen hinreichend sind, ist fundamental und wird
im néchsten Kapitel ausfiihrlich diskutiert. Hier jedenfalls ein erstes Resultat.

Satz 4.5 (monotone Konvergenz) ' Seien fi, : X — [0, 00| p-messbar mit fi < fo < ...
Definiere f : X — [0,00] durch f(x) = limg_o0 fr(x). Dann gilt

[ an= i [ sid
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BEWEIS: Die Funktion f ist py-messbar nach Satz 4.1. Mit Satz 4.3 gilt

Oé/fldué/fzdué...é/fdu, also klim/fkdué/fdu-
—00

Sei ¢ eine Unterfunktion von f mit Wertemenge {s1,...,sm}. Setze E; = {¢ = s;} fir
i =1,...,m und betrachte fiir einen Parameter 6 € (0,1) die Mengen

E@k =FE; N {fk > 981}

Die Funktion » " 0s; x B, ,, 1st eine Unterfunktion von fg, und mit Lemma 4.2 folgt

ZGSi#(Ei,k) =1 <Z9Sz‘ XEk> < /fk dp.
i=1 i=1

Nun gilt E; = Uy Ei %, denn fiir s; > 0 ist limg_,o0 fr(z) = f(x) > s; > 0s; fiir alle x € E;.
Da auflerdem E;; C E; 2 C ..., folgt aus der Stetigkeit des Mafles von unten, siehe 1.4(i), die
Gleichung p(FE;) = limy_yo0 p(E; ) und somit

0 I((,D) = Z 98@ ,LL(Ez) = khargo Z 081' ,u(Ei,k) < kILH;O / fk dﬂ.
i=1 1=1

Mit 8 1 und Bildung des Supremums {iber alle Unterfunktionen ¢ folgt
[ran< pm [ 5.
k—o0

Nun endlich zu unserem Ausgangsproblem.

Satz 4.6 (Linearitit des Integrals) Sind f,g : X — R integrierbar beziiglich u, so ist
auch af + Bg integrierbar fir o, 8 € R, und es gilt

(4.4) /(af+ﬂg)du=a/fdu+5/gdﬂ.

BEWEIS: Als erstes sei f > 0 und o > 0, wir zeigen [(af)dp = o [ f du. Ist ¢ Unterfunktion
von f, so ist ap Unterfunktion von af und aus Lemma 4.2(i) folgt

al(p) = I(ap) < /(af) du,  also a/fdu < /(af)du-

Ersetzen wir o durch 1/a und f durch af, so folgt die umgekehrte Ungleichung und damit
die Behauptung. Ist f integrierbar, aber wieder a > 0, so gilt (af)* = af*, und dann folgt

J@nin=[@p du- [@h du=a [ du-a [t du=a [ fin
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SchlieBlich ist (—f)* = fT und damit

Jenan=[ran[ran=—( [ au- [ a)=— [ ran

Es bleibt, die Linearitét fiir f 4+ g zu zeigen. Sind f,g > 0, so gibt es nach Satz 4.4 Folgen

Ok, Y € T (1) mit o 2 f und 9y 7 g punktweise auf X, also ¢, + ¢, 7 f + g. Mit dem
Satz iiber monotone Konvergenz, Satz 4.5, und Lemma 4.2(i) folgt

/(f+g)du=klggo/(wk+wk)du=klggo</sokdu+/¢kdu) Z/fdu+/gdu.

Seien nun f,g : X — R integrierbar. Da (f +¢)T < fT +g¢" und (f +9)” < f~ +g7, ist
f + g integrierbar nach Satz 4.3. Nun ist

(f+ " =(F+9) =Ff+g=F"—f"+g" -9,
also nach Umstellen
(f+o)"+f +g =(+9 +f +g"

Wir integrieren auf beiden Seiten, und verwenden die Linearitdt im nichtnegativen Fall,

/(f+9)+d,u+/fd,u+/gd,u_/(f+g)du+/f+du+/g+du.

Es folgt, indem wir zuriick umstellen,

/(f+g)du = /(f+g)+du—/(f+g)d,u
= /f*du—/f_dwr/g*du—/g_du
= /fd,u+/gdu.
0

Wenn die Integrale von f,g : X — R existieren aber eventuell nicht endlich sind, kénnen
auch Aussagen gemacht werden. Sei zum Beispiel [ fdu = oo, dann gilt

o0 fiir o > 0,

/(af)d,u:oz/fd,u: 0 fiir « = 0,

—oo fir a < 0.

Ist auBerdem [ gdp > —oo, so folgt

[ +grdu= [ ran+ [gdu=ce
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Fiir Funktionen f, g mit Werten in R ist f(z)+ g(z) unter Umstéinden nicht definiert. Ist aber
zum Beispiel f integrierbar, so ist die Menge N = {x € X : f(x) = +oo} eine Nullmenge
nach Folgerung 4.3. Die Funktion

- ) flx) falls f(z) €R,
. 0 falls f(z) = +o00

ist dann messbar mit gleichem Integral wie f, vgl. Bemerkung 4.1. Ist g ebenfalls integrierbar
und ¢ analog definiert, so folgt

/(f+§)du=/fdu+/§du=/fdu+/gdu,

und f + § = f + g auBer in einer Nullmenge.

Definition 4.5 (Integration iiber Teilmengen) Sei p ein MafS auf X und E C X sei
w-messbar. Dann setzen wir, wenn das rechte Integral existiert,

/EfduszXEdu-

f heifit auf E integrierbar, wenn die Funktion fxg integrierbar ist.

Wegen (fxg)* = ffxg < fT existiert das Integral von f iiber E auf jeden Fall dann, wenn
das Integral von f iiber ganz X existiert. Insbesondere ist das Integral von f iiber E stets
definiert, wenn f nichtnegativ ist.

Beispiel 4.4 Betrachte fiir a € R die Funktion f : R” — R, f(x) = |z|~®. Wir behaupten:
/ fdL" <oco & a>n, und / fdL" < oo & a<n.
R"\B1(0) B1(0)

Zum Beweis vergleichen wir f mit der Funktion

g= 22_ka X4, mit Ay = {2% <|z| < 21}
keZ

Auf Ay ist 2~ (k1o < f< 27k wenn o > 0, und 2~ (k1o > f> 27k fiir o < 0. Es folgt
27% < f<gfira>0 bzw. 2 %> f>gfira<O0.

Wegen der Monotonie des Integrals reicht es also aus, die Aussagen fiir g zu zeigen. Da
Ay, = 2F Ay, folgt aus der Transformation von £ unter Streckungen, vgl. Satz 3.4,

LM(Ag) = (20" L"(Ap) = 2", mit 7, = L"(Ag) € (0, 00).

38



Da die Folge der Partialsummen 22:0 9 kay 4, punktweise auf R™ gegen gxgn\ g, (0) konver-
giert, folgt aus dem Satz iiber monotone Konvergenz

s . s . T fllsa>n
/ gdﬁ" _ Z/z— aXAk dLm = Y ZQ(n—a) _J)1—-9n«a
R™\ B1(0) k=0 k=0 00 sonst.
Ganz entsprechend erhalten wir auf By (0)
= X = f _ T fllsa<n
/ gdﬁn _ Z /2— aXAk dL" = Y Z 2(n—a) _ ) on—a _1
B1(0) k=—1 k=—1 o sonst.

Damit ist die Behauptung von Beispiel 4.4 gezeigt.

Das folgende Integrierbarkeitskriterium (iii) wird sehr oft benutzt, meistens ohne extra
erwahnt zu werden.

Satz 4.7 (Majorantenkriterium) Sei f: X — R u-messbar.

(i) f integrierbar < |f| integrierbar.
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(ii) Es gilt | [ fdu| < [|f|du, wenn das Integral von f emzistiert.

(iii) Ist g : X — [0,00] p-messbar mit |f| < g p-fast-iberall und [ gdp < oo, so ist f
integrierbar.

BEWEIS: Aussage (i) folgt aus Satz 4.3 wegen f* < |f| = f* + f~. Ist das Integral von f
definiert, so gilt weiter

[ra = [ st an= [ a < [rrans [ 5= [1s1an

Ist schlieBlich g wie in (iii), so folgt [|f|du < [gdp < oo aus Satz 4.3 und damit die
Integrierbarkeit von f. O

Mit dem Majorantenkriterium und Beispiel 4.4 folgt, dass allgemein Funktionen integrierbar
sind, die durch eine geeignete Potenz ||~ abgeschétzt sind, genauer:

Beispiel 4.5 Ist f : R™ — R L"-messbar und gilt fiir eine Konstante C' € [0, co)

|f(x)] < Clz|™ fast iiberall in B.(0) mit & < n, bzw.
< C'lz|™ fast iiberall in R™\ Bg(0) mit a > n,

so ist f auf B.(0) bzw. auf R™\Br(0) integrierbar.
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5 Konvergenzsitze

Sei fr : X — R eine Folge von Funktionen, die gegen eine Funktion f : X — R konvergiert.
Welche Voraussetzungen sind an die Qualitdt der Konvergenz fr — f zu stellen, damit der
Grenziibergang mit dem Integral vertauscht werden kann, das heiBt damit gilt:

/fdu=klin;o/fkdu.

Die Konvergenzsiatze von B. Levi und H. Lebesgue geben mit der monotonen Konvergenz bzw.
der dominierten Konvergenz hinreichende Bedingungen an, die wesentlich schwacher sind als die
beim Riemannintegral bendtigte gleichmaBige Konvergenz. Der Satz iiber dominierte Konvergenz
liefert (unter anderem) folgendes zentrale Resultat von Riesz-Fischer: der Raum der integrierbaren
Funktionen — modulo Gleichheit fast iiberall — ist mit der Integralnorm ein Banachraum.

Die punktweise Konvergenz f;, — f reicht im allgemeinen nicht aus, um das Integral mit dem
Grenzwert zu vertauschen.

Beispiel 5.1 Betrachte fiir ¢ > 0 die Funktionen f. : R = R, f. = %X[—a,a}- Es gilt fo(z) =0
fiir € < |z|, also ist der punktweise Grenzwert

f(@) = lim f(z) =

e\0 oo firz=0.

{O fiir x # 0,
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Andererseits haben wir [ f-dL! = &L £1([—¢,¢]) = 1 fiir alle € > 0, das heifit

/fd£1—0<1—;i{%/fed£1.

Dass f-(0) gegen Unendlich geht ist unwesentlich: durch Abdnderung f.(0) := 0 hat man
fe(x) — 0 fir alle z € R, die Integrale bleiben gleich. Wir stellen aber fest, dass

1
su r)=— furz #0.
E>gf8( ) 2’%‘ 7&

Eine gemeinsame Majorante der f. kann also nicht integrierbar sein, vgl. Satz 5.3.

Eine fiir die Vertauschung hinreichende, zusétzliche Bedingung liefert der Satz iiber monoto-
ne Konvergenz, der bereits im vorigen Kapitel fiir den Nachweis der Linearitdt des Integrals
bené6tigt wurde. Wir wiederholen den Satz hier unverdndert.

Satz 4.5 (iitber monotone Konvergenz von B. Levi) Sei f; : X — [0, 00] eine Folge
von p-messbaren Funktionen mit f; < fo < .... Definiere f : X — [0,00] durch f(z) =

limg o0 fr(z). Dann gilt
/fd,u— lim /fkdu.
k—o00

Als Anwendung wollen wir kurz Mafle besprechen, die durch Integration gegen eine Dichte-
funktion gegeben sind.

Satz 5.1 (Mafl mit Dichtefunktion) Sei y duferes Maff auf X und 6 : X — [0,00] sei
p-messbar. Definiere u : 2% — [0, 00] durch

uL@(E) = inf {/ Odu: A pu-messbar, A D E}
A
Dann ist u 6 ein dufleres Mafl mit
(5.1) uLf(E) = / Odu  fir E p-messbar,
E

und puL® hat folgende weitere Eigenschaften:
(1) Jede p-messbare Menge ist auch puL@-messbar.
(2) Aus u(N) =0 folgt i 6(N) = 0.
(3) [ fd(ul)= [ fOdu fir p-messbare f: X — [0, 00].

BEWEIS: Sei E C (J;2, E;. Wihle p-messbare A; D E; mit fAi 0du < puLf(E;) + 27 %. Dann
ist A =J;2, A; p-messbar mit A D F, und mit monotoner Konvergenz, Satz 4.5, folgt

ub(E) S/Qd,u:/GXAd,ug/GZXAidu:Z/GXAid,ugZ,un_H(Ei)—i-a.
A i=1 i=1 i=1
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AuBerdem gilt i 0(0) = [Oxpdu = 0, somit ist pf ein duBeres MaB. Sind A D E beide
p-messbar, so gilt nach Monotonie des Integrals, Satz 4.3,

/Hdu—/HXAduZ/GXEdu—/Hdu~
A E

Darstellung (5.1) folgt. Wir zeigen jetzt, dass jede p-messbare Menge E auch messbar bzgl.
pf ist. Zu S C X beliebig wihle A D S p-messbar mit [, 6 dp < p(S) + €. Es gilt dann

u@(SNE)+ uwb(S\E) < wldANE)+ ub(A\E)

= /9XAmE dﬂ+/9XA\E dp

Damit ist Aussage (1) gezeigt, und (2) folgt direkt aus (5.1). Fiir g-messbares E gilt nun

/XE d(pt) = pb(E) = /XEGd/t-

Das zeigt (3) fiir f € T+ (u). Ist f > 0 messbar beziiglich p, so gibt es nach Satz 4.4 eine
Folge fr € T+ (n) mit fr 7 f, und es folgt wieder mit monotoner Konvergenz

[ o) = tim [ fdiuo) = im [ fodu= [ sodn

Bemerkung 5.1 Fiir 0 u-integrierbar gibt es zu € > 0 ein § > 0 so dass gilt:
(5.2) w(A) <0 fiir A p-messbar = (uLf)(A) <e.

Dazu betrachten wir 6 = min(6, k) 0, und schétzen wie folgt ab:

(0)) = [ 0du= [ @=0du+ [ oudu< [0 =00 du-+ kua)

Nach Satz 4.5 gilt limy_,oo [0 dp = [@dp € [0,00), also gibt es zu e > 0 ein k € N mit

/(Q—Gk)du:/edﬂ—/ekdﬂ<;.

Wiéhle nun 0 = ¢/(2k), es ergibt sich (uLf)(A) < § +kd =«.

Das folgende Lemma ist von unabhéngigem Interesse, zum Beispiel in der Variationsrechnung.
Es besagt unter anderem, dass das Integral beziiglich punktweiser Konvergenz nichtnegativer
Funktionen unterhalbstetig ist.
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Satz 5.2 (Lemma von Fatou) Sei f, : X — [0,00] eine Folge von p-messbaren Funktio-
nen. Fir f: X — R, f(z) = liminfy_, fr(z) gilt dann

/fdu < liminf/fk dyt.
k—o0

Beweis: Fiir die Folge g = inf;> f; gilt gr+1 > g5 und limy_,, g = f. Mit Satz 4.5 folgt,
da andererseits g < fi fiir alle k € N,

/fd,u: lim /gkdu<liminf/fkd,u.
k—oo k—oo
O

Satz 5.3 (Satz iiber dominierte Konvergenz von Lebesgue) Sei fi, fa,... eine Folge
von p-messbaren Funktionen, und f(x) = limg_,oo fx(z) fiir p-fast-alle x € X. Es gebe eine
integrierbare Funktion g : X — [0,00] mit supy, | fx(x)| < g(z) fir p-fast-alle x. Dann ist f

integrierbar bzgl. u, und es gilt
/fd,u: lim /fkdu.
k—o00

Es gilt sogar ||f — frllpiy = [ |f — ful duw — 0, wvgl. Definition 6.1.

BewEIs: Die Folge 2g — | f — fx| > 0 konvergiert punktweise fast iiberall gegen 2g. Mit Satz
5.2 erhalten wir

timsup| [ fdu— [ fud

k—o00

N
=
wn
=
3
—
=
|
=
Q.
=

= /2gdu—liminf/(29— |f = fxl) dp
k—o0

< /2gdu—/hminf<2g— = fl)du
k—o0
= 0.

O

Als erste Anwendung wollen wir das eindimensionale Riemannintegral mit dem Lebesguein-
tegral bzgl. des MaBes £! vergleichen. Sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall und f : I — R
beschriankt. Fiir eine durch Unterteilungspunkte a = z¢9 < ... < xxny = b gegebene Zerlegung
Z von [a, ] in Teilintervalle I; = [z;_1, x;] werden Ober- und Untersumme wie folgt gebildet:

N N

Sz(f) =D (supf) (zj—zj1) baw.  Sz(f) = Z(i}lvff) (zj — zj-1).

j:1 Ij j:1 J
Fiir zwei Zerlegungen Z; und 2 mit gemeinsamer Verfeinerung Z; U 2, sieht man leicht

Sz (f) <8zuz(f) < Szuz,(f) < Sz,(f).
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f heiit Riemannintegrierbar mit Integral ff f(x)dx =S, wenn gilt:
supSz(f) =inf Sz(f) = S.
z Z

Aus der Vorlesung Analysis I sind hinreichende Kriterien fiir die Riemannintegrierbarkeit
bekannt, zum Beispiel Stetigkeit auf [a,b]. Es blieb dabei aber offen, ob die Riemannin-
tegrierbarkeit dquivalent durch punktweise Figenschaften charakterisiert werden kann; dies
konnen wir nun beantworten. Ein positiver Nebeneffekt ist, dass wir so die Integrationsre-
geln aus Analysis I auch fiir das Lebesgueintegral zur Verfiigung haben, jedenfalls wenn die
Funktionen Riemannintegrierbar sind.

Satz 5.4 (Riemannintegrierbarkeit) Sei f : I — R eine beschrinkte Funktion auf dem
kompakten Intervall I = [a,b]. Dann gilt:

f Riemannintegrierbar <  L'({x € I: f ist nicht stetig in x}) = 0.

In diesem Fall ist f auch Lebesgueintegrierbar, und die Integrale stimmen tberein.

BEWEIS: Fiir eine Zerlegung Z mit Teilintervallen I; = [z;_1,2;], 1 < j < N, definieren wir
die Riemannschen Treppenfunktionen

fz(x) = maxsup f > limsup f(y) und f_(z)=mininf f <liminf f(y).

Ijzz [; y—a I3z I Yy

Sei Ny¢(s) = {z € I : limsup,_,, f(y) — liminf, ,, f(y) > s} fiir s > 0. Sind 21, Z5 beliebige

Zerlegungen, so folgt fz,(z) — f () > s fiir alle z € Ny(s), und hieraus mit Lemma 4.3

Z
52,(0) =85, = [ (T2~ £,) €' = s£'(Ny()

Ist f Riemannintegrierbar, so bilden wir das Infimum iiber alle Z;,Z; und schlieBen
LY(Ns(s)) = 0 fiir alle s > 0, womit die eine Richtung der Behauptung gezeigt ist.

Sei nun f L£!-fast-iiberall stetig, und Z; eine beliebige Folge von Zerlegungen mit Feinheit
6@' ‘= Maxi<i<n; |l‘i7]’ — xi,j—l’ — 0. Ist f stetig in X, SO fOlgt

fz(x) < sup fly) N\ f(z) und  f,(2)> inf f(y) 7 f(z) miti— oo

ly—z]<0; T y—=|<8;

Also konvergieren 722_, f - bunktweise L!'-fast-iiberall auf I gegen f, insbesondere ist f £!-

messbar nach Satz 4.1. Wegen |f z,|, |f . | <sup;|f| < oo folgt aus Satz 5.3

Sgi(f):/fzidﬁlé/fdﬁl und Szi(f):/fz_ d£1—>/fd£1.
I I 177 I
Also ist f Riemannintegrierbar mit Riemannintegral fab f(z)dz = [, fdC'. O
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Ein uneigentliches Riemannintegral kann dann und nur dann als Lebesgueintegral aufgefasst
werden, wenn es absolut konvergiert. Dies zeigt man leicht mit Definition 4.4, Satz 5.4 und
einem Konvergenzsatz. Zum Beispiel ist das Integral fooo % dx nicht als Lebesgueintegral
definiert, vergleiche auch Beispiel 4.3 und Beispiel 5.2 unten.

Wir kommen nun zu einer zweiten Anwendung des Satzes von Lebesgue, ndmlich der Frage
der Stetigkeit und Differenzierbarkeit von Integralen, deren Integrand von einem Parameter
abhingt.

Satz 5.5 (Stetigkeit von Parameterintegralen) Sei X ein metrischer Raum, p ein Mafs
auf Y und f: X XY — R mit f(x,-) integrierbar bzgl. p fir alle x € X. Betrachte

FiX R F@) = [ fp)duly).

Es sei f(-,y) stetig in xo € X fir p-fast-alle y € Y. Weiter gebe es eine p-integrierbare
Funktion g : Y — [0, 00], so dass fir alle x € X gilt:

|f(z,y)| < g(y) fir alley € Y\N,, mit einer p-Nullmenge Ny.
Dann ist F' stetig in xg.

BEWEIS: Zu jeder Folge z — xg gibt es nach Voraussetzung eine p-Nullmenge N, so dass
fir alle y € Y\N gilt:

f(zr,y) = f(zo,y) und |f(xg,y)| < g(y) fiir alle k € N.
Aus dem Konvergenzsatz von Lebesgue, Satz 5.3, folgt
Fao) = [ fao.y)duty) = tim [ Fon,)duy) = lim Famn).
—00 k—o0
O

Satz 5.6 (Differentiation unter dem Integralzeichen) Sei I offenes Intervall, p ein
Maf$ auf Y und f: 1 xY — R mit f(z,-) integrierbar bzgl. v fiir alle x € I. Setze

F:I =R, F(x) —/f(%y)du(y)

Es sei f(-,y) in xo € I differenzierbar fiir p-fast-alle y € Y, und es gebe eine p-integrierbare
Funktion g : Y — [0, 00|, so dass fiir alle x € I gilt:

f(z,y) = f(z0,9)|

|z — x|

< g(y) fir alley € Y\Ny,

mit einer geeigneten u-Nullmenge N,. Dann folgt
of
F = [ = d .
(o) / 5 (20 y) du(y)
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BEWEIS: Zu jeder Folge x;, — z¢ gibt es nach Voraussetzung eine p-Nullmenge N C Y, so
dass fiir alle y € Y\N gilt:

f(xk)y) - f($0,y) 8f

kli)filo Tr — %0 - %(x()vy%
Tk, - Zo,
Tr — To

Aus dem Konvergenzsatz von Lebesgue, Satz 5.3, folgt mit £ — oo

F(xy) — F(xo) _ / f(zk,y) — (o,
T —

T — X0 o

y) du(y) — / g;(xoay) du(y).

O

Wir wollen noch eine Version von Satz 5.6 formulieren, die etwas leichter zu handhaben ist.

Folgerung 5.1 Sei U C R™ offen, u ein Maf auf Y und f : U x Y — R mit f(x,-) inte-
grierbar beziiglich p fiir alle x € U. Betrachte

F:U R, F(z) = / £, y) du(y).

Es gebe eine p-Nullmenge N C Y, so dass fiir alley € Y\N gilt: f(-,y) € CY(U) und
|D,f(z,y)| < g(y) mit einer integrierbaren Funktion g :Y — [0, oc].

Dann ist F € CY(U) und es gilt fiir alle x € U

OF [ Of

oz, (z) = Tm(x’y) du(y).

BEWEIS: Nach Voraussetzung gilt fiir alle y € Y mit Ausnahme der p-Nullmenge N

‘ _ 1
‘f(.f‘i‘hez]zl) f(x,y)! < /0 g;(x—{—thei,y)‘ dth(y)'

Nach Satz 5.6 ist die Funktion F' in jedem Punkt x € U nach xz; partiell differenzierbar, und
die partielle Ableitung ist durch Differentiation unter dem Integralzeichen gegeben. Aber
nach Satz 5.5 sind die partiellen Ableitungen stetig auf U, also ist F' € C1(U). O

Beispiel 5.2 Als Beispiel berechnen wir das uneigentliche Integral

0o -
SIn x
dr.
0 X

Die Konvergenz ist dabei noch zu zeigen. Fiir ¢t > 0 betrachten wir zunéichst die Integrale

00 .
F(t) = / e 2T g
0 T
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Die Funktion f(t,z) = e '®=2L hat fiir t > § > 0 die Abschéitzungen
| (t, )], |0uf(t, )] < e =t g(z) wobei g € L'([0,00)).

Insbesondere ist die Konvergenz der Integrale fiir ¢ > 0 klar. Differentiation unter dem Inte-
gral, siehe Folgerung 5.1, und zweimalige partielle Integration ergibt fiir alle ¢ > 0

F'(t) = /Ooo e ' (—sinz) dx

=00

oo
= [e*t"” cos x} —|—t/ e cosx dx
0

=0
o

= —1—|—t2/ e ¥ sin x dx
0

= —1-*F'(t).

Weiter gilt lim ~o, f(£, 2) = 0 fiir alle > 0, mit integrierbarer Majorante e~*. Aus Satz 5.3
folgt lim; o F'(t) = 0, und wir erhalten F(t) = 7/2 — arctant fiir alle ¢ > 0.

Wir miissen jetzt den Grenzwert ¢t N\, 0 untersuchen, was etwas subtiler ist. Fiir £ > 0 und
0 <r < R < oo folgt mit sinz = Im e"* durch partielle Integration

R : R (i—t)x x=R R _(i—t)x
4 d
/ e~ tr S dr = Im / eli=t)z @ _ Im [67] + Im / 6,7 d—x
, x , x (1 —t)zla=r , (i—1t) x?

Die rechte Seite konvergiert aber fiir R oo, also folgt fiir das uneigentliche Integral

o0 : (i—t)r oo (i—t)x
/ e_msmxdx:—hne,—i—lm/ oL dr
- x (i —t)r , (i—1t) 22

Insbesondere sehen wir fiir ¢ = 0 die Existenz des Grenzwerts

R

F(0) := / T dr = lim R
0 €T R,/ Jo T

AuBerdem bekommen wir fiir ¢ > 0 wegen |i — ¢| > 1 die Abschétzung

)/ smxdx’<g
r

Somit liefert Aufspaltung der Integrale auf (0,r) sowie (7, 00)

I )] < ‘/ et sma;dx’ 4
"

Der Integrand konvergiert fiir ¢ N\, 0 punktweise gegen Null und ist gleichméfig beschrankt,
somit folgt limsup, o |[F'(0) — F(t)| < 4/r nach Satz 5.3, und schlielich mit r oo

* sinx
der = F(0) =lim F(t) = li 2 —arctant) = 7 /2.
/0 oz (0) t{‘% (t) t{n (m/2 — arctant) = 7/
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6 Die [P-Riume

Wir fiihren jetzt die LP-Raume ein und zeigen, dass sie Banachrdume sind. Dies ist eine wichtige
Konsequenz der Konvergenzsitze. Als Anwendung beweisen wir die Konvergenz der Fourierreihe
im Raum L?. Am Ende des Kapitels behandeln wir den Konvergenzsatz von Vitali, der genauer
analysiert wie das Integral bei punktweiser Konvergenz springen kann.

Definition 6.1 (LP-Norm und -Raum) Fiir u-messbares f : X — R setzen wir

» 1/p )
<6'1) HfHLp(N) = </ ’f’ dﬂ) fUT 1< p <00
inf {s > 0: p({|f| > s}) =0} fir p=oo.

Wir definieren den LP-Raum als
(6.2 LP(u) = {f : X > R : f messbar, ||fll1on < 00}/ ~
mit der Aquivalenzrelation f ~ g genau wenn f(x) = g(x) fir p-fast-alle x € X.

Wir schreiben || - ||z» statt || - ||rp(u), wenn sich das Mafl aus dem Kontext ergibt. Es ist
iiblich, die Elemente von LP(u) wieder als Funktionen zu bezeichnen, oft wird der Unterschied
zwischen der Funktion und ihrer Aquivalenzklasse sogar ignoriert. Allerdings ist fiir f € LP(u)
ein Funktionswert f(x) nicht definiert falls p({z}) = 0, denn ein Représentant von f kann in
der Nullmenge {z} beliebig abgeéndert werden.

Lemma 6.1 Die Menge LP(u) ={f: X — R: f p-messbar, || f|lLr < oo} ist ein Untervek-
torraum der reellen Funktionen auf X.

Bewels: Fiir f,g € £LP(u) und A € R sind die Funktionen \f und f + g messbar. Weiter gilt
(6.3) [Afllze = AL f [ e < oo

Fiir p < oo folgt das aus der Linearitdt des Integrals. Im Fall p = oo sei o0BdA A > 0, mit der
Substitution s = At ergibt sich

IMflle = inf{s > 0 p({Af] > s}) = 0} = inf{At > 0 s u({1] > £}) = O} = A fll <.
Jetzt zur Addition. Fiir p < oo ist die Funktion ¢ — tP konvex auf [0, c0), also gilt
+ p _
7+ g <20 (TEENY <oy i),
Nach Satz 4.3 folgt f + g € L£P(u). Im Fall p = oo zeigen wir

(6.4) 1+ gllzee < 1 fllzee + llgllze-
Sei dazu s > || f|pee und ¢t > ||g||zee. Es gilt {|f +g| > s+ t} C {|f] > s} U{|g| > t}, also

plf +gl > s+t} < p{lf] > s} + p({lgl > t}) = 0.
Es folgt || f + gllz~ < s+t und damit die Abschétzung (6.4). O
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Proposition 6.1 Fir 1 < p < oo ist (LP(u), || - |zr()) ein normierter Vektorraum. Insbe-
sondere gelten fir A € R und f,g € LP(u) folgende Aussagen:

(L) fllee =0 = f=0.
(2) felP(p), AeR = AfeLP(u) und [[AfllLr = [Al[If]Le-

B) frigeLP(n) = fHgell(p) und|f+gllr < ||fllze +llgllLe-

BEWEIS: Als erstes definieren wir die Vektorraumstruktur. Ist || f||z» < oo, so hat die Menge
{f = oo} Mafl Null nach Folgerung 4.3(1). Es gibt also eine dquivalente Funktion f mit
Werten in R. Wir setzen

(6.5) [fl+ 19 =[f+3] sowie Af]=[\f].

Diese Operationen sind wohldefiniert, denn andere Wahlen von f und g unterscheiden sich
nur auf einer Nullmenge. Die Aquivalenzklasse der Nullfunktion ist das neutrale Element
0 € LP(u). Der Check der Vektorraumaxiome sei den Lesern {iberlassen, wir geben aber
folgende Interpretation: die Projektion auf die Aquivalenzklasse liefert eine Abbildung

P LP(p) — LP(n), P(f) = [f].
P ist linear ist und, wie oben erklért, auch surjektiv. Der Kern von P ist der Unterraum
N={f:X —=R: f(z) =0 fir p-fast-alle x € X}.

Somit kénnen wir LP(u) als Quotientenvektorraum £P () /N interpretieren. Nun zu den Nor-
meigenschaften. Aussage (1) ist trivial im Fall p = oo, fiir p < oo verwende Folgerung 4.3(2)
aus der Ungleichung von Tschebyscheff. Aussage (2) folgt aus (6.3), und Aussage (3) folgt
fiir p = oo aus (6.4). Fiir p < oo wissen wir schon f + g € LP(u), zu zeigen bleibt dann die
Dreiecksungleichung. Dafiir miissen wir etwas ausholen. O

Lemma 6.2 (Youngsche Ungleichung) Fir 1l < p,q < oo mit %—l—% =1undz,y >0 gilt
Pyl

xy < — + —.
p q

BEWEIS: Sei y > 0 fest und f(x) = %l’p + %yq — xy. Dann gilt
1
<0 firz<yrt
fla)=a""—y g
>0 firz>gyr-1

Also gilt fiir alle z > 0

p

1 1 » 1 » p_
f(z) > f(ypil) = Eypfl + gy}ﬁl —yr1 = (.
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Satz 6.1 (Holdersche Ungleichung) Seien f € LP(u), g € L(p) mit % —1—5 = 1. Dann
ist fg € LY(p) und es gilt die Abschitzung

[ 1781d < £l

BeEwEIs: Wir kénnen || f||;, = ||lg|l;« =1 und f, g > 0 annehmen. Fiir 1 < p, ¢ < oo ist dann
0< fg< %fp + %gq, und durch Integration folgt

[ o= [ (;f ; ;g) dp=1= | fllz lgllzs.

Fiir p = 1, ¢ = oo integriere die Ungleichung fg < f||g|| - O

Im Fall p = g = 2 ergibt sich hier die Ungleichung von Cauchy-Schwarz. Wir zeigen nun die
noch ausstehende Dreiecksungleichung in LP(u).

Satz 6.2 (Minkowski-Ungleichung) Fiir f,g € LP(u) mit 1 < p < oo gilt
1f +9glle < WF Lo + lgll zo-
BEWEIS: Indem wir im letzten Schritt die Holdersche Ungleichung anwenden, folgt
1540l = [17+gPdn
/Ifl |+ gl du+ / gl |f + gl dps

-1 —1
1o llf +allze + lglloll f + all7s

IN

IN

Kiirzen liefert die Behauptung. O

Jetzt ndhern wir uns nun der wesentlichen Eigenschaft der LP-Riume, und zwar der
Vollstandigkeit.

Lemma 6.3 Sei 1 < p < oo und fr = S

io1 ug mit ug € LP(p). Falls 3222 ||ujll 1, < o0, so
gelten folgende Aussagen:

(1) Es gibt eine p-Nullmenge N, so dass f(x) = limg_,o0 fx(z) fiir alle x € X\N ezistiert.
(2) Mit f:=0 auf N gilt f € LP(p).

3) IIf = fell o = 0.

BEWEIS: Wir betrachten die Funktionen
k 00
gk:Z|uj| und g:Z|uj|.
j=1 =1
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Es gilt g1 < g2 < ... und gi(x) — g(x) € [0,00] mit k — oo fiir alle z € X. Aus dem Satz
iiber monotone Konvergenz, Satz 4.5, und der Minkowski-Ungleichung folgt

o0

ol = Jim el < 3 sl < o
J:

Wegen Folgerung 4.3 ist N := {g = 0o} eine p-Nullmenge. Fiir z € X\ N ist die reelle Reihe
z;’;l uj(z) absolut konvergent, also ist (fx(z)) weny €ine Cauchyfolge in R. Damit existiert
der Grenzwert f(x) = limg_,o fr(z), und es gilt weiter

[filP < gP e Li(p)  sowie |f — filP < 2P7H(|f P+ |ful?) < 27 P

Der Satz iiber dominierte Konvergenz, Satz 5.3, liefert f € LP(p) und ||f — fill;» = 0. O

Satz 6.3 (Riesz-Fischer) (LP(u),| - ||ze) ist vollstindig, also ein Banachraum.

BEWEIS: Sei fi, € LP(u) eine gegebene Cauchyfolge beziiglich der Norm || - || ,,. Es reicht aus,
eine Teilfolge anzugeben, die in LP(u) konvergiert. Wir betrachten zuerst den Fall 1 < p < oo,
und konnen nach evtl. Wahl einer Teilfolge annehmen:

| o1 — fellr < 27°F fiir alle k € N.

Mit fo:=0 gilt fr = Z?Zl u; fiir u; = f; — fj—1. Die Voraussetzungen von Lemma 6.3 sind
erfiillt, also konvergiert fr in LP(u) sowie punktweise p-fast-iiberall gegen eine Funktion
f € LP(u). Dies beweist den Satz fiir 1 < p < oo.

Sei nun p = oo. Wegen ||| fillzee — [[fillzee| < |[f& — fillzee existiert limy oo || fi|l ;oo Die
folgenden Mengen haben p-Mafl Null:

Ni = {Ifel > [ fellL=} sowie  Nig={|fx — fil > Ifx — fillL<}

Also ist N = [UJpZ; Ni UUp =1 Nk ebenfalls eine Nullmenge. Fiir 2 € X\ gilt nun

[fe(@) = file)] < lfx = fill e <& fiir k1> k(e),

insbesondere ist f(x) = limg_,o fi(x) definiert. Weiter haben wir fiir x € X\ N
(@)} = lim |fy(2)] < Lm [| fi[| e, und
—00 k—o0

|[fr(2) = f(2)] = lim |fi(2) = fiz)] < € fix k = k(e).

Dies bedeutet || f||zec < limp oo || fill 0o < 00 und || fr — fllzee — 0 mit & — oo. O

Ein Teilergebnis des Beweises, das oft benutzt wird, ist die

Folgerung 6.1 Konwvergiert fy, gegen f in LP(u), so konvergiert eine Teilfolge fy; punktweise
w-fast-tiberall gegen f.
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Auf die Wahl der Teilfolge in Folgerung 6.1 kann fiir p < co im allgemeinen nicht verzichtet
werden. Betrachte dazu folgendes

Beispiel 6.1 Jedes n € N besitzt eine eindeutige Darstellung n = 2¥ 4+ j mit k& € Ny,
0 < j < 2*. Definiere damit eine Folge von Funktionen f, : [0,1] — R durch

fn(x> =

1 fallsj27F <z < (j+1)27F
0 sonst.

Es folgt fol fo(x)dz = 27% < 2/n — 0 mit n — co. Andererseits gilt limsup,,_, ., fn(z) = 1

fiir alle z € [0,1), denn zu = € [0,1), k¥ € N kénnen wir j € {0,1,...,2¥ — 1} wihlen mit

j27F < x < (j+1)27%, also fu(x) = 1 fiir n = 2¥ + j. Also konvergiert die Folge nicht

punktweise £!-fast-iiberall gegen Null.

Oft werden die LP-Réume auf einer y-messbaren Teilmenge ¥ C X betrachtet. Einschrinkung
des Mafes ;o auf 2F ergibt ein duBeres Ma p . Eine Menge A C E ist genau dann messbar
beziiglich p g, wenn sie als Teilmenge von X messbar beziiglich p ist. Denn fiir S C X gilt,
da E messbar ist,

p(S) = (SN E) + p(S\E) = (SN A) + (SN ENA) + p(S\E) > p(S N A) + p(S\A).

Wir interessieren uns speziell fiir den Fall des n-dimensionalen Lebesguemafies auf einer of-
fenen Menge Q@ C R", der LP-Raum beziiglich £3 wird dann mit LP(§2) bezeichnet. Wir
wollen zeigen, dass LP-Funktionen im Fall p < oo durch stetige Funktionen mit kom-
paktem Trdger (siche unten) approximiert werden kénnen. Damit kann der Raum LP(Q)
als Vervollstindigung von C2(f2) interpretiert werden, in gewisser Analogie zu R als Ver-
vollstandigung von Q.

Definition 6.2 Der Trdger einer Funktion f: Q — R ist die Menge

spt f={z e Q: f(z) #0}.
Der Raum der stetigen Funktionen mit kompaktem Triger in Q wird mit C2(Q) bezeichnet.

Fir K C Q kompakt sei dist(-, K) : R" — [0,00), dist(z, K) = inf,ex | — 2| die Abstands-
funktion von K. Wir brauchen die folgenden zwei Tatsachen:

(6.6) dist(-, K) ist Lipschitzstetig mit Konstante Eins.
(6.7) dist(R™\Q, K) = inf dist(z, K) > 0.
z€R™\Q

Satz 6.4 (Dichtheit von C?(Q) in LP(Q2)) Sei Q C R" offen und 1 < p < co. Dann gibt
es zu jedem f € LP(Q) eine Folge fi, € CO(Q) mit || f — fill o) — 0.
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BeweIs: Wir zeigen die Aussage zuerst fiir f = x g, wobei E' C 2 messbar ist mit £"(E) < oo.
Nach Satz 2.4(2) existiert K C E kompakt mit L"(E\K) < /2. Setze

dist(z, K) ) +
— )

fo: 2 —=[0,1], fo(z) = (1 —

Nach (6.6), (6.7) ist f, € CO(R") und sptf, = {x : dist(x, K) < o} kompakte Teilmenge von
() fiir p > 0 hinreichend klein. Da f, = f auf K, folgt

/ |fo— fIPdL" < QP_I/ ([fol” + [fIF) dL™
Q Q\K

IN

op—1 (ﬁ”({o < dist(-, K) < 0}) + E”(E\K))
< ¢ fiir p > 0 hinreichend klein.

Sei nun f € LP(2) beliebig. Wir kénnen f > 0 annehmen, sonst betrachte f* und f~. Nach
Satz 4.4 gibt es eine Folge von Treppenfunktionen 0 < f; < fo < ... mit limg_, fr(z) = f(x)
fiir alle € Q. Mit Satz 5.3 folgt fr — f in LP(Q)), verwende dazu die Majorante

|f = flP < 2P7H(FIP + | ful?) < 28| P € LH(9).
Fiir die Treppenfunktionen f; gilt nach Tschebyscheff

LM {fx > s}) < Sip/Qrka’ der < Sip/g\f\f’ dL" < oco.

Da f; eine endliche Linearkombination von charakteristischen Funktionen ist, folgt die Be-
hauptung des Satzes. O
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Bemerkung 6.1 Der Raum BC?(Q) der beschrinkten, stetigen Funktionen auf 2 ist mit
der Supremumsnorm || - ||sup ein Banachraum. Fiir f € BC°(Q) gilt {|f| > s} # 0 genau
wenn u({|f| > s}) > 0, das heifit

(6.8) fllzee = I flsup ~ fiir alle f € BC(Q).

Angenommen f € L>(Q) kann durch eine Folge f; € BCY() beziiglich der L>*-Norm appro-
ximiert werden. Wegen (6.8) ist dann f; eine Cauchyfolge in BC?(2). Da BC?(2) vollstéindig
ist, erhalten wir ein f € BC%(Q) mit f = f fast iiberall. Es gibt aber viele Funktionen in
L*>(Q), die keinen stetigen Reprisentanten haben, und damit nicht approximierbar sind.

Wir wollen nun die Bedeutung des L?-Raums fiir die Theorie der Fourierreihen erkliren. In
seiner Arbeit Théorie analytique de la chaleur (1822) hatte Joseph Fourier fiir Funktionen
f: (=m,m) — C eine Reihe eingefiihrt, die heute Fourierreihe von f heifit, und zwar

(6.9) i f(k)e™™®  mit f(k / f(z)e ™2 dx € C.

k=—0o0

Die f (k) sind die komplexen Fourierkoeffizienten von f. Fourier hat dann folgendes Prinzip
formuliert, ohne es zu beweisen oder weiter zu prézisieren:

Jede willkiirliche Funktion f wird durch ihre Fourierreihe dargestellt.

Diese These hat eine Diskussion ausgelost, was eigentlich eine willkiirliche Funktion ist und
was der Ausdruck Darstellung hier bedeutet, daran beteiligt waren unter anderem Dirichlet,
Riemann und Cantor. Zuniichst wurde die Aussage als punktweise Konvergenz der Reihe
gegen f verstanden, diese konnte Dirichlet 1829 fiir hinreichend reguléire Funktionen bewei-
sen. Aber 1876 fand Du Bois-Reymond ein Gegenbeispiel zur punktweisen Konvergenz, und
zwar in Form einer stetigen Funktion. Das Konzept der L?-Konvergenz, damals Konvergenz
im quadratischen Mittel, wurde zuerst von Axel Harnack formuliert und bewiesen: Uber
die trigonometrische Reihe und die Darstellung willkirlicher Funktionen, Mathematische
Annalen 1880. Natiirlich hatte er das Lebesgueintegral noch nicht zur Verfiigung; jetzt
kénnen wir damit eine klare und allgemeine Fassung des Prinzips von Fourier geben.

Wir betrachten Funktionen f € L?(I,C), das heiBt Re f, Im f sind £'-messbar und

T 1/2
rf\Lzz(/_ |f<x>|2dx) .

Nach Satz 6.3 ist L?(I, C) beziiglich der L2-Norm vollstéindig, also ein Hilbertraum mit dem
hermiteschen Skalarprodukt

(fohe= [ F@gds

1 zka:
Var ©
Raum P der trigonometrischen Polynome auf. Das n-te Fourierpolynom f, ist definiert als

Die Funktionen wg(z) = k € Z, bilden ein Orthonormalsystem und spannen den

55



die Orthogonalprojektion von f auf den Raum P,, der trigonometrischen Polynome vom Grad
hochstens n € Ny, also

fo= > (fowp)ppwg = > f(R)e™™.

k=—n k=—n

Dabei sind f (k) die Fourierkoeffizienten von f, es gilt

1

(fown)e = o= [ Sla)e ™ da.

k) = —=

Die Folge f,, heifit Fourierreihe von f. Wegen f — f,, 1;2 P, gilt fiir alle p € P,, die Gleichung
(6.10) 1f = pl7 = 1(f = fa) + (Fa = )72 = If = fallZ2 + [ o = 2IIZ--
Insbesondere folgt mit p = 0 die Besselsche Ungleichung
(6.11) 2 Y [f(R)P = fullf2 < IfII72  fiir alle n € N.
k=—n

Die Folge f,, ist damit eine L?-Cauchyfolge, denn fiir m > n folgt

| fm — fn”%2 =27 Z |f(l<:)|2 < ¢ fiir n hinreichend grof.
n+1<|k|<m

Nach Riesz-Fischer, Satz 6.3, konvergiert f,, damit in L?(I,C) gegen eine gewisse Funktion.
Die entscheidende Frage ist nun: ist dieser Grenzwert die gegebene Funktion f?

Satz 6.5 (Harnack) Fir f € L*(I,C) konvergiert die Fourierreihe f, gegen f in L?(I,C).

BEWwEIS: Wegen (6.10) ist f,, die beste Approximation von f in P,, im Sinne dass

(6.12) 1f = fallzz = min [ f = p| z2.
peP,

Es reicht also zu zeigen, dass der Raum P der trigonometrischen Polynome dicht in L?(1, C)
ist. Nach Satz 6.4 ist C2(I,C) dicht in L?(I,C), und jede stetige Funktion kann gleichmiBig
und damit auch in L? durch stiickweise konstante Funktionen approximiert werden. Wir
zeigen nun, dass fiir f stiickweise konstant die Fourierreihe f,, gegen f in L? konvergiert.
Dafiir reicht wiederum f,, — f punktweise fast iiberall, denn f,, konvergiert in L? und nach
Folgerung 6.1 muss der Grenzwert die Funktion f sein. Sei nun f mit Periode 27 auf R
fortgesetzt. Nach Definition von f, gilt fiir zg € 1
n

falwo) = Y flk) e = % /_7; fl@) Y el gy = % /_T;f(xo+€) 3 e e,

k=—n k=—n k=—-n
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Dabei wurde x = o + £ substituiert und die Periodizitét benutzt. Es folgt

o) = o) = 5 [ (Fan+6) = £(ao)) S e de, da [ > ea—om

2w
T k=—n T k=—n

Nun berechnen wir
i(2n+1)¢ _ 1 ei(n+1)§ _ efinf

k& _ _—ing k& _ _—iné e _
kze ¢ Ze =¢ et — 1 et — 1
=—n

Danit erhalten wir die Formel

" f@o+8) = f@o) imve o 1 [T fl@o+ &) — f(@0) _ine
T o et —1 e dg 2r ), et —1 c dz.

fn(zo) — f(x0)

Auf der rechten Seite stehen die Fourierkoeffizienten F'(—(n + 1)) — F(n) der Funktion

f(zo+&) — f(zo)

F(g): ci€ _ 1

Ist f stiickweise konstant und xy keine Sprungstelle von f, so ist f(zo + &) — f(zo) = 0
nahe bei £ = 0, und damit ist F' beschrinkt. Aus der Besselschen Ungleichung fiir F' folgt
F(£n) — 0 mit n — oo, also limy, o0 fn(zo) = f(z0). O

Wir wollen eine alternative Formulierung des Satzes angeben. Sei £2(C) der Raum aller kom-
plexen Folgen ¢ = (c)rez mit

el =27 3 fexf? < oc.

keZ

Der Raum ¢%(C) ist vollstindig und damit ein Hilbertraum. Dies folgt aus Riesz-Fischer,
angewandt fiir des Zahlmafl auf Z, oder durch ad hoc Beweis.

Folgerung 6.2 (Parseval) Die Abbildung
F: (LAIL,C), || - llz2) — ((C), ] ), F(f) = (f(k))kez,
ist eine Isometrie von Hilbertrdumen.
BEWEIS: Aus Satz 6.5 folgt, wenn wir p = 0 in (6.10) setzen,
20 Y |f(R)P = lim | full7e = lim (IF172 = IS = fallZ2) = /172
M n—oo n—oo

Also ist F isometrisch, insbesondere injektiv. Fiir ¢ € ¢2(C) ist f, = S_p_ _, cre " aber
eine Cauchyfolge in L?(I,C) und konvergiert nach Riesz-Fischer gegen ein f in L?(I,C). Es
folgt F(f) = ¢, also ist F auch surjektiv. O
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Die Konvergenz der Fourierreihe ist ein Spezialfall des Spektralsatzes fiir selbstadjungierte
Operatoren. Dieser verallgemeinert die aus der Linearen Algebra bekannte Diagonalisierbar-
keit symmetrischer Matrizen, und wird in verschiedenen Varianten in der Funktionalanalysis
bewiesen. Der Operator ist hier H = —%. Wir kénnen H als Endomorphismus auf CPe, ()
auffassen, das sind die Funktionen mit glatter 2w-periodischer Fortsetzung:

a2 f

H: O3 (1) = O D), Hf = =25,

per per

Mit partieller Integration zeigt man (Hf,g)r2 = (f, Hg)> fiiv alle f,g € Cpe (1), sowie

(Hf, Y12 = H L||7, > 0. Die wy, sind Eigenfunktionen von H zu den Eigenwerten A, = k*:
Huwy, = k*wy,  fiir k € Z.

Nach Satz 6.5 ist der von den Eigenfunktionen wy, aufgespannte Raum dicht in L?(1,C).

Zum Schluss des Kapitels kehren wir nochmal zu den allgemeinen Konvergenzsitzen
zuriick. Wir wollen das Verhiltnis zwischen punktweiser Konvergenz und Konvergenz in
LP(u) genauer analysieren.

Satz 6.6 (Egorov) Sei p duferes Mafs auf X mit p(X) < oo, und fi seien messbar mit
fx — f punktweise p-fast-iiberall. Dann gibt es zu & > 0 eine messbare Menge A mit
w(X\A) < 0, so dass frla gleichmifig gegen f|a konvergiert.

BewEIs: Fiir € > 0 bilden die Mengen C}, = J;Z,{|f — fj| > €} eine absteigende Folge. Ist
f(x) = limg_oo fr(2), so gilt ¢ Cf fiir k£ hinreichend grof, also folgt mit der Stetigkeit des

MafBes, Satz 1.4(ii),
hmuC’k <m0k>—0

Hier wurde die Bedingung 1(X) < oo benutzt. Wéhle nun eine Folge €, N\, 0, und bestimme
zu jedem v € N ein k, € N mit pu(Cp”) < 2779, also

u( U CZZ) < 0.
v=1
Mit A := X\ (U;Z, Cp) folgt sup,eq |fj(z) — f(2)] <&, fiir alle j > k. O

Satz 6.7 (Konvergenzsatz von Vitali) Seien f, € LP(u), 1 < p < oo, mit f, — f
punktweise fast iberall. Dann sind folgende Aussagen (a) und (b) dquivalent:

(a) f e LP(u) und || fn = fllr — 0.
(b) Mit A(A) = limsup,, o [4 | ful? du gilt:

(1) Zue >0 gibt es ein 6 > 0 mit AN(A) < e fir alle A messbar mit u(A) < 9.
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(2) Zue >0 gibt es E messbar mit p(E) < oo und A(X\F) < e.
Im Fall p=1 heifit eine Folge mit (1) und (2) gleichgradig integrierbar.

BEWEIS: Sei f, — f in LP(u). Fiir A messbar gilt

W fallzocay = 1l ecay| < Wfn = Fllocay < fn = Fllze — 0.

Also folgt limy, o0 || fnllLr(ay = I fl|Lr(4), und somit

A(4) =/A|f|pdu-

Eigenschaft (1) gilt nun nach Bemerkung 5.1. Weiter ist mit Lemma 4.3

W(Ey) < ;/yf\pdu@o fiir By — {|fI” > 6}.

Nun gilt xx\g; [f]P < 6 (0 mit 6 \, 0, wobei |f[? integrierbare Majorante ist. Es folgt

AMX\Es) = /X\E |fIPdp < e fur 6 > 0 hinreichend klein.
S

Seien jetzt umgekehrt (1) und (2) vorausgesetzt. Zu € > 0 wéhle E wie in (2) sowie 6 > 0 wie
in (1). Da u(E) < oo, gibt es nach Egorov A C E messbar mit pu(E\A) < §, so dass f, — f
gleichméfig auf A. Hier wenden wir Satz 6.6 auf das Mafl up = pl,e an, die Menge A ist
dann pp-messbar, und damit auch p-messbar (siehe p. 51). Nun haben wir die Abschétzung

‘fn - f‘p < XA‘fn - f‘p + (XX\E + XE\A) 2p71(‘f‘p + ‘fn’p)
Aus dem Lemma von Fatou, Satz 5.2, folgt fiir B messbar
[ 1P dn <timint [ 17,07 du < \(B).
B n—oo B
Also erhalten wir mit n — oo wegen (2) und (1)
lim sup/ |fo — fIPdp < 2P (A(X\E) + A(E\A)) < 2°*Hle.
n—oo

O

Bedingung (1) im Satz von Vitali schliefit eine Konzentration des Integrals aus, wie sie etwa
bei der Diracfolge in Beispiel 5.1 auftritt. Bedingung (2) verhindert eine Konzentration bei
Unendlich, wie sie zum Beispiel fiir die Folge f, : R = R, fn = X[5,n41), stattfindet.
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7 Der Satz von Fubini

Mit dem Cavalierischen Prinzip (1635) kann das Volumen von Korpern durch Zerlegung in
parallele Schnitte berechnet werden. Allgemeiner kdnnen mit dem Satz von Fubini (1907)
mehrdimensionale Integrale bzw. allgemeiner Integrale in Produktraumen auf Integrationen
in den Faktoren reduziert werden. Gleichzeitig liefert der Satz eine optimale Aussage zur
Vertauschbarkeit der Reihenfolge der Integrationen bei iterierten Integralen.

Die Idee der Volumenberechnung durch Zerlegung in parallele Schnitte geht auf Archimedes
(287-212 v. Chr.) zuriick und ist als Prinzip von Cavalieri bekannt:

Haben zwei Korper in jeder Hohe Schnitte von gleichem Fldicheninhalt, so haben
ste auch das gleiche Volumen.

Man kann an einen Turm von Miinzen denken, dessen Gesamtvolumen sich nicht &ndert wenn
diese irgendwie horizontal verschoben werden. Bevor wir in die Theorie einsteigen, bringen
wir zwei elementare Beispiele, die auch fiir die Schule geeignet sind.

Beispiel 7.1 (Kegel-Volumen) Sei C C R? ein Kegel, zuniichst mit Héhe H = 1. Durch
Drehung und Verschiebung kénnen wir annehmen, dass die Spitze von C im Nullpunkt liegt
und die Basis in der Ebene z = 1, das heifit es gilt die Darstellung

C={s(b,1):b€eB,0<s<1} mit BcCR%

Fiir h € [0,1] ist der h-Schnitt von C' dann die Menge
Ch={acR?*: (a,h) €C}={hb:bc B} =hB.

Ist A der Flicheninhalt von B, so hat C}, den Inhalt h2A. Nach Cavalieri hiingt das Volumen

Vol(C') somit nur von A ab, wir schreiben Vol(C) = V(A). Es gilt V(kA) = kV(A) fiir k € N,
betrachte dazu k disjunkte Gebiete By, ..., By mit Inhalt jeweils A. Daraus folgt fiir k,m € N

mV(£A> - /.cmv(lA) — kV(A), also V(£A> L
m m m m
Durch Approximation sehen wir V(AA) = AV (A) fiir A > 0. Withle nun B = [~1,1]?, dann
ist C' eine Pyramide iiber [—1,1]? mit Hohe h = 1. Der Wiirfel [—1, 1] zerlegt sich in sechs
solche Pyramiden. Das bedeutet V(4) = 8/6, also V(A) = A/4V (4) = A/3. Sei schliefilich C
ein beliebiger Kegel mit Hohe H und Basisfliche A. Durch Streckung mit Faktor 1/H ergibt
sich ein Kegel mit Hohe Eins und Basisfliche A/H?, also folgt allgemein

Vol(C) = H¥V(A/H?) = H3*A/3H* = AH/3.
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Beispiel 7.2 (Kugel-Volumen) Betrachte in R? = R? x R folgende Mengen, sowie die
Inhalte der zugehorigen z-Schnitte:

Zylinder:  Z={(z,y,2):V2?+y*<1,0<2z<1} |Z:| =,
Kegel: C={(z,y,2) : Va2 +y>2 <2z 0< 2 <1} |C,| = 7 22,

Halbkugel: H = {(2,y,2): /22 +y2 <V1—-22,0<2<1} |H,|=7(1-2%).
Es gilt |Z.| = |C.| + |H.|, mit Cavalieri folgt vol(H) = vol(Z) — vol(C) = m — £m = 2, oder
vol(C) : vol(H) : vol(Z) =1:2:3 (Archimedes).

Nun zur allgemeinen Theorie. Die Definition des Lebesguemafies benutzte Uberdeckungen
mit Quadern, also Produkten von Intervallen. Die folgende Definition des Produktmafles ist
dhnlich, wobei wir uns auf zwei Faktoren beschrinken.

Definition 7.1 (Produktmaf) Seien «, 3 dufiere Mafle auf X,Y . Das Produktmafi o x (3
einer Menge E C X XY ist

(7.1) ax pf(E 1nf{ia ) : Aj, Bj messbar, E C UA X B; }
j=1 j=1
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a X B ist ein dufleres Maf}, das folgt wie beim Lebesguemaf, siehe Schritt 1 in Satz 3.2.

Lemma 7.1 (Produktmengen) Sei P = A x B eine Produktmenge, das heifit A, B sind
messbar beziiglich o, 5. Dann gilt a x f(P) = a(A)B(B), und P ist a X 3-messbar.

BEWEIS: Da A, B messbar, folgt a x §(P) < a(A)B(B) aus (7.1). Fiir die umgekehrte Un-
gleichung gehen wir analog zu Satz 3.1 vor. Der y-Schnitt von P ist

A furye B,

(0  sonst.

Py:{$€X:(x,y)€P}:{

Ist P C UjZ; Py mit Pj = Aj x By, so folgt Py C |72, (P))y, und weiter mit Fatou

o(A)B(B) = /Y / Z ) dB(y) < Z / 4B(y) = ia(Ag)ﬁ(Bg)
<

Jetzt zur Messbarkeit. Sei E' C |J;2, P; mit P; = Aj x B; wie in (7.1). Es gilt
(72) P,NP=(A;NA)x(B;NB) und PFP\P=(A4;NA)x(B;\B)U (4;\A)x B
Wir berechnen damit, wieder mit der Messbarkeit von A, B,

a X B(P] NP)+ax ,B(PJ\P) < Oé(Aj N A),@(B] NB)+ a(Aj N A)ﬂ(BJ\B)

+a(4;\A)B(Bj)
(a(Aj M A) + OJ(A]\A)),B(B])
= a(4;)B(B;).
Damit haben wir
ax B(ENP)+axB(E\P) < Z x B(P; N P) —i—Zaxﬂ P\P) <) a(4;
7j=1 7j=1 7=1
Nach (7.1) folgt wie gewiinscht a x S(E N P) + a x B(E\P) < a x B(E). O

Beim Beweis des Prinzips von Cavalieri brauchen wir die folgende Endlichkeitsbedingung,
siehe auch Beispiel 7.3 im Anschluss.

Definition 7.2 (o-endliche Menge) Sei p ein dufleres MafS auf X. Fine Menge D C X
heifit o-endlich bzgl. p, wenn es eine Ausschipfung D = \J;2 | Dy gibt mit D,, p-messbar
(insbesondere D messbar) und pu(Dy) < co.

Satz 7.1 (Cavalierisches Prinzip) Seien «, dufere Mafie auf X,Y. Die Menge D C
X xY sei o-endlich beziglich oo x 3. Dann ist Dy = {x € X : (z,y) € D} a-messbar fiir
B-fast-alle y € Y, die Funktion y — a(Dy) ist B-messbar, und es gilt

o x B(D) = /Y a(Dy) dB(y).
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BEWEIS: Sei zunédchst D messbar bzgl. o x 8 mit (a x 5)(D) < c©.

Schritt 1: Zu v € N gibt es eine Uberdeckung D C U2, P =: E” mit paarweise
disjunkten Produktmengen, so dass E' > E? O ... und

(7.3) axp(E)=axp(D) firE= ﬁ E".

v=1

Nach (7.1) und Lemma 7.1 gibt es jedenfalls eine Uberdeckung PY, i € N, mit

axﬁ(E”)gz;axB(Pi”)<a><B(D)+i.

Mit v — oo folgt (7.3). Wir kénnen induktiv P}, i € N, disjunkt annehmen, sonst zerlege

P\ U;;l P} wie in (7.2). Weiter erreichen wir E” C E¥~1 sonst gehe iiber zu der disjunkten
Uberdeckung P N P;’fl mit 4,7 € N. Auch das sind Produktmengen, siehe (7.2), und

S ax BRI AP =S 8( U PYAPT) < 3 o x BB,
i=1 j=1 i=1

,j=1

Da D messbar mit o x 3(D) < oo, folgt nun

(7.4) ax B(E\D)=ax p(E)—axp(D)=0.

Schritt 2: Sei € das System aller a x S-messbaren Mengen ¥ C X X Y mit
(7.5) Ey,={z € X :(z,y) € E} ist a-messbar fiir alle y € Y,
(7.6) die Funktion fg : Y — [0,00], y — a(E}) ist S-messbar,
(7.7) VE) = [y fedB = ax B(E).

Wir behaupten £ € £ mit E aus Schritt 1. Dazu stellen wir als erstes fest, dass Produkt-
mengen A X B in & sind. Denn es gilt (4 x B), = A, falls y € B, und (A x B), = () sonst.
Daraus folgt A x B € £, und zwar genauer

faxp=a(A)xp und (A x B)=a(A)B(B)=ax (A x B).

Als néchstes betrachte E = | J;2, E; paarweise disjunkt mit E; € £. Dann ist E, = [J;2, (E;)y
a-messbar, fp = > o2, fg, ist f-messbar, und aus dem Satz {iber monotone Konvergenz folgt

W(E):/Y;fEid,B:;/YfEidB:;axB(Ei):ax,B(E).

SchlieBlich sei E' D E? > ... mit B € £ und a x B(E') < oco. Fiir E = (02, BV ist
Ey = ;21 (E")y a-messbar fiir alle y € Y, und wegen [, fmdB = a x B(E') < oo gilt
a((EY)y) = fi(y) < oo fiir B-fast-alle y € Y. Aus Satz 1.4 folgt

fely) = a(Ey) = Vli_}r& a((EY)y) = Vli_}n; fev(y) fir p-fast-alle y € Y.
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Insbesondere ist fr B-messbar, und wegen fpv < fpi liefert der Satz von Lebesgue

v(E) = / fedp = lim / fevdBf = lim a x B(EY) =a x B(E).
Y V—r00 Y V—r00
Damit ist obige Behauptung gezeigt.

Schritt 3: Beweis des Satzes im Fall a x 8(D) < oo.
Sei N C X xY eine a x -Nullmenge. Wir wenden die Schritte 1 und 2 auf N an (statt auf
D), und erhalten ein C' O N mit a x §(C) =0 und C € &, insbesondere

0=axp(C)= /Ya(C’y) dg(y) = o(Ny) < o(Cy) =0 fir f-fast-alle y € Y.

Wihle N = E\D, dann folgt fiir -fast-alle y € Y: die Menge D, = E,\N, ist a-messbar
und es gilt fp(y) = fr(y). Insbesondere ist fp S-messbar und

/fDdﬁz/fEdBZaXﬁ(E)ZaX5(D)-
Y Y

Schritt 4: Beweis des Satzes im Fall D nur o-endlich.

Sei D = |J;2 | D, mit Dy, messbar bzgl. ax 3 und o x 3(D,,) < 00, sowie ohne Einschréinkung
Dy C Dy.... Dann ist Dy = (J;2,(Dy), messbar beziiglich « fiir S-fast-alle y € Y, es gilt
fD1 Sf[)2 g...und

fo(y) = a(Dy) = lim o((Dy)y) = lim fp, ().

n—oo n—oo

Folglich ist fp messbar bzgl. 8 und wegen monotoner Konvergenz

/ fpdB = lim / fp, dB = lim a x B(D,) =a x B(D).

Der Satz ist bewiesen. O

Natiirlich konnen die Rollen von « und 8 im Satz vertauscht werden, das heiffit man betrachtet
das -Maf3 der z-Schnitte D, = {y € Y : (z,y) € D} und integriert dieses beziiglich a. Die
o-Endlichkeit ist eine wesentliche Voraussetzung des Satzes, dazu folgendes Beispiel.

Beispiel 7.3 Fir D = {(z,y) € [0,1] x [0,1] : 2 =y} C R x [0, 1] gilt

/ card(D,)dL (x) =1 #0 = LY(D,) deard(y).
R (0,1]

Mit I = [5=2, BT gilt D = (%, (Up_; I x I1), also ist D messbar beziiglich £! x card. Aber
D kann nicht o-endlich sein bzgl. £! x card.

Wir kommen nun zu Anwendungen des Cavalierischen Prinzips. Dafiir schreiben wir das
Lebesguemafl £" als Produktmaf, was total naheliegend ist.
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Lemma 7.2 Es gilt L = LF x L™ fiirn =k +m.

BEWwEIS: Jeder Quader R im R™ ist ein Produkt R = P x Q von Quadern im R* und R™,
fiir die Volumina gilt |R| = |P||Q]. Somit ist

(e 9]

LME) = lnf{z |PJ| |QJ| ZPj,Qj Quader, E C U Pj x Q]} > Lk x L™(E).
Jj=1 j=1

Es reicht nun zu zeigen dass £L"(A x B) < LF(A)L™(B) fiir Produktmengen A x B, denn
dann folgt fiir £ C R™ beliebig

L'(E) < inf{Zﬁ”(Aj X Bj) : Aj, Bj messbar, E C U Aj x Bj} < LFx L™(E).
=1 =1

Betrachte erst den Fall £¥(A), £™(B) < co. Zu & > 0 gibt es Quader P;, Q; mit A C J2 P

und B C > 2%, Qj, sodass > 7%, [P < LF¥(A) + ¢ und 2521 1Qjl < L™(B) + e. Es folgt
Ax B U2 P x Qj, also

L"(Ax B) < i Pi]1Q; < (£F(A) +€) (L™(B) +¢) =% LE(A)L™(B).
ij=1

Fiir A, B beliebig setze Aj = {x € A: |z| < j} und B; = {y € B : |y| < j}. Dann folgt

J]—00

LA x B) = lim £™(A; x B;) < lim £F(A;)L™(B;) < L*(A)L™(B).
J—00

O
Beispiel 7.4 Hier berechnen wir das Volumen «,, der Kugel B = {z € R" : |z| < 1}. Fiir
y € (—1,1)ist B, = {x € R* 1 : |z] < (1 —4?)'/?}, also folgt mit Lemma 7.2 und Satz 7.1

1 1 i
ap = / LY (By)dy = an—1 / (1-— y2)n771 dy = ap—1 / sin" 9 dd .
-1 0

-1

—=A,
Durch partielle Integration folgt A, = ”T_lAn_g fiir n > 2, wobei Ag = m und A; = 2, also
% — 1 1 F i1 2% 2 b9
Ao = o= Ag = d A = o= A1 =2 .
Y g 0 WjHl 2; T R ]Hl2j+1
Also gilt A2k+1A2k = % bzw. A9y Aoy = %, und somit
"
Qg (AgpAop—1) - ... - (A2 Ay)ag = R
( ) (A3 Ag) s
2k 41 Aoj1Aog) - ... - (A3 Ag)oy = :
(k+5)(k=35)- 3
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Beispiel 7.5 Fiir A C R" sei K(A) = {y(z,1) e R" xR =R""1: 0 <y < 1, 2 € A}; dies
ist der Kegel mit Spitze 0 iiber der Basis A x {1} C R™*!. Wir behaupten: Ist A messbar
bzgl. L", so ist K (A) messbar bzgl. £*T! und es gilt

1

LK) = —

Lr(A).

Betrachte dazu die Mengen A C R", fiir die K(A) eine Borelmenge im R"*! ist. Dieses
System ist eine o-Algebra, denn es gilt K(R") = R" x (0, 1) sowie

K( U Ai> = [JK(4) wd  KR®RMA) = (R" x (0,1)) \K(A).
=1 =1

Weiter ist fiir  C R™ offen auch K(£2) offen in R"*!. Also ist fiir jede Borelmenge B C R
der Kegel K (B) eine Borelmenge, insbesondere £ !'-messbar, und aus Satz 7.1 folgt

1
n+1

1 1
E"“(K(B)):/ ﬁ"({yl’:xGB})dyz/ y" LY(B)dy = L"(B).
0 0

Ist nun A C R" lediglich £"-messbar, so gibt es nach Satz 2.1 Borelmengen B;» C R”
mit By C A C By und ,Cn(BQ\Bl) = 0. Es fOlgt K(Bl) C K(A) C K(BQ) und
LM (K(B)\K(By)) = LK (B2\B1)) = 0. Also ist K(A) £""!-messbar und die For-
mel fiir das Volumen des Kegels gilt auch fiir A.

Definition 7.3 (0-endliche Funktion) Fine Funktion f : X — [—o00,00] heifit o-endlich
beziiglich des dufSeren Mafles p, wenn gilt: f ist p-messbar und {f # 0} ist o-endlich.

Der folgende Satz iiber Integrale auf Produktriumen besitzt zahlreiche Anwendungen.

Satz 7.2 (Fubini) Seien o und 8 dufere Mafe auf X bzw. Y, und f : X xY — R sei
o-endlich bzgl. o x 8. Ist das Integral [ fd(a x () definiert, so gilt:

(1) fiir B-fast-alle y € Y st f(-,y) a-messbar, und [y f(x,y)do(x) existiert,
(2) y— [y f(x,y)da(z) ist f-messbar und [, [y f(x,y)da(x)dB(y) existiert,
(3) Jxxy fdlaxB)= [y [x f(2,y)da(z)dB(y).

Der Satz gilt auch mit vertauschter Reihenfolge der Integrationen, also folgt

/nyf (ax B) = //fxyda )dB(y //fxydﬂ ) da(z).

Zusatz: Ist f : X x Y — R o-endlich mit

/y/X |f (2, y)| da(x) dB(y) < oo

so ist f integrierbar beziiglich o X B, und damit ist der Satz anwendbar.
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Bewers: Fiir f = xg mit E C X x Y o-endlich gelten (1)—(3) nach Satz 7.1:
o fiir B-fast-alle y € Y ist f(-,y) = xp, a-messbar, mit [ f(z,y) do(z) = a(E,),
e y+— a(E,) ist S-messbar mit Integral fY a(E )dﬁ(y),

o [y fdlaxp)=(axB)E)=[,af = [y Jx f(z,y) da(z)dB(y).

Als néichstes sei f > 0. Nach Satz 4.4 glbt es a X B—Treppenfunkmonen 0< fi<fo<...mit
fe(z,y) 7 f(z,y) auf X x Y. Die fi sind ebenfalls o-endlich, und es gilt

e f(-,y) ist monotoner Limes der fi(-,y). Fir S-fast-alle y € Y ist damit f(-,y) a-messbar
und fX y) da = limg_, fX fr(-,y) da mit Satz 4.5.

e Die Funktion y — [y f(-,y) da ist monotoner Limes von y — [y fi(-,y) da, fiir S-fast-
alle y € Y. Damit ist y — [y f(-,y)do S-messbar, und [, [y f(z,y) do(z)dB(y) =
limy oo [y [ fe(2,y) da(z)dB(y) wieder nach Satz 4.5.

e Es folgt, nochmal mit Satz 4.5 und der dritten Aussage oben im Fall x g,

[ raaxs) = jm [ pdaxs)
XxXY

k—oo XxY
- lm /Y /X fiola,y) da(z)dA(y)

_ /Y /X f(,y) de(@)dB(y).

Damit ist der Satz von Fubini im Fall f > 0 bewiesen. Sei f schliefilich nur o-endlich und
zum Beispiel [ f~ d(a x ) < co. Dann sind f* auch o-endlich, und

/Y/Xf(x,y) do(z) dB(y) =/Xxyf d(a x B) < co.

Insbesondere folgt fiir f-fast-alle y € Y
/ f(z,y)da(x) <oco und [~ (z,y) < oo fiir a-fast-alle x € X.
X

Wir schlielen wieder in drei Schritten:

e Fiir f-fast-alle y € Y ist die Funktion f(-,y) = f7(-,y) — f(-,y) a-messbar, mit
Integral [ f(-,y)da = [y fT(-,y)da — [y f~(-,y) do (vgl. Satz 4.6 und nachfolgende
Bemerkung).

e die Funktion y — [ f(-,y) do ist Differenz zweier messbarer Funktionen, also messbar.
Ihr Integral existiert, denn wegen s — s~ fallend gilt

/Y(/Xf(x,y)da(x))_dﬂ(y) /Y(—/Xf(w,y)da(x))_dﬂ(y)
= [ [ e da@as) <
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e SchlieBlich folgt mit der Linearitéit des Integrals, siehe Satz 4.6,

://ﬁxyda )dB(y //f (z,y) da(x)dB(y)
= [ [0t = @) dat)dst)
_ /Y /X f(z,y) da(2)dB(y).

Damit ist der Satz bewiesen. Der Zusatz folgt durch Anwendung auf |f|, danach gilt

| wid@x s = [ [ 15@y)ldote) o) < o

das Integral von f beziiglich a x £ ist somit definiert. O

Beispiel 7.6 Ein Beispiel, wo die iterierten Integrale existieren aber verschieden sind, ist

1 1 2 .2 1 1 2 2
rm =y r -y
s dydr = — s drdy = 7.
L] @+ " ] @+ 22
Beachte dabei, dass der Integrand gegeben ist durch f(z,y) = 8%6% arctang fir y # 0.
In diesem Fall folgt aus dem Satz von Fubini, dass das Integral beziiglich des Produktmafes

nicht existiert. Es kommt aber auch vor, dass die iterierten Integrale gleich sind, und dennoch
das Integral beziiglich des Produktmafes nicht definiert ist:

// x2 dxdy // x2+y 5 dydx =

aber das £2-Integral iiber [—1,1]? existiert nicht wegen

1 1 1
Ty 2 ry 1 1 Yy
L - M dvdy = - -z du = oo,
/[0,1]2 (22 +y?)? L@y) /0/0 (@22 Y 2/0 (y 1+y2> Y

Beispiel 7.7 Sei p ein duBeres Mafl auf X und f: X — [0, o] sei o-endlich beziiglich . Ist
die Funktion ¢ : [0, 00] — [0, o0] stetig mit ¢(0) = 0, sowie auf (0, 00) stetig differenzierbar
mit ¢'(t) > 0, so gilt

[ ett@)dn) = [T o 0ulis > ) ar
X 0

Betrachte dazu den Subgraph E = {(x,t) € X x[0,00) : t < f(z)}. Die Funktionen (z,t) > t,
(z,t) = f(x) und (x,t) — ¢'(t) sind p x L1-messbar. Folglich ist auch E messbar beziiglich
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p x L', und die Funktion (z,t) — ¢'(t)xg(z,t) ist o-endlich beziiglich u x £!. Aus dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und dem Satz von Fubini folgt

| et = [ / ) X (e, £) dt du(z)
- /m a x L) (a,t)

=// t)xE (z,t) du(z) dt

=/0 St u({f > ty) dt

Fiir o(t) = t? mit p > 0 und f : X — R o-endlich folgt zum Beispiel

[oupdn= [ oo tuiis) > 1) a
X 0

Folgende Integrationsregel ist eine wichtige Anwendung des Satzes von Fubini.

Satz 7.3 (Partielle Integration) Sei Q C R" offen. Fiir f € C}(Q) und g € C*(Q) gilt

/(8jf)gdx:—/f(8jg)daz firj=1,...,n
Q Q
BEWEIS: Es reicht, die folgende Aussage zu beweisen:

(7.8) djfdr =0 fiir alle f € C}(R™).
R'n

Denn setzen wir fg durch Null zu einer Funktion ¢ € C}(R") fort, so folgt

0= [ s [ osgdo= [(@ingds+ [ 100

womit der Satz bewiesen ist. Nun liefert Fubini fiir f € C}(R") mit z = (2/,7,) e R" ! x R

0;f(x) dx:// 8jf(:n',a:n)d$'dxn:/ /8jf(x',xn)d:vnd:1:’.
R™ R JRn—1 Rr—1 JR

Fiir j = n ist das rechte Integral Null nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung, und fiir 1 < j <n — 1 verschwindet das mittlere Integral per Induktion. O

Die Regel wird oft mit den Operatoren Gradient und Divergenz formuliert, und zwar gilt fiir
feCH) und X € CH(Q,R")
/(gradf X)d /f (divX)d
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Dies folgt sofort wegen (grad f, X) = >"" ,(0;f)X; und f(divX)=> 7", f(0:;X;).

Der Satz von Fubini gilt auch fiir kartesische Produkte mit endlich vielen (statt nur
zwei) Faktoren. Man zeigt analog zu Lemma 7.2, dass in einem endlichen Produkt von
Maflen beliebig Klammern gesetzt oder weggelassen werden kénnen. Der Satz von Fubini
wird dann mittels Induktion tiber die Zahl der Faktoren bewiesen, wobei die Reihenfolge der
Integrationen beziiglich der einzelnen Variablen beliebig gew#hlt werden kann.
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8 Der Transformationssatz

Neben dem Satz von Fubini ist die Transformation auf geeignete Koordinaten das zweite
wichtige Hilfsmittel zur Berechnung von MaBen beziehungsweise Integralen im R™. Nach einigen
Beispielen behandeln wir in einem Exkurs die Umrechnung der Differentialoperatoren Gradient,
Divergenz und Laplace auf beliebige krummlinige Koordinaten. Diese Formeln kommen bei
diversen Problemen in Geometrie und Physik zur Anwendung.

Wir beginnen mit der Frage der Messbarkeit von Bildmengen. Es ist dabei praktisch die
Maximumsnorm ||z|| = max;<k<y, |zx| zu verwenden, bekanntlich ist ||z|| < |z| < /n||z]|.

Lemma 8.1 Sei U C R” offen und f : U — R™ Lipschitzstetig, mit Konstante A bzgl. der
Mazimumsnorm || - ||. Dann gilt

LYf(E)) < A"LYE) fir alle E C U.

BEWEIS: Wir kénnen L™ (F) < oo annehmen. Sei Q(z, 0) der abgeschlossene, achsenparallele
Wiirfel mit Mittelpunkt zg € R™ und Kantenldnge 2p > 0, also

Q(z0,0) ={z € R" : ||z — z0]| < 0}

Nach Voraussetzung gilt || f(x) — f(zo)|| < Al|lx — x| fiir z, 29 € U, also

Q@=Q(x0,0) CU = [f(Q) CQ(f(x0), Ao).

Nach Satz 2.4 gibt es nun V' O E offen mit £"(V) < L"(F) 4+ €, oBdA V C U, und weiter
eine Ausschopfung V = Ujoil Q; durch Wiirfel (); mit paarweise disjunktem Inneren, siche
Lemma 3.2. Damit folgt

LYf(B) < LM (fF(V) <D LMf(Q)) S A™ D LMQy) < A™(L™(E) +2).
i=1 i=1

Mit € — 0 folgt die Behauptung. O

Satz 8.1 (L"-Messbarkeit von Bildmengen) Ist U C R" offen und f : U — R" lokal
Lipschitzstetig, zum Beispiel f € C*(U,R"), so gilt:

(i) N C U Nullmenge = f(N) Nullmenge.
(i) ECU L"messbar = f(E) L"-messbar.

BEWwEIS: f ist auf kompakten Teilmengen von U Lipschitzstetig, deshalb folgt Aussage (i)
direkt aus Lemma 8.1. Fiir (ii) kénnen wir E beschrénkt voraussetzen, andernfalls betrachte
E; ={r € E: |z| < j}. Nach Folgerung 2.1 gilt nun E = |J;2; K; U N mit K; kompakt und
L"(N) =0. Da f(K;) kompakt und £"(f(N)) =0, ist f(£) L"-messbar. O
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Definition 8.1 (Diffeomorphismus) Fine Abbildung ¢ : U — V mit U,V C R"™ offen
heifit C*-Diffeomorphismus, wenn ¢ bijektiv ist und ¢, ¢~" stetig differenzierbar sind.

Beispiel 8.1 (Polarkoordinaten im R?) Betrachte die glatte Abbildung
¢ :(0,00) x (0,21) =U — V =R>\{(z,0) : 2 > 0}, ¢(r, ) = ( cos @, sinp).
Die Umkehrabbildung von ¢ lautet mit r = /22 + 32
_ T, arccos = falls y > 0,
o (ry) =4 ) .
(r, 2m — arccos £)  falls y < 0.

Y

Fiir z < 0 gilt alternativ ¢~ (z,y) = (r, § + arccos ¥), insbesondere ist ¢! glatt auf ganz V.

Unser Beweis des Transformationssatzes stiitzt sich auf folgende infinitesimale Fassung.

Lemma 8.2 Sei U C R" offen, g € U und ¢ : U — R™ mit D¢(zo) € Gl (R). Gegeben sei
eine Folge Q; = Q(xj,0;) C U mit 0j — 0 und xg € Q; fir alle j. Dann gilt

lim sup 7£” (qb(Qj))

det D .
T = et

BEwEIS: Wir konnen nach geeigneten Translationen xp = 0 und ¢(z9) = 0 annehmen,

auBlerdem sei zuniichst D¢p(0) = Id. Nach Definition der Differenzierbarkeit gilt dann

o i 9@ = (80 + Do) —a0)) o)==

10 |z — xol] a—0 ||z

Sei € > 0 gegeben. Fiir z € Q; gilt ||z]| < ||z — ;|| + ||z; — 0| < 295, also folgt
|p(x) — || < elz|| <2ep; flir j hinreichend groB.
Dies impliziert die Abschéitzung

[o(2) = d(z))|| < llo(2) — || + |l =zl + llzj — dzy)[| < (1 + 4e)ej,

und damit weiter .
il GO RS
Q5]
Mit j — oo und € N\, 0 folgt die Behauptung des Lemmas im Fall D¢(0) = Id. Fiir D¢(0)
beliebig sei ¢pg = Dp(0)~! o ¢, also Degg(0) = Id und ¢ = D¢ (0) o ¢g. Mit Satz 3.5 folgt

£7(6(Q,) £7(Dg(0) ($(@,)))

limsup ———% = limsup
jooo Q] j—o0 Q5]

et DH(0)] Timsup ZA20(Qa)

< [det D(0)].
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Es ist praktisch, in der Transformationsformel statt dL™ die klassischen Bezeichungen dx
bzw. dy zu verwenden, um zwischen Bild und Urbild zu unterscheiden.

Satz 8.2 (Transformationsformel) Seien U,V C R" offen und ¢ : U — V ein C*-
Diffeomorphismus. Ist A C U L™-messbar, so ist auch ¢p(A) L™-messbar und es gilt

(8.1) L(6(A)) = /A | det Do(2)] da.
Weiter gilt fiir jede L™-messbare Funktion f:V — R

(3.2) /V f(y) dy = /U f(6(x)) | det Do(x)| da,

falls eines der Integrale definiert ist.

BEWEIS: Wir betrachten auf U die #ufleren Mafie A = £"_| det Dg| und pu = ¢~1(L£"). Nach
Satz 5.1 und Satz 1.1 gelten fiir A C U Lebesgue-messbar folgende Aussagen:

(a) A ist A-messbar und A(A) = [, | det Do| dL™;
(b) A ist p-messbar und p(A) = L™*(¢(A));
(c) Aus L™"(A) = 0 folgt A\(A) = u(A) = 0.

In (b) bzw. (c) wird benutzt dass ¢(A) L"-messbar ist mit £"(¢(A)) = 0 wenn L"(A) = 0,
beides gilt nach Satz 8.1. Wir zeigen nun A(A) > u(A) fiir alle £L"-messbaren A C U. Dabei
koénnen wir A\(U) < oo und p(U) < oo voraussetzen, andernfalls schopfe U durch offene, relativ
kompakte Mengen aus. Nach Folgerung 2.1 gilt A = E\N, wobei L"(N) =0und E = (.2, U;
mit offenen U; D U D .... Wegen Satz 1.4(ii) (hier brauchen wir \(U), u(U) < 00) reicht es
daher aus, die Ungleichung auf allen offenen Mengen nachzuweisen. Aber nach Lemma 3.2
ist jede offene Menge eine abzéhlbare Vereinigung von kompakten, achsenparallelen Wiirfeln
in U mit paarweise disjunktem Inneren, die Schnitte der Wiirfel sind Nullmengen beziiglich
A und p. Es bleibt zu zeigen:

(8.3) AQo) > 1(Qp)  fiir alle solche Wiirfel Qg C U.

Angenommen es ist A(Qo) < p(Qo) fiir ein Qo. Wiahle dann ein 6 € [0, 1) mit A(Qo) < 6u(Qo),
und zerlege Qo durch Halbierung der Kanten in 2" kompakte Teilwiirfel Qo 1, ..., Qo 2n. Ware
A(Qoi) > 0u(Qo,) fidr alle 4, so folgt durch Summation

2™ 2m
MQo) = > MQoa) > 0> 1(Qo) = 0u(Qo),
i=1 =1

ein Widerspruch. Es gibt also einen Teilwiirfel Qp; =: Q1 mit A\(Q1) < Ou(Q1). Iteration
liefert eine Schachtelung Qg D @1 D ... so dass

(8.4) AMQj) < 0u(Qj) fur alle j € N.
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Es gilt (;2, Qj = {70} mit einem zp € U. Aus (8.4) und Lemma 8.2 folgt

_ Q) . MQj) . Q)
1 | 1
TN RN Rl ToN

< 0] det De(xo)|.

Aber |det D¢| ist stetig in g, also gilt mit j — oo

MQy)
[

~ |det: D (o) :@‘/Q (1det Do(a)] | det: D (ao)]) da| — 0.
J j

Wegen 6 < 1 und det D¢(zg) # 0 ist das ein Widerspruch. Dies zeigt (8.3) und damit die
Ungleichung A > . Als néchstes betrachte f: V — R. Es gilt {fo¢ < s} = ¢ ({f < s}),
nach Satz 8.1 ist mit f auch f o ¢ messbar beziiglich £ und umgekehrt. Es folgt weiter fiir
L"-messbares f: V — [0, o]

(8.5) /U £(¢(x))| det Do(x)) dx > /V £(y) dy.

Und zwar ergibt sich (8.5) erst fiir f = xp, indem wir in der Ungleichung A(A) > p(A) die
Menge A = ¢~ !(B) einsetzen, dann fiir nichtnegative £"-Treppenfunktionen und schlieflich
fiir f > 0 messbar durch Approximation von unten nach Satz 4.4. Um schliefSlich fiir f > 0 die
Gleichheit in (8.2) zu zeigen, wenden wir (8.5) auf ¢ : V' — U statt ¢ und auf g = fo¢|det Dg|
an. Dies liefert wegen 1 = det D(¢ 0 ¢)(y) = (det Dgzﬁ) (zp(y)) det D(y)

/V f(y) dy = /V 9 ()| det Dib(y)| dy > /U o(x) dz = /U £ (#(x))| det D () | e

Damit ist (8.2) fiir f > 0 bewiesen, Gleichung (8.1) folgt daraus mit f = x4(4). Fiir beliebige
f zerlegen wir schliefllich f = f+ — f—. O

Beispiel 8.2 (GauB-Integral) Fiir f:R? = R, f(z,y) = e~ (@ +y?) folgt mit Fubini

/szdﬁ:/Rew? </Rey2dy> dr = (AGZde)2.

Fiir Polarkoordinaten ¢ : (0,00) x (0,27) — R?\{(x,0) : > 0} gilt det Dg(r,0) = r. Da
{(z,0) : # > 0} eine £2-Nullmenge ist, folgt aus dem Transformationssatz, und anschlieBend
dem Satz von Fubini,

00 2m
fac? = / ey dL?(r,0) = / e "y </ d9> dr = .
R2 (0,00) % (0,27) 0 0

Also gilt [, e dz = /7.
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Beispiel 8.3 (Lineare Transformationsformel) Betrachte den Spezialfall von Satz 8.2,
dass der Diffeomorphismus ¢ : U — V Einschriankung einer linearen Abbildung ist, das heifit
¢(z) = Sz mit S € GL,(R). Dann gilt D¢(z) = S fiir alle x € U, und die Formeln aus dem
Transformationssatz lauten, vgl. auch Satz 3.5,

£(S(D)) = | det S| £7(D)  baw. /V F(y) dL™(y) = | det S| /U F(Sz) dL™ ().

Beispiel 8.4 (Polarkoordinaten im R?®) Betrachte im R? Polarkoordinaten
(1,0, ¢) = (rsinf cos p, rsinfsin g, rcosb).

Die Abbildung ¢ ist ein C*°-Diffeomorphismus der offenen Mengen U = (0, 00)x (0, 7) % (0, 27)
und V = R3\{(z,0, 2) : z > 0}. Die Inverse lautet explizit

arccos —— fiiry >0
z 2 2 -
r =22+ y2+ 22, 0 =arccos —, ¢ = VaTty )
T 2T — arccos ——= fir y <0.
,/x2+y2

Die Jacobimatrix von ¢ ist

sinf cosp 1 cosf cosep —r sinf sin @
Do(r,0,0) = | sinf sinp 1 cosf sinp 7 sinf cosy
cos 6 —r sin 0

Wir berechnen, zum Beispiel durch Entwicklung nach der dritten Zeile,
det D¢ = r? sin 6.

Mit der Transformationsformel und Fubini gilt fiir E = [rq1,r2] X [01,62] X [¢1, p2]

ro 2 pp2 P33
53(¢(E)) = /T /0 / r?sin@ dp df dr = -2 3 L (cos B — cos 63) (g — ©1)-
1 1 Je1
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Im restlichen Teil des Kapitels machen wir einen Ausflug in die Riemannsche Geometrie,
und zwar diskutieren wir die Riemannschen Versionen der Differentialoperatoren Gradient,
Divergenz und Laplace. Als Anwendung leiten wir Formeln her, die die iiblichen Euklidischen
Operatoren in krummlinigen Koordinaten ausdriicken. Diese sind in Geometrie, Analysis und
Physik relevant.

Definition 8.2 Sei U C R" offen. Eine Funktion g € CO(U,R™") heifit Riemannsche Me-
trik (der Klasse C°), wenn die Matriz g(z) = (gij(x)) € R™" symmetrisch und positiv definit
ist fiir alle x € U.

Es ist in diesem Kontext iiblich, die Komponenten von Linearformen bzw. Bilinearformen mit
unteren Indizes zu schreiben, dagegen die Komponenten von Vektoren mit oberen Indizes. Je-
de Matrixfunktion g : U — R™*" induziert eine ortsabhéingige Bilinearform, die iiblicherweise
auch mit g(z) bezeichnet wird:

n
g(x)(v,w) = Z gij(z)v'w?  fiir z € U, v,w € R™
ij=1

Die Funktion g ist genau dann eine Riemannsche Metrik, wenn die Bilinearform g(z) ein
Skalarprodukt auf R™ ist fiir alle z € U. Der Punkt ist, dass dieses Skalarprodukt von x
abhingt, und ebenso die Riemannsche Norm

Hng(z) =+g(@)(v,v) firzeU, veR"

Betrachte etwa eine Laufstrecke, die durch eine Parametrisierung v : [a,b] — R? gegeben
ist. Auf Asphalt ist die Geschwindigkeit eines Laufers konstant, zumindest idealisiert, seine
Gesamtzeit T ist dann proportional zur Euklidischen Léinge

b
T~ Liy) = / by ()] dus.

Bei einem Querfeldeinlauf hiangt seine Geschwindigkeit aber von der lokalen Beschaffenheit
des Bodens ab, die Gesamtzeit wird besser durch eine Riemannsche Liange modelliert:

b b
TNLg(v)Z/ HV’(U)IIgw(u))duz/ \/9(7(“))(7’(“)W'(“)) du.

Neben der Bogenldnge brauchen wir auch das Riemannsche Volumen von Mengen E C U.
Wihle zu x € U eine Euklidische Orthonormalbasis vy, ..., v,, die g(z) diagonalisiert, also

(9(x)vi,v5) = g(x)(vi,v5) = Nibdij = Ni{vg, v5)  mit Ay = g(x)(vi, vi) > 0.

Euklidisch spannen die v; einen Wiirfel  mit Volumen Eins auf. Beziiglich g(z) sind die
Vektoren v; orthogonal mit Lénge ||v]|4(z) = v/Ai, das Riemannsche Volumen von @ ist

VOlg () (V15 -+, Un) = VAL A = V/det g(2).
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Wir definieren also das Riemannsche Volumenmaf} durch p, = £"L+/det g, nach Satz 5.1 gilt

/fd,ug = /f\/detgdﬁn fiir £"-messbare f : U — [0, co].

Als weitere Riemannsche Groéflen kommen jetzt Gradient und Divergenz beziiglich g hinzu.

Definition 8.3 (Riemannsche Differentialoperatoren) Sei g € CY(U,R™™") eine Rie-
mannsche Metrik auf der offenen Menge U C R™. Der Gradient von ¢ € CY(U) und die
Divergenz von X € CY(U,R™) beziiglich g sind

(8.6) grad,p = Z g0, pe;  wobei gV (z) := (g(a:)fl)ij,
ij—1

1

8.7 div, X
( ) IVg /detg

> 0i(\/detg X'),  falls g € C'(U,R™"™).
i=1

Fiir ¢ € C?(U) definieren wir den Riemannschen Laplaceoperator (oder Laplace-Beltrami
Operator) durch Ay¢ = divggrad,e. In Koordinaten ergibt sich

n

1 »
— ) .
By = e 31 0i(g7+/det g 9j¢).

Die Definition von grad, und div, ist motiviert durch die folgenden Eigenschaften.

Lemma 8.3 (Riemannsche partielle Integration) Sei g € C°(U,R™™") eine Riemann-
sche Metrik auf der offenen Menge U C R™. Dann gilt fiir ¢ € CY(U) und X € CY(U,R")

(8.8) g(x)(v,gradgap(x)) = Dy(x)v  fir adlex e U, veR",

(8.9) / g(gradgcp,X) dpg —/ odiv,X du,  fir ¢ € CHU).
U U

In (8.9) brauchen wir g € C1(U,R™¥").

Die erste Aussage liefert die iibliche Interpretation des Gradienten als Richtung des stiarksten
Anstiegs, nur eben hier beziiglich des Skalarprodukts g(z). Die zweite Aussage ist die
partielle Integration, auch hier beziiglich des Skalarprodukts g.

BEwEIS: Wir zeigen (8.8) fiir v = ey, und zwar gilt wegen g; = g
n n n
g(ek,gradgu) = g(ek, Z g ou ej) = Z Zg”gjk O;u = Opu = Du - ey
ij=1 i=1 j=1

——
=dix
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Die zweite Aussage folgt aus der Euklidischen partiellen Integration:

/Ug(gradgcp,X) dpg = /Ug<zgij8igpej,2)(kek> v/ det g dx
k=1

1,j=1

n n
= Z/Zgijgjk&(pXk\/detgdx
ik=1"U j=1
S —
=0ik

- _/ngai( det gX?) dx
Ui=1

= —/ pdivy X dpg.
U

O

Ein Diffeomorphismus ¢ : U — V ordnet jedem Punkt y € V neue Koordinaten x € U zu, so
dass y = ¢(x). Wir wollen kléren, wie sich dabei Funktionen und Vektorfelder transformieren.
Eine Funktion v : Y — R hat in den neuen Koordinaten die Darstellung

(8.10) u=vo¢:U—=R.

Ist zum Beispiel ¢ die Abbildung von einer Landkarte in das zugehorige Gebiet und beschreibt
v(y) eine reale Temperaturverteilung, so gibt u(x) = v(¢(x)) die Verteilung auf der Landkarte
an. Funktionen w und v mit (8.10) nennen wir dquivalent unter ¢. Ein Vektorfeld Y : V' — R”
wird auf der Karte aber nicht durch Y o ¢ dargestellt. Zeigt zum Beispiel Y nach Norden,
so trifft das fiir Y o ¢ auf der Karte im allgemeinen nicht zu, je nach Position der Karte. Sei
aber z(t) eine Kurve in U mit 2(0) = z und 2/(0) = X (z). Fiir die Bildkurve y(t) = ¢(z(t))
folgt dann y(0) = ¢(z), und der von X (z) dargestellte Vektor ist y'(0) = Do (z)X (). Wir
nennen also zwei Vektorfelder X : U — R™ und Y : V — R” dquivalent unter ¢, falls gilt:

(8.11) Yop=D¢-X:U —R"

Zur Notation: die rechte Seite hat in € U den Funktionswert D¢(z)X (x) € R", der Punkt
soll auf die Linearitdt beziiglich X hinweisen. Zu Y : V. — R" gibt es genau ein dquivalentes
Feld X, namlich X (z) = Dé(x) 'Y (¢(x)). Soweit zu den allgemeinen Regeln (8.10) und
(8.11); jetzt kommt wieder die Riemannsche Geometrie ins Spiel.

Definition 8.4 (Riemannsche Isometrie) Seien g € C°(U,R™"), h € C°(V,R™ ") Rie-
mannsche Metriken auf den offenen Mengen U,V C R™. Ein Diffeomorphismus ¢ € C*(U, V)
heifst Isometrie (beziglich g und h), falls gilt:

(8.12) g(x)(v,w) = h(p(x))(Dp(x)v, D(x)w)  fir alle x € U, v,w € R".

Nach Definition ist ¢ genau dann eine Isometrie, wenn fiir jedes « € U die lineare Abbildung
Do(z) : (R", g(x)) — (R™, h(¢(x))) eine Isometrie von Euklidischen Vektorrdumen ist. Wir
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wollen sehen was das fiir die Matrizen g(x) und h(¢(x)) bedeutet. Berechne

n

gin(z) = g(x)(ej, &) = h(d(x))(Dd(x)ej, Do(x)er) = Y D(a)ijhir(d(x)) D).

ik=1
Da D¢(x)i; = Dqﬁ(m);ri, ist (8.12) gleichbedeutend mit

(8.13) 9(z) = De(x) " h((x)) De().

Der folgende Satz besagt, dass die von uns eingefiithrten Riemannschen Gréfien unter Isome-
trien invariant sind, was im Fall von Funktionen und Vektorfeldern als Aquivalenz unter der
Isometrie zu verstehen ist. Um die Formulierung nicht zu {iberfrachten, ist die Regularitét
der Funktionen u, v bzw. der Vektorfelder X, Y nicht spezifiziert, sie ist jeweils wie benotigt.

Satz 8.3 (Riemannsche Invarianz) Sei ¢ : (U,g) — (V,h) eine Riemannsche Isometrie.

Die Funktionen u,v sowie die Vektorfelder X,Y seien unter ¢ dquivalent. Dann gelten fol-
gende Transformationsregeln:

(e) Laplace: (Apv) o ¢ = Agu.
In (d) und (e) nehmen wir dabei an, dass g und h C1-Metriken sind.

BEWEIS:
(a): Mit (p o) (t) = Do(y(t))y (t) folgt fiir die Bogenlinge

Lu(bor) = /I 1DS( O Iy dt = /l I ()Lt dt = Lo (7).

(b): Nach (8.13) gilt detg(z) = det h(¢(x))|det Dé(x)|?, somit folgt durch Substitution
y = ¢(x) mit dem Transformationssatz

/vduh = /v(y)\/cmdy
= [ 6 VAL (@) | det Do)
= [ ot Vdetglo) do

= /voqﬁdlug.
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Die zweite Formel ergibt sich durch Wahl von v = x4(g)-

(c): Wir berechnen, wieder mit der Kettenregel,

h((2))(gradyv(¢(@)), Do(z)e;) = Du(d(x))Dd(w)e;
= D(vo¢)(x)e;
= g(z)(gradyu(z), ;)
= h(¢(z))(Dg(x)grad u(z), D(x)e;).
Die Vektoren D¢(x)e; bilden eine Basis, also folgt (c).

(d): Sei ¢ € CLU) beliebig. Mit ¢ = ¥ o ¢ gilt (grad,) o ¢ = D¢ - grad ¢, aufler-
dem ist nach Voraussetzung Y o ¢ = D¢ - X. Es folgt

h(grad,v,Y) o ¢ = ho ¢(D¢ - grad,p, D¢ - X) = g(grad, e, X).

Wir berechnen nun mit partieller Integration
/ @ (divpY) o pduy = / Y divyY dup
U \%
= —/ h(grad,,Y') dpu,
1%
=~ [ hgady,Y) 0 oy
U
= - /Ug(gradgsoyX) dpg
= / @ divy X dpg.
U
Mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung, sieche Lemma 8.4 unten, folgt (d).
(e): Nach (c) gilt (grad,v) o ¢ = D¢ - grad,u, also folgt aus (d)

(Apv)o ¢ = (divh gradhv) 0 ¢ = divy grad u = Agu.

Wir tragen noch das oben benutzte Lemma nach.

Lemma 8.4 Sei U C R™ offen und u € C°(U) mit [, updx =0 fir alle ¢ € CZ(U).
Dann ist u die Nullfunktion.

BEWEIS: Angenommen es gibt ein € U mit u(z) > 0. Dann gibt es ¢ > 0 und 6 > 0 mit
u(z) > 6 auf By(xr) C U. Wihle eine Funktion n € C°(U) mit sptn C By(x), n > 0 und
fU n(z)dr > 0. Aus der Monotonie des Integrals ergibt sich der Widerspruch

0= /Uu(:c)n(x) dx > /Udn(x) dx > 0.
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Definition 8.5 (induzierte Metrik) Sei ¢ € C1(U,V) ein Diffeomorphismus der offenen
Mengen U,V . C R". Ist h eine Riemannsche Metrik auf V, so ist die durch ¢ induzierte
Riemannsche Metrik defininiert durch
g(z)(v,w) = h(¢(z))(Do(z)v, Do(x)w)  fir alle x € U, v,w € R™.
Per Definition ist also ¢ : (U,g) — (V, h) eine Riemannsche Isometrie.
Man kann sagen, die induzierte Metrik kodiert die Geometrie von (V, h) im Urbild U von ¢.
Wiéhlen wir fiir A die Euklidische Metrik (-, -), so liefern unsere Formeln Darstellungen der
klassischen Euklidischen Operatoren grad, div und A in den krummlinigen Koordinaten, die
durch ¢ gegeben sind. Genauer haben wir gezeigt:
(gradv)o¢ = D¢-gradju wobei u =1vo ¢,
(divY)o¢p = divgX wobei D¢-X =Y o9,
(Av)ogp = Agu wieder mit u=1vo ¢.
Beispiel 8.5 (Polarkoordinatendarstellung des Laplaceoperators) Betrachte noch-
mals die Polarkoordinatenabbildung im R?
d(r,0,¢) = (rsinf cos @, rsinsin , r cos 0).

¢ ist C>°-Diffeomorphismus zwischen U = (0,00) x (0,7) x (0,27) und V = R3\{(z,0, ) :
x > 0}, siehe Beispiel 8.4. Die induzierte Metrik ist

1 0 0
g:U—=R¥>3 g(r0,0)=1 0 2 0
0 0 r2sin®6
Damit ergeben sich folgende Formeln:
1 1
gradgu = <87-U, T—Qﬁgu, mBSOU),
. 1 2 1 . 0
divgX = T—Q@(r X"+ Siﬁag(smHX ) + 0,X%,
1 9 1 : 1 2
Agu = T—Q 67.(’[” 3ru) —+ 7"2 Sing 89(Sln9 agu) —|— m 8<F’U/.

Hier bezeichnet X", X?, X¥ die Standardkoordinaten im (r, 6, p)-Raum. Fiir die Funktion
v(z,y,2) = (22 + y? + 22) Y2 ist u(r) = 1/r und somit Av = 0 auf R3\{0}.

Die Idee einer ortsabhéngigen Geometrie, im Sinne der Riemannschen Metrik, hat Bernhard
Riemann in seinem Habilitationsvortrag Uber die Hypothesen, die der Geometrie zugrun-
deliegen 1854 entworfen. Wir haben gesehen, dass die klassischen Differentialoperatoren in
dieser Situation definiert werden kénnen und invariant unter Isometrien sind, insbesondere
der Laplace-Beltrami Operator. Riemann hat dariiber hinaus ein Konzept von Kriimmung
entwickelt, das spéter grundlegend fiir die Formulierung der Allgemeinen Relativitdtstheorie
wurde (Einstein 1915).
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9 Das Flachenmafl auf Untermannigfaltigkeiten

Hauptziel dieses Abschnitts ist die Definition des FlichenmaBes fiir n-dimensionale C'-
Untermannigfaltigkeiten des R"**. Dazu wird zunichst der Flicheninhalt fiir Immersionen ad
hoc definiert und an einigen Beispielen motiviert. Diese Definition wird dann mittels lokaler
Parameterdarstellungen auf Untermannigfaltigkeiten iibertragen. Als Anwendung wird die
Aufspaltung von Gebietsintegralen beziiglich Radial- und Winkelkoordinaten, die sogenannte
Zwiebelformel, behandelt.

Zur Definition des Flidcheninhalts muss erst gekldart werden, was unter einer Fliache zu ver-
stehen ist. Am einfachsten ist der Begriff der parametrisierten Fliche oder Immersion. Eine
Abbildung f € C1(U,R"**), U  R™ offen, heiit Immersion wenn gilt:

rang Df(z) =n fiir alle x € U.

Die Vektoren 0;f(x) = Df(x)e; fiir j = 1,...,n bilden dann eine Basis von Bild D f(z) C
R"™*%. Die Zahl n heifit Dimension, die Zahl k& Kodimension von f.

Definition 9.1 (Flichenformel) Sei f € CY(U,R"*), U C R™ offen, eine Immersion.
Der (n-dimensionale) Flicheninhalt von f auf E C U ist

9.1) A(f,E) = /E Jf@)da  mit Jf(x) = \/det (Df(x)*Df (a)).

Die Funktion Jf heift Jacobische von f.*
Analog zu Definition 8.5 kénnen wir auch hier die induzierte Metrik von f einfiihren:
(9.2) g(x)(v,w) = (Df(x)v, Df (x)w)  baw. g(z) = Df(z)" Df(z).

Es gilt g(z)(v,v) = |Df(z)v]? > 0 fiir v # 0, da f eine Immersion ist. Man kann sagen, die
Riemannsche Metrik g kodiert die Geometrie ,auf der Fliche“, insbesondere gilt

(9.3) Jf =+/detg und A(f,E) = py(E).

Wir betrachten nun einige Spezialfille.

£C.G.J. Jacobi, 1804-1851
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Beispiel 9.1 Eine Immersion f: I = (a,b) — R™, f = f(t), heiit auch regulire Kurve. Es
gilt Jf(t) =/ /()T f(t) = |f'(t)], also ist die Linge von f nach Definition 9.1

b
£(f) = / (1) d.

Allgemein zahlt die Flachenformel das Mafl des Bildes mit Vielfachheit, wenn es mehrfach
iiberdeckt wird, zum Beispiel L(f,[0,3n]) = 3x fiir die Kurve f(t) = (cost,sint).

Beispiel 9.2 Eine zweidimensionale Immersion f : U — R3, f = f(z,y), heifit auch regulire
Flache. Die induzierte Metrik ist

g= < |8xf|2 <8a3f7 ayf> )
(Ouf:0,0)  10uf1* )

Also lautet die Jacobische, wobei x das Kreuzprodukt im R? ist,

Jf = 10 F 210,12 — (Def.0,)2 = 0] % 0,f].

Hier wurde fiir a,b € R3 die Formel |a|?|b|?>—(a, b)? = |axb|? benutzt. Betrachte als Spezialfall
Polarkoordinaten auf S2, also

f:U=(0,7) % (0,21) — S* C R3, £(0, ) = (sinf cos p, sin f sin ¢, cos ).

Mit Beispiel 8.4 im vorigen Kapitel gilt Jf(0,p) = sin@, insbesondere ist f eine regulére
Flache mit Fldcheninhalt

T 27T
A(f) :/ / sin 6 dpdf = 4.
0o Jo
Beispiel 9.3 Sei v € C1(U) mit U C R” offen. Die Graphenabbildung von u ist
foU =R f(z) = (2,u(@)).

Es gilt Df(x)v = (v, Du(x)v), also ist D f(x) injektiv und f eine Immersion. Die induzierte
Metrik ist gi;(z) = ((e;, D), (€5, 05u)) = 855 + (Oju) (Oju), oder

g(z) = Ey 4+ Du(z)T Du(x) mit Du(x)T = grad u(z).

Wir berechnen

() (14 |Du(x)|*)v  falls v = grad u(z),
z)v =
g v falls v L grad u(x).

Es folgt det g(x) = 1+ |Du(z)|?, also ergibt sich die klassische Formel
(9.4) A(f) = / 1+ [Du@)P dz.
U
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Als geometrische Grofle sollte sich der Fliacheninhalt unter Euklidischen Bewegungen nicht
dndern, auch darf er nicht von der Parametrisierung abhéngen. Beides stellen wir nun fest.

Satz 9.1 (Invarianzen des Flicheninhalts) Es gelten folgende Aussagen.

(a) Sei f € CYU,R™*) eine Immersion. Dann gilt A(B o f,E) = A(f, E) fir jede Bukli-
dische Bewegung B.

(b) Sei f € CY(V,R"*) eine Immersion. Dann gilt A(f o ¢, E) = A(f,¢(E)) fir jeden
Diffeomorphismus ¢ € CH(U, V).

BEWEIS: B hat die Form B(p) = Sp + b wobei S € O(n + k) und b € R"**. Es folgt
D(Bo f)(z) D(Bo f)(z) = Df(x)" S'S Df(x) = Df ()" Df(x).

Somit ist J(B o f) = Jf und folglich A(Bo f,E) = A(f, E).

Fiir (b) berechne wieder mit der Kettenregel

D(f o ¢)(x)"D(f o ¢)(x) =Do(x)" Df(¢(x))" Df(¢(x))D().

Nehmen wir die Determinante und dann die Wurzel, so folgt

(9-5) J(f o d)(x) = Jf(d(x)) | det Do(z)].

Mit dem Transformationssatz folgt

A(f.6(E)) = /¢ L= /E JF(é(x))] det D(x)| dir = /E Jf 0 @)(x)da = A(f 0 6, F).
O

Zu diesen Aussagen noch zwei Anmerkungen. Mit (a) folgt, dass die Fldchenformel auf flachen
Immersionen das richtige Ergebnis liefert. Genauer sei ¢ € C1(U,V), U,V C R" offen, ein
Diffeomorphismus und B : R"t* — R"** eine Euklidische Bewegung. Identifizieren wir R"
und R™ x {0} € R"** 50 erhalten wir die flache Immersion B o ¢. Ihr Flicheninhalt ist dann
wie er sein sollte, ndmlich

A(Bo¢,E) = A6, E) = [E Jo(z) dz = [E | det Do(z)| dz = L (6(E)).

In (b) gilt allgemeiner folgendes: sind g und A die induzierten Metriken von f und f o ¢, so
ist ¢ : (U, g) — (V,h) eine Riemannsche Isometrie:

Df(¢(x))Do(x)v, Df(¢(x)) Do (x)w)
D(f o ¢)(x)v, D(f o ¢)(x)w)
= g(@)(v,w).

h¢(x))(Do(x)v, D(x)w) =

o~ o~
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Die Aussage folgt damit alternativ aus Satz 8.3(b), denn es gilt

A(f, 0(E)) = mn(¢(E)) = pg(E) = A(f, E).

Wir wollen nun einen globaleren Standpunkt einnehmen und Flédchen betrachten, die nicht
bzw. nicht a priori durch eine einzige Parametrisierung gegeben sind. Unser Ziel ist es, auf
diesen Fldchen — genauer: Untermannigfaltigkeiten — ein n-dimensionales Fléichenmafl zu
definieren. Wir erinnern vorher an die relevanten Begriffe aus Analysis II, sieche Kapitel 8
dort.

Definition 9.2 (Untermannigfaltigkeit) Eine Menge M C R™ n k € N, heifit n-
dimensionale Untermannigfaltigkeit der Klasse C', falls gilt: zu jedem p € M gibt es eine
offene Umgebung W C R"* und einen C'-Diffeomorphismus ¢ : W — ¢(W) C R"* mit

P(MNW) = (R" x {0}) N o(W).

Wir nennen ¢ eine lokale Plattung von M. Folgende alternative Charakterisierungen sind aus
Analysis I bekannt.

Satz 9.2 (Untermannigfaltigkeitskriterien) Seien n,k € N. Fir M C R"™* sind fol-
gende Aussagen dquivalent:

(1) M ist eine n-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit.

(2) Niveaumengenkriterium: Zu jedem p € M gibt es eine offene Umgebung W C R"tF
und eine Funktion h € CY(W,R¥) mit rang Dh(q) = k fiir alle ¢ € W, so dass

MW ={qgeW :h(g) =0}

(3) Graphenkriterium: Zu jedem p € M gibt es nach geeigneter Umnummerierung der
Koordinaten eine offene Umgebung U x V.C R™ x R¥ und eine Funktion v € C*(U,V),
so dass gilt:

MnUxV)=({(z,u(z)): z €U}).




Beispiel 9.4 Die Sphiire S* = {p € R""! : |p| = 1} ist eine C'-Untermannigfaltigkeit
von R™*! der Dimension n, denn fiir jedes p € S™ koénnen wir im Niveaumengenkriterium
W =R"*1\{0} und h(q) = |¢|*> — 1 wiihlen:

Dh(qg) =2¢#0auf W und S"NW =8S"={q€ W :h(q) =0}.

Im folgenden betrachten wir M C R""* als metrischen Raum, mit der induzierten Metrik
d(p,q) = |p—q|. Wir kénnen dann von offenen und abgeschlossenen Teilmengen von M reden.
Wir brauchen folgende Tatsachen, siehe auch Beispiel 1.2 in Analysis 2:

o ist A C R"* abgeschlossen, so ist M N A abgeschlossen in M.
e K C M ist genau dann kompakt in M, wenn K kompakt in R"* ist.

e VV C M ist genau dann offen in M, wenn V = M NW fiir eine offene Menge W C R+,

Satz 9.3 (o-Kompaktheit von Untermannigfaltigkeiten) Jede n-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit M C R™F st als abzihlbare Vereinigung M = U2, K;i von kompakten
Mengen K; darstellbar.

BEWEIS:

Schritt 1: M ist lokal kompakt.

Sei W offene Umgebung von p mit M NW = h~1{0} wie in Satz 9.2(2). Wir zeigen: ist
B.(p) € W so ist M N B,(p) kompakt. Denn eine Folge ¢ € M N B,.(p) konvergiert, nach
Wahl einer Teilfolge, gegen ein g € B,(p). Da h stetig, folgt h(q) = limj_,o h(gr) = 0 und
damit auch p € M.

Schritt 2: M ist separabel, d.h. es gibt eine abzihlbare dichte Teilmenge P.
Betrachte die Gitterwiirfel Q;; = 2745 + [0,1]) fiir j € Z"* und [ € Ny. Wihle in jedem
Wiirfel Q;; mit M N Q;,; # 0 einen Punkt p;;. Die Menge P dieser Punkte ist dicht.

Schritt 3: Beweis des Satzes.
Die Mengen M N B, (p) sind abgeschlossen in (M, d). Setze

r(p) = sup{r > 0: M N B,(p) ist kompakt}.

Fiir r € (0,7(p)) ist dann M N B,(p) in einer kompakten Menge enthalten, und damit selbst
kompakt. Seien pg,p € M mit pr — p und r < r(p). Mit o € (r,7(p)) liegt M N B,(px)
in M N B,(p) fiir k hinreichend grof, ist also kompakt. Es folgt r(px) > r und damit
liminfy oo 7(pr) > 7(p) > 0. Es folgt nun

M = | M 0 By, (p) mit o(p) =

peP

r(p)/2 falls r(p) < oo,
1 falls r(p) = oo.

Denn zu p € M gibt es eine Folge pr € P mit pp — p und liminfy_, o(px) > 0, also
p € M N By, (px) fiir k groB. Damit haben wir eine Darstellung wie verlangt. O
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Definition 9.3 (lokale Parametrisierung) Sei M C R"** eine n-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit der Klasse C'. Eine lokale Parametrisierung von M ist eine injektive Im-
mersion f: U — M C R wobei U C R™ offen, der Klasse C.

Wir beabsichtigen, die Untermannigfaltigkeit M durch Bildgebiete von Parametrisierungen zu
iiberdecken und das Maf} in jedem einzelnen Bildgebiet mit der Fldchenformel zu berechnen.

Lemma 9.1 Fir jede Untermannigfaltigkeit M C R™* der Klasse C' gibt es lokale C-
Parametrisierungen f; : Uy — M, wobei i € N, so dass M = J;2, f(U;).

BEWEIS: Zu jedem p € M gibt es eine lokale Pliattung ¢ : W — ¢(W) mit p € W. Dann
ist U = R"N (W) offen in R, und f = ¢_1|an¢>(W) ist eine lokale Parametrisierung von
M mit p € f(U). AuBlerdem ist das Bildgebiet f(U) = M NW offen in M. Eine kompakte
Menge K C M wird also durch endlich viele Bildgebiete iiberdeckt. Die Behauptung folgt
mit Satz 9.3. dJ

Die folgenden Eigenschaften von lokalen Parametrisierungen sind wesentlich.

Satz 9.4 Fir eine C'-Untermannigfaltigkeit M C R™* gelten folgende Aussagen.

(1) Ist f : U — M eine lokale Parametrisierung von M, so ist f(U) offenin M und f : U —
f(U) ist homeomorph, das heifit f~1 ist stetig beziiglich der induzierten (Euklidischen)
Metrik auf f(U).

(2) Sind f; : Uy — f(U;) = V; fiir i = 1,2 lokale C'-Parametrisierungen von M, so ist
f;l ofi: ffl(Vl NnVy) — f{l(Vl N Va) ein C*-Diffeomorphismus.
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BEWEIS: Wir zeigen (1) erst im Fall dass eine lokale Plittung ¢ : W — ¢(W) existiert mit
f(U)C W.Dann ist ¢po f : U — R™ C R""* definiert, injektiv, und es gilt

rang D(¢ o f)(z) = rang (D¢(f(z)) Df(z)) =n fiir alle z € U.
Also ist V = (¢ o f)(U) C R™ offen, und ¢ o f : U — V ist C'-Diffeomorphismus. Es folgt
fU) =¢7H(V) = Mg~ (V x RY),

das heiit f(U) ist offen in M. Weiter folgt aus der Darstellung f~! = (¢ o f)~to ol die
Stetigkeit. Um nun (1) allgemein zu zeigen, wihle zu p € f(U) eine Plittung ¢ : W — ¢(W)
mit mit p € W, und setze U = U N f~YW) sowie f = flg- Dann ist f(U) c f(U) offene
Umgebung von p, also f(U) offen in M. Und f_l\f(U) = (f|U)_1 ist stetig, das heifit f~! ist
stetig auf ganz f(U).

Fiir (2) reicht es zu zeigen, dass jedes x € f; 1(V1 N V3) eine Umgebung hat, auf der
fz_l o f1 eine C'-Abbildung ist. Sei ¢ : W — ¢(W) lokale Plittung mit f(z) € M NW. Nach
Verkleinerung gilt f(U;) C W fiir i = 1,2, und

fotofi=(pofo) ol(pof) auffi'(Vink).

Die Abbildungen rechts sind von der Klasse C!, wie unter Aussage (1) gezeigt. O

Wir haben drei Kriterien dafiir diskutiert, dass eine Menge M C R™** eine Untermannigfal-
tigkeit ist, ndmlich die Darstellung durch Plattungen, Niveaumengen und Graphen. Die lokale
Darstellung mit Immersionen fithrt auf ein viertes Kriterium. Eine injektive C''-Immersion
f: U — R"PF heifit C'-Einbettung, wenn zusitzlich f : U — f(U) homeomorph ist, das
heifit f~! ist stetig beziiglich der Euklidischen Metrik auf R"**. Damit lautet das Kriterium:

Zu jedem p € M gibt es eine C'-Einbettung f : U — f(U), so dass f(U) eine
offene Umgebung von p in M ist.

Die Eigenschaft ist auf jeden Fall notwendig: ist ¢ : W — ¢(W) eine lokale Pldttung, so
kann U = R* N ¢(W) und f = ¢~ !y gewihlt werden, denn f~! = @|pnw ist stetig und
f(U) = MnNW ist offen in M. Es kann gezeigt werden, dass das Kriterium auch hinreichend
ist. Zum Nachweis, dass eine Menge M eine Untermannigfaltigkeit ist, finde ich allerdings
die anderen Kriterien praktischer; es kann fiir eine gegebene injektive Immersion f : U — M
schwierig sein zu zeigen, dass f~! stetig ist und f(U) offen in M. Ist dagegen M schon als
Untermannigfaltigkeit erkannt, so sind diese Eigenschaften automatisch nach Satz 9.4(1).
Eine Untermannigfaltigkeit M C R™** ist mit der induzierten Metrik ein metrischer Raum,
also haben wir die Borelmengen Bps. Ist f : U — M eine lokale Parametrisierung und
B € By, so ist f71(B) eine Borelmenge im R™. Denn das System By aller B € By mit
f~Y(B) Borel ist eine o-Algebra: es gilt () € By, und fiir B, B; € By ist

FYM\B) =U\fY(B) und f—l(U Bi) =Jr 3.
i=1 i=1
Fiir V.C M offen ist f~1(V) offen im R™, da f stetig, also folgt By = By wie behauptet.
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Satz 9.5 (Flichenmaf) Sei M eine n-dimensionale C'-Untermannigfaltigkeit des Rk,
Dann gibt es auf M genau ein Radonmaf ppr, so dass fir jede lokale Parametrisierung
f:U—= f(U) =V und jede Borelmenge E C'V gilt:

(9:) ()= [ arar

BEWEIS: Seien f; : U; — fi(U;) = V; lokale Parametrisierungen so dass M = U;2, Vi, siche
Lemma 9.1. Mit M; = V;\ U;;ll Vjist M = |J;2, M; eine disjunkte Zerlegung in Borelmengen
M; C V;. Ist i ein Radonmafl wie in der Behauptung, so folgt fiir £ € By

Z,uEﬂM Z/ Jfi(x) da

L(ENM;)

Das beweist die Eindeutigkeit, denn g ist durch die Werte auf Bjs schon festgelegt. Zur
Existenz formulieren wir (9.6) um, und zwar gilt mit uy = f(L".Jf) die Darstellung

(9.7) / Jf(z)dx = pp(E) falls f~1(F) L -messbar.
f=1(E)

Wir definieren nun ups fiir £ C M beliebig durch
(9.8) par(E) =Y mi(ENDM;)  wobei p; = puy,.
i=1

fiy ist ein duBeres MaB, denn fup(0) = 0 und fir £ C U2, Ej gilt

(o clNe o) [ el o) oo
pnt (B Zuz (EnM;) SZZ (BN M) =3 > wi(EjN M) = pna(Ey)
i=1 j=1 j=1

=1 7j=114i=1

Jetzt zeigen wir: ist fi_l(E) L"-messbar fiir alle ¢ € N, so ist £ ups-messbar; insbesondere
sind alle Borelmengen fip/-messbar. Und zwar ist £ p;-messbar nach Satz 1.1 (Bildmaf}) und
Satz 5.1 (Maf mit Dichte), also folgt fir S C M

M(SOE) +ppy(S\E) = > p(SNMNE)+> pi(SNM\E)
i=1 i=1
= Y m(SNn M)
i=1
= pm(9).
Als nichstes beweisen wir (9.6) fiir die E C M, fiir die f~!(E) und fi_l(E), 1 € N, L% messbar

sind. Wir wollen die Invarianz des Flicheninhalts unter Umparametrisierungen verwenden,
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hier bzgl. der Diffeomorphismen ¢; : f; X (V; N V) — f~{(VinV), ¢; = f~' o fi. Es gilt
fi=fod;auf f7H(V;NV) sowie ¢; 0 f; ' = f~1 auf V;N V. Mit (9.7) folgt

wi(ENM;) = A(fi, [T (ENM)) = A(f, ¢:(f; (ENM,;))) = pp(E N M).
Es folgt, da M = (J;2; M; disjunkte Borelzerlegung und E pj-messbar,
i (B) = 3 psEOM) =3 (BN = ()= [ ap(e)de
i=1 i=1

Sei nun K C M kompakt. Wihle zu p € K eine lokale Parametrisierung f : U — V mit

p = f(x) fiir ein x € U. Fiir r > 0 klein ist dann B,(z) C U, und aus (9.6) folgt
p(FBD) = [ Ipydy < oo

Nach Satz 9.4 ist f(B,(z)) eine offene Umgebung von p. Die Menge K wird durch endlich
viele solche Umgebungen iiberdeckt. Schliellich bleibt zu priifen dass pys Borelregular ist.
Sei f: U — f(U) =V eine lokale Parametrisierung. Wir behaupten zunéchst: zu A C U gibt
es B Borel mit A C B C U und

LOUIf(A) = £'LIf(B) = / Jf () da.
B
Nach Satz 5.1 gibt es namlich eine £™-messbare Folge A C By, C U mit

L' Jf(A) = lim Jf (z) dx.

k—o0 Bk

Nach Folgerung 2.1 kénnen wir die By, Borel wihlen, mit B = (1,2, B, folgt die Behauptung.
Ist nun £ C V beliebig, so erhalte B Borel mit f~!(E) Cc B C U, also E C f(B), und

FILMIF)(E) = L If(fH(E)) = LPCJf(B) = f(L " JIf)(f(B))-

Man sieht wie oben, dass f Borelmengen in Borelmengen abbildt. Sei nun £ C M beliebig.
Wir wenden das Argument an auf ENM;, und erhalten C; = f(B;) € Bas so dass ENM,; C C;
und p;(E N M;) = p;(C;). Da M; selbst Borel ist, kénnen wir C; C M; annehmen. Insgesamt
ist dann C' = |J;2, C; O E Borel mit

pa(C) = mi(Ci) = > (BN M;) = pp(E).
=1

=1

Wir wollen den Satz wie folgt ergénzen.

Satz 9.6 Sei M eine n-dimensionale C-Untermannigfaltigkeit des R™* mit zugehirigem
Flichenmaf ups. Dann gilt:
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(a) N C M ist genau dann eine puy-Nullmenge, wenn f~1(N) eine L™-Nullmenge ist fiir
jede lokale Parametrisierung f:U — M.

(b) E C M ist genau dann ppr-messbar, wenn f~1(E) L"-messbar ist fiir jede lokale Pa-
rametrisierung f : U — M, und fiir E gilt dann auch die Formel (9.6).

BEWEIS:

(a): Sei f; : U; — f(U;) = V; eine abzéhlbare Familie von lokalen Parametrisierungen von
M. Sei N C |J;e; Vi so dass £ H(IN) eine £L"-Nullmenge ist fiir alle i € I. Nach (9.6) gilt

0—/ Jfi(x) dx = pp (N N V),
1)

i

also ist N eine pp/-Nullmenge. Sei umgekehrt gy (N) = 0. Da pps ein Radonma$ ist, gibt es
B D N Borel mit pup(B) =0, und es folgt wieder mit (9.6)

0=upm(BNV) = /f—l(B) Jf (z) dx.

Wegen Jf > 0ist f~1(N) C f~1(B) eine £L"-Nullmenge.

(b): Seien f; : U; — V;, ¢ € N, die lokalen Parametrisierungen aus Satz 9.5, insbeson-
dere M = |J;2, V;. Wir haben dort gezeigt: sind die Mengen f;l(E) L"-messbar fiir alle
1 € N, so ist F up-messbar. Umgekehrt beachten wir, dass M mit der induzierten Metrik
lokal kompakt und o-kompakt ist, sieche Satz 9.3. Am Ende von Kapitel 2 hatten wir
bemerkt, dass damit messbare Mengen wie in Folgerung 2.1 charakterisiert sind: £ C M
ist genau dann ppr-messbar, wenn F = B U N mit B Borel und pp/(N) = 0. Fiir eine
lokale Parametrisierung f : U — M ist f~'(B) eine Borelmenge im R™ und f~!(N) ist eine
L"-Nullmenge. Also ist f~Y(E) = f~Y(B) U f~}(N) L"-messbar. O
Aus dem Beweis ergibt sich folgende Tatsache: um zu zeigen, dass eine Menge F C M Mafl
Null hat oder messbar ist, muss nicht jede lokale Parametrisierung untersucht werden, es reicht
eine Familie die F iiberdeckt. Um den Flacheninhalt von M auszurechnen, wird man M bis
auf eine Nullmenge in messbare Mengen M, zerlegen, die jeweils in einem Parametergebiet
liegen. Auf den M; kann dann (9.6) angewandt werden. In einfachen Féllen reicht schon eine
einzige Parametrisierung aus. Entsprechend kann man bei Oberflachenintegralen vorgehen.

Folgerung 9.1 (Oberflichenintegral) Sei M eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit
des R"* der Klasse C1'. Gegeben sei eine abzihlbare, messbare Zerlegung M\N = Uier Mi,
wobei ppr(N) =0 und M; C'V; fir lokale Parametrisierungen f; : Uy — V;. Dann gilt

[ s = > sy NS

wenn entweder u > 0 messbar oder u € L ().
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BEWEIS: Die Aussage gilt nach Satz 9.5, in Verbindung mit Satz 9.6(b), wenn u eine charak-
teristische Funktion ist, und damit auch fiir messbare Treppenfunktionen. Fiir u > 0 folgt
die Behauptung durch Approximation von unten mit Treppenfunktionen wu; aus dem Satz
iiber monotone Konvergenz. Auf der rechten Seite benutzt man monotone Konvergenz erst
fiir die einzelnen Integrale und dann nachmals fiir die Reihe. Fiir u € L'(ups) zerlegen wir in
ut und u~. O

Lemma 9.2 (Transformation des FlichenmafBles unter Ahnlichkeiten) Sei M eine
n-dimensionale Ct-Untermannigfaltigheit des Rk, Ist S : R"E — Rk S(p) = AQ(p+a)
mit A >0, Q € O(n+ k) und a € R"*, so gilt

(9.9) psm(SE) = XNum(E) firalle EC M,
(9.10) / vdusy = )\"/ voS duy, falls eines der Integrale existiert.
SM M

BEWEIS: Man sieht leicht, dass v(E) = A\ "ugy (SE) ein Radonmafl auf M definiert. Ist
f : U — V eine lokale Parametrisierung von M, so ist So f : U — SV lokale Parametrisierung
von SM. Da DS(p) = AQ fiir p € R"F, gilt

D(So f)(x)'D(So f)(z) = N*Df(z)" Df (x),

also J(S o f)(z) = A\"Jf(z). Es folgt fiir E C V' Lebesguemessbar
v(E) = )\_"/ J(S o f)(z)dx = / Jf(x)dx.
(Sof)~H(SE) f~4(E)

Wegen Eindeutigkeit folgt v = pay, also gilt (9.9). Aussage (9.10) folgt dann zuerst im Fall
v = xpB, mit B C T(M) messbar, dann fiir messbares v > 0 durch Approximation von unten
mit Treppenfunktionen, siche Satz 4.4, und schlieSlich durch Zerlegung v = v™ — v~ fiir
beliebige messbare Funktionen v. O

Satz 9.7 (Zwiebelformel) Fir u € L'(R"™Y) ist ulpp, € L'(uop,) fiir fast alle r > 0,
wobei 0B, = 0B,(0), und es gilt

/Rn+1 u(p) dp = /000 /GBT u(p) dpos, (p) dr = /DOO r" /n u(rw) dugn (w) dr.

BEWEIS: Sei f: U — V C S™ lokale Parametrisierung und C(V) = {rw : w € V, r > 0} der
offene Kegel tiber V. Betrachte den Diffeomorphismus

¢:(0,00) x U = C(V), ¢(r,x) =rf(z).

Mit g;j(x) = <g—g{i, 8%} lautet die induzierte Metrik von ¢

D¢(T,w)TD¢(r, x) = ((1) r2go(x)> c R(n+1)><(n+1).
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Ist E = f(A) fir £L"messbares A C U und C(FE) der Kegel iiber E, so folgt aus dem
Transformationssatz und Fubini

/ u(p)dp = / u(rf(z)) r*y/det g(x) L™ (r, z)
C(E) (0,00)x A
= / 7“"/ u(rf(z)) \/det g() dx dr
0 A

_ /0 Ty /E w(rw) dpgn () dr
= /O h /{ - u(p) dpgg, (p) dr,

wobei zuletzt Lemma 9.2 benutzt wurde. Wéhle nun eine disjunkte Zerlegung S™ = U;\le E;
mit E; C Vj, wobei f; : U; — V; lokale Parametrisierungen sind. Durch Addition folgt die
Behauptung. O

Beispiel 9.5 Mit u = xp, (9 folgt fiir das Maf} wy, = pugn (S™) der n-dimensionalen Sphire

Wn,
n+1

1 1
any1 = LH(B1(0)) = / pon, (0By) dr = / wprdr =
0 0

also zum Beispiel w; = 27, wy = 47 und w3 = 272, vgl. Beispiel 7.4.

Bemerkung 9.1 In Anwendungen tritt oft das Problem auf, ob eine gegebene Folge M;
von Untermannigfaltigkeiten eine konvergente Teilfolge hat. Die Frage, was ein geeigneter
Konvergenzbegriff sein konnte, ist iiberhaupt nicht trivial. Es kommt natiirlich darauf an,
welche Kontrolle man fiir die M; zur Verfiigung hat. Wir wollen hier die Situation betrachten,
wenn gleichméflige Fldchenschranken gegeben sind. Um das zu formulieren, setzen wir das
FichenmaB piy; zu einem MaB p auf ganz R™H* fort, und zwar setzen wir

wE) = py(ENM)  fiir alle E C R™F

Man kann zeigen, dass p ein Borelmaf ist und aulerdem Borelregulédr. Im allgemeinen ist p
kein Radonma$: ist zum Beispiel M C R? die Vereinigung aller Kreise um den Nullpunkt mit
Radius 1/i, i € N, so ist

w(Br(0)) = pur(Br(0)N M) =00 fiir alle r > 0.

Hier wollen wir aber fiir die M; voraussetzen, dass der Flacheninhalt lokal endlich ist. Die
zugehorigen Mafle p1; sind dann Radonmafle. Dariiber hinaus wollen wir eben gleichméfige
Fliachenschranken annehmen, das heifit

Mj(BR(O)) = /"[’Mj(BR(O) N Mj) < C(R) < oo firalle R>0,j5€N.
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Die Funktionalanalysis liefert nun folgende Konvergenzaussage: es gibt ein Radonmafl o auf
R™* 50 dass nach Wahl einer Teilfolge p; — o, im Sinne dass

Jj—00

lim pdp; = / odo  fiir alle ¢ € CO(R™).
Rn+k Rn-Hc

Wir haben so zwar keine Mannigfaltigkeit als Limes gefunden, aber zumindest das Maf} o als
Grenzobjekt. Ob es eventuell zu einer gewissen Untermannigfaltigkeit ¥ gehort, kann weiter
untersucht werden.
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10 Der Integralsatz von Gauf}

In diesem Abschnitt beweisen wir den Integralsatz von GauB (Englisch: divergence theorem), der
eine mehrdimensionale Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung
ist. Aussage des Satzes ist, unter geeigneten technischen Voraussetzungen, die Formel

/dideL'":/ (X,v)dp.
Q o0

Dabei ist X ein Vektorfeld, v die duBere Einheitsnormale auf dem Rand von € und u das
FlachenmaB auf 9€2. In der Fliissigkeitsdynamik und der Elektrodynamik wird die Divergenz als
Quellenstdrke und das Randintegral als Fluss des Vektorfelds durch OS2 interpretiert. Aus dem
Satz folgen dann entsprechende Erhaltungsgesetze.

Vorab behandeln wir heuristisch den Fall, wenn das zugrundeliegende Gebiet ein achsenparal-

leler Quader @ ist, das heifit @ = (a1,b1) X ... X (ay, by). AuBerhalb der niederdimensionalen
Kanten ist die duflere Einheitsnormale

{—ei fiir z € 0Q mit x; = a;
v(z) =

e; fiir x € 9Q mit x; = b;.

Wir setzen Q; = (a1,b1) X ... X m X ... % (an,by) C R"! wobei das Dach bedeutet, dass
der Faktor wegzulassen ist. Fiir ein hinreichend glattes Vektorfeld X : ) — R"™ berechnen
wir mit dem Satz von Fubini und dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

/Q iv Z/ axz
— Z// 92, $1,...,$i,...,$n)dl‘idﬂ?l...(jl?i...dxn

= Z xl,...,bi,...,wn)dxl...cj:;,-...dxn

—Z/ Xi(xl,...,ai,...,xn)darl...cig;i...dxn
_ Z/ |, (K@ duta Z/ (X)) duta)

- /aQ<X, V) dp.

Aber wir wollen die Aussage nicht nur fiir Quader haben. Eine geeignete Klasse von Gebieten
wird in folgendem Satz definiert. Dieser ist analog zu den Untermannigfaltigkeitskriterien,
siehe Satz 9.2 beziehungsweise Analysis II, Satz 24.2.
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Satz 10.1 (Kriterien fiir C'-Rand) Fiir Q C R™ offen sind dquivalent:

(1) Plittung: zu jedem p € 0N gibt es eine offene Umgebung W C R™ und einen C-
Diffeomorphismus ¢ : W — (W) mit

H(QANW) =H"N (W), wobei H" =R x (—00,0).
(2) Subniveau: zu jedem p € 02 gibt es eine offene Umgebung W C R"™ und eine Funktion
h € CY (W) mit Dh(q) # 0 fiir alle ¢ € W, so dass
QNW ={qe W :h(q) <0}.
(3) Subgraph: zu jedem p € 9Q gibt es eine offene Menge U C R, ein offenes Intervall
I C R und eine C'-Funktion v : U — I, so dass nach geeigneter Umnummerierung der

Koordinaten gilt:
QNU xI)={(z,y) €U xI:y<u(x)}.

Die Menge Q hat C*-Rand, wenn eines (und damit jedes) der drei Kriterien erfiillt ist.

In diesem Kapitel arbeiten wir ausschlieflich mit dem Subgraphenkriterium (3). Anschaulich
hat eine Menge C'-Rand, wenn ihr Rand eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit
ist, und die Menge lokal auf einer Seite des Randes liegt. Dies wird in folgendem Lemma
prazisiert.

Lemma 10.1 In der Situation von Satz 10.1(3) gilt
NNUxI) = {(z,y) eUxI:y=u(x)},
RN\)NU xI) = {(z,y) €U xI:y>ux)}

Insbesondere ist OQ eine (n — 1)-dimensionale C'-Untermannigfaltigkeit des R™ nach dem
Graphenkriterium in Satz 9.2.

BEwEIls: Mit der Funktion h : U x I — R, h(x,y) = y — u(x), gilt nach Voraussetzung
QN(U xI) = {h < 0}. Aus der Stetigkeit von h folgt 0QN (U x I) C {h = 0}. Ist andererseits
h(z,y) = 0, so folgt fiir € > 0 hinreichend klein (z,y —¢) € U x I und

h(z,y —e) = h(z,y) —e < 0.

Dies zeigt (z,y) € Q, und wegen (z,y) ¢ Q folgt (z,y) € 92N (U x I). Damit ist die erste
Behauptung bewiesen, und die zweite folgt wegen 2 = Q U 0. O

Beispiel 10.1 Der Halbraum H" = R" ! x (—00,0) hat C'-Rand, denn in Satz 10.1(3)
konnen wir U = R"™1, I = (—o00,00) und u : U — I, u(z) = 0, wihlen, und zwar fiir jeden
Punkt p € OH". Dagegen hat Q = {z € R" : 2, # 0} keinen C'-Rand, obwohl der Rand
00 = R"! x {0} eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist. Denn fiir eine lokale
Beschreibung als Subgraph wie in Satz 10.1(3) wiirde mit Lemma 10.1 folgen:

{(xyy) eUxT:y>u(z)=R\Q)NU xI)=0,

ein Widerspruch wegen I offen und u(z) € I fiir z € U.
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Ein Vektor v € R™ heifit Tangentialvektor von M C R™ im Punkt p € M, wenn es eine Abbil-
dung v : (=9,8) — M gibt mit v(0) = p und ~/(0) = v. Die Menge aller Tangentialvektoren
von M im Punkt p bildet einen Unterraum, den Tangentialraum 7}, M, siche Folgerung 8.1 in
Analysis 2. In unserem Fall hat M = 092 Kodimension Eins, und 7),(05) ist eine Hyperebene
mit genau zwei Einheitsnormalen. Wir wollen da eine Wahl treffen.

Lemma 10.2 (Definition der &uleren Normale) Sei Q C R" offen mit C*-Rand. Dann
gibt es zu p € O genau einen Vektor v(p) € R™ mit folgenden Eigenschaften:

(1) v(p) L T,(09) und |v(p)| =1,
(2) Fiir |t| hinreichend klein gilt: p + tv(p) € R™\Q genau wenn t > 0.
Das Vektorfeld v : 00 — R"™, p — v(p), ist stetig und heifit dufere Normale von SQ.

Bewels: Die Eindeutigkeit von v(p) ergibt sich aus (1) und (2). Zur Existenz wihle mit
Satz 10.1(3) zu p € 99 nach eventueller Umnummerierung der Koordinaten eine Darstellung
QN U xI)={(x,y) € U xI:y < u(zx)}). Wir konstruieren die duflere Normale gleich in
allen Punkten g € 9Q N (U x I). Nach Lemma 10.1 ist die Graphenabbildung f : U — R",
f(x) = (z,u(z)), eine lokale Parametrisierung von 0€2. Der Tangentialraum 75 (9€2) im Punkt
q = (z,u(x)) hat die Basis

ou d .
(ei,g(x)):@f(x—f-tei)h:o firi=1,...,n—1.

Definiere nun auf 9Q N (U x I) das Vektorfeld

(_Du(x)a 1)
V' 1+ |Du(z)|?

Damit erfiillt v(q) die Bedingung (1). Nun ist g + tv(q) = (z(t), y(t)) mit

(10.1) v(q) =

fiir ¢ = (x, u(x)).

Du(z) und  y(t) = u(x) +t !

) = P 1+ [Du(@)?

Daraus folgt

d B 1 e Du(z) _ e
00 1o = e ¢ Dula) D = VT IDUEP > 0.

Mit Lemma 10.1 folgt Bedingung (2). Auerdem ergibt sich aus (10.1) die Stetigkeit von v.
[

Definition 10.1 (C'(Q2)-Raum) Fiir Q C R" bezeichnen wir mit Cl(ﬁl den Unterraum
aller Funktionen f € CY(Q), fir die f und Df stetige Fortsetzungen auf ) besitzen. Es ist
dabei iblich, die Fortsetzung von f wieder mit f zu bezeichnen.
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Wir zeigen nun eine lokale Version des Satzes von Gauf.

Lemma 10.3 Sei Q = {(z,y) € U x I : y < u(x)}, wobei U C R*1 offen, I = (a,b) C R
und v € CHU,I). Ist X € CY(Q,R"™) mit kompaktem Triger in U x I, so gilt

/dideE”:/ (X,v)dpu.
Q o

BEWEIS: Da X (z,a) = 0 fiir alle x € U, folgt mit Fubini

X, / /u@ X, /
10.2 = , = | X,(z,u(x))dr.
( ) o Oy UJa dy (=.9) U ( ( ))
Weiter behaupten wir fir¢=1,...,n—1
(10.3) 8332 dﬁ = /X z,u(x axl( x)dx

Aus (10.2) und (10.3) folgt das Lemma, denn wir haben

/QdideE" = —g/UXz(x,u(:c))g;i(az)da:—F/Xn(x,u(:r)) dx

- [ (X, J(lfTDiu%/HlDu 2P do
= /89<X,1/)d,u.

Dabei haben wir im letzten Schritt Folgerung 9.1 zur Berechnung des Oberflichenintegrals,
Formel (9.4) fiir die Jacobische von Graphen und Formel (10.1) fiir die duBere Normale
benutzt. Um Gleichung (10.3) zu verifizieren, wéhlen wir eine Abschneidefunktion n € C*°(R)
mit n(t) = 1 fir t < —2 und n(t) = 0 fiir ¢ > —1, und setzen n.(t) = n(t/c). Es folgt
Ne(y — u(x)) =0 fir y > u(zr) — e und

) ] fallsy < u(z),
;%ns (y a u(:n)) B {() sonst.

Mit zweimaliger partieller Integration sehen wir fir i = 1,...,n — 1

0X;

(el —u@) dody = [ Xty - u(w) g ) dedy

= [ St~ ule) (o) dady
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Die beteiligten Funktionen sind beschréankt, also folgt mit Lebesgue fiir € \, 0

drr = — dxd
| om; OF Oy (@ 9) 5, (@) dzdy
u@) 9X; du
- - [ G endgtee
= —/[]Xz(a:,u(:c))g;(x)dx
Das ist (10.3), also ist das Lemma bewiesen. O

Wir miissen schliefflich das Resultat globalisieren. Das entscheidende Hilfsmittel ist dabei
eine sogenannte Teilung der Eins, die nun konstruiert werden soll.

Lemma 10.4 (Teilung der Eins) Sei K C R™ kompakt, und Wy, X € A, sei eine offene
Uberdeckung von K. Dann gibt es eine endliche Familie x; € C°(R™), j € J, so dass gilt:

(1) Syesx5(p) = 1 fiir alle p € K.
(2) Fiir jedes j € J gibt es ein A = \(j) mit spt x; C W.
BEWEIS: Sei 2 D K offen und beschriinkt. Wihle zu p € Q ein r(p) > 0 wie folgt:
o fiir p € K sei A\(p) € A mit p € W)(,). Wihle r(p) > 0 mit m C Wy NQ.
o fiir p € O\K wihle r(p) mit By, () (p) N K = 0.

Seien p;, 1 < j < N, so dass Q durch die Kugeln By;(pj), m; = r(pj), liberdeckt wird. Wéhle
Xj € C(R™), x; > 0, mit
= {1 auf By, (p;)
7710 auf R™\ Ba; (pj)-
Es folgt Z;\le X; > 1 auf €, also sind die Funktionen y; = x;/( Z;\le X;) in C°°(€2). Sei nun
J die Menge aller j € {1,..., N} mit p; € K. Fiir j € J ist spt x; C Bar;(p;) C Wy, N Q2 mit
Aj = A(p;). Da xj|x =0 fiir j ¢ J, folgt >, ;x; = Z;V:1 x; = 1 auf K. O

Satz 10.2 (Integralsatz von Gauf3) Sei Q C R"™ eine offene, beschrinkte Menge mit C* -
Rand und duperer Normale v : 92 — R™. Dann gilt fiir ein Vektorfeld X € C1(Q,R")

/diVXdE”:/ (X,v) dw.
Q o0N

BEwEIs: Wéhle nach Satz 10.1(3) zu jedem p € 99 eine Umgebung W), in der Q beziiglich
geeigneter Koordinaten als Subgraph dargestellt ist. Fiir p € ) setze einfach W, = Q. Die
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Mengen W), bilden eine offene Uberdeckung von Q. Wihle mit Lemma 10.4 eine untergeord-
nete Teilung der Eins x1,...,xny € C2°(R™). Liegt sptx; in einer Randumgebung W), = U x I
wie in 10.1(3), so folgt aus Lemma 10.3

/diV(XjX)dfC:/ (X;X,v)dp.
Q o0

Ist spty; C W), = €1, so folgt einfach mit partieller Integration, Satz 7.3,

/div (x;X)dx = O:/ (x; X, v)dpu.
Q o0

Durch Addition erhalten wir wie gewiinscht

N N
divXdz = /div x;X)dx = / XX, v du:/ X,v)du.
/| Y [ bads =3 [ X du= [ ()

O

Der Satz von Gaufl wird oft fiir Gebiete benétigt, die nicht C'-Rand haben, zum Beispiel
Polyeder. Der gegebene Beweis kann auf Gebiete ausgedehnt werden, deren Rand lokal ein
Lipschitzgraph istS.

Beispiel 10.2 Wéhlen wir im Satz von Gauf als Vektorfeld X (x) = z, so folgt

£Q) = 1/Qdide/3” _ 1/69<:U,V(:n)>d,u(x).

n n

Insbesondere ergibt sich wieder «,, = wy,_1/n, vergleiche Beispiel 9.5.

Folgerung 10.1 (Greensche Formeln) Sei Q C R™ offen und beschrinkt mit C'-Rand.
Dann gilt fir u € C1(Q) und v € C*(Q)

/(uAU + (Du, Dv))dL" = / u@ djs.
Q oa Ov
Weiter folgt fiir u.v € C?(Q)

n ov ou
/Q(uAv —vAu)dL" = /BQ (ua - v$> dp.

BEWEIS: Die erste Aussage folgt aus dem Satz von Gaufl wegen div (uDv) = (Du, Dv)+ulwv.
Die zweite Aussage ergibt sich aus der ersten durch Vertauschen von v und v. O

$siehe H.W. Alt, Lineare Funktionalanalysis.
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Beispiel 10.3 (Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen) Sei u € C%(Q) eine
harmonische Funktion, das heifit Au = 0 auf Q. Aus dem Satz von Gauf} folgt dann fiir
o € Qund 0 < r < dist(zg, 09)

/ Ou dp = / Audx = 0.
9B, (o) OV By (x0)

Betrachte weiter die auf R™\{z¢} harmonische Funktion v(z) = vy(]z — z¢|) mit

2—n

4

10)=92-n
log o fiir n = 2.

fiir n > 3,

Aus der zweiten Greenschen Formel folgt wegen 7/(0) = o' ™"

rl_”/ udp = 51_"/ udp.
OBy (x0) OBe(x0)

Nun gilt aber fiir € 0
1 1
_— u(x)du(x) — u(z = |— u(x) —ulzg)) du(x
o ), @ | = o [ ) ) )

< sup |u(z) —u(zo)| — 0.

|x—x0|=¢
Dies beweist die sphérische Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen:
1
u(zo) = _1/ w(z)du(z) fiir 0 < r < dist(xg, 09).
Wn—1T""" JaB,(z0)
Mit Satz 9.7 folgt auch die Mittelwertformel auf Kugeln:

=, )
u(x)dxr = x)du do
apr” B, (z0) ( ) QpT™ GBQ(JJO Q( )

= ( n/ Wn— 1Qn ldQ
anT 0
= u(xp).

Beispiel 10.4 (Strémungen) Sei v € C1(G x (a,b),R"), v = v(x,t), ein Vektorfeld auf
dem Gebiet G C R", das eventuell auch von der Zeit abhingt. Fiir z € G bezeichne mit
¢* : (az,by) — G die maximale Losung des Anfangswertproblems

d(VZS:L’ €T €T

() =00 (0),1) wd $0) =2
Anschaulich interpretieren wir v als Geschwindigkeitsfeld einer Strémung und ¢*(¢) als Bahn-

kurve eines Partikels, das zur Zeit t = 0 an der Stelle x ist. Zusammenfassen aller Bahnkurven
ergibt eine C''-Abbildung, den Fluss von v,

¢:{(x,t) € G x(a,b):a, <t <by} =G, p(x,t) = P (1).
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Die Mengen G; = {z € G : t € (ag,b;)} sind offen, und die Abbildungen ¢; : G; — G_y,
¢¢(x) = ¢(x,t), sind Diffeomorphismen mit

(Z)S o ¢t - ¢s+t an Gt N G5+t.
Zur Zeit t = 0 gilt %(Dmgb) = Dz(%) = D,wv, insbesondere wegen D, ¢(z,0) = Idgn

0

a(det Dy¢)|i=o = tr Dyv = divw.

Sei nun ¢ € CY(G x (a,b)) die evtl. auch zeitabhingige Dichteverteilung der Strémung. Ist
Q) CC G, so gilt Q C G, fiir |t| hinreichend klein. Es bezeichne mgq(t) die im Gebiet ¢;(2)
enthaltene Masse. Mit dem Transformationssatz und Differentiation unter dem Integral folgt

d
mo(0) = — o(y,t) dyli=o
d

-4 /Q o(éu(2),1) det Dyor(z, 1) dai—o

— /Q<ng-y+g§+gdivv) dx

/Q (% + div(gv)) dz.

Fiir beliebige t € (a,b) mit 2 CC Gy ergibt sich aus dem Fall t =0

/ d / do )
mq(t) = — o(y,s +t)dy|s—o = — +div(pv) ) dx.
ds Jo. (gu()) 6e(Q) (at >

Gilt daher auf G x (a,b) die Kontinuitéitsgleichung
0
E)if + div(ov) =0,

so ist die Funktion mgq/(t) fiir alle 2 CC G zeitlich konstant. Wahlen wir ¢ = 1, so ist mq(t)
das Volumen von ¢:(€2), und der Satz von Gaufl impliziert

me(0) = /89(v,u>du.

Das Flichenelement dy triigt mit der Normalkomponente (v, v/) zur Anderung des eingeschlos-
senen Volumens bei, was eine sehr anschauliche Deutung des Gaufischen Satzes ist.

Beispiel 10.5 (Integralsatz von Cauchy) Sei Q C C = R? beschrinktes Gebiet mit C'-
Rand. Die Funktion f € C'(Q,C), f = u+iv, sei holomorph, das heifit es gelten die Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen

ou v ou v

= — und =

or Oy oy Oz
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Sei 7 : [0, L] — 02 die Parametrisierung einer Komponente von 02 nach der Bogenlidnge, so
dass © links von ~ liegt, das heifit die duBiere Normale lings v(s) = (z(s),y(s)) ist v(s) =
(y/'(s), —2'(s)). Aus der Definition des komplexen Kurvenintegrals folgt

L L
/fdz = / (u:c'—vy’)ds—i—i/ (uy’ +vz') ds
vy 0 0
L L
= [ v s v (0. (o) ds
0 0
Also impliziert der Satz von Gauf3

f(z)dz = /div (—v, —u) d:vdy+i/div (u, —v) dzxdy
Q Q

_ _/Q(g;Jr?;)dmderi/Q(gZ—gZ)dwdy

= 0.

N
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11 Faltung und Fouriertransformation

Es werden die Faltung und die Fouriertransformation fiir Funktionen im R"™ als Anwendungen
der Integrationstheorie behandelt. Die Faltung ordnet zwei gegebenen Funktionen eine dritte
Funktion durch gewichtete Mittelung zu. Dieses Verfahren kann unter anderem dazu benutzt
werden, gegebene Funktionen zu glatten. Die zentrale Aussage zur Fouriertransformation ist der
Satz von Plancherel, der die Riickberechnung einer Funktion aus ihrer Fouriertransformierten
erlaubt. Als Anwendung berechnen wir die Losung der Warmeleitungsgleichung zu gegebenen
Anfangsdaten im R”, und diskutieren das entsprechende Problem fiir die Wellengleichung.

In diesem Kapitel haben wir es ausschliefllich mit dem n-dimensionalen Lebesguemafl zu tun,
und wir schreiben statt dL"(z) stets einfach dz.

Satz 11.1 (Definition der Faltung) Sei f € LP(R"), 1 < p < oo, und g € L*(R"). Die
Faltung von f mit g ist die L™-fast-tberall definierte Funktion

fxg:R" =R, (f*g)(x)= ” f@—y)g(y)dy.

Es gilt f+g € LP(R") sowie [|f * gllr < [|f]|zv llgllL1-

BeEwEIs: Die Funktion F' : R” x R" — R, F(z,y) = f(x — y)g(y) ist messbar beziiglich
L2 = L" x L™ Denn fy(z,y) = f(z) und go(z,y) = g(y) sind L£2"-messbar, und wegen
flz—y) = (foo T)(z,y) mit T(z,y) = (z —y,y) ist (z,y) = f(z —y)g(y) ebenfalls L>"-
messbar nach Satz 8.1. Wir zeigen die Behauptung nun zunéichst fir f,g > 0. Nach dem
Satz von Fubini, Satz 7.2, ist die Funktion (f * g)( fRn (x,y) dy messbar, und mit der
Holderschen Ungleichung folgt

1 p—1 p
£ ol = [ ( f(xy)g(y)pg(y)pdy> da
R \JR"

) / ( o 1T 0W) dy) </Rng(y) dy)p_ld:c
- [ (Lo (| ava)”

= |fI% gl < oo

Fiir f € LP(R"), g € L*(R") beliebig folgt durch Zerlegung in f* bzw. g%, dass die Funktion
f * g fiir L™-fast-alle x € R™ definiert und endlich ist, sowie £™-messbar. Der Satz ergibt sich
nun aus der Abschétzung

p
5ol < [ ([ 1= llaldr) do < 111 ol

Die Faltung ist kommutativ, denn mit der Substitution z — y = z folgt

(11.1) 0= [ fa=vawiy= [ fE=2)dz = (g a)
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Lemma 11.1 Sei f € LP(R") mit 1 < p < oo, und 7, : R" — R", 7,(z) = = + h. Dann
gelten folgende Aussagen.

(i) forn € LP(R™) und ||f o 7hllp = || fllzr-
(ii) for, — f in LP(R™) fir h — 0, falls p < oc.

BEWEIS: Aussage (i) ist trivial. Wir zeigen (ii) zunichst unter der Annahme f € CO(R").
Dann gilt osc(f,d) 1= supjy_y <5 |f(x) — f(y)| 0 fiir 6 \, 0, folglich

1f o 1h = flloown) = Sup |f(z+h)— f(z)| <osc(f,|h]) =0 mit h— 0.
reR?
Wihle R > 0 mit spt f C Bg(0). Dann gilt spt (f o 7,) C Bpyn((0), also fiir [h] < 1

1 .
1f o=l < I1f 7 = Fllcogn £ (Brer(0)) — 0 mit b — 0.

Sei nun f € LP(R") beliebig. Nach Satz 6.4 ist C?(R") dicht in LP(R"), das heifit zu ¢ > 0
gibt es ein f. € CO(R™) mit ||f — f-||» < £/2, und es folgt mit Aussage (i)

Iforh = flle < I(f = fe) omnllee + 1 fe o h = fellr + I fe = fllr <|[fe o mn — fellLe + .

Somit gilt limsupy, o ||f o 7, — f|;» < €, und Behauptung (ii) folgt mit € \, 0. O

Satz 11.2 (Approximation durch Faltung) Sei f € LP(R™) mit 1 < p < oo. Ist n €
LYR™) mit [, n(z)dz =1, so folgt fiir ny(z) = o~ "n(z/0)

I *nolle < [[fllze lInllr und — fsmnp — f in LP(R™).

BEWEIS: Durch Substitution sieht man ||n,||,1 = ||n]/;:, daher gilt f xn, € LP(R") und
Ilf *nollze < || fllze [In]]z1 nach Satz 11.1. Weiter folgt mit der Substitution y = gz

(f *mg)(x /f:c— ne(y)dy = | f(x— 0z)n(z)dz.

Rn

Wir schaetzen mit der Hoelderschen Ungleichung und dem Satz von Fubini wie folgt ab:

/Rn [(f #mo)(@) = f2)[Pdz = /n /n (f(z = 02) — f(z))n(z) dZ’de

/(/ fla—02) - >Hn<z>rirn<z>\”?dz)”dx

Il / / (@ — 02) — F@)P In(z)] d= da

ol [ @ [ 156 - e2) - fap asa:

—1
= Wl [ NS o g = 1

IN

IN
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Im letzten Integral geht der Integrand punktweise gegen Null mit ¢ — 0 nach Lemma 11.1(ii).
AuBlerdem gilt die Abschitzung

() 1f o2 = flIfs < 221 fI70 In(2)] € L'(R).

Also konvergiert das Integral gegen Null nach dem Satz iiber majorisierte Konvergenz. O

Die Approximation ist besonders niitzlich, wenn die Funktion n glatt gew#hlt wird. Wir
erinnern an die Multiindexnotation fiir Ableitungen von Funktionen im R™, und zwar setzt
man fiir & = (aq,...,0,) € N§

la|=a1+...+ o, und D*=07"...05".

Satz 11.3 (Gliattung) Sein € C*(R") mit 1Dyl cony < Cy fiir || < k. Fir f € L'(R")
ist dann f xn € C*(R™) und es gilt

D(f xm) = [+ (D), insbesondere | D*(f *n)|lco@n) < Cr [ f]|Lr-

BEWEIS: Nach der Substitution y = z — z haben wir

(fxn)(x) = | F(z,z)dz wmit F(z,2) = f(z)n(z - 2).
R
Im Fall k = 0 gilt F(z,:) € L}R") fiir alle z € R", die Funktion F(-,z) ist stetig fiir
L"-fast-alle z € R™ und wir haben die Abschétzung

sup [F(z,2)] < Col /()] € L' (R,
TER™

Also ist n * f stetig nach Satz 5.5 und es gilt || f * n[|comn) < Co|f[|z1. Im Fall k& = 1 gilt
F(-,z) € CYR") fiir L"-fast-alle z € R™ sowie

sup

(@) S Gl € LR,
TER™

Lj

Aus Folgerung 5.1 folgt f *n € C*(R"™) und

o <) = [ @ =) dz = £+ O)(a)

insbesondere gilt die Abschitzung [05(f *n)|lcomn) < C1 || f| 1. Die Aussage fiir eine Ablei-
tung D® mit Ordnung |a| < k ergibt sich in offensichtlicher Weise durch Induktion. O

Wir kénnen jetzt das Dichteresultat aus Satz 6.4 verschérfen.

Satz 11.4 (Dichtheit von C°(Q2) in LP(Q)) Sei Q2 C R™ offen und 1 < p < co. Dann gibt
es zu f € LP(Q) eine Folge fi € C2°(Q) mit || f — fll o) — 0
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BEWEIS: Wegen Satz 6.4 kénnen wir f € C2(£2) annehmen. Wihle n € C2°(R"™) mit > 0,
[ n(z)dz =1 und sptn C B1(0). Mit n,(z) = o~ "n(%) gilt dann f *n, € C>(R™) nach Satz
11.3 und f *n, — f in LP(R™) nach Satz 11.2. Weiter gilt fiir x € R™ mit dist(z,spt f) > o

(Fem)@) = [ Fa=wmdy =0,

denn fiir |y| > p ist n,(y) = 07 "n(y/e) = 0 und fiir |y| < g ist f(x —y) = 0. Also folgt
(11.2) spt (f *1np) C {x € R™ : dist(z, spt f) < o},

das heifit f*n, € C°(Q) fiir o > 0 hinreichend klein, womit der Satz bewiesen ist. O

Das folgende Ergebnis verallgemeinert Lemma 8.4. Es ist dabei sinnvoll, die Aussage mit
lokal integrierbaren Funktionen zu formulieren.

Definition 11.1 Se:i Q2 C R" offen und 1 < p < co. Die messbare Funktion f: Q — R liegt
in LY (), falls xx f € LP() ist fiir alle kompakten Mengen K C €.

loc

Satz 11.5 (Fundamentallemma der Variationsrechnung) Sei Q C R" offen. Fiir die
Funktion f € Li () gelte

loc

/ f(z)p(x)dr >0 fir alle ¢ € C°(2) mit ¢ > 0.
Q

Dann folgt f(x) > 0 fir L"-fast-alle x € Q.

BEWEIS: Zu zeigen ist, dass £ = {z € Q: f(z) < 0} eine Nullmenge ist. Nach Satz 77 gilt

LM(E) =sup{L"(K) : K C E kompakt}.

Sei K C E kompakt und 1 € C°°(R") mit n > 0, sptn) C B1(0) und [ 7(z)dz = 1. Dann ist
N * XK € C°(Q) fiir p < dist(K,0Q). Da n, * xx > 0, ist nach Voraussetzung

/ f(x)ng * xK (z) dz > 0.
Q

Aber 1, * xx — Xk in L'(R"), also punktweise fast-iiberall fiir eine Teilfolge o; \, 0 nach
Folgerung 6.1. Wegen 7, * xx < 1 liefert der Konvergenzsatz von Lebesgue

0< tim | F(£)(no * ) (@) de = / f @)y (@) d.

1—00

Aber f <0 auf K, also £"(K) = 0 nach Folgerung 4.3 und damit £"(E) = 0. O

Faltungen mit singulédren Integralkernen spielen bei partiellen Differentialgleichungen eine
grofle Rolle. Ein prominentes Beispiel ist das Newtonpotential.
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Beispiel 11.1 (Newtonpotential) Sei G € C>°(R"\{0}). Fiir eine Funktion f € L>(2),
mit 2 C R" offen und beschrénkt, betrachten wir die Faltung

u:R" - R, u / G(x — y) dy.
Es ist u = G x f, wobei f durch Null auf R" fortgesetzt wird. Es gelte zunéchst
(11.3) |G(2)] < Clz|™P furein p < n,
das heifit u(z) ist fiir alle 2 € R™ definiert nach Beispiel 4.5. Um zu zeigen, dass u stetig ist,

withlen wir ¢ € C®(R™) mit p(z) = 0 fiir |2] < 1/2, ¢(2) = 1 fiir |z| > 1 und |D*p| < Cy,
und definieren den abgeschnittenen Kern

. z
Ge = p-.G  mit p(2) = gp(g)
Aus (11.3) folgt die Abschétzung
(11.4) G(2) = Ge(2)] < Cxp.(0)|2] 7
Die Funktion u. : R” = R, u.(2) = [, G- ) f(y) dy, ist glatt, und es folgt

_ C e
u(z) — ue(a)] < O / o~ gl P17 dy <~ [l P 0.
B:(z) n—p
Somit ist u stetig als gleichméfiger Grenzwert der w.. Nun gelte zusétzlich
(11.5) |IDG(2)| < Clz|™P~!  fiirein p<n— 1.

Dann folgt wegen (Dy.)(z) = %Dcp(f)

1 -
(11.6) |DG(z) — DG (2)] < CXBE(O)OZ‘ poly g!z\ p) < Cxp.o)lz| ™"
Mit v;(z) = [o(0;G)(xz — y) f(y) dy ergibt sich
v () — Ojue(a)] < / (06)(x — ) — (0;G:)( — )| 1 ()] dy
< [ fllpee ™ P71 = 0.

n—p

Also konvergiert d;u. gleichméBig auf R” gegen v, und es folgt d;u = v; € CO(R™). Wir
spezialisieren jetzt auf das Newtonpotential

’Z‘Q—n

G(z) =< (2—n)wp—1

= log |z fir n = 2.

fir n > 3,
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Im Fall n > 3 sind (11.3) und (11.5) mit p = n — 2 erfiillt, im Fall n = 2 gilt (11.3) fiir jedes
p > 0 und (11.5) fiir p = 0. Somit ist das Newtonpotential von f in C1(R™), und

1 Zj

dju() = /Q H(x—y)f(y)dy it H(z) = 0G(z) =

wn—1 |27

Auf R\ kann weiter unter dem Integral differenziert werden, also ist u auf R™\Q glatt und

Au(zx) = /Q(AG)(x —y) fly)dy =0 fiir x € R"\Q.

Im Innern von 2 kann aber wegen der Singularitit so nicht argumentiert werden. Das Ergebnis
wére sogar falsch, denn w ist nicht harmonisch auf €2, sondern 16st dort die Poissongleichung
Au = f, was wir nun zeigen wollen. Wie oben approximieren wir d;u = v; durch

Vje : R" = R, vj.(z) = / H.(xr—vy)f(y)dy, wobei H. = ¢.H.
Q

Da (11.3) fiir H mit p = n — 1 erfiillt ist, konvergiert v; . gleichméBig auf R™ gegen v; = dju.
Das Problem ist nun, dass die Ungleichung in (11.5) nur mit p = n — 1 richtig ist, das heift
wir haben nur die Abschéitzung

-n 1 -n -n
(11.7) IDH(2) = DH.(2)| < Cxp.qo) (A1 + 212" < Cxpoolel ™

Um die fehlende Integrierbarkeit zu kompensieren, setzen wir zusédtzlich voraus, dass f
Holderstetig mit einem Exponenten « € (0, 1] ist, also

(11.8) [fla:= sup @) = J)l < 0.

eyeaty 1T —Yl*

Sei U C R™ offen und beschrinkt mit C'-Rand, so dass Q@ cC U, und z € 2. Dann gilt, wobei
im letzten Schritt der Satz von Gaufl auf das Vektorfeld y — H.(x — y)e; angewandt wird,

Orvje(z) = /Q (O:H.)(x — y) f(y) dy
- / () (x —y) (F(y) — F(2)) dy + F(2) / (OiH.)(x — y) dy
U U
- /U (OH) @ =) (F0) = F@) dy = F(a) | Halo=)(0ta).e0) du().

Nun ist H = 0;G, und He(z —y) = 0;G(z — y) fiir y € OU und ¢ > 0 klein. Setze
wiile) = [ @G = 0)(f6) = 1) dy— @) [ 0,6)(x ~ ) lw).es) du(y)
U U
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Die 0jv;. konvergieren gleichmaBig auf 2 gegen w;j, denn aus (11.7) und (11.8) folgt

lwij (2) — Bvje)| < /\aﬂx_ COH.(x— )| |£(y) — F(2)] dy
< f]aa — 0.
(0]

Somit gilt (‘%u = w;; € CY(Q). Insbesondere folgt, da AG = 0 auf R™\{0},

Au(z) = —f() /8 (DG = 1)) duty)

- / (DG(x — y),v(y)) duly)
0B<(z)

Damit ist die Poisson-Gleichung Au = f in € verifiziert. Es gibt stetige Funktionen f, fiir
die keine zweimal differenzierbare Losung der Gleichung Au = f existiert, die Voraussetzung
der Holderstetigkeit ist also nicht iiberfliissig.

Wir kommen zum Abschluss der Vorlesung zur Fourierintegraldarstellung, die wir zuerst
heuristisch als kontinuierlichen Grenzwert der Entwicklung in eine Fourierreihe herleiten. Sei
f € CX¥(R) und N > 0 so groB, dass spt f C (—Nm, Nm). Die normierten Basisfunktionen

mit Periode 27 N lauten

1 .
wy () = szez

Nach Satz ?? wird die Funktion f auf (—Nm, N7) durch ihre Fourierreihe dargestellt, das
heifit fiir jedes x € (—Nm, N7) gilt

ik > kY 1
f@)= 2. 4 27rN /f Wy = ) F<N> N’

k=—o00

T fir k € Z.

2=

wobei

F(p) = g [ gy

Falls nun F’ (p) fiir p — +o00 hinreichend schnell gegen Null geht sollte die Riemannsche Sum-
me > ;0 ( N) L fiir N — oo gegen das Integral fR p) dp konvergieren. Dies motiviert
fir f € C°(R) die Darstellung

1 3 ipxT mi £ :L e—ipy
fla) = <= /R Foerdy mit f) = = /R Fy)e ™ dy.

Der geschilderte Ansatz kann zu einem vollen Beweis ausgebaut werden, wir gehen aber
anders vor. Alle im Folgenden auftretenden Funktionen sind C-wertig.
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Definition 11.2 Die Fouriertransformierte von f € L'(R"; C) ist die Funktion

fiRT ST, fp) = (2;) /R @) 0 e,

Die inverse Fouriertransformierte von g € L'(R";C) ist

1 .
RS C ge) =t [ g ap
(27‘[’) 2 R
Bevor wir die Frage angehen, inwiefern diese beiden Transformationen invers sind, notieren
wir einige Grundeigenschaften.

Satz 11.6 (Fouriertransformation auf L') Fir f,g € L'(R";C) gilt:
(1) f € COR™C) und | fllcogen) < (2m)72 [1£11-

(2) fxg=(2m3 fg.

(3) <f7g>L2(Rn) = <fyg>L2(Rn)'
BeEwEs: Fiir F(p,z) = f(z)e *P% ist F(p,-) € L'(R"*;C) fiir alle p € R" sowie F(-,z) €
CY(R™; C) fiir L"-fast-alle € R™, und es gilt
sup |F(z,p)| =|f(z)| € L'(R").
pER™

Also folgt die Stetigkeit von f aus der entsprechenden Aussage fiir Parameterintegrale, Satz
5.5. Die Abschitzung in (1) ist offensichtlich. Fiir (2) berechnen wir mit Fubini

— 1

Fraw = oo / [ 1wt =y dye v i
- (21)n F@e 0 [ gl - y)e 0 dudy
)2 Rn n

= | S g(0) dy

= (2m)% f(P)3(p)-
Auch (3) folgt aus dem Satz von Fubini, und zwar gilt

|3

F(p)g(p) - b z)e P dy
[ @i = o [ [ e dr g

- (2;) [ #@ [ e dpda

= f(@)g(x) de.
Rn
O

Wir berechnen nun zwei Beispiele — das erste werden wir im Beweis von Satz 11.7 verwenden.
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Beispiel 11.2 Fiir die Gauifunktion
G:R" =R, G(z) = e lel/2,

gilt G = G = G. Um dies zunichst fir n = 1 zu zeigen, berechnen wir mit Differentiation
unter dem Integral und partieller Integration

d , .
= e i gy = /(—ix)e_xz/Qe_”p dx
dp Jr R

d 2 -
= ez /2 ) —Z-’Epd
/R (dw ’ ) o

= (—p)/ex2/26ixpdx,
R

das heif3t (ep2/2G(p))/ = 0. Aber nach Beispiel 8.2 gilt

1
G(0) = \/ﬂ/R/ Pde =1,

also folgt G = G. Fiir n beliebig folgt mit Fubini fiir z = (2, 2,) € R"1 x R induktiv

A 1 ! . YA . ;
G(p) = (27T)% /]R B e~/ P/2ite" ) /Re_(mn)Q/Q—wnp" da,, dz’ = e~ P 2/2—(pn)?/2 _ G(p).

SchlieBlich ergibt sich G(z) = G(—x) = G(x) wie behauptet.

Beispiel 11.3 Fiir a > 0 gilt

2 sin(pa) .
—— f 0
e e

X[—a,d] (p) = D)
\/761 fir p = 0.
T

Das zweite Beispiel zeigt, dass die Fouriertransformierte einer L'-Funktion im allgemeinen
nicht wieder in L' liegt. Aufgrund dieser Asymmetrie kann das Problem der Fourierinteg-
raldarstellung im L'-Kontext nicht befriedigend behandelt werden. Der richtige Raum ist
L?(R™; C), denn beziiglich der L>-Norm ist die Fouriertransformation sogar isometrisch.

Satz 11.7 (Plancherel) Fir f € (L' N L2)(R™;C) gilt || fllz2 = | fllz2 = |If]l 2.

BEWEIS: Es reicht die Aussage fiir f zu beweisen, da f(z) = f(—z). Sei G(z) = e /2 und
Go(z) =0 "G (g) fiir o > 0. Dann folgt aus Beispiel 11.2

1 —i(p,z " —i(q,2 oAz
7 o, G =2 [ Gl P aa=o 6(3) =




Da G(op) /1 fiir p N\ 0, gilt mit monotoner Konvergenz und Fubini
IFI7: = lim [ |f(p)*G(ep)dp
Q\O Rn

= L im TN~ (p,x—y)
(2m)" é\o/n/n - f(2) fly)e " ¥ dy dz G (op) dp

- <271r> 1{%/ . / . / Glep)e "V dp f(2)(y) dy da

N (271)'5 s / s Jon? (2)f(y)Golz —y) dy da
1

= W E{% - f(m)(?* Go) () dz.

Aus Beispiel 8.2 folgt mit Fubini [, G(z)dz = (2m)%. Aber nach Satz 11.2 konvergiert dann
(2m) 2 F % G, gegen f in L2(R™; C), und es folgt || f]|z2 = || f]|.2- O
Der Satz von Plancherel erlaubt es, die Fouriertransformation auf den Raum L?(R"; C) fort-
zusetzen, obwohl das in der Definition gegebene Integral nicht notwendig konvergiert.

Satz 11.8 (Fouriertransformation auf L?) Es gibt eindeutig bestimmte Abbildungen
F, F*: L>(R";C) — L?>(R";C) mit folgenden Eigenschaften:

(1) Ff = f und F*f = f fir alle f € (L' N L?)(R"; C),

2) IF fllze = 1fll2 = |1F* fll> fir alle f € L*(R™C).
Weiter gelten fiir f,g € L2(R™;C) folgende Aussagen:

(3) (FfiFgre = (f.9)r2 = (F* [, Fg) 2.

(4) (Ff.g)pz = ([, F g)r2-

(5) F*F = FF* = Idp2gn).

BEwEIS: Der Raum (L' N L?)(R";C) ist dicht in L?(R";C), denn fiir f € L?(R™;C) ist
XBr0)f € L'(R™;C) nach Cauchy-Schwarz, und es gilt XBro)f — f in L?(R™;C) mit
R — oo. Die Eindeutigkeit und Existenz der Abbildungen F bzw. F* mit (1) und (2)
folgt damit leicht aus Satz 11.7. In dem komplexen Skalarproduktraum L2(R™;C) gilt die
Polarisationsformel

(f.9)2 = 7 (If +gllFz = If = gllf +ill f +igll7z —ill f —iglZ:) -

|

Also folgt (3) aus (2). Da in (4) beide Seiten stetig bzgl. der L2-Norm sind, folgt die Aussage
aus Satz 11.6(3) durch Approximation. Schliefilich ergibt sich aus (4) und (3)

<F*Ffvg>L2 = <‘Ff’Fg>L2 = <fag>L27
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also F*F f = f. Die Gleichung FF*f = f folgt analog. O
Im folgenden schreiben wir f bzw. § auch dann, wenn f, g nur in L?(R") liegen. Die Fourier-
transformation spielt eine wichtige Rolle in der Theorie linearer partieller Differentialgleichun-
gen. Dies basiert vor allem darauf, dass Ableitungsoperatoren in Multiplikationsoperatoren
transformiert werden. Es ist oft praktisch, dabei im sogenannten Raum der schnell fallenden
Funktionen oder Schwartz-Raum zu operieren:

(11.9) S(R™;C) = {f € C®°(R™C) : 2°D” f ist beschrinkt fiir alle o, 8 € No'}
Wie iiblich ist hier z® = 2% - ... 22" und D = 9P ... 9f". Fiir f € S(R™;C) gilt
1f(z)] < On (1 + |z|?)™N?  fiir jedes N € N,

insbesondere ist f € LP(R™; C) fiir alle p € [1, 00]. AuBerdem sind mit f € S(R™; C) auch 0 f
und z; f in S(R™; C) fiir 1 < j < n. Im Gegensatz zum Raum CZ°(R™;C) ist der Schwartz-
Raum S(R"™; C) invariant unter der Fouriertransformation, wie wir jetzt zeigen.

Satz 11.9 (Fouriertransformation auf S(R";C)) Mit f ist auch f € S(R™;C) und

A~

(1) 9;f(p) = ip;f(p) sowie x;f(p)=1i0;f(p).
1

©2) fx)=—— [ f)ePdp fir alle x € R™.
(27’[‘) 2 Rn

BewEIs: Die Funktion f ist beschriinkt nach Satz 11.6(1). Wir berechnen mit partieller
Integration, siehe Satz 77,
0510) = — [ @@ 0 de = [ @) e do = iy (o)
(2m)2 Jgre (2m)2 Jgre Ox;j
Weiter folgt durch Herausziehen der Ableitung aus dem Integral

) = O o) gy PO i) gy — i 0. f
) = iy [ S = ot [ e e =i, f0).

Insbesondere sind auch die Funktionen p; f und 0; f beschrinkt, wieder nach Satz 11.6(1).
Durch Induktion iiber |a| 4 |3| verifiziert man leicht die allgemeine Formel

Doghf = jlel+18] paDBf,

und erhilt f € S(R™). Aus Satz 11.8 folgt Behauptung (2) zunichst fiir £"-fast-alle 2 € R™,
wegen der Stetigkeit beider Seiten also sogar fiir alle x € R™. Damit ist der Satz bewiesen. (J

Wir wollen zum Schluss des Kapitels noch zwei Anwendungen auf die Lésung von linearen par-
tiellen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten behandeln. Typischerweise wird
dabei zunéchst mit einem Fourieransatz eine Losungsformel ermittelt, wobei die Eigenschaf-
ten der Fouriertransformation formal angewandt werden. In einem zweiten Schritt wird dann
gepriift, unter welchen Voraussetzungen an die Daten die Formel eine giiltige Losung liefert.
Dieser Punkt kann technisch anspruchsvoll sein — je nach Gleichung — und wird hier nur
angedeutet.
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Beispiel 11.4 Betrachte das Anfangswertproblem fiir die Warmeleitungsgleichung im R™:
Ou—Au=0 auf R" x (0, 00),
u(+,0)=f auf R™.
Wir bilden die Fouriertransformierte a(-,¢) = m beziiglich der rdumlichen Variablen. Mit

Satz 11.9 erhalten wir fiir 4 das Anfangswertproblem

0=0u—Au = oy + |p|*a  auf R™ x (0, 00),

f = a(0,-) aufR"™
Es folgt a(p,t) = f(p) et Aber nach Beispiel 11.2 gilt fiir Gﬁ(x) = (2t)_% G <ﬁ>
G () = G(V2p) = G(V2ip) = e .

Aus Satz 11.6(2) folgt nun u = (27) 72 f * G /5, das heifit

1 _la—yi?
wet)= oy [ T sy

Es ist leicht zu sehen, dass die Formel fiir beschriankte und stetige Anfangsdaten f eine Losung

u € C®(R™ x (0,00)) NCO(R™ x [0,00)) des Anfangswertproblems liefert.

Beispiel 11.5 Als zweites betrachten wir das Anfangswertproblem fiir die Wellengleichung;:
Pu—Au = 0 auf R" x (0,00),
u(,0) = f auf R",
owu(-,0) = g auf R™
Wir fithren den analogen Fourieransatz durch und erhalten das Anfangswertproblem
0=082u—Au = da+|p?a auf R” x (0,00),
f = a(0,:) aufR",
g = 0wu(0,-).
Es folgt diesmal fiir die Fouriertransformierte

. N . sint|p
u@xw:ﬂmcwﬂm+g@>,m'.

7 sin

Angenommen, es gibt eine Funktion R : R" x (0,00) — R mit R = (27)"2 %. Dann
liefert formale Anwendung von Satz 11.6(2)




Die Losung des Anfangswertproblems wire dann v = 9;(R * f) + R * g. Fiir n = 1 koénnen
wir R = % X[-t, Wéihlen nach Beispiel 11.3 und erhalten

T+t

we) = (Fer0+ie-0+ [ away).

—t
Dies liefert eine giiltige Losung u € C?(R x (0,00)) N CL(R x [0,00)), falls f € C*(R) und
g € CY(R). Fiir n = 2 behaupten wir

1
R(z,t) = — 240

2 ol

Denn mit Fubini folgt, zunéchst fiir p = (0, |p|) # 0,

A~ 1 _i<p7x>
27 R(p,t) = / ¢

— R
27 J{lal<t} /12 — |z|?
—i({tp,y)

_ / R,
21 Jiyl<1y V1 = |yl?

¢ ! —it|p|y2 v 1
- — e s dy1 dy2
—1 — 2

2m L—y3 —ui

ot e [
= — e P2 / ————dndys
2T /_1 -1 /1 — ,,72 "

t [t
= 5 / 6_Zt‘p|y2 dy2
—1

sin [plt
pl

Dann gilt aber R(p,t) = = Sir‘lz‘f'o  fiir alle p # 0, da beide Seiten invariant unter Drehungen

sind. Wir haben also fiir n = 2 die Formel

t xr—t t xr—t
u(t,x) = O (2 / 7“)0( y)2 dy) + or / 79( y)2 dy
™ Jyl<1y V1 -yl T J{yl<1y /1=yl

Damit die Formel eine Losung u € C2(R x (0,00)) NC'(R x [0, 00)) definiert, miissen wir fiir

n = 2 mehr voraussetzen, nimlich g € C?(R") und f € C3(R"). Beachte auch, dass R(-,t)
fiir n = 2 nicht mehr in L2(R") liegt. Fiir n > 3 ist die Gleichung R(p,t) = (27)~2 SiTTJf“
gar nicht mehr durch eine Funktion l6sbar; trotzdem kann mit dem Ansatz eine Losung
gefunden werden. Der zweite Schritt — die Rechtfertigung der Losungsformel — ist fir die

Wellengleichung deutlich subtiler als fiir die Warmeleitungsgleichung.
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12 Anhang

Satz 12.1 (Heine-Borel) Sei (X, d) metrischer Raum. Fir M C X sind dquivalent:
(1) M ist folgenkompakt: jede Folge x), € M hat einen Hiufungspunkt x € M.

(2) M st diberdeckungskompakt: ist M C |J;c; Ui mit Ug C X offen, so gibt es I' C T
endlich mit M C U;cp Us.

BEWEIS: Sei M {iberdeckungskompakt. Ware M nicht folgenkompakt, so gibt es eine Folge
zr € M mit folgender Eigenschaft: zu jedem z € M gibt es eine offene Umgebung U, mit
xy ¢ U, fiir hinreichend grofie k. Nach Voraussetzung wird M durch endlich viele Mengen
Uz, ..., Uz, iiberdeckt, also folgt zj ¢ M fiir k gro, ein Widerspruch.

Sei nun umgekehrt M folgenkompakt, und (J;c;U; eine offene Uberdeckung von M.
Als erstes zeigen wir: es gibt ein o > 0, so dass fiir alle x € M ein i = i(z) existiert mit
By(z) C U;. Andernfalls gibt es zu k € N ein xp € M mit By (zx)\U; # 0 fiir alle i € I.
Nach Ubergang zu einer Teilfolge gilt zp — = € M. Aber x € Uj, fiir ein ig € I, also
B i (wx) C Uj, fiir k hinreichend gro, Widerspruch.

Géabe es nun keine endliche Teiliiberdeckung, so finden wir induktiv xi,z9,... in M
mit zy ¢ Ufz_ll By(z;). Es folgt d(xzy,z;) > 0 > 0 fiir k > ¢, das heifit die Folge xj besitzt
keine konvergente Teilfolge, im Widerspruch zur Voraussetzung. O
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