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1 Abstrakte äußere Maße

Die Maßtheorie ist ein gutes Beispiel dafür, dass die Dinge durch Abstraktion einfacher werden. In
diesem Kapitel behandeln wir abstrakte äußere Maße, und besprechen eine Reihe von Beispielen.
Die äußeren Maße sind a priori auf allen Mengen definiert, was der Situation in der Analysis
und Geometrie entspricht. Aber nicht mit allen Mengen kann auch vernünftig gerechnet werden,
deshalb wird der Begriff der Messbarkeit nach Caratheodory eingeführt. Insbesondere verhält sich
das Maß bei Grenzprozessen mit messbaren Mengen stetig.

Wir beginnen mit Vorbemerkungen zum Umgang mit dem Symbol ∞, genauer +∞ und
−∞. Auf der erweiterten Zahlengeraden R = R ∪ {+∞,−∞} sind die Ordnungsrelation
−∞ < a <∞ für a ∈ R und der Konvergenzbegriff auf naheliegende Weise gegeben.

Definition 1.1 (Konvergenz in R) Eine Folge sk ∈ R (k ∈ N) konvergiert gegen s ∈ R,
falls eine der folgenden Alternativen gilt:

(i) s ∈ R, und für jedes ε > 0 gilt sk ∈ (s− ε, s+ ε) ⊂ R für k hireichend groß.

(ii) s =∞, und für jedes r ∈ R gilt sk ∈ (r,∞] für k hinreichend groß.

(iii) s = −∞, und für jedes r ∈ R gilt sk ∈ [−∞, r) für k hinreichend groß.

Eine Folge sk ∈ R ist genau dann in R konvergent, wenn sie entweder in R konvergiert oder
bestimmt divergiert gegen +∞ bzw. gegen −∞. Der Grenzwert einer monoton wachsenden
Folge, bzw. einer Reihe mit nichtnegativen Gliedern, ist also immer existent. Die Addition
und Multiplikation wird wie folgt auf R fortgesetzt:

+ −∞ R +∞
−∞ −∞ −∞
R −∞ R +∞

+∞ +∞ +∞

· 0 R+ ∞
0 0 0 0
R+ 0 R+ ∞
∞ 0 ∞ ∞

Die Regel 0 · ∞ = 0 ist nicht direkt begründet, sie wird sich aber als praktisch erweisen.
Schließlich verwenden wir die Vereinbarungen

sup ∅ = −∞ und inf ∅ = +∞.

Diese sind konsistent mit der Tatsache, dass für Mengen A,B ⊂ R stets gilt:

A ⊂ B ⇒ supA ≤ supB sowie inf A ≥ inf B.

Wir bezeichnen mit 2X die Potenzmenge einer Menge X, also die Menge aller Teilmengen
von X. Eine Teilmenge von 2X wird in der Maßtheorie oft als System von Mengen bezeichnet,
wohl um den Ausdruck

”
Menge von Mengen“ zu vermeiden.
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Definition 1.2 (äußeres Maß) Sei X eine Menge. Eine Funktion µ : 2X → [0,∞] mit
µ(∅) = 0 heißt (äußeres) Maß auf X, falls gilt:

(1.1) A ⊂
∞⋃
i=1

Ai ⇒ µ(A) ≤
∞∑
i=1

µ(Ai).

Zur Terminologie: wir lassen das Adjektiv äußere oft der Kürze halber weg, sprechen also
nur von einem Maß. Der Begriff des Maßes, wie er zum Beispiel in der Stochastik benutzt
wird, weicht etwas ab, siehe Definition 1.6. In der Analysis sind äußere Maße aber natürlich,
sie sind für diese Vorlesung ausreichend.

Nehmen wir in Definition 1.2 Überdeckungen mit Ai = ∅ für i > k, so folgt

A ⊂
k⋃
i=1

Ai ⇒ µ(A) ≤
k∑
i=1

µ(Ai).

Insbesondere ergibt sich

(1.2) A ⊂ B ⇒ µ(A) ≤ µ(B) (Monotonie von µ).

Weiter haben wir

(1.3) µ

( ∞⋃
i=1

Ai

)
≤
∞∑
i=1

µ(Ai) (σ-Subadditivität).

Umgekehrt folgt aus (1.2) und (1.3) offensichtlich die Eigenschaft (1.1). Der Buchstabe σ
steht in der Maßtheorie für

”
abzählbar unendlich“ , in Abgrenzung zu

”
endlich“ . Man würde

von einem Maß erwarten, dass es endlich additiv ist, dass also gilt:

A ∩B = ∅ ⇒ µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B).

Im allgemeinen ist das aber nicht für alle Mengen erfüllt. Wir führen deshalb die Klasse der
Mengen A ein, die jede andere Menge S additiv zerlegen, siehe (1.4). Auf diesen Mengen
können wir mit dem Maß vernünftig rechnen.

Definition 1.3 (Messbarkeit) Sei µ ein äußeres Maß auf X. Eine Menge A ⊂ X heißt
µ-messbar, falls gilt:

(1.4) µ(S) ≥ µ(S ∩A) + µ(S\A) für alle S ⊂ X.

Da S = (S ∩A) ∪ (S\A), gilt
”
≤“ in (1.4) sowieso nach (1.3). Mit anderen Worten

(1.5) A messbar ⇔ µ(S) = µ(S ∩A) + µ(S\A) ∀S ⊂ X.

Wir wollen die Definitionen nun an ein paar einfachen Beispielen betrachten.
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Beispiel 1.1 Für einen Punkt x ∈ X ist das zugehörige Diracmaß gegeben durch

δx(A) =

{
1 falls x ∈ A
0 sonst.

Es gilt δx(A) ∈ {0, 1} und δx(∅) = 0 per Definition. Ist eine Überdeckung A ⊂
⋃∞
k=1Ak

gegeben und ist x ∈ A, so folgt x ∈ Ak für (mindestens) ein k. Hieraus folgt die Eigenschaft
(1.1), denn im Fall x /∈ A gilt ohnehin δx(A) = 0. Alle Mengen A ⊂ X sind messbar bzgl. δx.
Ist nämlich x /∈ S so sind beide Seiten in (1.4) Null, und für x ∈ S liegt x in genau einer der
Mengen S ∩A bzw. S\A.

Beispiel 1.2 Sei X eine Menge. Das Zählmaß card : 2X → [0,∞] berechnet für jede Menge
A ⊂ X die Zahl der Elemente von A, es ist definiert durch

card(A) =

{
sup{n ∈ N : ∃ϕ : {1, . . . , n} → A injektiv} falls A 6= ∅
0 falls A = ∅.

Ist card(A) = n <∞, so gibt es eine injektive Abbildung ϕ : {1, . . . , n} → A. Diese ist auch
surjektiv, denn wäre a ∈ A mit a /∈ {ϕ(1), . . . , ϕ(n)}, so hätten wir die Injektion

φ : {1, . . . , n+ 1} → A, φ(i) =

{
ϕ(i) für i = 1, . . . , n

a für i = n+ 1.

Wir zeigen jetzt dass card ein äußeres Maß ist, und behaupten dazu als erstes

(1.6) card(A1 ∪A2) ≤ card(A1) + card(A2).

Sei ohne Einschränkung card(Ai) = ni ∈ N, also gibt es ϕi : {1, . . . , ni} → Ai bijektiv. Ist
ϕ : {1, . . . , k} → A1 ∪A2 injektiv, so definieren wir f : {1, . . . , k} → {1, . . . , n1 + n2} durch

f(i) =

{
ϕ−1

1 (ϕ(i)) ∈ {1, . . . , n1} falls ϕ(i) ∈ A1,

n1 + ϕ−1
2 (ϕ(i)) ∈ {n1 + 1, . . . , n1 + n2} falls ϕ(i) ∈ A2\A1.
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Die Abbildung f ist injektiv, also folgt k ≤ n1 + n2 nach dem Schubfachprinzip und (1.6) ist
gezeigt. Für endliche Vereingungen ergibt sich die Ungleichung durch Induktion, und daraus
folgt schon die σ-Subadditivität

card

( ∞⋃
i=1

Ai

)
≤
∞∑
i=1

card(Ai).

Denn ist die rechte Seite endlich, so gibt es ein k ∈ N mit Ai = ∅ für alle i > k. Nach
Definition gilt weiter die Monotonie

A ⊂ B ⇒ card(A) ≤ card(B).

Somit ist card ein äußeres Maß. Wir behaupten, dass alle Mengen A ⊂ X messbar sind.
Zu S ⊂ X, oBdA card(S) < ∞, wähle Bijektionen ϕ1 : {1, . . . , n1} → S ∩ A sowie ϕ2 :
{1, . . . , n2} → S\A, und setze

ϕ : {1, . . . , n1 + n2} → S, ϕ(i) =

{
ϕ1(i) für i = 1, . . . , n1,

ϕ2(i− n1) für i = n1 + 1, . . . , n1 + n2.

Die Abbildung ϕ ist injektiv, also gilt

card(S) ≥ n1 + n2 = card(S ∩A) + card(S\A).

Beispiel 1.3 Auf jeder Menge X erhalten wir ein blödes Maß β durch

β(A) =

{
0 falls A = ∅
1 sonst.

Offensichtlich gilt die Maßeigenschaft (1.1). Aber nur ∅ und X sind β-messbar, denn mit der
Wahl S = X in (1.4) folgt, falls A ⊂ X β-messbar ist,

1 ≥ β(X) = β(A) + β(X\A).

Beispiel 1.4 Für eine Familie µλ, λ ∈ Λ, von äußeren Maßen auf X sei

µ(A) = sup
λ∈Λ

µλ(A).

Dann ist µ ein äußeres Maß auf X, denn für A ⊂
⋃∞
i=1Ai und festes λ ∈ Λ gilt

µλ(A) ≤
∞∑
i=1

µλ(Ai) ≤
∞∑
i=1

µ(Ai).

Bilde nun auf der linken Seite das Supremum über alle λ ∈ Λ und erhalte (1.1). Es ist im
allgemeinen nicht klar, welche Mengen bzgl. µ messbar sind.

Die folgenden beiden Konstruktionen von Maßen werden öfters benutzt.
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Satz 1.1 (Bildmaß) Seien X,Y Mengen und f : X → Y . Für ein gegebenes äußeres Maß
µ : 2X → [0,∞] erhält man ein äußeres Maß f(µ) auf Y durch

f(µ) : 2Y → [0,∞], f(µ)(B) = µ(f−1(B)).

f(µ) heißt Bildmaß von µ unter f , und es gilt für alle B ⊂ Y

(1.7) f−1(B) µ-messbar ⇒ B f(µ)-messbar .

Beweis: Für B ⊂
⋃∞
i=1Bi gilt f−1(B) ⊂

⋃∞
i=1 f

−1(Bi) und folglich nach Definition 1.1

f(µ)(B) = µ
(
f−1(B)

)
≤
∞∑
i=1

µ
(
f−1(Bi)

)
=
∞∑
i=1

f(µ)(Bi).

Außerdem ist trivialerweise f(µ)(∅) = µ(f−1(∅)) = µ(∅) = 0. Nun ist nach Definition von
f(µ) die Menge B ⊂ Y genau dann f(µ)-messbar, wenn gilt:

µ(f−1(T )) ≥ µ(f−1(T ∩B)) + µ(f−1(T\B)) für alle T ⊂ Y.

Da f−1(T ∩B) = f−1(T )∩f−1(B) sowie f−1(T\B) = f−1(T )\f−1(B), ist dies äquivalent zu

µ(f−1(T )) ≥ µ(f−1(T ) ∩ f−1(B)) + µ(f−1(T )\f−1(B)) für alle T ⊂ Y.

Dagegen ist f−1(B) genau dann µ-messbar, wenn

µ(S) ≥ µ(S ∩ f−1(B)) + µ(S\f−1(B)) für alle S ⊂ X.

Also folgt die Behauptung (1.7), indem wir S = f−1(T ) setzen.

Satz 1.2 (Einschränkung) Sei µ : 2X → [0,∞] ein äußeres Maß auf X. Für eine gegebene
Menge M ⊂ X erhält man ein äußeres Maß µxM auf X durch

µxM : 2X → [0,∞], µxM(A) = µ(A ∩M).

µxM heißt Einschränkung von µ auf M , und es gilt

(1.8) A µ-messbar ⇒ A µxM -messbar.

Beweis: Aus der Definition folgt sofort, dass µxM ein äußeres Maß ist. Weiter gilt für A ⊂ X
µ-messbar und S ⊂ X beliebig

µxM(S) = µ(S ∩M)

≥ µ((S ∩M) ∩A) + µ((S ∩M)\A) (da A µ-messbar)

= µ((S ∩A) ∩M) + µ((S\A) ∩M)

= µxM(S ∩A) + µxM(S\A).

Dies beweist Behauptung (1.8).
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Definition 1.4 (Nullmenge) Sei µ äußeres Maß auf X. Die Menge N ⊂ X heißt µ-
Nullmenge, falls µ(N) = 0.

Proposition 1.1 (Messbarkeit von Nullmengen) Sei µ äußeres Maß auf X. Dann gilt:

N Nullmenge ⇒ N µ-messbar(1.9)

N1, N2, . . . Nullmengen ⇒
∞⋃
k=1

Nk Nullmenge.(1.10)

Beweis: Sei µ(N) = 0. Für S ⊂ X gilt mit der Monotonie des äußeren Maßes µ

µ(S) ≥ µ(S\N) = µ(S ∩N)︸ ︷︷ ︸
≤µ(N)=0

+µ(S\N).

Das zeigt (1.9), und (1.10) folgt direkt aus Definition 1.2.

Wir wollen nun allgemein die Struktur des SystemsM der µ-messbaren Mengen untersuchen.
Auf jeden Fall enthältM alle Nullmengen N ⊂ X, und damit auch deren Komplemente X\N ,
wie unten in Satz 1.3 gezeigt. Es kann sein, dass keine anderen Mengen messbar sind, zum
Beispiel ist M = {∅, X} in Beispiel 1.3. Aber in den relevanten Fällen erwarten wir doch,
dass es viele weitere messbare Mengen gibt. Jedenfalls ist das System M unter abzählbaren
Vereinigungen und Durchschnitten abgeschlossen. Dies soll nun gezeigt werden.

Definition 1.5 (σ-Algebra) Ein Mengensystem A ⊂ 2X heißt σ-Algebra, wenn gilt:

(i) X ∈ A

(ii) A ∈ A ⇒ X\A ∈ A

(iii) Ai ∈ A für i = 1, 2, . . . ⇒
⋃∞
i=1Ai ∈ A.

Eine σ-Algebra A ist auch unter abzählbaren Durchschnitten abgeschlossen, das heißt es gilt

(1.11) Ai ∈ A für i = 1, 2, . . . ⇒
∞⋂
i=1

Ai ∈ A.

Dies folgt sofort aus der Darstellung
⋂∞
i=1Ai = X\ (

⋃∞
i=1X\Ai).

Lemma 1.1 Seien A1, A2, . . . , Ak ⊂ X paarweise disjunkt und µ-messbar. Dann gilt

µ
(
S ∩

k⋃
i=1

Ai
)

=
k∑
i=1

µ(S ∩Ai) für alle S ⊂ X.
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Beweis: Für k = 1 ist die Aussage trivial, und für k ≥ 2 folgt induktiv, da Ak µ-messbar,

µ
(
S ∩

k⋃
i=1

Ai
)

= µ
(
(S ∩

k⋃
i=1

Ai) ∩Ak
)

+ µ
(
(S ∩

k⋃
i=1

Ai)\Ak
)

= µ(S ∩Ak) + µ
(
S ∩

k−1⋃
i=1

Ai
)

=

k∑
i=1

µ(S ∩Ai).

Satz 1.3 (System der messbaren Mengen) Sei µ : X → [0,∞] ein äußeres Maß. Dann
ist das System M der µ-messbaren Mengen eine σ-Algebra, und es gilt

(1.12) Ai ∈M, i ∈ N, paarweise disjunkt ⇒ µ
( ∞⋃
i=1

Ai
)

=

∞∑
i=1

µ(Ai).

Beweis: Es gilt X ∈M, denn für jede Menge S ⊂ X ist

µ(S ∩X) + µ(S\X) = µ(S) + µ(∅) = µ(S).

Mit A ∈M folgt auch X\A ∈M, denn für S ⊂ X gilt

µ
(
S ∩ (X\A)

)
+ µ

(
S\(X\A)

)
= µ(S\A) + µ(S ∩A) = µ(S).

Als nächstes zeigen wir, dass A ∪B ∈M für A,B ∈M, und zwar gilt für S ⊂ X beliebig

µ
(
S ∩ (A ∪B)

)
+ µ

(
S\(A ∪B)

)
≤ µ(S ∩A) + µ

(
(S\A) ∩B

)
+ µ

(
(S\A)\B

)
= µ(S ∩A) + µ(S\A) (da B ∈M)

= µ(S) (da A ∈M).

Hieraus folgt auch A ∩ B = X\((X\A) ∪ (X\B)) ∈ M und A\B = A ∩ (X\B) ∈ M. Per
Induktion erhalten wir, dass M unter endlichen Vereinigungen und Durchschnitten abge-
schlossen ist. Jetzt zeigen wir

Ai ∈M für i = 1, 2, . . . ⇒ A =
∞⋃
i=1

Ai ∈M.

Wir können dazu annehmen, dass Ai ∩ Aj = ∅ für i 6= j, andernfalls betrachten wir Ãi =

Ai\(A1 ∪ . . . ∪Ai−1). Für S ⊂ X beliebig folgt, da
⋃k
i=1Ai ∈M,

µ(S) = µ
(
S ∩

k⋃
i=1

Ai
)

+ µ
(
S\

k⋃
i=1

Ai
)
≥

k∑
i=1

µ(S ∩Ai) + µ(S\A).
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Im zweiten Schritt wurde Lemma 1.1 und die Monotonie von µ benutzt. Mit k →∞ erhalten
wir wegen der σ-Subadditivität von µ

µ(S) ≥
∞∑
i=1

µ(S ∩Ai) + µ(S\A) ≥ µ
( ∞⋃
i=1

(S ∩Ai)
)

+ µ(S\A) = µ(S ∩A) + µ(S\A).

Also ist A =
⋃∞
i=1Ai µ-messbar. Schließlich folgt mit S = X in Lemma 1.1

lim
k→∞

µ
( k⋃
i=1

Ai
)

=
∞∑
i=1

µ(Ai) ≥ µ
( ∞⋃
i=1

Ai
)
≥ lim

k→∞
µ
( k⋃
i=1

Ai
)
,

wieder mit der σ-Subadditivität und der Monotonie. Damit ist der Satz bewiesen.

Satz 1.4 (Stetigkeit von Maßen) Sei µ äußeres Maß auf X, und A1, A2, . . . seien
µ-messbar. Dann gelten folgende Aussagen:

(i) A1 ⊂ A2 ⊂ . . . ⇒ µ
(⋃∞

i=1Ai
)

= limk→∞ µ(Ak) (Stetigkeit von unten)

(ii) A1 ⊃ A2 ⊃ . . . , µ(A1) <∞ ⇒ µ
(⋂∞

i=1Ai
)

= limk→∞ µ(Ak) (Stetigkeit von oben).

Beweis: Für (i) setze Ãk = Ak\
⋃k−1
i=1 Ai und berechne unter Verwendung von (1.12)

µ
( ∞⋃
i=1

Ai
)

= µ
( ∞⋃
i=1

Ãi
)

=

∞∑
i=1

µ(Ãi) = lim
k→∞

µ
( k⋃
i=1

Ãi
)

= lim
k→∞

µ(Ak).

Für (ii) betrachte die aufsteigende Folge A′k = A1\Ak. Es gilt

µ(A1) = µ(A1 ∩Ak) + µ(A1\Ak) = µ(Ak) + µ(A′k).

Daraus folgt wegen (i)

µ(A1)− lim
k→∞

µ(Ak) = lim
k→∞

µ(A′k) = µ
( ∞⋃
i=1

A′i
)

= µ(A1\
∞⋂
i=1

Ai) = µ(A1)− µ
( ∞⋂
i=1

Ai
)
.

Beispiel 1.5 Die Bedingung µ(A1) <∞ in (ii) kann nicht ersatzlos gestrichen werden. Mit
Ak = {k, k+1, . . .} ⊂ N gilt zum Beispiel card(Ak) =∞ für alle k ∈ N, aber card(

⋂∞
i=1Ai) =

card(∅) = 0.

Zum Schluss des Kapitels erwähnen wir den Begriff des Maßes, wie er in der Stochastik, oft
auch in der Analysis, vorkommt.
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Definition 1.6 (Maß) Sei A ⊂ 2X eine gegebene σ-Algebra. Eine Funktion µ : A → [0,∞]
mit µ(∅) = 0 heißt Maß auf A, falls

µ
( ∞⋃
i=1

Ai
)

=

∞∑
i=1

µ(Ai) für jede paarweise disjunkte Folge Ai ∈ A.

Das Tripel (X,A, µ) wird dann auch als Maßraum bezeichnet.

Nach Satz 1.3 induziert jedes äußere Maß µ auf der σ-Algebra M das Maß µ|M.
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2 Äußere Maße auf Rn

Wie betrachten nun Maße auf dem Rn. Wie üblich haben wir dann die σ-Algebra der messbaren
Mengen, andererseits erzeugen die offenen bzw. abgeschlossenen Mengen ebenfalls eine σ-
Algebra, diese heißt Borelalgebra. Es geht dann um das Verhältnis dieser beiden Mengensysteme.
Erstens beweisen wir ein Kriterium von Caratheodory dafür, dass alle Borelmengen messbar sind.
Umgekehrt zeigen wir für Borelmaße, dass sich messbare Mengen von Borelmengen nur um eine
Nullmenge unterscheiden.

In der Analysis im Rn spielt das System der offenen Mengen eine wichtige Rolle. Für
ein gegebenes Maß µ stellt sich damit die Frage: sind alle offenen Mengen µ-messbar? Wenn
ja, so sind auch abgeschlossene Mengen messbar, denn diese sind genau die Komplemente der
offenen Mengen. Nach Satz 1.3 erhalten wir weitere messbare Mengen dann als abzählbare
Vereinigungen und Durchschnitte. Um hier etwas System reinzubringen, ist der folgende
Begriff nützlich.

Definition 2.1 Sei E ein System von Mengen E ⊂ X. Die von E erzeugte σ-Algebra ist

(2.1) σ(E) =
⋂
{A : A ist σ-Algebra in X mit E ⊂ A}.

Aus Definition 1.5 ergibt sich direkt, dass Durchschnitte von σ-Algebren wieder eine σ-
Algebra liefern. Insbesondere ist σ(E) eine σ-Algebra, und zwar ist es die kleinste σ-Algebra
die E enthält, im Sinne der folgenden Implikation:

(2.2) A σ-Algebra mit E ⊂ A ⇒ σ(E) ⊂ A.

Beispiel 2.1 Ist E ⊂ X und E = {E}, so gilt σ(E) = {∅, E,X\E,X}.

Es muss gesagt werden, dass Definition 2.1 nicht konstruktiv ist. Wir wissen zwar, dass
abzählbare Vereinigungen und Durchschnitte wieder in σ(E) landen; das kann beliebig oft
iteriert werden. Aber im allgemeinen können wir die erzeugte σ-Algebra nicht einfach hin-
schreiben, die Menge aller σ-Algebren A mit E ⊂ A ist nicht explizit bekannt. Vielmehr
verwenden wir in Anwendungen des Begriffs immer die Eigenschaft (2.2).

Definition 2.2 (Borelmengen) Die vom System der offenen Mengen U ⊂ Rn erzeugte
σ-Algbra heißt Borelalgebra B, ihre Elemente sind die Borelmengen.

Nach Satz 1.3 ist das System M der µ-messbaren Mengen eine σ-Algebra. Sind also die
offenen Mengen µ-messbar, so auch alle Borelmengen nach (2.2). Der folgende Satz gibt eine
praktische hinreichende Bedingung.

Satz 2.1 (Caratheodory’s Kriterium) Sei µ äußeres Maß auf Rn mit

µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B) falls dist(A,B) > 0.

Dann ist µ ein Borelmaß∗, das heißt alle Borelmengen sind µ-messbar.

∗Die Terminologie ist in der Literatur nicht einheitlich.
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Beweis: Wir zeigen dass jede abgeschlossene Menge A messbar ist; daraus folgt die Behaup-
tung mit (2.2). Sei S ⊂ Rn gegeben, oBdA mit Maß µ(S) <∞. Betrachte die Parallelmengen
Aj = {x ∈ Rn : dist(x,A) ≤ 1

j }. Für x ∈ A und y /∈ Aj ist |x− y| ≥ dist(A, y) > 1
j . Es folgt

dist(S ∩A,S\Aj) ≥
1

j
> 0.

Mit der Voraussetzung ergibt sich

µ(S ∩A) + µ(S\A) ≤ µ(S ∩A) + µ(S\Aj) + µ
(
S ∩ (Aj\A)

)
= µ

(
(S ∩A) ∪ (S\Aj)

)
+ µ

(
S ∩ (Aj\A)

)
≤ µ(S) + µ

(
S ∩ (Aj\A)

)
.

Es reicht also zu zeigen dass limj→∞ µ
(
S∩(Aj\A)

)
= 0. Satz 1.4(ii) ist hier nicht anwendbar,

die Mengen S∩(Aj\A) sind ggf. nicht messbar. Stattdessen zerlegen wir sie in Parallelstreifen:

S ∩ (Aj\A) =
∞⋃
k=j

Sk mit Sk = S ∩ (Ak\Ak+1).

Beachte: für x /∈ A gilt dist(x,A) > 0, da A abgeschlossen, also liegt jedes x ∈ S ∩ (Aj\A) in
genau einer der Mengen Sk. Es gilt

(2.3) dist(Sj , Sk) ≥
1

j + 1
− 1

k
> 0 für k ≥ j + 2.

Und zwar haben wir für x /∈ Aj+1, y ∈ Ak und beliebiges a ∈ A

1

j + 1
< dist(x,A) ≤ |x− a| ≤ |x− y|+ |y − a|.
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Wir bilden das Infimum über alle a ∈ A und erhalten

1

j + 1
≤ |x− y|+ dist(y,A) ≤ |x− y|+ 1

k
.

Das zeigt (2.3). Nach Voraussetzung folgt nun induktiv

N∑
i=1

µ(S2i) = µ
( N⋃
i=1

S2i

)
≤ µ(S) <∞,

N∑
i=1

µ(S2i−1) = µ
( N⋃
i=1

S2i−1

)
≤ µ(S) <∞.

Also ist
∑∞

j=1 µ(Sj) <∞, und mit dem Konvergenzkriterium von Cauchy folgt

µ
(
S ∩ (Aj\A)

)
≤
∞∑
k=j

µ(Sk)→ 0 mit j →∞.

Damit ist der Satz bewiesen.

Wir können Borelmengen schrittweise erzeugen, indem wir mit den offenen und abgeschlos-
senen Mengen als nullter Generation starten. Die erste Generation besteht dann aus den
abzählbaren Vereinigungen von abgeschlossenen Mengen, und den abzählbaren Durchschnit-
ten von offenen Mengen; hierfür hat Felix Hausdorff die Bezeichnungen Fσ-Menge bzw. Gδ-
Menge eingeführt. Die zweite Generation besteht aus abzählbaren Vereinigungen und Durch-
schnitten dieser Mengen und so weiter. Die Darstellung wird dabei immer komplexer. Der
folgende Satz liefert aber eine einfache Zerlegung bezüglich eines Maßes µ.

Satz 2.2 (In-Approximation für Borelmaße) Sei µ ein Borelmaß auf Rn. Dann gilt für
jede Borelmenge E ⊂ Rn mit µ(E) <∞

(2.4) inf
{
µ(E\C) : C abgeschlossen, C ⊂ E

}
= 0.

Insbesondere gibt es Cj ⊂ E abgeschlossen mit µ(E\
⋃∞
j=1Cj) = 0.

Beweis: Sei zunächst µ(Rn) <∞. Betrachte das System

E = {E ⊂ Rn : E Borel mit (2.4)}.

Zu Ej ∈ E , j ∈ N, gibt es Cj ⊂ Ej abgeschlossen mit µ(Ej\Cj) < 2−jε. Es folgt

µ
( ∞⋂
j=1

Ej\
∞⋂
j=1

Cj
)
≤ µ

( ∞⋃
j=1

Ej\Cj
)
≤
∞∑
j=1

µ(Ej\Cj) < ε.
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Also ist
⋂∞
j=1Ej ∈ E . Weiter gilt

µ
( ∞⋃
j=1

Ej\
∞⋃
j=1

Cj
)
≤ µ

( ∞⋃
j=1

Ej\Cj
)
≤
∞∑
j=1

µ(Ej\Cj) < ε.

Da Ej und Cj messbar sind sowie µ(Rn) <∞, folgt aus Satz 1.4(ii)

lim
k→∞

µ
( ∞⋃
j=1

Ej\
k⋃
j=1

Cj
)

= µ
( ∞⋃
j=1

Ej\
∞⋃
j=1

Cj
)
< ε.

Also ist auch
⋃∞
j=1Ej ∈ E . Wir zeigen nun:

E∗ = {E ∈ E : Rn\E ∈ E} ist eine σ-Algebra.

Denn mit E ∈ E∗ ist auch Rn\E ∈ E∗, und für Ej ∈ E∗ gilt

Rn\
∞⋃
j=1

Ej =
∞⋂
j=1

Rn\Ej ∈ E und Rn\
∞⋂
j=1

Ej =
∞⋃
j=1

Rn\Ej ∈ E .

Für C abgeschlossen gilt C ∈ E∗: offenbar ist C ∈ E , und Rn\C ∈ E folgt mit

Rn\C = {x ∈ Rn : dist(x,C) > 0} =
∞⋃
j=1

{x ∈ Rn : dist(x,C) ≥ 1

j
}.

Somit ist E = E∗ die ganze Borelalgebra, und der Satz ist im Fall µ(Rn) < ∞ bewiesen. Ist
µ beliebiges Borelmaß, so betrachten wir die Einschränkung λ = µxE. Nach Satz 1.2 sind
Borelmengen auch λ-messbar, und es gilt

λ(Rn) = (µxE)(Rn) = µ(E) <∞ nach Voraussetzung.

Wie gezeigt gibt es zu ε > 0 eine abgeschlossene Menge C ⊂ E mit λ(E\C) < ε, das heißt
µ(E\C) < ε. Damit ist der Satz bewiesen.

Wir betrachten ab jetzt folgende Klasse von Maßen.

Definition 2.3 (Radonmaß) Ein Borelmaß µ auf Rn heißt Radonmaß, falls gilt:

(1) µ ist lokal endlich, also µ(K) <∞ für alle K ⊂ Rn kompakt.

(2) µ ist Borelregulär, das heißt zu jeder Menge E ⊂ Rn gibt es eine Borelmenge B ⊃ E
mit µ(B) = µ(E). Man nennt B dann eine Borelhülle von E.

Achtung: für B ⊃ E gilt E = B\(B\E). Ist E nicht messbar, so muss µ(B\E) > 0 sein.

Satz 2.3 Sei µ Borelmaß und E ⊂ Rn mit µ(E) <∞. Ist µ Borelregulär und E µ-messbar,
so ist µxE ein (endliches) Radonmaß.
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Beweis: Nach Satz 1.2 ist µxE ein Borelmaß mit µxE(Rn) < ∞. Wir müssen zeigen, dass
µxE Borelregulär ist. Im ersten Schritt nehmen wir zusätzlich E Borel an, und konstruieren
zu gegebenem S ⊂ Rn eine Borelhülle S̃. Wähle dazu B ⊃ S ∩E Borel mit µ(B) = µ(S ∩E).
Dann ist S̃ := B ∪ (Rn\E) Borel mit S̃ ⊃ S, und

µxE(S̃) = µ(B ∩ E) ≤ µ(B) = µ(S ∩ E) = µxE(S).

Sei jetzt E nur messbar mit µ(E) <∞. Wähle B ⊃ E Borel mit µ(B) = µ(E). Es gilt dann
µxE = µxB, und zwar berechnen wir für alle S ⊂ Rn

µxB(S) = µ(S ∩B)

≤ µ(S ∩ E) + µ(B\E)

= µxE(S) + µ(B)− µ(E)

≤ µxB(S).

Die Behauptung folgt also aus dem ersten Schritt.

Satz 2.4 (Approximation für Radonmaße) Sei µ ein Radonmaß auf Rn. Dann gelten
für E ⊂ Rn folgende Aussagen:

(1) µ(E) = inf{µ(U) : U offen, U ⊃ E}.

(2) µ(E) = sup{µ(K) : K kompakt, K ⊂ E}, falls E messbar ist.

Beweis: Für (1) sei ohne Einschänkung µ(E) < ∞. Wir können auch E Borel annehmen,
andernfalls wende (1) auf eine Borelhülle B ⊃ E an. Nach Satz 2.2 gibt es zu k ∈ N eine
abgeschlossene Menge Ck ⊂ Bk(0)\E mit

µ
(
Bk(0)\(E ∪ Ck)

)
= µ

(
(Bk(0)\E)\Ck

)
< 2−kε.

Dann ist Uk = Bk(0)\Ck offen, enthält Bk(0) ∩ E, und mit U =
⋃∞
k=1 Uk gilt
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µ(U\E) = µ
( ∞⋃
k=1

Uk\E
)
≤
∞∑
k=1

µ
(
Bk(0)\(E ∪ Ck)

)
< ε.

Damit ist Aussage (1) bewiesen. Für (2) können wir E kompakt annehmen, denn nach Satz
1.4(i) gilt µ(E) = limk→∞ µ(E ∩Bk(0)). Nach Satz 2.3 ist µxE ein Radonmaß. Zu ε > 0 gibt
es wie bewiesen U ⊃ Rn\E offen mit

µxE(U) < µxE(Rn\E) + ε = ε.

Dann ist C = Rn\U abgeschlossen mit C ⊂ E, insbesondere C kompakt, mit

µ(E) ≤ µ(E\U) + µ(E ∩ U) < µ(C) + ε.

Folgerung 2.1 (Messbarkeit für Radonmaße) Sei µ ein Radonmaß auf Rn. Eine Menge
D ⊂ Rn ist genau dann µ-messbar, wenn eine der beiden (äquivalenten) Bedingungen gilt:

(1) Es gibt eine Borelmenge C ⊂ D mit µ(D\C) = 0.

(2) Es gibt eine Borelmenge E ⊃ D mit µ(E\D) = 0.

Es kann C =
⋃∞
j=1Ai mit Ai abgeschlossen gewählt werden, sowie E =

⋂∞
i=1 Ui mit Ui offen.

Beweis: Sei D ⊂ Rn messbar bezüglich µ. Schreibe

D =
∞⋃
j=1

Dj mit Dj = {x ∈ D : j − 1 ≤ |x| < j} für j ∈ N.

Nach Satz 2.4 gibt es Ki,j kompakt und Ui,j offen mit Ki,j ⊂ Dj ⊂ Ui,j , so dass

µ(Ki,j) > µ(Dj)− 2−j/i und µ(Ui,j) < µ(Dj) + 2−j/i.

Dann ist Ai =
⋃∞
j=1Ki,j abgeschlossen(!), Ui =

⋃∞
j=1 Ui,j ist offen, und es gilt Ai ⊂ D ⊂ Ui.

Mit C =
⋃∞
i=1Ai bzw. E =

⋂∞
i=1 Ui gelten für jedes i ∈ N die Abschätzungen

µ(D\C) ≤ µ(D\Ai) ≤
∞∑
j=1

µ(Dj\Ki,j) ≤
∞∑
j=1

(µ(Dj)− µ(Ki,j)) ≤
1

i
,

µ(E\D) ≤ µ(Ui\D) ≤
∞∑
j=1

µ(Ui,j\Dj) ≤
∞∑
j=1

(µ(Ui,j)− µ(Dj)) ≤
1

i
.

Dabei wurde die Messbarkeit von Dj benutzt. Mit i → ∞ folgen (1) und (2). Umgekehrt
folgt aus (1) bzw. (2) die Messbarkeit von D, denn D = C ∪ (D\C) = E\(E\D).
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Wir haben uns in diesem Kapitel auf Maße im Rn beschränkt. Eine Verallgemeinerung für
Maße auf metrischen Räumen (X, d) ist aber von Interesse, zum Beispiel ist jede Unterman-
nigfaltigkeit des Rn ein metrischer Raum. Das Kriterium von Caratheodory und die Appro-
ximation von innen, Satz 2.1 und Satz 2.2, gelten in voller Allgemeinheit. Das ergibt sich
leicht, wenn man die Beweise durchgeht. Satz 2.4, der Approximationssatz für Borelmaße,
erfordert folgende zusätzlichen Kompaktheitseigenschaften:

(a) X ist σ-kompakt, das heißt es gibt Ki ⊂ X kompakt mit X =
⋃∞
i=1Ki,

(b) X ist lokalkompakt, das heißt zu x ∈ X gibt es eine offene Umgebung U mit U kompakt.

Eine kompakte Menge lässt sich durch endlich viele Umgebungen U wie in (b) überdecken.
Insbesondere gibt es offene Mengen Ui ⊃ Ki mit U i kompakt. Diese kann man im Beweis von
Satz 2.4 statt der Kugeln verwenden.
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3 Das Lebesguemaß

Hier studieren wir das Lebesguemaß Ln auf dem Rn. Wir zeigen, dass Ln ein Radonmaß ist,
das auf (zunächst achsenparallelen) Quadern das elementar definierte Volumen liefert. Das Maß
wird dann durch die Eigenschaft der Translationsinvarianz eindeutig charakterisiert, bis auf einen
konstanten Faktor. Damit beweisen wir, dass es auch unter orthogonalen Abbildungen invariant
ist, und leiten eine Transformationsformel unter beliebigen linearen Abbildungen her. Schließlich
geben wir ein Beispiel einer Menge in R an, die nicht L1 messbar ist.

Wir starten mit der Definition des elementaren Volumens für achsenparallele Quader
Q im Rn, also Q = I1 × . . .× In für endliche Intervalle Ij mit Grenzen aj ≤ bj . Wir setzen

(3.1) |Q| =
n∏
j=1

(bj − aj) ≥ 0 (|Q| = 0 im Fall Q = ∅).

Jede Koordinatenhyperebene {x ∈ Rn : xj = c} liefert eine Zerlegung Q = Q′ ∪Q′′, wobei

Q′ = {x ∈ Q : xj ≤ c} und Q′′ = {x ∈ Q : xj ≥ c}.

Der Schnitt von int(Q′) und int(Q′′) ist leer, und es gilt |Q| = |Q′|+ |Q′′|.

Definition 3.1 (Lebesguemaß) Das Lebesguemaß einer Menge E ⊂ Rn ist

(3.2) Ln(E) = inf
{ ∞∑
i=1

|Qi| : Qi achsenparalleler Quader, E ⊂
∞⋃
i=1

Qi

}
.

Satz 3.1 Für jeden achsenparallelen Quader P ⊂ Rn gilt Ln(P ) = |P |.

Beweis: Offensichtlich ist Ln(P ) ≤ |P |, denn {P} ist eine zulässige Überdeckung in Defini-
tion 3.1. Es ist also zu zeigen:

P ⊂
∞⋃
i=1

Qi ⇒ |P | ≤
∞∑
i=1

|Qi|.

Wir machen das zuerst im endlichen Fall, das heißt P ⊂ Q1 ∪ . . . ∪ QN , durch Induktion
über die Raumdimension n. Für n = 1 wählen wir ein Intervall I = [a, b], das P und die Qi
enthält, und berechnen mit dem Riemannintegral

|P | =
∫
I
χP (x) dx ≤

∫
I

N∑
i=1

χQi(x) dx =

N∑
i=1

∫
I
χQi(x) dx =

N∑
i=1

|Qi|.

Sei nun die Aussage in Dimension n− 1 gezeigt. Für y ∈ R betrachten wir den y-Schnitt von
P , das ist die Menge Py = {x ∈ Rn−1 : (x, y) ∈ P}. Mit P = I1 × . . .× In gilt

Py =

{
I1 × . . .× In−1 falls y ∈ In,
∅ sonst.
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Aus P ⊂ Q1 ∪ . . . ∪QN folgt

Py ⊂ {x ∈ Rn−1 : (x, y) ∈
N⋃
i=1

Qi} =

N⋃
i=1

{x ∈ Rn−1 : (x, y) ∈ Qi} =

N⋃
i=1

(Qi)y.

Wähle I = [a, b] so dass P,Q1, . . . , QN in Rn−1 × I enthalten sind. Es folgt induktiv

|P | =
∫
I
|Py| dy ≤

∫
I

N∑
i=1

|(Qi)y| dy =

N∑
i=1

∫
I
|(Qi)y| dy =

N∑
i=1

|Qi|.

Sei schließlich P ⊂
⋃∞
i=1Qi, und ohne Einschränkung |P | > 0. Ist P kompakt und Qi offen, so

wird P schon durch endlich viele Qi überdeckt nach Heine-Borel, und die Behauptung wurde
oben gezeigt. Allgemein wählen wir P ′ ⊂ P kompakt und Q′i ⊃ Qi offen mit |P ′| > |P | − ε
und |Q′i| < |Qi|+ 2−iε. Es folgt

|P | − ε < |P ′| ≤
∞∑
i=1

|Q′i| ≤
∞∑
i=1

|Qi|+ ε.

Mit ε↘ 0 ist der Satz bewiesen.

Satz 3.2 Das Lebesguemaß Ln ist ein Radonmaß.

Beweis: Wir arbeiten die Eigenschaften nacheinander ab.

Schritt 1: Ln ist ein äußeres Maß.
Rn wird durch die achsenparallelen Quader [−i, i]n, i ∈ N, überdeckt, also ist jedenfalls
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Ln(E) ∈ [0,∞]. Indem wir Qi = ∅ für alle i wählen, folgt auch Ln(∅) = 0. Sei nun
E ⊂

⋃∞
i=1Ei. Zu ε > 0 gibt es dann achsenparallele Quader Qij mit

Ei ⊂
∞⋃
j=1

Qij und

∞∑
j=1

|Qij | < Ln(Ei) + 2−iε.

Dann ist Qij mit i, j ∈ N eine abzählbare Überdeckung von E, und es folgt

Ln(E) ≤
∞∑

i,j=1

|Qij | ≤
∞∑
i=1

Ln(Ei) + ε.

Schritt 2: Ln ist Borelmaß.
Wir verwenden das Kriterium von Caratheodory, Satz 2.1. Für δ > 0 sei Qδ die Menge aller
achsenparallelen Quader mit Durchmesser diamQ < δ. Setze

Lnδ (E) = inf
{ ∞∑
i=1

|Qi| : Qi ∈ Qδ, E ⊂
∞⋃
i=1

Qi
}
.

Offenbar ist Ln(E) ≤ Lnδ (E). Aber jeder achsenparallele Quader Q kann durch Koordinaten-
hyperebenen in endliche viele Qj mit Durchmesser diamQj < δ zerlegt werden, das Volumen
ist dabei additiv. Wenden wir das auf jeden Quader einer gegebenen Überdeckung an, so
erhalten wir eine überdeckung mit Quadern in Qδ, die Volumensumme bleibt dabei gleich.
Das zeigt Ln(E) = Lnδ (E). Seien nun A,B ⊂ Rn mit dist(A,B) > 0. Sei F eine Überdeckung
von A ∪ B mit Quadern in Qδ, wobei δ < dist(A,B). Bezeichne mit FA und FB die Menge
der Quader, die A bzw. B treffen. Dann sind FA und FB disjunkt, deshalb folgt∑

Q∈F
|Q| ≥

∑
Q∈FA

|Q|+
∑
Q∈FB

|Q| ≥ Ln(A) + Ln(B).

Durch Bilden des Infimums folgt

Ln(A ∪B) = Lnδ (A ∪B) ≥ Ln(A) + Ln(B).

Schritt 3: Ln ist lokal endlich.
Für k ∈ N gilt nach Definition Ln([−k, k]n) ≤ |[−k, k]n| = (2k)n <∞.

Schritt 4: Ln ist Borelregulär.
Zu k ∈ N gibt es eine Überdeckung E ⊂

⋃∞
j=1Q

k
j mit achsenparallelen Quadern, so dass

∞∑
j=1

|Qkj | < Ln(E) +
1

k
.
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Betrachte nun die Borelmenge

B =

∞⋂
k=1

∞⋃
j=1

Qkj ⊃ E.

Offenbar gilt Ln(B) ≤
∑∞

j=1 |Qkj | < Ln(E) + 1
k für jedes k ∈ N.

Beispiel 3.1 Das Lebesguemaß ist keineswegs das einzige Radonmaß auf Rn. Ist zum Beispiel
E ⊂ Rn messbar mit Ln(E) <∞, so ist LnxE ein Radonmaß nach Satz 2.3.

Ein Maß µ auf Rn heißt translationsinvariant, wenn mit E + a = {x+ a : x ∈ E} gilt:

µ(E + a) = µ(E) für alle a ∈ Rn, E ⊂ Rn.

Aus der Translationsinvarianz des Elementarinhalts folgt sofort, dass Ln diese Eigenschaft
hat. Unser Ziel ist nun, das Lebesguemaß durch die Translationsinvarianz zu charakterisieren.

Lemma 3.1 Sei µ ein lokal endliches Borelmaß. Ist µ translationsinvariant, so ist jede Ko-
ordinatenhyperebene {x ∈ Rn : xi = c} eine µ-Nullmenge.

Beweis: Sei F = {x ∈ [0, 1]n : xi = 0}. Für a ∈ Rn ist F + a abgeschlossen, also µ-messbar.
Wähle zu k ∈ N eine Menge {s1, . . . , sk} ⊂ [0, 1], dann gilt

kµ(F ) =
k∑
j=1

µ(F + sjei) = µ
( k⋃
j=1

F + sjei

)
≤ µ([0, 1]n) <∞.

Mit k → ∞ folgt µ(F ) = 0. Aber {x ∈ Rn : xi = c} ist Vereinigung von abzählbar vielen
Translationen von F , also eine µ-Nullmenge.

Das folgende Lemma liefert für jede Menge E ⊂ Rn eine Approximation, von innen bzw. au-
ßen, durch Vereinigungen von Würfeln in einem achsenparallelen Gitter. Insbesondere schnei-
den sich die Würfel nur in Koordinatenhyperebenen.

Lemma 3.2 (Gitterapproximation) Sei Wk = {Qk,m = 2−k(m + [0, 1]n) : m ∈ Zn} für
k ∈ N0. Definiere für E ⊂ Rn die Mengen

Fk(E) =
⋃
{Q ∈ Wk : Q ⊂ E}, F k(E) =

⋃
{Q ∈ Wk : Q ∩ E 6= ∅}.

Dann ist Fk(E) bzw. F k(E) abzählbare Vereinigung von Gitterwürfeln, mit Schnitt nur in
Koordinatenhyperebenen. Fk(E) bzw. F k(E) ist abgeschlossen, und es gilt:

(i) F1(E) ⊂ F2(E) ⊂ . . . ⊂ E und F 1(E) ⊃ F 2(E) ⊃ . . . ⊃ E.

(ii) Fk(E) ⊃ {x ∈ Rn : dist(x,Rn\E) > 2−k
√
n}

F k(E) ⊂ {x ∈ Rn : dist(x,E) ≤ 2−k
√
n}.

(iii) int(E) ⊂
⋃∞
k=1 Fk(E) ⊂ E sowie E ⊃

⋂∞
k=1 F

k(E) ⊃ E.
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Beweis: Die Würfel in Wk sind kompakt, und nur endliche viele treffen eine Kugel BR(0);
insbesondere sind Fk(E) und F k(E) abgeschlossen. Nach Konstruktion schneiden sich zwei
Würfel in Wk höchstens in einer Seite. Um die Inklusionen (i) zu zeigen, überlegen wir was
beim Übergang zuWk+1 passiert. Der Würfel Qk,m wird durch Halbierung der Kanten in die
2n Teilwürfel Qk+1,2m+l mit l ∈ {0, 1}n zerlegt. Dabei gilt

Qk,m ⊂ E ⇒ Qk+1,2m+l ⊂ E, also Fk(E) ⊂ Fk+1(E);

Qk+1,2m+l ∩ E 6= ∅ ⇒ Qk,m ∩ E 6= ∅, also F k(E) ⊃ F k+1(E).

Zu x ∈ Rn gibt es ein Q ∈ Wk mit x ∈ Q. Wegen diam(Q) = 2−k
√
n gilt

dist(x,Rn\E) > 2−k
√
n ⇒ Q ⊂ E ⇒ x ∈ Fk(E).

Ist andererseits x ∈ F k(E), so ist x ∈ Q für ein Q ∈ Wk mit Q ∩ E 6= ∅, und es folgt

dist(x,E) ≤ diam(Q) ≤ 2−k
√
n.

Damit ist (ii) gezeigt, und Behauptung (iii) folgt wegen

int(E) = {x ∈ Rn : dist(x,Rn\E) > 0} sowie E = {x ∈ Rn : dist(x,E) = 0}.
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Satz 3.3 (Charakterisierung von Ln) Jedes translationsinvariante Radonmaß auf Rn
hat die Form µ = θLn mit θ = µ([0, 1]n).

Beweis: Setze Qk,j = 2−k(j + [0, 1]n) für k ∈ N0 und j ∈ Zn. Es gilt

[0, 1]n =
⋃
j∈Jk

Qk,j mit Jk = {j = (j1, . . . , jn) ∈ Zn : 0 ≤ ji ≤ 2k − 1},

Die Qk,j , j ∈ Jk, schneiden sich nur in Koordinatenhyperebenen. Sei zunächst µ ein lokal
endliches Borelmaß. Aus Lemma 3.1 folgt dann

µ([0, 1]n) =
∑
j∈Jk

µ(Qk,j), Ln([0, 1]n) =
∑
j∈Jk

Ln(Qk,j).

Nun ist µ(Qk,j) = µ(Qk,0) und Ln(Qk,j) = Ln(Qk,0) wegen Translationsinvarianz, also

θ =
µ([0, 1]n)

Ln([0, 1]n)
=

µ(Qk,0)

Ln(Qk,0)
=

µ(Qk,j)

Ln(Qk,j)
für alle j ∈ Zn.

Daraus folgt mit Lemma 3.2, wobei auch Lemma 3.1 benutzt wird,

(3.3) µ(U) = θLn(U) für alle offenen U ⊂ Rn.

Sei jetzt µ Radonmaß. Mit Satz 2.4(1) folgt µ(E) = θLn(E) für alle E ⊂ Rn.

Bis jetzt hatten wir es nur mit achsenparallelen Quadern zu tun. Es ist noch unklar, ob das
Lebesguemaß von der Auszeichnung der Koordinatenachsen irgendwie abhängt, zum Beispiel
ob es auch auf anderen Quadern das Volumen korrekt berechnet. Die folgende Anwendung
von Satz 3.3 zerstreut aber diese Bedenken.

Satz 3.4 (Invarianz von Ln unter On) Für S ∈ On gilt

Ln(SE) = Ln(E) für alle E ⊂ Rn.

Beweis: Sei zunächst S ∈ GLn(R). Für µ(E) = Ln(SB) gilt

µ(E + b) = Ln(S(E + b)) = Ln(SE + Sb) = Ln(SE) = µ(E).

Nun ist µ(∅) = Ln(∅) = 0, sowie für A ⊂
⋃∞
i=1Ai

µ(A) = Ln(SA) ≤
∞∑
i=1

Ln(SAi) =

∞∑
i=1

µ(Ai).

Weiter haben wir für U ⊂ Rn offen, da S bijektiv sowie SU offen und damit Ln-messbar,

µ(E ∩ U) + µ(E\U) = Ln
(
S(E ∩ U)

)
+ Ln

(
S(E\U)

)
= Ln(SE ∩ SU) + Ln(SE\SU)

= Ln(SE) = µ(E).
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Also ist µ Borelmaß, und µ(K) = Ln(SK) <∞ für K kompakt. Mit (3.3) folgt

Ln(SU) = µ(U) = θ(S)Ln(U) für alle U ⊂ Rn offen,

wobei θ(S) = µ([0, 1]n) = Ln(S[0, 1]n). Nun ist Ln Radonmaß nach Satz 3.2, also folgt aus
Satz 2.4(1) für beliebige Mengen E ⊂ Rn

Ln(SE) = inf{Ln(V ) : V ⊃ SE offen}
= inf{Ln(SU) : U ⊃ E offen}
= θ(S) inf{Ln(U) : U ⊃ E offen}
= θ(S)Ln(E).

Im Fall S ∈ On setzen wir E = B1(0) = {x ∈ Rn : |x| < 1} ein und erhalten

θ(S)Ln(B1(0)) = Ln(SB1(0)) = Ln(B1(0)).

Wegen Ln(B1(0)) ∈ (0,∞) folgt θ(S) = 1 für S ∈ On, der Satz ist bewiesen.

Wir wollen noch ausrechnen, wie sich das Maß unter beliebigen linearen Abbildungen trans-
formiert. Dazu die folgende Tatsache aus der Linearen Algebra.

Lemma 3.3 (Polarzerlegung) Zu jedem S ∈ GLn(R) gibt es eine Diagonalmatrix Λ mit
Einträgen λi > 0 und T1, T2 ∈ On, so dass S = T1ΛT2.

Beweis: Die Matrix STS ist symmetrisch und hat positive Eigenwerte, denn für v ∈ Rn\{0}
gilt 〈STSv, v〉 = |Sv|2 > 0. Also gibt es ein T ∈ On und eine Diagonalmatrix Λ mit Einträgen
λ1, . . . , λn > 0, so dass gilt:

STS = TΛ2T−1.

R = TΛT−1 ist dann symmetrisch mit R2 = STS, und Q = SR−1 ist orthogonal wegen

QTQ = (R−1)TSTSR−1 = R−1R2R−1 = En.

Es folgt S = QR = QTΛT−1 = T1ΛT2 für T1 = QT und T2 = T−1 wie verlangt.

Satz 3.5 (Lineare Transformationsformel) Für eine lineare Abbildung S ∈ Rn×n gilt

Ln(S(E)) = |det(S)| Ln(E) für alle E ⊂ Rn.

Beweis: Jede Hyperebene ist Bild einer Koordinatenhyperebene unter einer orthogonalen
Abbildung, hat also Ln-Maß Null nach Lemma 3.1 und Satz 3.4. Im Fall det(S) = 0 folgt
also Ln(S(E)) = 0. Für det(S) 6= 0 haben wir aus dem Beweis von Satz 3.4

Ln(SE) = θ(S)Ln(E) mit θ(S) = Ln(S[0, 1]n).

Für eine Diagonalmatrix Λ mit positiven Einträgen λi > 0 berechnen wir

θ(Λ) = Ln(Λ([0, 1]n) = Ln([0, λ1]× . . .× [0, λn]) =

n∏
i=1

λi = |det(Λ)|.
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Für S beliebig sei S = T1ΛT2 mit einer Diagonalmatrix Λ und T1, T2 ∈ On wie in Lemma
3.3. Aus den schon bekannten Aussagen für orthogonale sowie Diagonalmatrizen folgt

θ(S) = Ln(T1ΛT2([0, 1]n)) = | det(Λ)| = | det(S)|,

und der Satz ist bewiesen.

Beispiel 3.2 (Volumen eines Ellipsoids) Für λ1, . . . , λn > 0 ist die Menge

E =
{
x ∈ Rn :

(
x1

λ1

)2

+ . . .+

(
xn
λn

)2

< 1
}

ein Ellipsoid mit den Halbachsen λi > 0. Mit B1(0) = {x ∈ Rn : |x| < 1} gilt E = Λ(B1(0)),
wobei Λ ∈ Gln(R) die Diagonalmatrix mit den Einträgen λi ist. Aus Satz 3.5 folgt

Ln(E) = Ln
(
Λ(B1(0))

)
= (λ1 · . . . · λn) Ln(B1(0)).

Wir haben gesehen, dass eine hinreichend große Klasse von Mengen Lebesgue-messbar ist,
insbesondere alle Borelmengen. Es ist aber so dass nicht alle Mengen messbar sind, und dafür
geben wir am Ende des Kapitels ein Standardbeispiel.

Beispiel 3.3 (Vitali 1905) Es gibt eine Menge S ⊂ [0, 1], die nicht L1-messbar ist. Be-
trachte dazu auf [0, 1] die Äquivalenzrelation

x ∼ y ⇔ x− y ∈ Q.

Mit dem Auswahlaxiom der Mengenlehre erhalten wir ein Repräsentantensystem S ⊂ [0, 1]
für die Relation ∼, d. h. zu jedem y ∈ [0, 1] gibt es genau ein x ∈ S mit x ∼ y, also y = q+x
mit einem q ∈ Q ∩ [−1, 1]. Sei q1, q2, . . . eine Abzählung von Q ∩ [−1, 1]. Es gilt

(qj + S) ∩ (qk + S) = ∅ für j 6= k.

Andernfalls gibt es x1, x2 ∈ S mit qj + x1 = qk + x2, also x2 − x1 = qj − qk ∈ Q. Nach
Definition von S folgt x1 = x2, also qj = qk, Widerspruch. Wir haben nun

[0, 1] ⊂
∞⋃
k=1

(qk + S) ⊂ [−1, 2].

Wäre L1(S) = 0, so folgt 1 = L1([0, 1]) ≤
∑∞

k=1 L1(qk + S) = 0, ein Widerspruch. Angenom-
men S ist messbar, dann folgt aus der endlichen Additivität, siehe Lemma 1.1,

NL1(S) =

N∑
k=1

L1(qk + S) = L1
( N⋃
k=1

(qk + S)
)
≤ L1([−1, 2]) = 3.

Das ist ein Widerspruch für N hinreichend groß.
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4 Das Lebesgueintegral

Sei µ ein gegebenes äußeres Maß auf einer beliebigen Menge X, und sei f : X → [−∞,∞] eine
Funktion. Ziel dieses Kapitels ist die Definition des Integrals

∫
X f dµ nach Henri Lebesgue. Sein

Zugang ist allgemein, es werden keine weiteren Informationen über X oder µ benötigt. Andererseits
ergibt sich im speziellen Fall X = [a, b] und µ = L1 eine Alternative zum Riemannschen Integral.
Oft wird gesagt, dass mit der Definition von Lebesgue im Vergleich mehr Funktionen integriert
werden könnten. Das ist auch tatsächlich so, aber der zentrale Vorteil liegt aus meiner Sicht in
den stärkeren Konvergenzsätzen, diese werden wir im nächsten Kapitel diskutieren.

Im gesamten Kapitel ist µ ein gegebenes äußeres Maß auf einer Menge X, undM bezeichnet
die σ-Algebra der µ-messbaren Teilmengen von X, vergleiche Satz 1.3.

Definition 4.1 (messbare Funktion) f : X → R heißt messbar (bezüglich µ), falls gilt:

(i) f−1(U) ∈M für alle U ⊂ R offen,

(ii) f−1{∞} ∈ M und f−1{−∞} ∈M.

Eine reellwertige Funktion kann natürlich als R-wertig aufgefasst werden. Die Frage ihrer
Messbarkeit reduziert sich dann auf Bedingung (i) in Definition 4.1. Das nächste Lemma ist
nützlich zum Nachweis der Messbarkeit von Funktionen.

Lemma 4.1 (Messbarkeitskriterium) Für f : X → R sind äquivalent:

(i) f ist µ-messbar.

(ii) {f < s} = {x ∈ X : f(x) ∈ [−∞, s)} ∈ M für alle s ∈ R.

(iii) {f ≤ s} = {x ∈ X : f(x) ∈ [−∞, s]} ∈ M für alle s ∈ R.

(iv) {f > s} = {x ∈ X : f(x) ∈ (s,∞]} ∈ M für alle s ∈ R.

(v) {f ≥ s} = {x ∈ X : f(x) ∈ [s,∞)} ∈ M für alle s ∈ R.

Beweis: Aus (i) folgt (ii) wegen {f < s} = f−1(−∞, s) ∪ f−1{−∞}. Aus den folgenden
Gleichungen ergibt sich, dass (ii) bis (v) untereinander äquivalent sind:

{f ≤ s} =
∞⋂
k=1

{f < s+
1

k
}, {f > s} = X\{f ≤ s},

{f ≥ s} =
∞⋂
k=1

{f > s− 1

k
}, {f < s} = X\{f ≥ s}.

Es gelte nun eine und damit jede der Aussagen (ii) bis (v). Für ein kompaktes Intervall [a, b]
ist dann f−1([a, b]) = {f ≥ a} ∩ {f ≤ b} ∈ M. Da sich nach Lemma 3.2 jede offene Menge
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U ⊂ R als abzählbare Vereinigung U =
⋃∞
k=1 Ik von kompakten Intervallen darstellen lässt,

ist f−1(U) =
⋃∞
k=1 f

−1(Ik) ∈M. Ferner haben wir

f−1{∞} =
∞⋂
k=1

{f > k} und f−1{−∞} =
∞⋂
k=1

{f < −k}.

Also ist f µ-messbar nach Definition 4.1.

Allgemein gilt folgende Tatsache: ist A eine σ-Algebra auf X und f : X → Y , so ist
das System {B ⊂ Y : f−1(B) ∈ A} wieder eine σ-Algebra. Für f : X → R messbar ist
f−1(B) ∈ M für alle offenen und damit auch für alle Borelmengen B ⊂ R; Urbilder von
Borelmengen sind also messbar.

In folgendem Satz sind die Grenzfunktionen punktweise definiert, zum Beispiel ist

lim inf
k→∞

fk : X → R, (lim inf
k→∞

fk)(x) = lim inf
k→∞

fk(x).

Punktweise Konvergenz ist eine sehr schwache Form der Konvergenz, unter der sich Eigen-
schaften wie Stetigkeit oder Riemann-Integrierbarkeit nicht notwendig auf den Grenzwert
übertragen.

Satz 4.1 (Grenzwerte messbarer Funktionen) Sei fk : X → R eine Folge von messba-
ren Funktionen. Dann sind auch folgende Funktionen messbar:

inf
k∈N

fk, sup
k∈N

fk, lim inf
k→∞

fk, lim sup
k→∞

fk.

Beweis: Für s ∈ R gilt

{inf
k
fk ≥ s} =

∞⋂
k=1

{fk ≥ s}, {sup
k
fk ≤ s} =

∞⋂
k=1

{fk ≤ s}.

Nach Lemma 4.1 sind infk fk und supk fk also messbar, und damit auch die Funktionen

lim inf
k→∞

fk = sup
k∈N

(inf
l≥k

fl), lim sup
k→∞

fk = inf
k∈N

(sup
l≥k

fl).

Für f : X → R ist der Positiv- bzw. Negativanteil f± : X → [0,∞] definiert durch

(4.1) f+ = max(f, 0) ≥ 0 und f− = max(−f, 0) = −min(f, 0) ≥ 0.

Es gilt also f = f+ − f− und |f | = f+ + f−.

Satz 4.2 (Messbarkeit und Rechenoperationen) Seien f, g : X → R messbar. Dann
sind auch folgende Funktionen messbar, falls sie definiert sind:

f + g, αf für α ∈ R, f±, max(f, g), min(f, g), |f |, fg, f/g.
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Beweis: Wir nehmen zunächst an, dass f, g nur Werte in R annehmen. Es gilt

{f + g < t} =
⋃

r,s∈Q, r+s<t
{f < r} ∩ {g < s}, {−f < t} = {f > −t}.

Nach Lemma 4.1 sind also f + g und −f messbar, ebenso αf für α ∈ R.

Für jedes ϕ ∈ C0(R) ist die Verkettung ϕ ◦ f messbar, denn für U ⊂ R offen ist
ϕ−1(U) offen (Analysis II, Satz 1.4), und folglich (ϕ ◦ f)−1(U) = f−1(ϕ−1(U)) messbar.
Damit ergibt sich die Messbarkeit der Funktionen f±, indem wir ϕ(s) = max(±s, 0) wählen.
Weiter sind dann die Funktionen

|f | = f+ + f−, max(f, g) =
1

2
(f + g + |f − g|) und min(f, g) =

1

2
(f + g − |f − g|)

messbar. Nun ist f2 = ϕ ◦ f mit ϕ(s) = s2, also folgt die Messbarkeit von f2 und von

fg =
1

4

(
(f + g)2 − (f − g)2

)
.

Schließlich ist auch 1/g messbar, denn

{1/g < s} =


{1/s < g < 0} s < 0

{g < 0} s = 0

{g < 0} ∪ {g > 1/s} s > 0.

Nimmt nun f (bzw. g) den Wert ∞ oder −∞ an, so betrachte die abgeschnittene Funktion

fk(x) =


k f(x) ≥ k
−k f(x) ≤ −k
f(x) sonst.

Die Funktionen fk, gk sind messbar. Man prüft nach, dass die Funktionen

fk + gk, αfk, f
±
k , max(fk, gk), min(fk, gk), |fk|, fkgk, fk/gk

punktweise gegen die entsprechenden Funktionen für f und g konvergieren, auch im Fall des
(unstetigen) Produkts. Also folgt die allgemeine Behauptung aus Satz 4.1.

Folgerung 4.1 Für f, g : X → R messbar sind {f < g}, {f ≤ g}, {f = g} und {f 6= g} in
M, also messbare Mengen.

Beweis: Es gilt {f < g} =
⋃
s∈Q

(
{f < s} ∩ {g > s}

)
∈ M. Die weiteren Aussagen folgen

wie in Lemma 4.1.
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Definition 4.2 (Treppenfunktion) Eine Funktion ϕ : X → R heißt µ-Treppenfunktion,
wenn sie messbar ist und nur endlich viele Funktionswerte annimmt. Nach Satz 4.2 ist die
Menge T (µ) der µ-Treppenfunktionen ein R-Vektorraum. Wir setzen

T +(µ) = {ϕ ∈ T (µ) : ϕ ≥ 0}.

Beispiel 4.1 Für E ⊂ X heißt die Funktion

χE : X → R, χE(x) =

{
1 falls x ∈ E
0 sonst

charakteristische Funktion von E (alternativ: Indikatorfunktion 1E). Diese Funktion ist genau
dann eine µ-Treppenfunktion, wenn E ∈M.

Für Treppenfunktionen ϕ ≥ 0 definieren wir nun elementar, ohne Grenzprozess, ein Integral.
Sei dazu eine Darstellung ϕ =

∑k
i=1 siχAi gegeben mit Ai messbar und si ≥ 0, und so dass

die Ai paarweise disjunkt sind. Eine solche Darstellung nennt man einfach (Englisch: simple),
weil kein Punkt mehrfach getroffen wird. Wir setzen

(4.2) I(ϕ) =

k∑
i=1

siµ(Ai).

Für ϕ = 0 ergibt sich I(ϕ) = 0 · µ(Rn) = 0. Allgemein hat jedes ϕ ∈ T +(µ) eine solche
einfache Darstellung, wir können zum Beispiel für si die endlich vielen Funktionswerte und
Ai = {ϕ = si} wählen. Allerdings ist eine einfache Darstellung in der Regel nicht eindeutig
bestimmt.

Lemma 4.2 (Eigenschaften des Integrals auf T +(µ)) Das Integral I : T +(µ) → [0,∞]
ist durch (4.2) wohldefiniert. Für ϕ,ψ ∈ T +(µ) und α, β ∈ [0,∞) gilt:

(i) I(αϕ+ βψ) = α I(ϕ) + β I(ψ).

(ii) ϕ ≤ ψ ⇒ I(ϕ) ≤ I(ψ).

Beweis: Sei ϕ =
∑k

i=1 siχAi eine einfache Darstellung. Dann gilt {ϕ > 0} =
⋃
i:si>0Ai.

Ist µ({ϕ > 0}) = ∞, so folgt siµ(Ai) = ∞ für mindestens ein i und damit I(ϕ) = ∞. Sei
nun µ({ϕ > 0}) < ∞ und ϕ =

∑l
j=1 tjχBj eine andere einfache Darstellung. Dann sind die

Mengen Ai ∩Bj messbar und paarweise disjunkt, und es gilt

0 =

k∑
i=1

αiχAi −
l∑

j=1

βjχBj =

k∑
i=1

l∑
j=1

(αi − βj)χAi∩Bj .

Für Ai ∩Bj 6= ∅ ist also αi = βj . Es folgt

k∑
i=1

αiµ(Ai)−
l∑

j=1

βjµ(Bj) =
k∑
i=1

l∑
j=1

(αi − βj)µ(Ai ∩Bj) = 0.
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Somit ist I(ϕ) wohldefiniert. Seien nun ϕ =
∑k

i=1 siχAi und ψ =
∑l

j=1 tjχBj einfache Dar-

stellungen von ϕ,ψ ∈ T +(µ). Dann gilt für α, β ≥ 0

αϕ+ βψ =

k∑
i=1

l∑
j=1

(αsi + βtj)χAi∩Bj .

Das ist eine einfache Darstellung, also folgt

I(αϕ+ βψ) =
k∑
i=1

l∑
j=1

(αsi + βtj)µ(Ai ∩Bj) = αI(ϕ) + βI(ψ).

Damit ist Behauptung (i) gezeigt. In (ii) gilt ψ − ϕ ∈ T +(µ), und aus (i) folgt

I(ψ) = I(ϕ+ (ψ − ϕ)) = I(ϕ) + I(ψ − ϕ) ≥ I(ϕ).

Für Ai messbar und si ≥ 0 folgt aus Lemma 4.2(i), auch für Ai nicht disjunkt,

I(ϕ) =
k∑
i=1

siµ(Ai) für ϕ =
k∑
i=1

siχAi .

Die Definition des Integrals geschieht nun in zwei Schritten.

Definition 4.3 (Lebesgueintegral) Für f : X → [0,∞] µ-messbar setzen wir∫
f dµ = sup

{
I(ϕ) : ϕ ∈ T +(µ), ϕ ≤ f

}
.

In diesem Zusammenhang heißt ϕ Unterfunktion von f . Ist f : X → [−∞,∞] und sind die
Integrale von f± nicht beide unendlich, so setzen wir weiter∫

f dµ =

∫
f+ dµ−

∫
f− dµ ∈ [−∞,∞].

Für f ≥ 0 sind die Schritte kompatibel, denn dann gilt f+ = f und f− = 0.

Folgerung 4.2 (Integral für nichtnegative Treppenfunktionen) Für f ∈ T +(µ) gilt∫
f dµ = I(f).

Beweis: f ist selbst Unterfunktion von f , also ist
∫
f dµ ≥ I(f). Nach Lemma 4.2(ii) haben

wir andererseits I(ϕ) ≤ I(f) für jede Unterfunktion.
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Beispiel 4.2 Die Funktion χQ ≥ 0 ist eine L1-Treppenfunktion, und es gilt∫
χQ dL1 = 0 · L1(R\Q) + 1 · L1(Q) = 0.

Definition 4.4 (Integrierbarkeit) Eine Funktion f : X → R heißt integrierbar bzgl. µ,
wenn sie µ-messbar ist und wenn gilt:∫

f dµ ∈ R oder äquivalent

∫
f+ dµ+

∫
f− dµ <∞.

Beispiel 4.3 Wir betrachten hier das Zählmaß, siehe Beispiel 1.2, auf dem Raum X = N0.
Wir zeigen: eine Funktion f : N0 → R ist genau dann bzgl. card auf N0 integrierbar, wenn
die Reihe

∑∞
k=0 f(k) absolut konvergiert, und dann gilt

(4.3)

∫
f dcard =

∞∑
k=0

f(k).

Eine nur bedingt konvergente Reihe wie log 2 =
∑∞

k=1(−1)k/k ist also kein Lebesgueintegral
bezüglich card. Wir zeigen (4.3) erst für Funktionen f : N0 → [0,∞]. Dazu betrachten wir

fn : N0 → R, fn(k) =

{
f(k) falls k ≤ n
0 sonst

Die fn sind Unterfunktionen von f mit I(fn) =
∑n

k=0 f(k). Also folgt∫
f dcard ≥ lim

n→∞
I(fn) =

∞∑
k=0

f(k).

Für die umgekehrte Ungleichung sei ohne Einschränkung
∑∞

k=0 f(k) < ∞, somit f(k) → 0
mit k → ∞. Ist dann ϕ Unterfunktion von f , so ist ϕ(k) 6= 0 nur für endlich viele k und
folglich ϕ ≤ fn für n hinreichend groß. Es folgt

I(ϕ) ≤ I(fn) =

n∑
k=0

f(k) ≤
∞∑
k=0

f(k), also

∫
f dcard ≤

∞∑
k=0

f(k).

Die Äquivalenz von Integrierbarkeit und absoluter Konvergenz folgt aus∫
f+ dcard +

∫
f− dcard =

∞∑
k=0

f+(k) +
∞∑
k=0

f−(k) =
∞∑
k=0

|f(k)|,

und weiter erhält man∫
f dcard =

∫
f+ dcard−

∫
f− dcard =

∞∑
k=0

f+(k)−
∞∑
k=0

f−(k) =
∞∑
k=0

f(k).
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Es kommt in der Maßtheorie oft vor, dass eine Aussage nur für Punkte außerhalb einer µ-
Nullmenge gebraucht wird, oder nur dort gezeigt werden kann. Man sagt, die Aussage A[x]
ist wahr für µ-fast-alle x ∈M oder µ-fast-überall auf M , falls

µ
(
{x ∈M : A[x] ist falsch}

)
= 0.

Satz 4.3 (Monotonie des Integrals) Seien f, g : X → R messbar bzgl. µ. Ist f ≤ g µ-
fast-überall und

∫
f− dµ <∞, so existieren beide Integrale und es gilt∫

f dµ ≤
∫
g dµ.

Die Aussage mit ≥ ist entsprechend wenn
∫
f+ dµ <∞.

Beweis: Es sei zunächst f, g ≥ 0. Ist ϕ =
∑k

i=1 siχAi eine Unterfunktion von f , so ist

ψ := χ{f≤g}ϕ =
∑k

i=1 siχ{f≤g}∩Ai eine Unterfunktion von g, also gilt

I(ϕ) =

k∑
i=1

siµ(Ai) =

k∑
i=1

µ
(
{f ≤ g} ∩Ai

)
= I(ψ) ≤

∫
g dµ.

Nehmen wir das Supremum über alle ϕ, so folgt
∫
f dµ ≤

∫
g dµ. Für f, g beliebig gilt

f+ > g+ ⇒ f = f+ > g+ ≥ g,
f− < g− ⇒ f ≥ −f− > −g− = g.

Aus f ≤ g folgt also f+ ≤ g+ und f− ≥ g− fast überall, das heißt∫
f+ dµ ≤

∫
g+ dµ und ∞ >

∫
f− dµ ≥

∫
g− dµ.

Es ergibt sich ∫
f dµ =

∫
f+ dµ−

∫
f− dµ ≤

∫
g+ dµ−

∫
g− dµ =

∫
g dµ.

Bemerkung 4.1 Seien f, g : X → R. Ist f messbar und gilt g = f außerhalb einer Nullmenge
N , so ist g ebenfalls messbar. Denn für s ∈ R gilt

{g < s}\N = {f < s}\N und µ({g < s} ∩N) = 0.

Aus Satz 4.3 folgt
∫
g± dµ =

∫
f± dµ, und

∫
f dµ =

∫
g dµ falls eines der Integrale existiert.

Lemma 4.3 (Tschebyscheff-Ungleichung) Für eine µ-messbare Funktion f : X → [0,∞]
mit

∫
f dµ <∞ gilt

µ({f ≥ s}) ≤


1

s

∫
f dµ für s ∈ (0,∞),

0 für s =∞.
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Beweis: Für s ∈ (0,∞) ist die Funktion sχ{f≥s} eine Unterfunktion von f , also folgt

s µ({f =∞}) ≤ s µ({f ≥ s}) = I(sχ{f≥s}) ≤
∫
f dµ.

Folgerung 4.3 Die Funktion f : X → R sei µ-messbar.

(i) Ist
∫
f dµ <∞, so ist {f =∞} eine µ-Nullmenge.

(ii) Ist f ≥ 0 und
∫
f dµ = 0, so ist {f > 0} eine µ-Nullmenge.

Beweis: Aussage (i) folgt mit s = ∞ aus Lemma 4.3, angewandt auf f+. In (ii) schließen
wir µ({f ≥ s}) = 0 für s > 0 aus Lemma 4.3, also µ({f > 0}) = 0 mit Satz 1.4(i).

Um die Linearität des Integrals zu beweisen, wollen wir eine Approximation durch Treppen-
funktionen verwenden. Dazu konstruieren wir nun eine approximierende Folge.

Satz 4.4 (Approximation durch Treppenfunktionen) Zu f : X → [0,∞] messbar gibt
es eine Folge fk ∈ T +(µ) mit

f0 ≤ f1 ≤ . . . und lim
k→∞

fk(x) = f(x) für alle x ∈ X.

Beweis: Sei ck > 0 eine Nullfolge mit
∑∞

k=1 ck = ∞, zum Beispiel ck = 1/k. Wir setzen
f0 = 0 und definieren für k ≥ 1 induktiv Ek = {fk−1 + ck ≤ f} sowie

fk = fk−1 + ckχEk ⇒ fk =

k∑
j=1

cjχEj .
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Die fk sind Treppenfunktionen mit f0 ≤ f1 ≤ . . . und fk ≤ f für alle k ∈ N0: ist x ∈ Ek, so
gilt fk(x) = fk−1(x) + ck ≤ f(x) nach Definition, für x /∈ Ek folgt fk(x) = fk−1(x) ≤ f(x)
per Induktion. Insbesondere gilt limk→∞ fk(x) ≤ f(x). Da die Reihe

∑∞
k=1

1
k divergiert, gibt

es im Fall limk→∞ fk(x) < ∞ unendlich viele k ∈ N mit x /∈ Ek bzw. fk−1(x) > f(x) − ck,
und es folgt limk→∞ fk(x) ≥ f(x).

Wir müssen sicherstellen, dass bei unserer Approximation die Integrale auch konvergieren.
Allein aus der punktweisen Konvergenz, also fk(x) → f(x) für alle x ∈ X, folgt das noch
nicht. Die Frage, welche zusätzlichen Bedingungen hinreichend sind, ist fundamental und wird
im nächsten Kapitel ausführlich diskutiert. Hier jedenfalls ein erstes Resultat.

Satz 4.5 (monotone Konvergenz) † Seien fk : X → [0,∞] µ-messbar mit f1 ≤ f2 ≤ . . ..
Definiere f : X → [0,∞] durch f(x) = limk→∞ fk(x). Dann gilt∫

f dµ = lim
k→∞

∫
fk dµ.

†Beppo Levi, 1875–1961
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Beweis: Die Funktion f ist µ-messbar nach Satz 4.1. Mit Satz 4.3 gilt

0 ≤
∫
f1 dµ ≤

∫
f2 dµ ≤ . . . ≤

∫
f dµ, also lim

k→∞

∫
fk dµ ≤

∫
f dµ.

Sei ϕ eine Unterfunktion von f mit Wertemenge {s1, . . . , sm}. Setze Ei = {ϕ = si} für
i = 1, . . . ,m und betrachte für einen Parameter θ ∈ (0, 1) die Mengen

Ei,k = Ei ∩ {fk ≥ θsi}.

Die Funktion
∑m

i=1 θsi χEi,k ist eine Unterfunktion von fk, und mit Lemma 4.2 folgt

m∑
i=1

θsi µ(Ei,k) = I

(
m∑
i=1

θsi χEi,k

)
≤
∫
fk dµ.

Nun gilt Ei =
⋃∞
k=1Ei,k, denn für si > 0 ist limk→∞ fk(x) = f(x) ≥ si > θsi für alle x ∈ Ei.

Da außerdem Ei,1 ⊂ Ei,2 ⊂ . . ., folgt aus der Stetigkeit des Maßes von unten, siehe 1.4(i), die
Gleichung µ(Ei) = limk→∞ µ(Ei,k) und somit

θ I(ϕ) =
m∑
i=1

θsi µ(Ei) = lim
k→∞

m∑
i=1

θsi µ(Ei,k) ≤ lim
k→∞

∫
fk dµ.

Mit θ ↗ 1 und Bildung des Supremums über alle Unterfunktionen ϕ folgt∫
f dµ ≤ lim

k→∞

∫
fk.

Nun endlich zu unserem Ausgangsproblem.

Satz 4.6 (Linearität des Integrals) Sind f, g : X → R integrierbar bezüglich µ, so ist
auch αf + βg integrierbar für α, β ∈ R, und es gilt

(4.4)

∫
(αf + βg) dµ = α

∫
f dµ+ β

∫
g dµ.

Beweis: Als erstes sei f ≥ 0 und α > 0, wir zeigen
∫

(αf) dµ = α
∫
f dµ. Ist ϕ Unterfunktion

von f , so ist αϕ Unterfunktion von αf und aus Lemma 4.2(i) folgt

αI(ϕ) = I(αϕ) ≤
∫

(αf) dµ, also α

∫
f dµ ≤

∫
(αf) dµ.

Ersetzen wir α durch 1/α und f durch αf , so folgt die umgekehrte Ungleichung und damit
die Behauptung. Ist f integrierbar, aber wieder α > 0, so gilt (αf)± = αf±, und dann folgt∫

(αf) dµ =

∫
(αf)+ dµ−

∫
(αf)− dµ = α

∫
f+ dµ− α

∫
f− dµ = α

∫
f dµ.
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Schließlich ist (−f)± = f∓ und damit∫
(−f) dµ =

∫
f− dµ−

∫
f+ dµ = −

(∫
f+ dµ−

∫
f− dµ

)
= −

∫
f dµ.

Es bleibt, die Linearität für f + g zu zeigen. Sind f, g ≥ 0, so gibt es nach Satz 4.4 Folgen
ϕk, ψk ∈ T +(µ) mit ϕk ↗ f und ψk ↗ g punktweise auf X, also ϕk + ψk ↗ f + g. Mit dem
Satz über monotone Konvergenz, Satz 4.5, und Lemma 4.2(i) folgt∫

(f + g) dµ = lim
k→∞

∫
(ϕk + ψk) dµ = lim

k→∞

(∫
ϕk dµ+

∫
ψk dµ

)
=

∫
f dµ+

∫
g dµ.

Seien nun f, g : X → R integrierbar. Da (f + g)+ ≤ f+ + g+ und (f + g)− ≤ f− + g−, ist
f + g integrierbar nach Satz 4.3. Nun ist

(f + g)+ − (f + g)− = f + g = f+ − f− + g+ − g−,

also nach Umstellen

(f + g)+ + f− + g− = (f + g)− + f+ + g+.

Wir integrieren auf beiden Seiten, und verwenden die Linearität im nichtnegativen Fall,∫
(f + g)+ dµ+

∫
f− dµ+

∫
g− dµ =

∫
(f + g)− dµ+

∫
f+ dµ+

∫
g+ dµ.

Es folgt, indem wir zurück umstellen,∫
(f + g) dµ =

∫
(f + g)+ dµ−

∫
(f + g)− dµ

=

∫
f+ dµ−

∫
f− dµ+

∫
g+ dµ−

∫
g− dµ

=

∫
f dµ+

∫
g dµ.

Wenn die Integrale von f, g : X → R existieren aber eventuell nicht endlich sind, können
auch Aussagen gemacht werden. Sei zum Beispiel

∫
f dµ =∞, dann gilt

∫
(αf) dµ = α

∫
f dµ =


∞ für α > 0,

0 für α = 0,

−∞ für α < 0.

Ist außerdem
∫
g dµ > −∞, so folgt∫

(f + g) dµ =

∫
f dµ+

∫
g dµ =∞.
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Für Funktionen f, g mit Werten in R ist f(x)+g(x) unter Umständen nicht definiert. Ist aber
zum Beispiel f integrierbar, so ist die Menge N = {x ∈ X : f(x) = ±∞} eine Nullmenge
nach Folgerung 4.3. Die Funktion

f̃ : X → R, f̃(x) =

{
f(x) falls f(x) ∈ R,
0 falls f(x) = ±∞

ist dann messbar mit gleichem Integral wie f , vgl. Bemerkung 4.1. Ist g ebenfalls integrierbar
und g̃ analog definiert, so folgt∫

(f̃ + g̃) dµ =

∫
f̃ dµ+

∫
g̃ dµ =

∫
f dµ+

∫
g dµ,

und f̃ + g̃ = f + g außer in einer Nullmenge.

Definition 4.5 (Integration über Teilmengen) Sei µ ein Maß auf X und E ⊂ X sei
µ-messbar. Dann setzen wir, wenn das rechte Integral existiert,∫

E
f dµ =

∫
fχE dµ.

f heißt auf E integrierbar, wenn die Funktion fχE integrierbar ist.

Wegen (fχE)± = f±χE ≤ f± existiert das Integral von f über E auf jeden Fall dann, wenn
das Integral von f über ganz X existiert. Insbesondere ist das Integral von f über E stets
definiert, wenn f nichtnegativ ist.

Beispiel 4.4 Betrachte für α ∈ R die Funktion f : Rn → R, f(x) = |x|−α. Wir behaupten:∫
Rn\B1(0)

f dLn <∞ ⇔ α > n, und

∫
B1(0)

f dLn <∞ ⇔ α < n.

Zum Beweis vergleichen wir f mit der Funktion

g =
∑
k∈Z

2−kα χAk mit Ak = {2k ≤ |x| < 2k+1}.

Auf Ak ist 2−(k+1)α ≤ f ≤ 2−kα wenn α ≥ 0, und 2−(k+1)α ≥ f ≥ 2−kα für α ≤ 0. Es folgt

2−αg ≤ f ≤ g für α ≥ 0 bzw. 2−αg ≥ f ≥ g für α ≤ 0.

Wegen der Monotonie des Integrals reicht es also aus, die Aussagen für g zu zeigen. Da
Ak = 2kA0, folgt aus der Transformation von Ln unter Streckungen, vgl. Satz 3.4,

Ln(Ak) = (2k)n Ln(A0) = 2nk γn mit γn = Ln(A0) ∈ (0,∞).
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Da die Folge der Partialsummen
∑l

k=0 2−kαχAk punktweise auf Rn gegen gχRn\B1(0) konver-
giert, folgt aus dem Satz über monotone Konvergenz

∫
Rn\B1(0)

g dLn =

∞∑
k=0

∫
2−kαχAk dL

n = γn

∞∑
k=0

2(n−α)k =


γn

1− 2n−α
falls α > n

∞ sonst.

Ganz entsprechend erhalten wir auf B1(0)

∫
B1(0)

g dLn =
−∞∑
k=−1

∫
2−kαχAk dL

n = γn

−∞∑
k=−1

2(n−α)k =


γn

2n−α − 1
falls α < n

∞ sonst.

Damit ist die Behauptung von Beispiel 4.4 gezeigt.

Das folgende Integrierbarkeitskriterium (iii) wird sehr oft benutzt, meistens ohne extra
erwähnt zu werden.

Satz 4.7 (Majorantenkriterium) Sei f : X → R µ-messbar.

(i) f integrierbar ⇔ |f | integrierbar.
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(ii) Es gilt |
∫
f dµ| ≤

∫
|f | dµ, wenn das Integral von f existiert.

(iii) Ist g : X → [0,∞] µ-messbar mit |f | ≤ g µ-fast-überall und
∫
g dµ < ∞, so ist f

integrierbar.

Beweis: Aussage (i) folgt aus Satz 4.3 wegen f± ≤ |f | = f+ + f−. Ist das Integral von f
definiert, so gilt weiter∣∣ ∫ f dµ

∣∣ =
∣∣ ∫ f+ dµ−

∫
f− dµ

∣∣ ≤ ∫ f+ dµ+

∫
f− dµ =

∫
|f | dµ.

Ist schließlich g wie in (iii), so folgt
∫
|f | dµ ≤

∫
g dµ < ∞ aus Satz 4.3 und damit die

Integrierbarkeit von f .

Mit dem Majorantenkriterium und Beispiel 4.4 folgt, dass allgemein Funktionen integrierbar
sind, die durch eine geeignete Potenz |x|−α abgeschätzt sind, genauer:

Beispiel 4.5 Ist f : Rn → R Ln-messbar und gilt für eine Konstante C ∈ [0,∞)

|f(x)| ≤ C |x|−α fast überall in Bε(0) mit α < n, bzw.

|f(x)| ≤ C |x|−α fast überall in Rn\BR(0) mit α > n,

so ist f auf Bε(0) bzw. auf Rn\BR(0) integrierbar.
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5 Konvergenzsätze

Sei fk : X → R eine Folge von Funktionen, die gegen eine Funktion f : X → R konvergiert.
Welche Voraussetzungen sind an die Qualität der Konvergenz fk → f zu stellen, damit der
Grenzübergang mit dem Integral vertauscht werden kann, das heißt damit gilt:∫

f dµ = lim
k→∞

∫
fk dµ.

Die Konvergenzsätze von B. Levi und H. Lebesgue geben mit der monotonen Konvergenz bzw.
der dominierten Konvergenz hinreichende Bedingungen an, die wesentlich schwächer sind als die
beim Riemannintegral benötigte gleichmäßige Konvergenz. Der Satz über dominierte Konvergenz
liefert (unter anderem) folgendes zentrale Resultat von Riesz-Fischer: der Raum der integrierbaren
Funktionen – modulo Gleichheit fast überall – ist mit der Integralnorm ein Banachraum.

Die punktweise Konvergenz fk → f reicht im allgemeinen nicht aus, um das Integral mit dem
Grenzwert zu vertauschen.

Beispiel 5.1 Betrachte für ε > 0 die Funktionen fε : R→ R, fε = 1
2εχ[−ε,ε]. Es gilt fε(x) = 0

für ε < |x|, also ist der punktweise Grenzwert

f(x) := lim
ε↘0

fε(x) =

{
0 für x 6= 0,

∞ für x = 0.
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Andererseits haben wir
∫
fε dL1 = 1

2ε L
1([−ε, ε]) = 1 für alle ε > 0, das heißt∫

f dL1 = 0 < 1 = lim
ε↘0

∫
fε dL1.

Dass fε(0) gegen Unendlich geht ist unwesentlich: durch Abänderung fε(0) := 0 hat man
fε(x)→ 0 für alle x ∈ R, die Integrale bleiben gleich. Wir stellen aber fest, dass

sup
ε>0

fε(x) =
1

2|x|
für x 6= 0.

Eine gemeinsame Majorante der fε kann also nicht integrierbar sein, vgl. Satz 5.3.

Eine für die Vertauschung hinreichende, zusätzliche Bedingung liefert der Satz über monoto-
ne Konvergenz, der bereits im vorigen Kapitel für den Nachweis der Linearität des Integrals
benötigt wurde. Wir wiederholen den Satz hier unverändert.

Satz 4.5 (über monotone Konvergenz von B. Levi) Sei fk : X → [0,∞] eine Folge
von µ-messbaren Funktionen mit f1 ≤ f2 ≤ . . .. Definiere f : X → [0,∞] durch f(x) =
limk→∞ fk(x). Dann gilt ∫

f dµ = lim
k→∞

∫
fk dµ.

Als Anwendung wollen wir kurz Maße besprechen, die durch Integration gegen eine Dichte-
funktion gegeben sind.

Satz 5.1 (Maß mit Dichtefunktion) Sei µ äußeres Maß auf X und θ : X → [0,∞] sei
µ-messbar. Definiere µxθ : 2X → [0,∞] durch

µxθ(E) = inf
{∫

A
θ dµ : A µ-messbar, A ⊃ E

}
.

Dann ist µxθ ein äußeres Maß mit

(5.1) µxθ(E) =

∫
E
θ dµ für E µ-messbar,

und µxθ hat folgende weitere Eigenschaften:

(1) Jede µ-messbare Menge ist auch µxθ-messbar.

(2) Aus µ(N) = 0 folgt µxθ(N) = 0.

(3)
∫
f d(µxθ) =

∫
fθ dµ für µ-messbare f : X → [0,∞].

Beweis: Sei E ⊂
⋃∞
i=1Ei. Wähle µ-messbare Ai ⊃ Ei mit

∫
Ai
θ dµ < µxθ(Ei) + 2−iε. Dann

ist A =
⋃∞
i=1Ai µ-messbar mit A ⊃ E, und mit monotoner Konvergenz, Satz 4.5, folgt

µxθ(E) ≤
∫
A
θ dµ =

∫
θχA dµ ≤

∫
θ
∞∑
i=1

χAi dµ =
∞∑
i=1

∫
θχAi dµ ≤

∞∑
i=1

µxθ(Ei) + ε.
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Außerdem gilt µxθ(∅) =
∫
θχ∅ dµ = 0, somit ist µxθ ein äußeres Maß. Sind A ⊃ E beide

µ-messbar, so gilt nach Monotonie des Integrals, Satz 4.3,∫
A
θ dµ =

∫
θχA dµ ≥

∫
θχE dµ =

∫
E
θ dµ.

Darstellung (5.1) folgt. Wir zeigen jetzt, dass jede µ-messbare Menge E auch messbar bzgl.
µxθ ist. Zu S ⊂ X beliebig wähle A ⊃ S µ-messbar mit

∫
A θ dµ < µxθ(S) + ε. Es gilt dann

µxθ(S ∩ E) + µxθ(S\E) ≤ µxθ(A ∩ E) + µxθ(A\E)

=

∫
θχA∩E dµ+

∫
θχA\E dµ

=

∫
θχA dµ

< µxθ(S) + ε.

Damit ist Aussage (1) gezeigt, und (2) folgt direkt aus (5.1). Für µ-messbares E gilt nun∫
χE d(µxθ) = µxθ(E) =

∫
χEθ dµ.

Das zeigt (3) für f ∈ T +(µ). Ist f ≥ 0 messbar bezüglich µ, so gibt es nach Satz 4.4 eine
Folge fk ∈ T +(µ) mit fk ↗ f , und es folgt wieder mit monotoner Konvergenz∫

f d(µxθ) = lim
k→∞

∫
fk d(µxθ) = lim

k→∞

∫
fkθ dµ =

∫
fθ dµ.

Bemerkung 5.1 Für θ µ-integrierbar gibt es zu ε > 0 ein δ > 0 so dass gilt:

(5.2) µ(A) < δ für A µ-messbar ⇒ (µxθ)(A) < ε.

Dazu betrachten wir θk = min(θ, k)↗ θ, und schätzen wie folgt ab:

(µxθ)(A) =

∫
A
θ dµ =

∫
A

(θ − θk) dµ+

∫
A
θk dµ ≤

∫
(θ − θk) dµ+ kµ(A).

Nach Satz 4.5 gilt limk→∞
∫
θk dµ =

∫
θ dµ ∈ [0,∞), also gibt es zu ε > 0 ein k ∈ N mit∫

(θ − θk) dµ =

∫
θ dµ−

∫
θk dµ <

ε

2
.

Wähle nun δ = ε/(2k), es ergibt sich (µxθ)(A) < ε
2 + kδ = ε.

Das folgende Lemma ist von unabhängigem Interesse, zum Beispiel in der Variationsrechnung.
Es besagt unter anderem, dass das Integral bezüglich punktweiser Konvergenz nichtnegativer
Funktionen unterhalbstetig ist.
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Satz 5.2 (Lemma von Fatou) Sei fk : X → [0,∞] eine Folge von µ-messbaren Funktio-
nen. Für f : X → R, f(x) = lim infk→∞ fk(x) gilt dann∫

f dµ ≤ lim inf
k→∞

∫
fk dµ.

Beweis: Für die Folge gk = infj≥k fj gilt gk+1 ≥ gk und limk→∞ gk = f . Mit Satz 4.5 folgt,
da andererseits gk ≤ fk für alle k ∈ N,∫

f dµ = lim
k→∞

∫
gk dµ ≤ lim inf

k→∞

∫
fk dµ.

Satz 5.3 (Satz über dominierte Konvergenz von Lebesgue) Sei f1, f2, . . . eine Folge
von µ-messbaren Funktionen, und f(x) = limk→∞ fk(x) für µ-fast-alle x ∈ X. Es gebe eine
integrierbare Funktion g : X → [0,∞] mit supk |fk(x)| ≤ g(x) für µ-fast-alle x. Dann ist f
integrierbar bzgl. µ, und es gilt ∫

f dµ = lim
k→∞

∫
fk dµ.

Es gilt sogar ‖f − fk‖L1(µ) =
∫
|f − fk| dµ→ 0, vgl. Definition 6.1.

Beweis: Die Folge 2g − |f − fk| ≥ 0 konvergiert punktweise fast überall gegen 2g. Mit Satz
5.2 erhalten wir

lim sup
k→∞

|
∫
f dµ−

∫
fk dµ| ≤ lim sup

k→∞

∫
|f − fk| dµ

=

∫
2g dµ− lim inf

k→∞

∫
(2g − |f − fk|) dµ

≤
∫

2g dµ−
∫

lim inf
k→∞

(2g − |f − fk|) dµ

= 0.

Als erste Anwendung wollen wir das eindimensionale Riemannintegral mit dem Lebesguein-
tegral bzgl. des Maßes L1 vergleichen. Sei I = [a, b] ein kompaktes Intervall und f : I → R
beschränkt. Für eine durch Unterteilungspunkte a = x0 ≤ . . . ≤ xN = b gegebene Zerlegung
Z von [a, b] in Teilintervalle Ij = [xj−1, xj ] werden Ober- und Untersumme wie folgt gebildet:

SZ(f) =
N∑
j=1

(sup
Ij

f) (xj − xj−1) bzw. SZ(f) =
N∑
j=1

(inf
Ij
f) (xj − xj−1).

Für zwei Zerlegungen Z1 und Z2 mit gemeinsamer Verfeinerung Z1 ∪ Z2 sieht man leicht

SZ1
(f) ≤ SZ1∪Z2

(f) ≤ SZ1∪Z2(f) ≤ SZ2(f).
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f heißt Riemannintegrierbar mit Integral
∫ b
a f(x) dx = S, wenn gilt:

sup
Z
SZ(f) = inf

Z
SZ(f) = S.

Aus der Vorlesung Analysis I sind hinreichende Kriterien für die Riemannintegrierbarkeit
bekannt, zum Beispiel Stetigkeit auf [a, b]. Es blieb dabei aber offen, ob die Riemannin-
tegrierbarkeit äquivalent durch punktweise Eigenschaften charakterisiert werden kann; dies
können wir nun beantworten. Ein positiver Nebeneffekt ist, dass wir so die Integrationsre-
geln aus Analysis I auch für das Lebesgueintegral zur Verfügung haben, jedenfalls wenn die
Funktionen Riemannintegrierbar sind.

Satz 5.4 (Riemannintegrierbarkeit) Sei f : I → R eine beschränkte Funktion auf dem
kompakten Intervall I = [a, b]. Dann gilt:

f Riemannintegrierbar ⇔ L1({x ∈ I : f ist nicht stetig in x}) = 0.

In diesem Fall ist f auch Lebesgueintegrierbar, und die Integrale stimmen überein.

Beweis: Für eine Zerlegung Z mit Teilintervallen Ij = [xj−1, xj ], 1 ≤ j ≤ N , definieren wir
die Riemannschen Treppenfunktionen

fZ(x) = max
Ij3x

sup
Ij

f ≥ lim sup
y→x

f(y) und fZ(x) = min
Ij3x

inf
Ij
f ≤ lim inf

y→x
f(y).

Sei Nf (s) = {x ∈ I : lim supy→x f(y)− lim infy→x f(y) ≥ s} für s > 0. Sind Z1,Z2 beliebige

Zerlegungen, so folgt fZ2
(x)− fZ1

(x) ≥ s für alle x ∈ Nf (s), und hieraus mit Lemma 4.3

SZ2(f)− SZ1
(f) =

∫
I

(
fZ2
− fZ1

)
dL1 ≥ sL1(Nf (s)).

Ist f Riemannintegrierbar, so bilden wir das Infimum über alle Z1,Z2 und schließen
L1(Nf (s)) = 0 für alle s > 0, womit die eine Richtung der Behauptung gezeigt ist.

Sei nun f L1-fast-überall stetig, und Zi eine beliebige Folge von Zerlegungen mit Feinheit
δi := max1≤j≤Ni |xi,j − xi,j−1| → 0. Ist f stetig in x, so folgt

fZi(x) ≤ sup
|y−x|≤δi

f(y)↘ f(x) und fZi
(x) ≥ inf

|y−x|≤δi
f(y)↗ f(x) mit i→∞.

Also konvergieren fZi , fZi
punktweise L1-fast-überall auf I gegen f , insbesondere ist f L1-

messbar nach Satz 4.1. Wegen |fZi |, |fZi | ≤ supI |f | <∞ folgt aus Satz 5.3

SZi(f) =

∫
I
fZi dL

1 →
∫
I
f dL1 und SZi(f) =

∫
I
fZi

dL1 →
∫
I
f dL1.

Also ist f Riemannintegrierbar mit Riemannintegral
∫ b
a f(x) dx =

∫
I f dL

1.
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Ein uneigentliches Riemannintegral kann dann und nur dann als Lebesgueintegral aufgefasst
werden, wenn es absolut konvergiert. Dies zeigt man leicht mit Definition 4.4, Satz 5.4 und
einem Konvergenzsatz. Zum Beispiel ist das Integral

∫∞
0

sinx
x dx nicht als Lebesgueintegral

definiert, vergleiche auch Beispiel 4.3 und Beispiel 5.2 unten.

Wir kommen nun zu einer zweiten Anwendung des Satzes von Lebesgue, nämlich der Frage
der Stetigkeit und Differenzierbarkeit von Integralen, deren Integrand von einem Parameter
abhängt.

Satz 5.5 (Stetigkeit von Parameterintegralen) Sei X ein metrischer Raum, µ ein Maß
auf Y und f : X × Y → R mit f(x, ·) integrierbar bzgl. µ für alle x ∈ X. Betrachte

F : X → R, F (x) =

∫
f(x, y) dµ(y).

Es sei f(·, y) stetig in x0 ∈ X für µ-fast-alle y ∈ Y . Weiter gebe es eine µ-integrierbare
Funktion g : Y → [0,∞], so dass für alle x ∈ X gilt:

|f(x, y)| ≤ g(y) für alle y ∈ Y \Nx, mit einer µ-Nullmenge Nx.

Dann ist F stetig in x0.

Beweis: Zu jeder Folge xk → x0 gibt es nach Voraussetzung eine µ-Nullmenge N , so dass
für alle y ∈ Y \N gilt:

f(xk, y)→ f(x0, y) und |f(xk, y)| ≤ g(y) für alle k ∈ N.

Aus dem Konvergenzsatz von Lebesgue, Satz 5.3, folgt

F (x0) =

∫
f(x0, y) dµ(y) = lim

k→∞

∫
f(xk, y) dµ(y) = lim

k→∞
F (xk).

Satz 5.6 (Differentiation unter dem Integralzeichen) Sei I offenes Intervall, µ ein
Maß auf Y und f : I × Y → R mit f(x, ·) integrierbar bzgl. µ für alle x ∈ I. Setze

F : I → R, F (x) =

∫
f(x, y) dµ(y).

Es sei f(·, y) in x0 ∈ I differenzierbar für µ-fast-alle y ∈ Y , und es gebe eine µ-integrierbare
Funktion g : Y → [0,∞], so dass für alle x ∈ I gilt:

|f(x, y)− f(x0, y)|
|x− x0|

≤ g(y) für alle y ∈ Y \Nx,

mit einer geeigneten µ-Nullmenge Nx. Dann folgt

F ′(x0) =

∫
∂f

∂x
(x0, y) dµ(y).
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Beweis: Zu jeder Folge xk → x0 gibt es nach Voraussetzung eine µ-Nullmenge N ⊂ Y , so
dass für alle y ∈ Y \N gilt:

lim
k→∞

f(xk, y)− f(x0, y)

xk − x0
=
∂f

∂x
(x0, y),∣∣∣∣f(xk, y)− f(x0, y)

xk − x0

∣∣∣∣ ≤ g(y).

Aus dem Konvergenzsatz von Lebesgue, Satz 5.3, folgt mit k →∞

F (xk)− F (x0)

xk − x0
=

∫
f(xk, y)− f(x0, y)

xk − x0
dµ(y)→

∫
∂f

∂x
(x0, y) dµ(y).

Wir wollen noch eine Version von Satz 5.6 formulieren, die etwas leichter zu handhaben ist.

Folgerung 5.1 Sei U ⊂ Rn offen, µ ein Maß auf Y und f : U × Y → R mit f(x, ·) inte-
grierbar bezüglich µ für alle x ∈ U . Betrachte

F : U → R, F (x) =

∫
f(x, y) dµ(y).

Es gebe eine µ-Nullmenge N ⊂ Y , so dass für alle y ∈ Y \N gilt: f(·, y) ∈ C1(U) und

|Dxf(x, y)| ≤ g(y) mit einer integrierbaren Funktion g : Y → [0,∞].

Dann ist F ∈ C1(U) und es gilt für alle x ∈ U

∂F

∂xi
(x) =

∫
∂f

∂xi
(x, y) dµ(y).

Beweis: Nach Voraussetzung gilt für alle y ∈ Y mit Ausnahme der µ-Nullmenge N

|f(x+ hei, y)− f(x, y)|
|h|

≤
∫ 1

0

∣∣∣∣ ∂f∂xi (x+ thei, y)

∣∣∣∣ dt ≤ g(y).

Nach Satz 5.6 ist die Funktion F in jedem Punkt x ∈ U nach xi partiell differenzierbar, und
die partielle Ableitung ist durch Differentiation unter dem Integralzeichen gegeben. Aber
nach Satz 5.5 sind die partiellen Ableitungen stetig auf U , also ist F ∈ C1(U).

Beispiel 5.2 Als Beispiel berechnen wir das uneigentliche Integral∫ ∞
0

sinx

x
dx.

Die Konvergenz ist dabei noch zu zeigen. Für t > 0 betrachten wir zunächst die Integrale

F (t) =

∫ ∞
0

e−tx
sinx

x
dx.
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Die Funktion f(t, x) = e−tx sinx
x hat für t ≥ δ > 0 die Abschätzungen

|f(t, x)|, |∂tf(t, x)| ≤ e−δx =: g(x) wobei g ∈ L1([0,∞)).

Insbesondere ist die Konvergenz der Integrale für t > 0 klar. Differentiation unter dem Inte-
gral, siehe Folgerung 5.1, und zweimalige partielle Integration ergibt für alle t > 0

F ′(t) =

∫ ∞
0

e−tx(− sinx) dx

=
[
e−tx cosx

]x=∞

x=0
+ t

∫ ∞
0

e−tx cosx dx

= −1 + t2
∫ ∞

0
e−tx sinx dx

= −1− t2 F ′(t).

Weiter gilt limt↗∞ f(t, x) = 0 für alle x > 0, mit integrierbarer Majorante e−x. Aus Satz 5.3
folgt limt↗∞ F (t) = 0, und wir erhalten F (t) = π/2− arctan t für alle t > 0.

Wir müssen jetzt den Grenzwert t ↘ 0 untersuchen, was etwas subtiler ist. Für t ≥ 0 und
0 < r < R <∞ folgt mit sinx = Im eix durch partielle Integration∫ R

r
e−tx

sinx

x
dx = Im

∫ R

r
e(i−t)x dx

x
= Im

[ e(i−t)x

(i− t)x

]x=R

x=r
+ Im

∫ R

r

e(i−t)x

(i− t)
dx

x2
.

Die rechte Seite konvergiert aber für R↗∞, also folgt für das uneigentliche Integral∫ ∞
r

e−tx
sinx

x
dx = −Im

e(i−t)r

(i− t)r
+ Im

∫ ∞
r

e(i−t)x

(i− t)
dx

x2
.

Insbesondere sehen wir für t = 0 die Existenz des Grenzwerts

F (0) :=

∫ ∞
0

sinx

x
dx = lim

R↗∞

∫ R

0

sinx

x
dx.

Außerdem bekommen wir für t ≥ 0 wegen |i− t| ≥ 1 die Abschätzung∣∣∣ ∫ ∞
r

e−tx
sinx

x
dx
∣∣∣ ≤ 2

r
.

Somit liefert Aufspaltung der Integrale auf (0, r) sowie (r,∞)

|F (0)− F (t)| ≤
∣∣∣ ∫ r

0
(1− e−tx)

sinx

x
dx
∣∣∣+

4

r
.

Der Integrand konvergiert für t ↘ 0 punktweise gegen Null und ist gleichmäßig beschränkt,
somit folgt lim supt↘0 |F (0)− F (t)| ≤ 4/r nach Satz 5.3, und schließlich mit r ↗∞∫ ∞

0

sinx

x
dx = F (0) = lim

t↘0
F (t) = lim

t↘0

(
π/2− arctan t

)
= π/2.
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6 Die Lp-Räume

Wir führen jetzt die Lp-Räume ein und zeigen, dass sie Banachräume sind. Dies ist eine wichtige
Konsequenz der Konvergenzsätze. Als Anwendung beweisen wir die Konvergenz der Fourierreihe
im Raum L2. Am Ende des Kapitels behandeln wir den Konvergenzsatz von Vitali, der genauer
analysiert wie das Integral bei punktweiser Konvergenz springen kann.

Definition 6.1 (Lp-Norm und -Raum) Für µ-messbares f : X → R setzen wir

(6.1) ‖f‖Lp(µ) =


(∫
|f |p dµ

)1/p

für 1 ≤ p <∞

inf
{
s > 0 : µ({|f | > s}) = 0

}
für p =∞.

Wir definieren den Lp-Raum als

(6.2) Lp(µ) = {f : X → R : f messbar, ‖f‖Lp(µ) <∞}/ ∼,

mit der Äquivalenzrelation f ∼ g genau wenn f(x) = g(x) für µ-fast-alle x ∈ X.

Wir schreiben ‖ · ‖Lp statt ‖ · ‖Lp(µ), wenn sich das Maß aus dem Kontext ergibt. Es ist
üblich, die Elemente von Lp(µ) wieder als Funktionen zu bezeichnen, oft wird der Unterschied
zwischen der Funktion und ihrer Äquivalenzklasse sogar ignoriert. Allerdings ist für f ∈ Lp(µ)
ein Funktionswert f(x) nicht definiert falls µ({x}) = 0, denn ein Repräsentant von f kann in
der Nullmenge {x} beliebig abgeändert werden.

Lemma 6.1 Die Menge Lp(µ) = {f : X → R : f µ-messbar, ‖f‖Lp <∞} ist ein Untervek-
torraum der reellen Funktionen auf X.

Beweis: Für f, g ∈ Lp(µ) und λ ∈ R sind die Funktionen λf und f + g messbar. Weiter gilt

(6.3) ‖λf‖Lp = |λ| ‖f‖Lp <∞.

Für p <∞ folgt das aus der Linearität des Integrals. Im Fall p =∞ sei oBdA λ > 0, mit der
Substitution s = λt ergibt sich

‖λf‖L∞ = inf{s > 0 : µ
(
{|λf | > s}

)
= 0} = inf{λt > 0 : µ

(
{|f | > t}

)
= 0} = λ ‖f‖L∞ .

Jetzt zur Addition. Für p <∞ ist die Funktion t 7→ tp konvex auf [0,∞), also gilt

|f + g|p ≤ 2p
( |f |+ |g|

2

)p
≤ 2p−1

(
|f |p + |g|p

)
.

Nach Satz 4.3 folgt f + g ∈ Lp(µ). Im Fall p =∞ zeigen wir

(6.4) ‖f + g‖L∞ ≤ ‖f‖L∞ + ‖g‖L∞ .

Sei dazu s > ‖f‖L∞ und t > ‖g‖L∞ . Es gilt {|f + g| > s+ t} ⊂ {|f | > s} ∪ {|g| > t}, also

µ({|f + g| > s+ t} ≤ µ({|f | > s}) + µ({|g| > t}) = 0.

Es folgt ‖f + g‖L∞ ≤ s+ t und damit die Abschätzung (6.4).
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Proposition 6.1 Für 1 ≤ p ≤ ∞ ist (Lp(µ), ‖ · ‖Lp(µ)) ein normierter Vektorraum. Insbe-
sondere gelten für λ ∈ R und f, g ∈ Lp(µ) folgende Aussagen:

(1) ‖f‖Lp = 0 ⇒ f = 0.

(2) f ∈ Lp(µ), λ ∈ R ⇒ λf ∈ Lp(µ) und ‖λf‖Lp = |λ| ‖f‖Lp.

(3) f, g ∈ Lp(µ) ⇒ f + g ∈ Lp(µ) und ‖f + g‖Lp ≤ ‖f‖Lp + ‖g‖Lp.

Beweis: Als erstes definieren wir die Vektorraumstruktur. Ist ‖f‖Lp <∞, so hat die Menge
{f = ±∞} Maß Null nach Folgerung 4.3(1). Es gibt also eine äquivalente Funktion f̃ mit
Werten in R. Wir setzen

(6.5) [f ] + [g] = [f̃ + g̃] sowie λ[f ] = [λf̃ ].

Diese Operationen sind wohldefiniert, denn andere Wahlen von f̃ und g̃ unterscheiden sich
nur auf einer Nullmenge. Die Äquivalenzklasse der Nullfunktion ist das neutrale Element
0 ∈ Lp(µ). Der Check der Vektorraumaxiome sei den Lesern überlassen, wir geben aber
folgende Interpretation: die Projektion auf die Äquivalenzklasse liefert eine Abbildung

P : Lp(µ)→ Lp(µ), P (f) = [f ].

P ist linear ist und, wie oben erklärt, auch surjektiv. Der Kern von P ist der Unterraum

N = {f : X → R : f(x) = 0 für µ-fast-alle x ∈ X}.

Somit können wir Lp(µ) als Quotientenvektorraum Lp(µ)/N interpretieren. Nun zu den Nor-
meigenschaften. Aussage (1) ist trivial im Fall p =∞, für p <∞ verwende Folgerung 4.3(2)
aus der Ungleichung von Tschebyscheff. Aussage (2) folgt aus (6.3), und Aussage (3) folgt
für p = ∞ aus (6.4). Für p < ∞ wissen wir schon f + g ∈ Lp(µ), zu zeigen bleibt dann die
Dreiecksungleichung. Dafür müssen wir etwas ausholen.

Lemma 6.2 (Youngsche Ungleichung) Für 1 < p, q <∞ mit 1
p + 1

q = 1 und x, y ≥ 0 gilt

xy ≤ xp

p
+
yq

q
.

Beweis: Sei y ≥ 0 fest und f(x) = 1
px

p + 1
qy

q − xy. Dann gilt

f ′(x) = xp−1 − y

{
< 0 für x < y

1
p−1

> 0 für x > y
1
p−1

Also gilt für alle x ≥ 0

f(x) ≥ f
(
y

1
p−1
)

=
1

p
y

p
p−1 +

1

q
y

p
p−1 − y

p
p−1 = 0.
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Satz 6.1 (Höldersche Ungleichung) Seien f ∈ Lp(µ), g ∈ Lq(µ) mit 1
p + 1

q = 1. Dann

ist fg ∈ L1(µ) und es gilt die Abschätzung∫
|fg| dµ ≤ ‖f‖Lp‖g‖Lq .

Beweis: Wir können ‖f‖Lp = ‖g‖Lq = 1 und f, g ≥ 0 annehmen. Für 1 < p, q <∞ ist dann
0 ≤ fg ≤ 1

pf
p + 1

q g
q, und durch Integration folgt∫

fg dµ ≤
∫ (

1

p
fp +

1

q
gq
)
dµ = 1 = ‖f‖Lp ‖g‖Lq .

Für p = 1, q =∞ integriere die Ungleichung fg ≤ f‖g‖L∞ .

Im Fall p = q = 2 ergibt sich hier die Ungleichung von Cauchy-Schwarz. Wir zeigen nun die
noch ausstehende Dreiecksungleichung in Lp(µ).

Satz 6.2 (Minkowski-Ungleichung) Für f, g ∈ Lp(µ) mit 1 ≤ p ≤ ∞ gilt

‖f + g‖Lp ≤ ‖f‖Lp + ‖g‖Lp .

Beweis: Indem wir im letzten Schritt die Höldersche Ungleichung anwenden, folgt

‖f + g‖pLp =

∫
|f + g|p dµ

≤
∫
|f | |f + g|p−1 dµ+

∫
|g| |f + g|p−1 dµ

≤ ‖f‖Lp‖f + g‖p−1
Lp + ‖g‖Lp‖f + g‖p−1

Lp .

Kürzen liefert die Behauptung.

Jetzt nähern wir uns nun der wesentlichen Eigenschaft der Lp-Räume, und zwar der
Vollständigkeit.

Lemma 6.3 Sei 1 ≤ p <∞ und fk =
∑k

j=1 uj mit uj ∈ Lp(µ). Falls
∑∞

j=1 ‖uj‖Lp <∞, so
gelten folgende Aussagen:

(1) Es gibt eine µ-Nullmenge N , so dass f(x) = limk→∞ fk(x) für alle x ∈ X\N existiert.

(2) Mit f := 0 auf N gilt f ∈ Lp(µ).

(3) ‖f − fk‖Lp → 0.

Beweis: Wir betrachten die Funktionen

gk =
k∑
j=1

|uj | und g =
∞∑
j=1

|uj |.
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Es gilt g1 ≤ g2 ≤ . . . und gk(x) → g(x) ∈ [0,∞] mit k → ∞ für alle x ∈ X. Aus dem Satz
über monotone Konvergenz, Satz 4.5, und der Minkowski-Ungleichung folgt

‖g‖Lp = lim
k→∞

‖gk‖Lp ≤
∞∑
j=1

‖uj‖Lp <∞.

Wegen Folgerung 4.3 ist N := {g =∞} eine µ-Nullmenge. Für x ∈ X\N ist die reelle Reihe∑∞
j=1 uj(x) absolut konvergent, also ist

(
fk(x)

)
k∈N eine Cauchyfolge in R. Damit existiert

der Grenzwert f(x) = limk→∞ fk(x), und es gilt weiter

|fk|p ≤ gp ∈ L1(µ) sowie |f − fk|p ≤ 2p−1
(
|f |p + |fk|p) ≤ 2p gp.

Der Satz über dominierte Konvergenz, Satz 5.3, liefert f ∈ Lp(µ) und ‖f − fk‖Lp → 0.

Satz 6.3 (Riesz-Fischer) (Lp(µ), ‖ · ‖Lp) ist vollständig, also ein Banachraum.

Beweis: Sei fk ∈ Lp(µ) eine gegebene Cauchyfolge bezüglich der Norm ‖ · ‖Lp . Es reicht aus,
eine Teilfolge anzugeben, die in Lp(µ) konvergiert. Wir betrachten zuerst den Fall 1 ≤ p <∞,
und können nach evtl. Wahl einer Teilfolge annehmen:

‖fk+1 − fk‖Lp ≤ 2−k für alle k ∈ N.

Mit f0 := 0 gilt fk =
∑k

j=1 uj für uj = fj − fj−1. Die Voraussetzungen von Lemma 6.3 sind
erfüllt, also konvergiert fk in Lp(µ) sowie punktweise µ-fast-überall gegen eine Funktion
f ∈ Lp(µ). Dies beweist den Satz für 1 ≤ p <∞.

Sei nun p = ∞. Wegen | ‖fk‖L∞ − ‖fl‖L∞ | ≤ ‖fk − fl‖L∞ existiert limk→∞ ‖fk‖L∞ . Die
folgenden Mengen haben µ-Maß Null:

Nk = {|fk| > ‖fk‖L∞} sowie Nk,l = {|fk − fl| > ‖fk − fl‖L∞}.

Also ist N =
⋃∞
k=1Nk ∪

⋃∞
k,l=1Nk,l ebenfalls eine Nullmenge. Für x ∈ X\N gilt nun

|fk(x)− fl(x)| ≤ ‖fk − fl‖L∞ < ε für k, l ≥ k(ε),

insbesondere ist f(x) = limk→∞ fk(x) definiert. Weiter haben wir für x ∈ X\N

|f(x)| = lim
k→∞

|fk(x)| ≤ lim
k→∞

‖fk‖L∞ , und

|fk(x)− f(x)| = lim
l→∞
|fk(x)− fl(x)| ≤ ε für k ≥ k(ε).

Dies bedeutet ‖f‖L∞ ≤ limk→∞ ‖fk‖L∞ <∞ und ‖fk − f‖L∞ → 0 mit k →∞.

Ein Teilergebnis des Beweises, das oft benutzt wird, ist die

Folgerung 6.1 Konvergiert fk gegen f in Lp(µ), so konvergiert eine Teilfolge fkj punktweise
µ-fast-überall gegen f .
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Auf die Wahl der Teilfolge in Folgerung 6.1 kann für p <∞ im allgemeinen nicht verzichtet
werden. Betrachte dazu folgendes

Beispiel 6.1 Jedes n ∈ N besitzt eine eindeutige Darstellung n = 2k + j mit k ∈ N0,
0 ≤ j < 2k. Definiere damit eine Folge von Funktionen fn : [0, 1]→ R durch

fn(x) =

{
1 falls j 2−k ≤ x ≤ (j + 1)2−k

0 sonst.

Es folgt
∫ 1

0 fn(x) dx = 2−k < 2/n → 0 mit n → ∞. Andererseits gilt lim supn→∞ fn(x) = 1
für alle x ∈ [0, 1), denn zu x ∈ [0, 1), k ∈ N können wir j ∈ {0, 1, . . . , 2k − 1} wählen mit
j 2−k ≤ x < (j + 1) 2−k, also fn(x) = 1 für n = 2k + j. Also konvergiert die Folge nicht
punktweise L1-fast-überall gegen Null.

Oft werden die Lp-Räume auf einer µ-messbaren Teilmenge E ⊂ X betrachtet. Einschränkung
des Maßes µ auf 2E ergibt ein äußeres Maß µE . Eine Menge A ⊂ E ist genau dann messbar
bezüglich µE , wenn sie als Teilmenge von X messbar bezüglich µ ist. Denn für S ⊂ X gilt,
da E messbar ist,

µ(S) ≥ µ(S ∩ E) + µ(S\E) ≥ µ(S ∩A) + µ(S ∩ E\A) + µ(S\E) ≥ µ(S ∩A) + µ(S\A).

Wir interessieren uns speziell für den Fall des n-dimensionalen Lebesguemaßes auf einer of-
fenen Menge Ω ⊂ Rn, der Lp-Raum bezüglich LnΩ wird dann mit Lp(Ω) bezeichnet. Wir
wollen zeigen, dass Lp-Funktionen im Fall p < ∞ durch stetige Funktionen mit kom-
paktem Träger (siehe unten) approximiert werden können. Damit kann der Raum Lp(Ω)
als Vervollständigung von C0

c (Ω) interpretiert werden, in gewisser Analogie zu R als Ver-
vollständigung von Q.

Definition 6.2 Der Träger einer Funktion f : Ω→ R ist die Menge

spt f = {x ∈ Ω : f(x) 6= 0}.

Der Raum der stetigen Funktionen mit kompaktem Träger in Ω wird mit C0
c (Ω) bezeichnet.

Für K ⊂ Ω kompakt sei dist(·,K) : Rn → [0,∞), dist(x,K) = infz∈K |x − z| die Abstands-
funktion von K. Wir brauchen die folgenden zwei Tatsachen:

(6.6) dist(·,K) ist Lipschitzstetig mit Konstante Eins.

(6.7) dist(Rn\Ω,K) = inf
x∈Rn\Ω

dist(x,K) > 0.

Satz 6.4 (Dichtheit von C0
c (Ω) in Lp(Ω)) Sei Ω ⊂ Rn offen und 1 ≤ p < ∞. Dann gibt

es zu jedem f ∈ Lp(Ω) eine Folge fk ∈ C0
c (Ω) mit ‖f − fk‖Lp(Ω) → 0.
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Beweis: Wir zeigen die Aussage zuerst für f = χE , wobei E ⊂ Ω messbar ist mit Ln(E) <∞.
Nach Satz 2.4(2) existiert K ⊂ E kompakt mit Ln(E\K) < ε/2. Setze

f% : Ω→ [0, 1], f%(x) =

(
1− dist(x,K)

%

)+

.

Nach (6.6), (6.7) ist f% ∈ C0(Rn) und sptf% = {x : dist(x,K) ≤ %} kompakte Teilmenge von
Ω für % > 0 hinreichend klein. Da f% = f auf K, folgt∫

Ω
|f% − f |p dLn ≤ 2p−1

∫
Ω\K

(|f%|p + |f |p) dLn

≤ 2p−1
(
Ln({0 < dist(·,K) ≤ %}) + Ln(E\K)

)
< ε für % > 0 hinreichend klein.

Sei nun f ∈ Lp(Ω) beliebig. Wir können f ≥ 0 annehmen, sonst betrachte f+ und f−. Nach
Satz 4.4 gibt es eine Folge von Treppenfunktionen 0 ≤ f1 ≤ f2 ≤ . . . mit limk→∞ fk(x) = f(x)
für alle x ∈ Ω. Mit Satz 5.3 folgt fk → f in Lp(Ω), verwende dazu die Majorante

|f − fk|p ≤ 2p−1(|f |p + |fk|p) ≤ 2p|f |p ∈ L1(Ω).

Für die Treppenfunktionen fk gilt nach Tschebyscheff

Ln({fk ≥ s}) ≤
1

sp

∫
Ω
|fk|p dLn ≤

1

sp

∫
Ω
|f |p dLn <∞.

Da fk eine endliche Linearkombination von charakteristischen Funktionen ist, folgt die Be-
hauptung des Satzes.
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Bemerkung 6.1 Der Raum BC0(Ω) der beschränkten, stetigen Funktionen auf Ω ist mit
der Supremumsnorm ‖ · ‖sup ein Banachraum. Für f ∈ BC0(Ω) gilt {|f | > s} 6= ∅ genau
wenn µ({|f | > s}) > 0, das heißt

(6.8) ‖f‖L∞ = ‖f‖sup für alle f ∈ BC0(Ω).

Angenommen f ∈ L∞(Ω) kann durch eine Folge fk ∈ BC0(Ω) bezüglich der L∞-Norm appro-
ximiert werden. Wegen (6.8) ist dann fk eine Cauchyfolge in BC0(Ω). Da BC0(Ω) vollständig
ist, erhalten wir ein f̃ ∈ BC0(Ω) mit f̃ = f fast überall. Es gibt aber viele Funktionen in
L∞(Ω), die keinen stetigen Repräsentanten haben, und damit nicht approximierbar sind.

Wir wollen nun die Bedeutung des L2-Raums für die Theorie der Fourierreihen erklären. In
seiner Arbeit Théorie analytique de la chaleur (1822) hatte Joseph Fourier für Funktionen
f : (−π, π)→ C eine Reihe eingeführt, die heute Fourierreihe von f heißt, und zwar

(6.9)

∞∑
k=−∞

f̂(k)eikx mit f̂(k) =
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−ikx dx ∈ C.

Die f̂(k) sind die komplexen Fourierkoeffizienten von f . Fourier hat dann folgendes Prinzip
formuliert, ohne es zu beweisen oder weiter zu präzisieren:

Jede willkürliche Funktion f wird durch ihre Fourierreihe dargestellt.

Diese These hat eine Diskussion ausgelöst, was eigentlich eine willkürliche Funktion ist und
was der Ausdruck Darstellung hier bedeutet, daran beteiligt waren unter anderem Dirichlet,
Riemann und Cantor. Zunächst wurde die Aussage als punktweise Konvergenz der Reihe
gegen f verstanden, diese konnte Dirichlet 1829 für hinreichend reguläre Funktionen bewei-
sen. Aber 1876 fand Du Bois-Reymond ein Gegenbeispiel zur punktweisen Konvergenz, und
zwar in Form einer stetigen Funktion. Das Konzept der L2-Konvergenz, damals Konvergenz
im quadratischen Mittel, wurde zuerst von Axel Harnack formuliert und bewiesen: Über
die trigonometrische Reihe und die Darstellung willkürlicher Funktionen, Mathematische
Annalen 1880. Natürlich hatte er das Lebesgueintegral noch nicht zur Verfügung; jetzt
können wir damit eine klare und allgemeine Fassung des Prinzips von Fourier geben.

Wir betrachten Funktionen f ∈ L2(I,C), das heißt Re f , Im f sind L1-messbar und

‖f‖L2 =

(∫ π

−π
|f(x)|2 dx

)1/2

<∞.

Nach Satz 6.3 ist L2(I,C) bezüglich der L2-Norm vollständig, also ein Hilbertraum mit dem
hermiteschen Skalarprodukt

〈f, g〉L2 =

∫ π

−π
f(x)g(x) dx.

Die Funktionen wk(x) = 1√
2π
eikx, k ∈ Z, bilden ein Orthonormalsystem und spannen den

Raum P der trigonometrischen Polynome auf. Das n-te Fourierpolynom fn ist definiert als
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die Orthogonalprojektion von f auf den Raum Pn der trigonometrischen Polynome vom Grad
höchstens n ∈ N0, also

fn =

n∑
k=−n

〈f, wk〉L2wk =

n∑
k=−n

f̂(k)eikx.

Dabei sind f̂(k) die Fourierkoeffizienten von f , es gilt

f̂(k) =
1√
2π
〈f, wk〉L2 =

1

2π

∫ π

−π
f(x)e−ikx dx.

Die Folge fn heißt Fourierreihe von f . Wegen f −fn ⊥L2 Pn gilt für alle p ∈ Pn die Gleichung

(6.10) ‖f − p‖2L2 = ‖(f − fn) + (fn − p)‖2L2 = ‖f − fn‖2L2 + ‖fn − p‖2L2 .

Insbesondere folgt mit p = 0 die Besselsche Ungleichung

(6.11) 2π
n∑

k=−n
|f̂(k)|2 = ‖fn‖2L2 ≤ ‖f‖2L2 für alle n ∈ N0.

Die Folge fn ist damit eine L2-Cauchyfolge, denn für m ≥ n folgt

‖fm − fn‖2L2 = 2π
∑

n+1≤|k|≤m

|f̂(k)|2 < ε für n hinreichend groß.

Nach Riesz-Fischer, Satz 6.3, konvergiert fn damit in L2(I,C) gegen eine gewisse Funktion.
Die entscheidende Frage ist nun: ist dieser Grenzwert die gegebene Funktion f?

Satz 6.5 (Harnack) Für f ∈ L2(I,C) konvergiert die Fourierreihe fn gegen f in L2(I,C).

Beweis: Wegen (6.10) ist fn die beste Approximation von f in Pn, im Sinne dass

(6.12) ‖f − fn‖L2 = min
p∈Pn
‖f − p‖L2 .

Es reicht also zu zeigen, dass der Raum P der trigonometrischen Polynome dicht in L2(I,C)
ist. Nach Satz 6.4 ist C0

c (I,C) dicht in L2(I,C), und jede stetige Funktion kann gleichmäßig
und damit auch in L2 durch stückweise konstante Funktionen approximiert werden. Wir
zeigen nun, dass für f stückweise konstant die Fourierreihe fn gegen f in L2 konvergiert.
Dafür reicht wiederum fn → f punktweise fast überall, denn fn konvergiert in L2 und nach
Folgerung 6.1 muss der Grenzwert die Funktion f sein. Sei nun f mit Periode 2π auf R
fortgesetzt. Nach Definition von fn gilt für x0 ∈ I

fn(x0) =

n∑
k=−n

f̂(k) eikx0 =
1

2π

∫ π

−π
f(x)

n∑
k=−n

e−ik(x−x0) dx =
1

2π

∫ π

−π
f(x0 + ξ)

n∑
k=−n

e−ikξ dξ.
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Dabei wurde x = x0 + ξ substituiert und die Periodizität benutzt. Es folgt

fn(x0)− f(x0) =
1

2π

∫ π

−π
(f(x0 + ξ)− f(x0))

n∑
k=−n

e−ikξ dξ, da

∫ π

−π

n∑
k=−n

e−ikξ dξ = 2π.

Nun berechnen wir

n∑
k=−n

e−ikξ = e−inξ
2n∑
k=0

eikξ = e−inξ
ei(2n+1)ξ − 1

eiξ − 1
=
ei(n+1)ξ − e−inξ

eiξ − 1
.

Danit erhalten wir die Formel

fn(x0)− f(x0) =
1

2π

∫ π

−π

f(x0 + ξ)− f(x0)

eiξ − 1
ei(n+1)ξ dξ − 1

2π

∫ π

−π

f(x0 + ξ)− f(x0)

eiξ − 1
e−inξ dξ.

Auf der rechten Seite stehen die Fourierkoeffizienten F̂ (−(n+ 1))− F̂ (n) der Funktion

F (ξ) =
f(x0 + ξ)− f(x0)

eiξ − 1

Ist f stückweise konstant und x0 keine Sprungstelle von f , so ist f(x0 + ξ) − f(x0) = 0
nahe bei ξ = 0, und damit ist F beschränkt. Aus der Besselschen Ungleichung für F folgt
F̂ (±n)→ 0 mit n→∞, also limn→∞ fn(x0) = f(x0).

Wir wollen eine alternative Formulierung des Satzes angeben. Sei `2(C) der Raum aller kom-
plexen Folgen c = (ck)k∈Z mit

‖c‖2`2 = 2π
∑
k∈Z
|ck|2 <∞.

Der Raum `2(C) ist vollständig und damit ein Hilbertraum. Dies folgt aus Riesz-Fischer,
angewandt für des Zählmaß auf Z, oder durch ad hoc Beweis.

Folgerung 6.2 (Parseval) Die Abbildung

F : (L2(I,C), ‖ · ‖L2) −→ (`2(C), ‖ · ‖`2), F(f) = (f̂(k))k∈Z,

ist eine Isometrie von Hilberträumen.

Beweis: Aus Satz 6.5 folgt, wenn wir p = 0 in (6.10) setzen,

2π
∞∑

k=−∞
|f̂(k)|2 = lim

n→∞
‖fn‖2L2 = lim

n→∞

(
‖f‖2L2 − ‖f − fn‖2L2

)
= ‖f‖2L2 .

Also ist F isometrisch, insbesondere injektiv. Für c ∈ `2(C) ist fn =
∑n

k=−n cke
−ikx aber

eine Cauchyfolge in L2(I,C) und konvergiert nach Riesz-Fischer gegen ein f in L2(I,C). Es
folgt F(f) = c, also ist F auch surjektiv.
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Die Konvergenz der Fourierreihe ist ein Spezialfall des Spektralsatzes für selbstadjungierte
Operatoren. Dieser verallgemeinert die aus der Linearen Algebra bekannte Diagonalisierbar-
keit symmetrischer Matrizen, und wird in verschiedenen Varianten in der Funktionalanalysis
bewiesen. Der Operator ist hier H = − d2

dx2
. Wir können H als Endomorphismus auf C∞per(I)

auffassen, das sind die Funktionen mit glatter 2π-periodischer Fortsetzung:

H : C∞per(I)→ C∞per(I), Hf = −d
2f

dx2
.

Mit partieller Integration zeigt man 〈Hf, g〉L2 = 〈f,Hg〉L2 für alle f, g ∈ C∞per(I), sowie

〈Hf, f〉L2 = ‖ dfdx‖
2
L2 ≥ 0. Die wk sind Eigenfunktionen von H zu den Eigenwerten λk = k2:

Hwk = k2wk für k ∈ Z.

Nach Satz 6.5 ist der von den Eigenfunktionen wk aufgespannte Raum dicht in L2(I,C).

Zum Schluss des Kapitels kehren wir nochmal zu den allgemeinen Konvergenzsätzen
zurück. Wir wollen das Verhältnis zwischen punktweiser Konvergenz und Konvergenz in
Lp(µ) genauer analysieren.

Satz 6.6 (Egorov) Sei µ äußeres Maß auf X mit µ(X) < ∞, und fk seien messbar mit
fk → f punktweise µ-fast-überall. Dann gibt es zu δ > 0 eine messbare Menge A mit
µ(X\A) < δ, so dass fk|A gleichmäßig gegen f |A konvergiert.

Beweis: Für ε > 0 bilden die Mengen Cεk =
⋃∞
j=k{|f − fj | ≥ ε} eine absteigende Folge. Ist

f(x) = limk→∞ fk(x), so gilt x /∈ Cεk für k hinreichend groß, also folgt mit der Stetigkeit des
Maßes, Satz 1.4(ii),

lim
k→∞

µ(Cεk) = µ
( ∞⋂
k=1

Cεk

)
= 0.

Hier wurde die Bedingung µ(X) <∞ benutzt. Wähle nun eine Folge εν ↘ 0, und bestimme
zu jedem ν ∈ N ein kν ∈ N mit µ(Cενkν ) < 2−νδ, also

µ
( ∞⋃
ν=1

Cενkν

)
< δ.

Mit A := X\
(⋃∞

ν=1C
εν
kν

)
folgt supx∈A |fj(x)− f(x)| ≤ εν für alle j ≥ kν .

Satz 6.7 (Konvergenzsatz von Vitali) Seien fn ∈ Lp(µ), 1 ≤ p < ∞, mit fn → f
punktweise fast überall. Dann sind folgende Aussagen (a) und (b) äquivalent:

(a) f ∈ Lp(µ) und ‖fn − f‖Lp → 0.

(b) Mit λ(A) = lim supn→∞
∫
A |fn|

p dµ gilt:

(1) Zu ε > 0 gibt es ein δ > 0 mit λ(A) < ε für alle A messbar mit µ(A) < δ.
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(2) Zu ε > 0 gibt es E messbar mit µ(E) <∞ und λ(X\E) < ε.

Im Fall p = 1 heißt eine Folge mit (1) und (2) gleichgradig integrierbar.

Beweis: Sei fn → f in Lp(µ). Für A messbar gilt∣∣‖fn‖Lp(A) − ‖f‖Lp(A)

∣∣ ≤ ‖fn − f‖Lp(A) ≤ ‖fn − f‖Lp → 0.

Also folgt limn→∞ ‖fn‖Lp(A) = ‖f‖Lp(A), und somit

λ(A) =

∫
A
|f |p dµ.

Eigenschaft (1) gilt nun nach Bemerkung 5.1. Weiter ist mit Lemma 4.3

µ(Eδ) ≤
1

δ

∫
|f |p dµ <∞ für Eδ = {|f |p > δ}.

Nun gilt χX\Eδ |f |
p ≤ δ ↘ 0 mit δ ↘ 0, wobei |f |p integrierbare Majorante ist. Es folgt

λ(X\Eδ) =

∫
X\Eδ

|f |p dµ < ε für δ > 0 hinreichend klein.

Seien jetzt umgekehrt (1) und (2) vorausgesetzt. Zu ε > 0 wähle E wie in (2) sowie δ > 0 wie
in (1). Da µ(E) <∞, gibt es nach Egorov A ⊂ E messbar mit µ(E\A) < δ, so dass fn → f
gleichmäßig auf A. Hier wenden wir Satz 6.6 auf das Maß µE = µ|2E an, die Menge A ist
dann µE-messbar, und damit auch µ-messbar (siehe p. 51). Nun haben wir die Abschätzung

|fn − f |p ≤ χA|fn − f |p +
(
χX\E + χE\A

)
2p−1

(
|f |p + |fn|p

)
.

Aus dem Lemma von Fatou, Satz 5.2, folgt für B messbar∫
B
|f |p dµ ≤ lim inf

n→∞

∫
B
|fn|p dµ ≤ λ(B).

Also erhalten wir mit n→∞ wegen (2) und (1)

lim sup
n→∞

∫
|fn − f |p dµ ≤ 2p

(
λ(X\E) + λ(E\A)

)
< 2p+1ε.

Bedingung (1) im Satz von Vitali schließt eine Konzentration des Integrals aus, wie sie etwa
bei der Diracfolge in Beispiel 5.1 auftritt. Bedingung (2) verhindert eine Konzentration bei
Unendlich, wie sie zum Beispiel für die Folge fn : R→ R, fn = χ[n,n+1], stattfindet.
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7 Der Satz von Fubini

Mit dem Cavalierischen Prinzip (1635) kann das Volumen von Körpern durch Zerlegung in
parallele Schnitte berechnet werden. Allgemeiner können mit dem Satz von Fubini (1907)
mehrdimensionale Integrale bzw. allgemeiner Integrale in Produkträumen auf Integrationen
in den Faktoren reduziert werden. Gleichzeitig liefert der Satz eine optimale Aussage zur
Vertauschbarkeit der Reihenfolge der Integrationen bei iterierten Integralen.

Die Idee der Volumenberechnung durch Zerlegung in parallele Schnitte geht auf Archimedes
(287-212 v. Chr.) zurück und ist als Prinzip von Cavalieri bekannt:

Haben zwei Körper in jeder Höhe Schnitte von gleichem Flächeninhalt, so haben
sie auch das gleiche Volumen.

Man kann an einen Turm von Münzen denken, dessen Gesamtvolumen sich nicht ändert wenn
diese irgendwie horizontal verschoben werden. Bevor wir in die Theorie einsteigen, bringen
wir zwei elementare Beispiele, die auch für die Schule geeignet sind.

Beispiel 7.1 (Kegel-Volumen) Sei C ⊂ R3 ein Kegel, zunächst mit Höhe H = 1. Durch
Drehung und Verschiebung können wir annehmen, dass die Spitze von C im Nullpunkt liegt
und die Basis in der Ebene z = 1, das heißt es gilt die Darstellung

C = {s(b, 1) : b ∈ B, 0 ≤ s ≤ 1} mit B ⊂ R2.

Für h ∈ [0, 1] ist der h-Schnitt von C dann die Menge

Ch = {a ∈ R2 : (a, h) ∈ C} = {hb : b ∈ B} = hB.

Ist A der Flächeninhalt von B, so hat Ch den Inhalt h2A. Nach Cavalieri hängt das Volumen
Vol(C) somit nur von A ab, wir schreiben Vol(C) = V (A). Es gilt V (kA) = kV (A) für k ∈ N,
betrachte dazu k disjunkte Gebiete B1, . . . , Bk mit Inhalt jeweils A. Daraus folgt für k,m ∈ N

mV
( k
m
A
)

= kmV
( 1

m
A
)

= kV (A), also V
( k
m
A
)

=
k

m
V (A).

Durch Approximation sehen wir V (λA) = λV (A) für λ ≥ 0. Wähle nun B = [−1, 1]2, dann
ist C eine Pyramide über [−1, 1]2 mit Höhe h = 1. Der Würfel [−1, 1]3 zerlegt sich in sechs
solche Pyramiden. Das bedeutet V (4) = 8/6, also V (A) = A/4V (4) = A/3. Sei schließlich C
ein beliebiger Kegel mit Höhe H und Basisfläche A. Durch Streckung mit Faktor 1/H ergibt
sich ein Kegel mit Höhe Eins und Basisfläche A/H2, also folgt allgemein

Vol(C) = H3V (A/H2) = H3A/3H2 = AH/3.
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Beispiel 7.2 (Kugel-Volumen) Betrachte in R3 = R2 × R folgende Mengen, sowie die
Inhalte der zugehörigen z-Schnitte:

Zylinder: Z = {(x, y, z) :
√
x2 + y2 ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1} |Zz| = π,

Kegel: C = {(x, y, z) :
√
x2 + y2 ≤ z, 0 ≤ z ≤ 1} |Cz| = π z2,

Halbkugel: H = {(x, y, z) :
√
x2 + y2 ≤

√
1− z2, 0 ≤ z ≤ 1} |Hz| = π (1− z2).

Es gilt |Zz| = |Cz|+ |Hz|, mit Cavalieri folgt vol(H) = vol(Z)− vol(C) = π − 1
3π = 2

3π, oder

vol(C) : vol(H) : vol(Z) = 1 : 2 : 3 (Archimedes).

Nun zur allgemeinen Theorie. Die Definition des Lebesguemaßes benutzte Überdeckungen
mit Quadern, also Produkten von Intervallen. Die folgende Definition des Produktmaßes ist
ähnlich, wobei wir uns auf zwei Faktoren beschränken.

Definition 7.1 (Produktmaß) Seien α, β äußere Maße auf X,Y . Das Produktmaß α× β
einer Menge E ⊂ X × Y ist

(7.1) α× β(E) = inf
{ ∞∑
j=1

α(Aj)β(Bj) : Aj , Bj messbar, E ⊂
∞⋃
j=1

Aj ×Bj
}
.
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α× β ist ein äußeres Maß, das folgt wie beim Lebesguemaß, siehe Schritt 1 in Satz 3.2.

Lemma 7.1 (Produktmengen) Sei P = A × B eine Produktmenge, das heißt A,B sind
messbar bezüglich α, β. Dann gilt α× β(P ) = α(A)β(B), und P ist α× β-messbar.

Beweis: Da A,B messbar, folgt α × β(P ) ≤ α(A)β(B) aus (7.1). Für die umgekehrte Un-
gleichung gehen wir analog zu Satz 3.1 vor. Der y-Schnitt von P ist

Py = {x ∈ X : (x, y) ∈ P} =

{
A für y ∈ B,
∅ sonst.

Ist P ⊂
⋃∞
j=1 Pj mit Pj = Aj ×Bj , so folgt Py ⊂

⋃∞
j=1(Pj)y, und weiter mit Fatou

α(A)β(B) =

∫
Y
α(Py) dβ(y) ≤

∫
Y

∞∑
j=1

α((Pj)y) dβ(y) ≤
∞∑
j=1

∫
Y
α((Pj)y) dβ(y) =

∞∑
j=1

α(Aj)β(Bj).

Jetzt zur Messbarkeit. Sei E ⊂
⋃∞
j=1 Pj mit Pj = Aj ×Bj wie in (7.1). Es gilt

(7.2) Pj ∩ P = (Aj ∩A)× (Bj ∩B) und Pj\P = (Aj ∩A)× (Bj\B) ∪ (Aj\A)×Bj .

Wir berechnen damit, wieder mit der Messbarkeit von A,B,

α× β(Pj ∩ P ) + α× β(Pj\P ) ≤ α(Aj ∩A)β(Bj ∩B) + α(Aj ∩A)β(Bj\B)

+α(Aj\A)β(Bj)

=
(
α(Aj ∩A) + α(Aj\A)

)
β(Bj)

= α(Aj)β(Bj).

Damit haben wir

α× β(E ∩ P ) + α× β(E\P ) ≤
∞∑
j=1

α× β(Pj ∩ P ) +
∞∑
j=1

α× β(Pj\P ) ≤
∞∑
j=1

α(Aj)β(Bj).

Nach (7.1) folgt wie gewünscht α× β(E ∩ P ) + α× β(E\P ) ≤ α× β(E).

Beim Beweis des Prinzips von Cavalieri brauchen wir die folgende Endlichkeitsbedingung,
siehe auch Beispiel 7.3 im Anschluss.

Definition 7.2 (σ-endliche Menge) Sei µ ein äußeres Maß auf X. Eine Menge D ⊂ X
heißt σ-endlich bzgl. µ, wenn es eine Ausschöpfung D =

⋃∞
n=1Dn gibt mit Dn µ-messbar

(insbesondere D messbar) und µ(Dn) <∞.

Satz 7.1 (Cavalierisches Prinzip) Seien α, β äußere Maße auf X,Y . Die Menge D ⊂
X × Y sei σ-endlich bezüglich α × β. Dann ist Dy = {x ∈ X : (x, y) ∈ D} α-messbar für
β-fast-alle y ∈ Y , die Funktion y 7→ α(Dy) ist β-messbar, und es gilt

α× β(D) =

∫
Y
α(Dy) dβ(y).
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Beweis: Sei zunächst D messbar bzgl. α× β mit (α× β)(D) <∞.

Schritt 1: Zu ν ∈ N gibt es eine Überdeckung D ⊂
⋃∞
i=1 P

ν
i =: Eν mit paarweise

disjunkten Produktmengen, so dass E1 ⊃ E2 ⊃ . . . und

(7.3) α× β(E) = α× β(D) für E =

∞⋂
ν=1

Eν .

Nach (7.1) und Lemma 7.1 gibt es jedenfalls eine Überdeckung P νi , i ∈ N, mit

α× β(Eν) ≤
∞∑
i=1

α× β(P νi ) < α× β(D) +
1

ν
.

Mit ν → ∞ folgt (7.3). Wir können induktiv P νi , i ∈ N, disjunkt annehmen, sonst zerlege
P νi \

⋃i−1
j=1 P

ν
j wie in (7.2). Weiter erreichen wir Eν ⊂ Eν−1, sonst gehe über zu der disjunkten

Überdeckung P νi ∩ P
ν−1
j mit i, j ∈ N. Auch das sind Produktmengen, siehe (7.2), und

∞∑
i,j=1

α× β(P νi ∩ P ν−1
j ) =

∞∑
i=1

α× β
( ∞⋃
j=1

P νi ∩ P ν−1
j

)
≤
∞∑
i=1

α× β(P νi ).

Da D messbar mit α× β(D) <∞, folgt nun

(7.4) α× β(E\D) = α× β(E)− α× β(D) = 0.

Schritt 2: Sei E das System aller α× β-messbaren Mengen E ⊂ X × Y mit

Ey = {x ∈ X : (x, y) ∈ E} ist α-messbar für alle y ∈ Y,(7.5)

die Funktion fE : Y → [0,∞], y 7→ α(Ey) ist β-messbar,(7.6)

γ(E) :=
∫
Y fE dβ = α× β(E).(7.7)

Wir behaupten E ∈ E mit E aus Schritt 1. Dazu stellen wir als erstes fest, dass Produkt-
mengen A × B in E sind. Denn es gilt (A × B)y = A, falls y ∈ B, und (A × B)y = ∅ sonst.
Daraus folgt A×B ∈ E , und zwar genauer

fA×B = α(A)χB und γ(A×B) = α(A)β(B) = α× β(A×B).

Als nächstes betrachte E =
⋃∞
i=1Ei paarweise disjunkt mit Ei ∈ E . Dann ist Ey =

⋃∞
i=1(Ei)y

α-messbar, fE =
∑∞

i=1 fEi ist β-messbar, und aus dem Satz über monotone Konvergenz folgt

γ(E) =

∫
Y

∞∑
i=1

fEi dβ =

∞∑
i=1

∫
Y
fEi dβ =

∞∑
i=1

α× β(Ei) = α× β(E).

Schließlich sei E1 ⊃ E2 ⊃ . . . mit Eν ∈ E und α × β(E1) < ∞. Für E =
⋂∞
ν=1E

ν ist
Ey =

⋂∞
ν=1(Eν)y α-messbar für alle y ∈ Y , und wegen

∫
Y fE1dβ = α × β(E1) < ∞ gilt

α((E1)y) = fE1(y) <∞ für β-fast-alle y ∈ Y . Aus Satz 1.4 folgt

fE(y) = α(Ey) = lim
ν→∞

α((Eν)y) = lim
ν→∞

fEν (y) für β-fast-alle y ∈ Y.
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Insbesondere ist fE β-messbar, und wegen fEν ≤ fE1 liefert der Satz von Lebesgue

γ(E) =

∫
Y
fE dβ = lim

ν→∞

∫
Y
fEν dβ = lim

ν→∞
α× β(Eν) = α× β(E).

Damit ist obige Behauptung gezeigt.

Schritt 3: Beweis des Satzes im Fall α× β(D) <∞.
Sei N ⊂ X × Y eine α× β-Nullmenge. Wir wenden die Schritte 1 und 2 auf N an (statt auf
D), und erhalten ein C ⊃ N mit α× β(C) = 0 und C ∈ E , insbesondere

0 = α× β(C) =

∫
Y
α(Cy) dβ(y) ⇒ α(Ny) ≤ α(Cy) = 0 für β-fast-alle y ∈ Y.

Wähle N = E\D, dann folgt für β-fast-alle y ∈ Y : die Menge Dy = Ey\Ny ist α-messbar
und es gilt fD(y) = fE(y). Insbesondere ist fD β-messbar und∫

Y
fD dβ =

∫
Y
fE dβ = α× β(E) = α× β(D).

Schritt 4: Beweis des Satzes im Fall D nur σ-endlich.
Sei D =

⋃∞
n=1Dn mit Dn messbar bzgl. α×β und α×β(Dn) <∞, sowie ohne Einschränkung

D1 ⊂ D2 . . .. Dann ist Dy =
⋃∞
n=1(Dn)y messbar bezüglich α für β-fast-alle y ∈ Y , es gilt

fD1 ≤ fD2 ≤ . . . und

fD(y) = α(Dy) = lim
n→∞

α((Dn)y) = lim
n→∞

fDn(y).

Folglich ist fD messbar bzgl. β und wegen monotoner Konvergenz∫
Y
fD dβ = lim

n→∞

∫
Y
fDn dβ = lim

n→∞
α× β(Dn) = α× β(D).

Der Satz ist bewiesen.

Natürlich können die Rollen von α und β im Satz vertauscht werden, das heißt man betrachtet
das β-Maß der x-Schnitte Dx = {y ∈ Y : (x, y) ∈ D} und integriert dieses bezüglich α. Die
σ-Endlichkeit ist eine wesentliche Voraussetzung des Satzes, dazu folgendes Beispiel.

Beispiel 7.3 Für D = {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : x = y} ⊂ R× [0, 1] gilt∫
R

card(Dx) dL1(x) = 1 6= 0 =

∫
[0,1]
L1(Dy) dcard(y).

Mit Ik = [k−1
n , kn ] gilt D =

⋂∞
n=1 (

⋃n
k=1 Ik × Ik), also ist D messbar bezüglich L1×card. Aber

D kann nicht σ-endlich sein bzgl. L1 × card.

Wir kommen nun zu Anwendungen des Cavalierischen Prinzips. Dafür schreiben wir das
Lebesguemaß Ln als Produktmaß, was total naheliegend ist.

65



Lemma 7.2 Es gilt Ln = Lk × Lm für n = k +m.

Beweis: Jeder Quader R im Rn ist ein Produkt R = P × Q von Quadern im Rk und Rm,
für die Volumina gilt |R| = |P | |Q|. Somit ist

Ln(E) = inf
{ ∞∑
j=1

|Pj | |Qj | : Pj , Qj Quader, E ⊂
∞⋃
j=1

Pj ×Qj
}
≥ Lk × Lm(E).

Es reicht nun zu zeigen dass Ln(A × B) ≤ Lk(A)Lm(B) für Produktmengen A × B, denn
dann folgt für E ⊂ Rn beliebig

Ln(E) ≤ inf
{ ∞∑
j=1

Ln(Aj ×Bj) : Aj , Bj messbar, E ⊂
∞⋃
j=1

Aj ×Bj
}
≤ Lk × Lm(E).

Betrachte erst den Fall Lk(A),Lm(B) <∞. Zu ε > 0 gibt es Quader Pi, Qj mit A ⊂
⋃∞
i= Pi

und B ⊂
∑∞

j=1Qj , sodass
∑∞

i=1 |Pi| < Lk(A) + ε und
∑∞

j=1 |Qj | < Lm(B) + ε. Es folgt
A×B ⊂

⋃∞
i,j=1 Pi ×Qj , also

Ln(A×B) ≤
∞∑

i,j=1

|Pi| |Qj | < (Lk(A) + ε) (Lm(B) + ε)
ε→0−→ Lk(A)Lm(B).

Für A,B beliebig setze Aj = {x ∈ A : |x| < j} und Bj = {y ∈ B : |y| < j}. Dann folgt

Ln(A×B) = lim
j→∞

Ln(Aj ×Bj) ≤ lim
j→∞

Lk(Aj)Lm(Bj) ≤ Lk(A)Lm(B).

Beispiel 7.4 Hier berechnen wir das Volumen αn der Kugel B = {z ∈ Rn : |z| < 1}. Für
y ∈ (−1, 1) ist By = {x ∈ Rn−1 : |x| < (1− y2)1/2}, also folgt mit Lemma 7.2 und Satz 7.1

αn =

∫ 1

−1
Ln−1(By) dy = αn−1

∫ 1

−1
(1− y2)

n−1
2 dy = αn−1

∫ π

0
sinn ϑ dϑ︸ ︷︷ ︸
=:An

.

Durch partielle Integration folgt An = n−1
n An−2 für n ≥ 2, wobei A0 = π und A1 = 2, also

A2k =
2k − 1

2k
· . . . · 1

2
·A0 = π

k∏
j=1

2j − 1

2j
und A2k+1 =

2k

2k + 1
· . . . · 2

3
·A1 = 2

k∏
j=1

2j

2j + 1
.

Also gilt A2k+1A2k = 2π
2k+1 bzw. A2kA2k−1 = π

k , und somit

α2k = (A2kA2k−1) · . . . · (A2A1)α0 =
πk

k!
,

α2k+1 = (A2k+1A2k) · . . . · (A3A2)α1 =
πk

(k + 1
2)(k − 1

2) · . . . · 1
2

.
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Beispiel 7.5 Für A ⊂ Rn sei K(A) = {y(x, 1) ∈ Rn × R = Rn+1 : 0 < y < 1, x ∈ A}; dies
ist der Kegel mit Spitze 0 über der Basis A × {1} ⊂ Rn+1. Wir behaupten: Ist A messbar
bzgl. Ln, so ist K(A) messbar bzgl. Ln+1 und es gilt

Ln+1(K(A)) =
1

n+ 1
Ln(A).

Betrachte dazu die Mengen A ⊂ Rn, für die K(A) eine Borelmenge im Rn+1 ist. Dieses
System ist eine σ-Algebra, denn es gilt K(Rn) = Rn × (0, 1) sowie

K
( ∞⋃
i=1

Ai

)
=
∞⋃
i=1

K(Ai) und K(Rn\A) = (Rn × (0, 1)) \K(A).

Weiter ist für Ω ⊂ Rn offen auch K(Ω) offen in Rn+1. Also ist für jede Borelmenge B ⊂ Rn
der Kegel K(B) eine Borelmenge, insbesondere Ln+1-messbar, und aus Satz 7.1 folgt

Ln+1(K(B)) =

∫ 1

0
Ln({yx : x ∈ B}) dy =

∫ 1

0
yn Ln(B) dy =

1

n+ 1
Ln(B).

Ist nun A ⊂ Rn lediglich Ln-messbar, so gibt es nach Satz 2.1 Borelmengen B1,2 ⊂ Rn
mit B1 ⊂ A ⊂ B2 und Ln(B2\B1) = 0. Es folgt K(B1) ⊂ K(A) ⊂ K(B2) und
Ln+1(K(B2)\K(B1)) = Ln+1(K(B2\B1)) = 0. Also ist K(A) Ln+1-messbar und die For-
mel für das Volumen des Kegels gilt auch für A.

Definition 7.3 (σ-endliche Funktion) Eine Funktion f : X → [−∞,∞] heißt σ-endlich
bezüglich des äußeren Maßes µ, wenn gilt: f ist µ-messbar und {f 6= 0} ist σ-endlich.

Der folgende Satz über Integrale auf Produkträumen besitzt zahlreiche Anwendungen.

Satz 7.2 (Fubini) Seien α und β äußere Maße auf X bzw. Y , und f : X × Y → R sei
σ-endlich bzgl. α× β. Ist das Integral

∫
f d(α× β) definiert, so gilt:

(1) für β-fast-alle y ∈ Y ist f(·, y) α-messbar, und
∫
X f(x, y) dα(x) existiert,

(2) y 7→
∫
X f(x, y) dα(x) ist β-messbar und

∫
Y

∫
X f(x, y) dα(x) dβ(y) existiert,

(3)
∫
X×Y f d(α× β) =

∫
Y

∫
X f(x, y) dα(x) dβ(y).

Der Satz gilt auch mit vertauschter Reihenfolge der Integrationen, also folgt∫
X×Y

f d(α× β) =

∫
Y

∫
X
f(x, y) dα(x) dβ(y) =

∫
X

∫
Y
f(x, y) dβ(y) dα(x).

Zusatz: Ist f : X × Y → R σ-endlich mit∫
Y

∫
X
|f(x, y)| dα(x) dβ(y) <∞,

so ist f integrierbar bezüglich α× β, und damit ist der Satz anwendbar.
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Beweis: Für f = χE mit E ⊂ X × Y σ-endlich gelten (1)–(3) nach Satz 7.1:

• für β-fast-alle y ∈ Y ist f(·, y) = χEy α-messbar, mit
∫
X f(x, y) dα(x) = α(Ey),

• y 7→ α(Ey) ist β-messbar mit Integral
∫
Y α(Ey) dβ(y),

•
∫
X×Y f d(α× β) = (α× β)(E) =

∫
Y α(Ey) dβ(y) =

∫
Y

∫
X f(x, y) dα(x)dβ(y).

Als nächstes sei f ≥ 0. Nach Satz 4.4 gibt es α× β-Treppenfunktionen 0 ≤ f1 ≤ f2 ≤ . . . mit
fk(x, y)↗ f(x, y) auf X × Y . Die fk sind ebenfalls σ-endlich, und es gilt

• f(·, y) ist monotoner Limes der fk(·, y). Für β-fast-alle y ∈ Y ist damit f(·, y) α-messbar
und

∫
X f(·, y) dα = limk→∞

∫
X fk(·, y) dα mit Satz 4.5.

• Die Funktion y 7→
∫
X f(·, y) dα ist monotoner Limes von y 7→

∫
X fk(·, y) dα, für β-fast-

alle y ∈ Y . Damit ist y 7→
∫
X f(·, y) dα β-messbar, und

∫
Y

∫
X f(x, y) dα(x)dβ(y) =

limk→∞
∫
Y

∫
X fk(x, y) dα(x)dβ(y) wieder nach Satz 4.5.

• Es folgt, nochmal mit Satz 4.5 und der dritten Aussage oben im Fall χE ,∫
X×Y

f d(α× β) = lim
k→∞

∫
X×Y

fk d(α× β)

= lim
k→∞

∫
Y

∫
X
fk(x, y) dα(x)dβ(y)

=

∫
Y

∫
X
f(x, y) dα(x)dβ(y).

Damit ist der Satz von Fubini im Fall f ≥ 0 bewiesen. Sei f schließlich nur σ-endlich und
zum Beispiel

∫
f− d(α× β) <∞. Dann sind f± auch σ-endlich, und∫

Y

∫
X
f−(x, y) dα(x) dβ(y) =

∫
X×Y

f− d(α× β) <∞.

Insbesondere folgt für β-fast-alle y ∈ Y∫
X
f−(x, y) dα(x) <∞ und f−(x, y) <∞ für α-fast-alle x ∈ X.

Wir schließen wieder in drei Schritten:

• Für β-fast-alle y ∈ Y ist die Funktion f(·, y) = f+(·, y) − f−(·, y) α-messbar, mit
Integral

∫
X f(·, y) dα =

∫
X f

+(·, y) dα−
∫
X f
−(·, y) dα (vgl. Satz 4.6 und nachfolgende

Bemerkung).

• die Funktion y 7→
∫
X f(·, y) dα ist Differenz zweier messbarer Funktionen, also messbar.

Ihr Integral existiert, denn wegen s 7→ s− fallend gilt∫
Y

(∫
X
f(x, y) dα(x)

)−
dβ(y) ≤

∫
Y

(
−
∫
X
f−(x, y) dα(x)

)−
dβ(y)

=

∫
Y

∫
X
f−(x, y) dα(x)dβ(y) <∞.
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• Schließlich folgt mit der Linearität des Integrals, siehe Satz 4.6,∫
X×Y

f d(α× β) =

∫
X×Y

f+ d(α× β)−
∫
X×Y

f− d(α× β)

=

∫
Y

∫
X
f+(x, y) dα(x)dβ(y)−

∫
Y

∫
X
f−(x, y) dα(x)dβ(y)

=

∫
Y

∫
X

(f+(x, y)− f−(x, y)) dα(x)dβ(y)

=

∫
Y

∫
X
f(x, y) dα(x)dβ(y).

Damit ist der Satz bewiesen. Der Zusatz folgt durch Anwendung auf |f |, danach gilt∫
X×Y

|f | d(α× β) =

∫
Y

∫
X
|f(x, y)| dα(x) dβ(y) <∞,

das Integral von f bezüglich α× β ist somit definiert.

Beispiel 7.6 Ein Beispiel, wo die iterierten Integrale existieren aber verschieden sind, ist∫ 1

−1

∫ 1

−1

x2 − y2

(x2 + y2)2
dy dx = −

∫ 1

−1

∫ 1

−1

x2 − y2

(x2 + y2)2
dx dy = π.

Beachte dabei, dass der Integrand gegeben ist durch f(x, y) = ∂
∂x

∂
∂y arctan x

y für y 6= 0.
In diesem Fall folgt aus dem Satz von Fubini, dass das Integral bezüglich des Produktmaßes
nicht existiert. Es kommt aber auch vor, dass die iterierten Integrale gleich sind, und dennoch
das Integral bezüglich des Produktmaßes nicht definiert ist:∫ 1

−1

∫ 1

−1

xy

(x2 + y2)2
dx dy =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

xy

(x2 + y2)2
dy dx = 0,

aber das L2-Integral über [−1, 1]2 existiert nicht wegen∫
[0,1]2

xy

(x2 + y2)2
dL2(x, y) =

∫ 1

0

∫ 1

0

xy

(x2 + y2)2
dx dy =

1

2

∫ 1

0

(
1

y
− y

1 + y2

)
dy =∞.

Beispiel 7.7 Sei µ ein äußeres Maß auf X und f : X → [0,∞] sei σ-endlich bezüglich µ. Ist
die Funktion ϕ : [0,∞] → [0,∞] stetig mit ϕ(0) = 0, sowie auf (0,∞) stetig differenzierbar
mit ϕ′(t) ≥ 0, so gilt ∫

X
ϕ(f(x)) dµ(x) =

∫ ∞
0

ϕ′(t)µ
(
{f > t}

)
dt.

Betrachte dazu den Subgraph E = {(x, t) ∈ X×[0,∞) : t < f(x)}. Die Funktionen (x, t) 7→ t,
(x, t) 7→ f(x) und (x, t) 7→ ϕ′(t) sind µ× L1-messbar. Folglich ist auch E messbar bezüglich
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µ × L1, und die Funktion (x, t) 7→ ϕ′(t)χE(x, t) ist σ-endlich bezüglich µ × L1. Aus dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und dem Satz von Fubini folgt∫

X
ϕ(f(x)) dµ(x) =

∫
X

∫ ∞
0

ϕ′(t)χE(x, t) dt dµ(x)

=

∫
E
ϕ′(t) d(µ× L1)(x, t)

=

∫ ∞
0

∫
X
ϕ′(t)χE (x, t) dµ(x) dt

=

∫ ∞
0

ϕ′(t)µ
(
{f > t}

)
dt.

Für ϕ(t) = tp mit p > 0 und f : X → R σ-endlich folgt zum Beispiel∫
X
|f |p dµ =

∫ ∞
0

p tp−1µ
(
{|f | > t}

)
dt.

Folgende Integrationsregel ist eine wichtige Anwendung des Satzes von Fubini.

Satz 7.3 (Partielle Integration) Sei Ω ⊂ Rn offen. Für f ∈ C1
c (Ω) und g ∈ C1(Ω) gilt∫

Ω
(∂jf)g dx = −

∫
Ω
f(∂jg) dx für j = 1, . . . , n.

Beweis: Es reicht, die folgende Aussage zu beweisen:

(7.8)

∫
Rn
∂jf dx = 0 für alle f ∈ C1

c (Rn).

Denn setzen wir fg durch Null zu einer Funktion φ ∈ C1
c (Rn) fort, so folgt

0 =

∫
Rn
∂jφdx =

∫
Ω
∂j(fg) dx =

∫
Ω

(∂jf)g dx+

∫
Ω
f(∂jg) dx,

womit der Satz bewiesen ist. Nun liefert Fubini für f ∈ C1
c (Rn) mit x = (x′, xn) ∈ Rn−1 × R∫

Rn
∂jf(x) dx =

∫
R

∫
Rn−1

∂jf(x′, xn) dx′dxn =

∫
Rn−1

∫
R
∂jf(x′, xn) dxndx

′.

Für j = n ist das rechte Integral Null nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung, und für 1 ≤ j ≤ n− 1 verschwindet das mittlere Integral per Induktion.

Die Regel wird oft mit den Operatoren Gradient und Divergenz formuliert, und zwar gilt für
f ∈ C1

c (Ω) und X ∈ C1(Ω,Rn)∫
Ω
〈grad f,X〉 dx = −

∫
Ω
f(divX) dx.
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Dies folgt sofort wegen 〈grad f,X〉 =
∑n

i=1(∂if)Xi und f(divX) =
∑n

i=1 f(∂iXi).

Der Satz von Fubini gilt auch für kartesische Produkte mit endlich vielen (statt nur
zwei) Faktoren. Man zeigt analog zu Lemma 7.2, dass in einem endlichen Produkt von
Maßen beliebig Klammern gesetzt oder weggelassen werden können. Der Satz von Fubini
wird dann mittels Induktion über die Zahl der Faktoren bewiesen, wobei die Reihenfolge der
Integrationen bezüglich der einzelnen Variablen beliebig gewählt werden kann.
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8 Der Transformationssatz

Neben dem Satz von Fubini ist die Transformation auf geeignete Koordinaten das zweite
wichtige Hilfsmittel zur Berechnung von Maßen beziehungsweise Integralen im Rn. Nach einigen
Beispielen behandeln wir in einem Exkurs die Umrechnung der Differentialoperatoren Gradient,
Divergenz und Laplace auf beliebige krummlinige Koordinaten. Diese Formeln kommen bei
diversen Problemen in Geometrie und Physik zur Anwendung.

Wir beginnen mit der Frage der Messbarkeit von Bildmengen. Es ist dabei praktisch die
Maximumsnorm ‖x‖ = max1≤k≤n |xk| zu verwenden, bekanntlich ist ‖x‖ ≤ |x| ≤

√
n‖x‖.

Lemma 8.1 Sei U ⊂ Rn offen und f : U → Rn Lipschitzstetig, mit Konstante Λ bzgl. der
Maximumsnorm ‖ · ‖. Dann gilt

Ln(f(E)) ≤ ΛnLn(E) für alle E ⊂ U.

Beweis: Wir können Ln(E) <∞ annehmen. Sei Q(x0, %) der abgeschlossene, achsenparallele
Würfel mit Mittelpunkt x0 ∈ Rn und Kantenlänge 2% > 0, also

Q(x0, %) = {x ∈ Rn : ‖x− x0‖ ≤ %}.

Nach Voraussetzung gilt ‖f(x)− f(x0)‖ ≤ Λ ‖x− x0‖ für x, x0 ∈ U , also

Q = Q(x0, %) ⊂ U ⇒ f(Q) ⊂ Q(f(x0),Λ%).

Nach Satz 2.4 gibt es nun V ⊃ E offen mit Ln(V ) < Ln(E) + ε, oBdA V ⊂ U , und weiter
eine Ausschöpfung V =

⋃∞
j=1Qj durch Würfel Qj mit paarweise disjunktem Inneren, siehe

Lemma 3.2. Damit folgt

Ln(f(E)) ≤ Ln(f(V )) ≤
∞∑
j=1

Ln(f(Qj)) ≤ Λn
∞∑
j=1

Ln(Qj) ≤ Λn(Ln(E) + ε).

Mit ε→ 0 folgt die Behauptung.

Satz 8.1 (Ln-Messbarkeit von Bildmengen) Ist U ⊂ Rn offen und f : U → Rn lokal
Lipschitzstetig, zum Beispiel f ∈ C1(U,Rn), so gilt:

(i) N ⊂ U Nullmenge ⇒ f(N) Nullmenge.

(ii) E ⊂ U Ln-messbar ⇒ f(E) Ln-messbar.

Beweis: f ist auf kompakten Teilmengen von U Lipschitzstetig, deshalb folgt Aussage (i)
direkt aus Lemma 8.1. Für (ii) können wir E beschränkt voraussetzen, andernfalls betrachte
Ej = {x ∈ E : |x| ≤ j}. Nach Folgerung 2.1 gilt nun E =

⋃∞
j=1Kj ∪N mit Kj kompakt und

Ln(N) = 0. Da f(Kj) kompakt und Ln(f(N)) = 0, ist f(E) Ln-messbar.
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Definition 8.1 (Diffeomorphismus) Eine Abbildung φ : U → V mit U, V ⊂ Rn offen
heißt C1-Diffeomorphismus, wenn φ bijektiv ist und φ, φ−1 stetig differenzierbar sind.

Beispiel 8.1 (Polarkoordinaten im R2) Betrachte die glatte Abbildung

φ : (0,∞)× (0, 2π) = U → V = R2\{(x, 0) : x ≥ 0}, φ(r, ϕ) = (r cosϕ, r sinϕ).

Die Umkehrabbildung von φ lautet mit r =
√
x2 + y2

φ−1(x, y) =

{
(r, arccos xr ) falls y ≥ 0,

(r, 2π − arccos xr ) falls y < 0.

Für x < 0 gilt alternativ φ−1(x, y) = (r, π2 + arccos yr ), insbesondere ist φ−1 glatt auf ganz V .

Unser Beweis des Transformationssatzes stützt sich auf folgende infinitesimale Fassung.

Lemma 8.2 Sei U ⊂ Rn offen, x0 ∈ U und φ : U → Rn mit Dφ(x0) ∈ Gln(R). Gegeben sei
eine Folge Qj = Q(xj , %j) ⊂ U mit %j → 0 und x0 ∈ Qj für alle j. Dann gilt

lim sup
j→∞

Ln
(
φ(Qj)

)
|Qj |

≤ |detDφ(x0)|.

Beweis: Wir können nach geeigneten Translationen x0 = 0 und φ(x0) = 0 annehmen,
außerdem sei zunächst Dφ(0) = Id. Nach Definition der Differenzierbarkeit gilt dann

0 = lim
x→x0

φ(x)−
(
φ(x0) +Dφ(x0)(x− x0)

)
‖x− x0‖

= lim
x→0

φ(x)− x
‖x‖

.

Sei ε > 0 gegeben. Für x ∈ Qj gilt ‖x‖ ≤ ‖x− xj‖+ ‖xj − 0‖ ≤ 2%j , also folgt

‖φ(x)− x‖ ≤ ε ‖x‖ ≤ 2ε%j für j hinreichend groß.

Dies impliziert die Abschätzung

‖φ(x)− φ(xj)‖ ≤ ‖φ(x)− x‖+ ‖x− xj‖+ ‖xj − φ(xj)‖ ≤ (1 + 4ε)%j ,

und damit weiter
Ln
(
φ(Qj)

)
|Qj |

≤ (1 + 4ε)n.

Mit j → ∞ und ε ↘ 0 folgt die Behauptung des Lemmas im Fall Dφ(0) = Id. Für Dφ(0)
beliebig sei φ0 = Dφ(0)−1 ◦ φ, also Dφ0(0) = Id und φ = Dφ(0) ◦ φ0. Mit Satz 3.5 folgt

lim sup
j→∞

Ln
(
φ(Qj)

)
|Qj |

= lim sup
j→∞

Ln
(
Dφ(0)(φ0(Qj))

)
|Qj |

= |detDφ(0)| lim sup
j→∞

Ln
(
φ0(Qj)

)
|Qj |

≤ | detDφ(0)|.
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Es ist praktisch, in der Transformationsformel statt dLn die klassischen Bezeichungen dx
bzw. dy zu verwenden, um zwischen Bild und Urbild zu unterscheiden.

Satz 8.2 (Transformationsformel) Seien U, V ⊂ Rn offen und φ : U → V ein C1-
Diffeomorphismus. Ist A ⊂ U Ln-messbar, so ist auch φ(A) Ln-messbar und es gilt

(8.1) Ln(φ(A)) =

∫
A
|detDφ(x)| dx.

Weiter gilt für jede Ln-messbare Funktion f : V → R

(8.2)

∫
V
f(y) dy =

∫
U
f(φ(x)) |detDφ(x)| dx,

falls eines der Integrale definiert ist.

Beweis: Wir betrachten auf U die äußeren Maße λ = Lnx| detDφ| und µ = φ−1(Ln). Nach
Satz 5.1 und Satz 1.1 gelten für A ⊂ U Lebesgue-messbar folgende Aussagen:

(a) A ist λ-messbar und λ(A) =
∫
A |detDφ| dLn;

(b) A ist µ-messbar und µ(A) = Ln(φ(A));

(c) Aus Ln(A) = 0 folgt λ(A) = µ(A) = 0.

In (b) bzw. (c) wird benutzt dass φ(A) Ln-messbar ist mit Ln(φ(A)) = 0 wenn Ln(A) = 0,
beides gilt nach Satz 8.1. Wir zeigen nun λ(A) ≥ µ(A) für alle Ln-messbaren A ⊂ U . Dabei
können wir λ(U) <∞ und µ(U) <∞ voraussetzen, andernfalls schöpfe U durch offene, relativ
kompakte Mengen aus. Nach Folgerung 2.1 gilt A = E\N , wobei Ln(N) = 0 und E =

⋂∞
i=1 Ui

mit offenen U1 ⊃ U2 ⊃ . . .. Wegen Satz 1.4(ii) (hier brauchen wir λ(U), µ(U) <∞) reicht es
daher aus, die Ungleichung auf allen offenen Mengen nachzuweisen. Aber nach Lemma 3.2
ist jede offene Menge eine abzählbare Vereinigung von kompakten, achsenparallelen Würfeln
in U mit paarweise disjunktem Inneren, die Schnitte der Würfel sind Nullmengen bezüglich
λ und µ. Es bleibt zu zeigen:

(8.3) λ(Q0) ≥ µ(Q0) für alle solche Würfel Q0 ⊂ U.

Angenommen es ist λ(Q0) < µ(Q0) für ein Q0. Wähle dann ein θ ∈ [0, 1) mit λ(Q0) < θµ(Q0),
und zerlege Q0 durch Halbierung der Kanten in 2n kompakte Teilwürfel Q0,1, . . . , Q0,2n . Wäre
λ(Q0,i) ≥ θµ(Q0,i) für alle i, so folgt durch Summation

λ(Q0) =
2n∑
i=1

λ(Q0,i) ≥ θ
2n∑
i=1

µ(Q0,i) = θµ(Q0),

ein Widerspruch. Es gibt also einen Teilwürfel Q0,i =: Q1 mit λ(Q1) < θµ(Q1). Iteration
liefert eine Schachtelung Q0 ⊃ Q1 ⊃ . . . so dass

(8.4) λ(Qj) < θµ(Qj) für alle j ∈ N.
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Es gilt
⋂∞
j=1Qj = {x0} mit einem x0 ∈ U . Aus (8.4) und Lemma 8.2 folgt

lim sup
j→∞

λ(Qj)

|Qj |
≤ lim sup

j→∞

λ(Qj)

µ(Qj)
lim sup
j→∞

µ(Qj)

|Qj |
≤ θ|detDφ(x0)|.

Aber | detDφ| ist stetig in x0, also gilt mit j →∞∣∣∣λ(Qj)

|Qj |
− | detDφ(x0)|

∣∣∣ =
1

|Qj |

∣∣∣ ∫
Qj

(
| detDφ(x)| − | detDφ(x0)|) dx

∣∣∣→ 0.

Wegen θ < 1 und detDφ(x0) 6= 0 ist das ein Widerspruch. Dies zeigt (8.3) und damit die
Ungleichung λ ≥ µ. Als nächstes betrachte f : V → R. Es gilt {f ◦ φ < s} = φ−1

(
{f < s}

)
,

nach Satz 8.1 ist mit f auch f ◦ φ messbar bezüglich Ln und umgekehrt. Es folgt weiter für
Ln-messbares f : V → [0,∞]

(8.5)

∫
U
f(φ(x)) |detDφ(x)| dx ≥

∫
V
f(y) dy.

Und zwar ergibt sich (8.5) erst für f = χB, indem wir in der Ungleichung λ(A) ≥ µ(A) die
Menge A = φ−1(B) einsetzen, dann für nichtnegative Ln-Treppenfunktionen und schließlich
für f ≥ 0 messbar durch Approximation von unten nach Satz 4.4. Um schließlich für f ≥ 0 die
Gleichheit in (8.2) zu zeigen, wenden wir (8.5) auf ψ : V → U statt φ und auf g = f◦φ| detDφ|
an. Dies liefert wegen 1 = detD(φ ◦ ψ)(y) =

(
detDφ

)(
ψ(y)

)
detDψ(y)∫

V
f(y) dy =

∫
V
g
(
ψ(y)

)
|detDψ(y)| dy ≥

∫
U
g(x) dx =

∫
U
f
(
φ(x)

)
|detDφ(x)| dx.

Damit ist (8.2) für f ≥ 0 bewiesen, Gleichung (8.1) folgt daraus mit f = χφ(A). Für beliebige
f zerlegen wir schließlich f = f+ − f−.

Beispiel 8.2 (Gauß-Integral) Für f : R2 → R, f(x, y) = e−(x2+y2) folgt mit Fubini∫
R2

f dL2 =

∫
R
e−x

2

(∫
R
e−y

2
dy

)
dx =

(∫
R
e−x

2
dx

)2

.

Für Polarkoordinaten φ : (0,∞) × (0, 2π) → R2\{(x, 0) : x ≥ 0} gilt detDφ(r, θ) = r. Da
{(x, 0) : x ≥ 0} eine L2-Nullmenge ist, folgt aus dem Transformationssatz, und anschließend
dem Satz von Fubini,∫

R2

f dL2 =

∫
(0,∞)×(0,2π)

e−r
2
r dL2(r, θ) =

∫ ∞
0

e−r
2
r

(∫ 2π

0
dθ

)
dr = π.

Also gilt
∫
R e
−x2 dx =

√
π.
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Beispiel 8.3 (Lineare Transformationsformel) Betrachte den Spezialfall von Satz 8.2,
dass der Diffeomorphismus φ : U → V Einschränkung einer linearen Abbildung ist, das heißt
φ(x) = Sx mit S ∈ GLn(R). Dann gilt Dφ(x) = S für alle x ∈ U , und die Formeln aus dem
Transformationssatz lauten, vgl. auch Satz 3.5,

Ln(S(D)) = | detS| Ln(D) bzw.

∫
V
f(y) dLn(y) = |detS|

∫
U
f(Sx) dLn(x).

Beispiel 8.4 (Polarkoordinaten im R3) Betrachte im R3 Polarkoordinaten

φ(r, θ, ϕ) = (r sin θ cosϕ, r sin θ sinϕ, r cos θ).

Die Abbildung φ ist ein C∞-Diffeomorphismus der offenen Mengen U = (0,∞)×(0, π)×(0, 2π)
und V = R3\{(x, 0, z) : x ≥ 0}. Die Inverse lautet explizit

r =
√
x2 + y2 + z2, θ = arccos

z

r
, ϕ =

arccos x√
x2+y2

für y ≥ 0

2π − arccos x√
x2+y2

für y ≤ 0.

Die Jacobimatrix von φ ist

Dφ(r, θ, ϕ) =

sin θ cosϕ r cos θ cosϕ −r sin θ sinϕ
sin θ sinϕ r cos θ sinϕ r sin θ cosϕ

cos θ −r sin θ 0

 .

Wir berechnen, zum Beispiel durch Entwicklung nach der dritten Zeile,

detDφ = r2 sin θ.

Mit der Transformationsformel und Fubini gilt für E = [r1, r2]× [θ1, θ2]× [ϕ1, ϕ2]

L3
(
φ(E)

)
=

∫ r2

r1

∫ θ2

θ1

∫ ϕ2

ϕ1

r2 sin θ dϕ dθ dr =
r3

2 − r3
1

3
(cos θ1 − cos θ2)(ϕ2 − ϕ1).
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Im restlichen Teil des Kapitels machen wir einen Ausflug in die Riemannsche Geometrie,
und zwar diskutieren wir die Riemannschen Versionen der Differentialoperatoren Gradient,
Divergenz und Laplace. Als Anwendung leiten wir Formeln her, die die üblichen Euklidischen
Operatoren in krummlinigen Koordinaten ausdrücken. Diese sind in Geometrie, Analysis und
Physik relevant.

Definition 8.2 Sei U ⊂ Rn offen. Eine Funktion g ∈ C0(U,Rn×n) heißt Riemannsche Me-
trik (der Klasse C0), wenn die Matrix g(x) = (gij(x)) ∈ Rn×n symmetrisch und positiv definit
ist für alle x ∈ U .

Es ist in diesem Kontext üblich, die Komponenten von Linearformen bzw. Bilinearformen mit
unteren Indizes zu schreiben, dagegen die Komponenten von Vektoren mit oberen Indizes. Je-
de Matrixfunktion g : U → Rn×n induziert eine ortsabhängige Bilinearform, die üblicherweise
auch mit g(x) bezeichnet wird:

g(x)(v, w) =

n∑
i,j=1

gij(x)viwj für x ∈ U, v, w ∈ Rn.

Die Funktion g ist genau dann eine Riemannsche Metrik, wenn die Bilinearform g(x) ein
Skalarprodukt auf Rn ist für alle x ∈ U . Der Punkt ist, dass dieses Skalarprodukt von x
abhängt, und ebenso die Riemannsche Norm

‖v‖g(x) =
√
g(x)(v, v) für x ∈ U, v ∈ Rn.

Betrachte etwa eine Laufstrecke, die durch eine Parametrisierung γ : [a, b] → R2 gegeben
ist. Auf Asphalt ist die Geschwindigkeit eines Läufers konstant, zumindest idealisiert, seine
Gesamtzeit T ist dann proportional zur Euklidischen Länge

T ∼ L(γ) =

∫ b

a
|γ′(u)| du.

Bei einem Querfeldeinlauf hängt seine Geschwindigkeit aber von der lokalen Beschaffenheit
des Bodens ab, die Gesamtzeit wird besser durch eine Riemannsche Länge modelliert:

T ∼ Lg(γ) =

∫ b

a
‖γ′(u)‖g(γ(u)) du =

∫ b

a

√
g(γ(u))

(
γ′(u), γ′(u)

)
du.

Neben der Bogenlänge brauchen wir auch das Riemannsche Volumen von Mengen E ⊂ U .
Wähle zu x ∈ U eine Euklidische Orthonormalbasis v1, . . . , vn, die g(x) diagonalisiert, also

〈g(x)vi, vj〉 = g(x)(vi, vj) = λiδij = λi〈vi, vj〉 mit λi = g(x)(vi, vi) > 0.

Euklidisch spannen die vi einen Würfel Q mit Volumen Eins auf. Bezüglich g(x) sind die
Vektoren vi orthogonal mit Länge ‖vi‖g(x) =

√
λi, das Riemannsche Volumen von Q ist

volg(x)(v1, . . . , vn) =
√
λ1 · . . . · λn =

√
det g(x).
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Wir definieren also das Riemannsche Volumenmaß durch µg = Lnx
√

det g, nach Satz 5.1 gilt∫
f dµg =

∫
f
√

det g dLn für Ln-messbare f : U → [0,∞].

Als weitere Riemannsche Größen kommen jetzt Gradient und Divergenz bezüglich g hinzu.

Definition 8.3 (Riemannsche Differentialoperatoren) Sei g ∈ C0(U,Rn×n) eine Rie-
mannsche Metrik auf der offenen Menge U ⊂ Rn. Der Gradient von ϕ ∈ C1(U) und die
Divergenz von X ∈ C1(U,Rn) bezüglich g sind

gradgϕ =
n∑

i,j=1

gij∂iϕej wobei gij(x) :=
(
g(x)−1

)
ij
,(8.6)

divgX =
1√

det g

n∑
i=1

∂i
(√

det g Xi
)
, falls g ∈ C1(U,Rn×n).(8.7)

Für ϕ ∈ C2(U) definieren wir den Riemannschen Laplaceoperator (oder Laplace-Beltrami
Operator) durch ∆gϕ = divggradgϕ. In Koordinaten ergibt sich

∆gϕ =
1√

det g

n∑
i,j=1

∂i
(
gij
√

det g ∂jϕ
)
.

Die Definition von gradg und divg ist motiviert durch die folgenden Eigenschaften.

Lemma 8.3 (Riemannsche partielle Integration) Sei g ∈ C0(U,Rn×n) eine Riemann-
sche Metrik auf der offenen Menge U ⊂ Rn. Dann gilt für ϕ ∈ C1(U) und X ∈ C1(U,Rn)

g(x)
(
v, gradgϕ(x)

)
= Dϕ(x)v für alle x ∈ U , v ∈ Rn,(8.8) ∫

U
g
(
gradgϕ,X

)
dµg = −

∫
U
ϕdivgX dµg für ϕ ∈ C1

c (U).(8.9)

In (8.9) brauchen wir g ∈ C1(U,Rn×n).

Die erste Aussage liefert die übliche Interpretation des Gradienten als Richtung des stärksten
Anstiegs, nur eben hier bezüglich des Skalarprodukts g(x). Die zweite Aussage ist die
partielle Integration, auch hier bezüglich des Skalarprodukts g.

Beweis: Wir zeigen (8.8) für v = ek, und zwar gilt wegen gkj = gjk

g
(
ek, gradgu

)
= g
(
ek,

n∑
i,j=1

gij∂iu ej
)

=

n∑
i=1

n∑
j=1

gijgjk︸ ︷︷ ︸
=δik

∂iu = ∂ku = Du · ek.
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Die zweite Aussage folgt aus der Euklidischen partiellen Integration:∫
U
g
(
gradgϕ,X

)
dµg =

∫
U
g
( n∑
i,j=1

gij∂iϕej ,

n∑
k=1

Xkek

)√
det g dx

=
n∑

i,k=1

∫
U

n∑
j=1

gijgjk︸ ︷︷ ︸
=δik

∂iϕX
k
√

det g dx

= −
∫
U

n∑
i=1

ϕ∂i
(√

det gXi) dx

= −
∫
U
ϕdivgX dµg.

Ein Diffeomorphismus φ : U → V ordnet jedem Punkt y ∈ V neue Koordinaten x ∈ U zu, so
dass y = φ(x). Wir wollen klären, wie sich dabei Funktionen und Vektorfelder transformieren.
Eine Funktion v : Y → R hat in den neuen Koordinaten die Darstellung

(8.10) u = v ◦ φ : U → R.

Ist zum Beispiel φ die Abbildung von einer Landkarte in das zugehörige Gebiet und beschreibt
v(y) eine reale Temperaturverteilung, so gibt u(x) = v(φ(x)) die Verteilung auf der Landkarte
an. Funktionen u und v mit (8.10) nennen wir äquivalent unter φ. Ein Vektorfeld Y : V → Rn
wird auf der Karte aber nicht durch Y ◦ φ dargestellt. Zeigt zum Beispiel Y nach Norden,
so trifft das für Y ◦ φ auf der Karte im allgemeinen nicht zu, je nach Position der Karte. Sei
aber x(t) eine Kurve in U mit x(0) = x und x′(0) = X(x). Für die Bildkurve y(t) = φ(x(t))
folgt dann y(0) = φ(x), und der von X(x) dargestellte Vektor ist y′(0) = Dφ(x)X(x). Wir
nennen also zwei Vektorfelder X : U → Rn und Y : V → Rn äquivalent unter φ, falls gilt:

(8.11) Y ◦ φ = Dφ ·X : U → Rn.

Zur Notation: die rechte Seite hat in x ∈ U den Funktionswert Dφ(x)X(x) ∈ Rn, der Punkt
soll auf die Linearität bezüglich X hinweisen. Zu Y : V → Rn gibt es genau ein äquivalentes
Feld X, nämlich X(x) = Dφ(x)−1Y (φ(x)). Soweit zu den allgemeinen Regeln (8.10) und
(8.11); jetzt kommt wieder die Riemannsche Geometrie ins Spiel.

Definition 8.4 (Riemannsche Isometrie) Seien g ∈ C0(U,Rn×n), h ∈ C0(V,Rn×n) Rie-
mannsche Metriken auf den offenen Mengen U, V ⊂ Rn. Ein Diffeomorphismus φ ∈ C1(U, V )
heißt Isometrie (bezüglich g und h), falls gilt:

(8.12) g(x)(v, w) = h(φ(x))(Dφ(x)v,Dφ(x)w) für alle x ∈ U, v, w ∈ Rn.

Nach Definition ist φ genau dann eine Isometrie, wenn für jedes x ∈ U die lineare Abbildung
Dφ(x) :

(
Rn, g(x)

)
→
(
Rn, h(φ(x))

)
eine Isometrie von Euklidischen Vektorräumen ist. Wir
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wollen sehen was das für die Matrizen g(x) und h(φ(x)) bedeutet. Berechne

gjl(x) = g(x)(ej , el) = h(φ(x))
(
Dφ(x)ej , Dφ(x)el

)
=

n∑
i,k=1

Dφ(x)ijhik(φ(x))Dφ(x)kl.

Da Dφ(x)ij = Dφ(x)T
ji, ist (8.12) gleichbedeutend mit

(8.13) g(x) = Dφ(x)Th(φ(x))Dφ(x).

Der folgende Satz besagt, dass die von uns eingeführten Riemannschen Größen unter Isome-
trien invariant sind, was im Fall von Funktionen und Vektorfeldern als Äquivalenz unter der
Isometrie zu verstehen ist. Um die Formulierung nicht zu überfrachten, ist die Regularität
der Funktionen u, v bzw. der Vektorfelder X,Y nicht spezifiziert, sie ist jeweils wie benötigt.

Satz 8.3 (Riemannsche Invarianz) Sei φ : (U, g) → (V, h) eine Riemannsche Isometrie.
Die Funktionen u, v sowie die Vektorfelder X,Y seien unter φ äquivalent. Dann gelten fol-
gende Transformationsregeln:

(a) Bogenlänge: Lh(φ ◦ γ) = Lg(γ) für alle Kurven γ ∈ C1(I, U),

(b) Volumenmaß:
∫
v dµh =

∫
u dµg, insbesondere µh(φ(E)) = µg(E).

(c) Gradient: (grad hv) ◦ φ = Dφ · gradgu.

(d) Divergenz: (divh Y ) ◦ φ = divgX.

(e) Laplace: (∆hv) ◦ φ = ∆gu.

In (d) und (e) nehmen wir dabei an, dass g und h C1-Metriken sind.

Beweis:
(a): Mit (φ ◦ γ)′(t) = Dφ(γ(t))γ′(t) folgt für die Bogenlänge

Lh(φ ◦ γ) =

∫
I
‖Dφ(γ(t))γ′(t)‖h(φ(γ(t))) dt =

∫
I
‖γ′(t)‖g(γ(t)) dt = Lg(γ).

(b): Nach (8.13) gilt det g(x) = deth(φ(x))| detDφ(x)|2, somit folgt durch Substitution
y = φ(x) mit dem Transformationssatz∫

v dµh =

∫
v(y)

√
deth(y) dy

=

∫
v(φ(x))

√
deth(φ(x)) |detDφ(x)| dx

=

∫
v(φ(x))

√
det g(x) dx

=

∫
v ◦ φdµg.
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Die zweite Formel ergibt sich durch Wahl von v = χφ(E).

(c): Wir berechnen, wieder mit der Kettenregel,

h(φ(x))
(
gradhv(φ(x)), Dφ(x)ei

)
= Dv(φ(x))Dφ(x)ei

= D(v ◦ φ)(x)ei

= g(x)(gradgu(x), ei)

= h(φ(x))
(
Dφ(x)gradgu(x), Dφ(x)ei

)
.

Die Vektoren Dφ(x)ei bilden eine Basis, also folgt (c).

(d): Sei ϕ ∈ C1
c (U) beliebig. Mit ϕ = ψ ◦ φ gilt (gradhψ) ◦ φ = Dφ · gradgϕ, außer-

dem ist nach Voraussetzung Y ◦ φ = Dφ ·X. Es folgt

h(gradhψ, Y ) ◦ φ = h ◦ φ(Dφ · gradgϕ,Dφ ·X) = g(gradgϕ,X).

Wir berechnen nun mit partieller Integration∫
U
ϕ (divhY ) ◦ φdµg =

∫
V
ψ divhY dµh

= −
∫
V
h(gradhψ, Y ) dµh

= −
∫
U
h(gradhψ, Y ) ◦ φdµg

= −
∫
U
g(grad gϕ,X) dµg

=

∫
U
ϕ divgX dµg.

Mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung, siehe Lemma 8.4 unten, folgt (d).

(e): Nach (c) gilt (gradhv) ◦ φ = Dφ · gradgu, also folgt aus (d)

(∆hv) ◦ φ =
(
divh gradhv

)
◦ φ = divg gradgu = ∆gu.

Wir tragen noch das oben benutzte Lemma nach.

Lemma 8.4 Sei U ⊂ Rn offen und u ∈ C0(U) mit
∫
U uϕdx = 0 für alle ϕ ∈ C∞c (U).

Dann ist u die Nullfunktion.

Beweis: Angenommen es gibt ein x ∈ U mit u(x) > 0. Dann gibt es % > 0 und δ > 0 mit
u(x) ≥ δ auf B%(x) ⊂ U . Wähle eine Funktion η ∈ C∞c (U) mit spt η ⊂ B%(x), η ≥ 0 und∫
U η(x) dx > 0. Aus der Monotonie des Integrals ergibt sich der Widerspruch

0 =

∫
U
u(x)η(x) dx ≥

∫
U
δ η(x) dx > 0.
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Definition 8.5 (induzierte Metrik) Sei φ ∈ C1(U, V ) ein Diffeomorphismus der offenen
Mengen U, V ⊂ Rn. Ist h eine Riemannsche Metrik auf V , so ist die durch φ induzierte
Riemannsche Metrik defininiert durch

g(x)(v, w) = h(φ(x))(Dφ(x)v,Dφ(x)w) für alle x ∈ U, v, w ∈ Rn.

Per Definition ist also φ : (U, g)→ (V, h) eine Riemannsche Isometrie.

Man kann sagen, die induzierte Metrik kodiert die Geometrie von (V, h) im Urbild U von φ.
Wählen wir für h die Euklidische Metrik 〈·, ·〉, so liefern unsere Formeln Darstellungen der
klassischen Euklidischen Operatoren grad, div und ∆ in den krummlinigen Koordinaten, die
durch φ gegeben sind. Genauer haben wir gezeigt:

(grad v) ◦ φ = Dφ · gradgu wobei u = v ◦ φ,
(div Y ) ◦ φ = divgX wobei Dφ ·X = Y ◦ φ,

(∆v) ◦ φ = ∆gu wieder mit u = v ◦ φ.

Beispiel 8.5 (Polarkoordinatendarstellung des Laplaceoperators) Betrachte noch-
mals die Polarkoordinatenabbildung im R3

φ(r, θ, ϕ) = (r sin θ cosϕ, r sin θ sinϕ, r cos θ).

φ ist C∞-Diffeomorphismus zwischen U = (0,∞) × (0, π) × (0, 2π) und V = R3\{(x, 0, z) :
x ≥ 0}, siehe Beispiel 8.4. Die induzierte Metrik ist

g : U → R3×3, g(r, θ, ϕ) =

 1 0 0
0 r2 0
0 0 r2 sin2 θ

 .

Damit ergeben sich folgende Formeln:

gradgu =
(
∂ru,

1

r2
∂θu,

1

r2 sin2 θ
∂ϕu

)
,

divgX =
1

r2
∂r(r

2Xr) +
1

sin θ
∂θ
(

sin θXθ
)

+ ∂ϕX
ϕ,

∆gu =
1

r2
∂r(r

2∂ru) +
1

r2 sin θ
∂θ
(

sin θ ∂θu
)

+
1

r2 sin2 θ
∂2
ϕu.

Hier bezeichnet Xr, Xθ, Xϕ die Standardkoordinaten im (r, θ, ϕ)-Raum. Für die Funktion
v(x, y, z) = (x2 + y2 + z2)−1/2 ist u(r) = 1/r und somit ∆v = 0 auf R3\{0}.

Die Idee einer ortsabhängigen Geometrie, im Sinne der Riemannschen Metrik, hat Bernhard
Riemann in seinem Habilitationsvortrag Über die Hypothesen, die der Geometrie zugrun-
deliegen 1854 entworfen. Wir haben gesehen, dass die klassischen Differentialoperatoren in
dieser Situation definiert werden können und invariant unter Isometrien sind, insbesondere
der Laplace-Beltrami Operator. Riemann hat darüber hinaus ein Konzept von Krümmung
entwickelt, das später grundlegend für die Formulierung der Allgemeinen Relativitätstheorie
wurde (Einstein 1915).
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9 Das Flächenmaß auf Untermannigfaltigkeiten

Hauptziel dieses Abschnitts ist die Definition des Flächenmaßes für n-dimensionale C1-
Untermannigfaltigkeiten des Rn+k. Dazu wird zunächst der Flächeninhalt für Immersionen ad
hoc definiert und an einigen Beispielen motiviert. Diese Definition wird dann mittels lokaler
Parameterdarstellungen auf Untermannigfaltigkeiten übertragen. Als Anwendung wird die
Aufspaltung von Gebietsintegralen bezüglich Radial- und Winkelkoordinaten, die sogenannte
Zwiebelformel, behandelt.

Zur Definition des Flächeninhalts muss erst geklärt werden, was unter einer Fläche zu ver-
stehen ist. Am einfachsten ist der Begriff der parametrisierten Fläche oder Immersion. Eine
Abbildung f ∈ C1(U,Rn+k), U ⊂ Rn offen, heißt Immersion wenn gilt:

rangDf(x) = n für alle x ∈ U.

Die Vektoren ∂jf(x) = Df(x)ej für j = 1, . . . , n bilden dann eine Basis von BildDf(x) ⊂
Rn+k. Die Zahl n heißt Dimension, die Zahl k Kodimension von f .

Definition 9.1 (Flächenformel) Sei f ∈ C1(U,Rn+k), U ⊂ Rn offen, eine Immersion.
Der (n-dimensionale) Flächeninhalt von f auf E ⊂ U ist

(9.1) A(f,E) =

∫
E
Jf(x) dx mit Jf(x) =

√
det
(
Df(x)TDf(x)

)
.

Die Funktion Jf heißt Jacobische von f . ‡

Analog zu Definition 8.5 können wir auch hier die induzierte Metrik von f einführen:

(9.2) g(x)(v, w) = 〈Df(x)v,Df(x)w〉 bzw. g(x) = Df(x)TDf(x).

Es gilt g(x)(v, v) = |Df(x)v|2 > 0 für v 6= 0, da f eine Immersion ist. Man kann sagen, die
Riemannsche Metrik g kodiert die Geometrie

”
auf der Fläche“, insbesondere gilt

(9.3) Jf =
√

det g und A(f,E) = µg(E).

Wir betrachten nun einige Spezialfälle.

‡C.G. J. Jacobi, 1804–1851
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Beispiel 9.1 Eine Immersion f : I = (a, b) → Rm, f = f(t), heißt auch reguläre Kurve. Es
gilt Jf(t) =

√
f ′(t)Tf ′(t) = |f ′(t)|, also ist die Länge von f nach Definition 9.1

L(f) =

∫ b

a
|f ′(t)| dt.

Allgemein zählt die Flächenformel das Maß des Bildes mit Vielfachheit, wenn es mehrfach
überdeckt wird, zum Beispiel L(f, [0, 3π]) = 3π für die Kurve f(t) = (cos t, sin t).

Beispiel 9.2 Eine zweidimensionale Immersion f : U → R3, f = f(x, y), heißt auch reguläre
Fläche. Die induzierte Metrik ist

g =

(
|∂xf |2 〈∂xf, ∂yf〉
〈∂xf, ∂yf〉 |∂yf |2

)
.

Also lautet die Jacobische, wobei × das Kreuzprodukt im R3 ist,

Jf =
√
|∂xf |2|∂yf |2 − 〈∂xf, ∂yf〉2 = |∂xf × ∂yf |.

Hier wurde für a, b ∈ R3 die Formel |a|2|b|2−〈a, b〉2 = |a×b|2 benutzt. Betrachte als Spezialfall
Polarkoordinaten auf S2, also

f : U = (0, π)× (0, 2π)→ S2 ⊂ R3, f(θ, ϕ) = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ).

Mit Beispiel 8.4 im vorigen Kapitel gilt Jf(θ, ϕ) = sin θ, insbesondere ist f eine reguläre
Fläche mit Flächeninhalt

A(f) =

∫ π

0

∫ 2π

0
sin θ dϕdθ = 4π.

Beispiel 9.3 Sei u ∈ C1(U) mit U ⊂ Rn offen. Die Graphenabbildung von u ist

f : U → Rn+1, f(x) = (x, u(x)).

Es gilt Df(x)v = (v,Du(x)v), also ist Df(x) injektiv und f eine Immersion. Die induzierte
Metrik ist gij(x) =

〈
(ei, ∂iu), (ej , ∂ju)

〉
= δij + (∂iu) (∂ju), oder

g(x) = En +Du(x)TDu(x) mit Du(x)T = gradu(x).

Wir berechnen

g(x)v =

{
(1 + |Du(x)|2)v falls v = gradu(x),

v falls v ⊥ gradu(x).

Es folgt det g(x) = 1 + |Du(x)|2, also ergibt sich die klassische Formel

(9.4) A(f) =

∫
U

√
1 + |Du(x)|2 dx.
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Als geometrische Größe sollte sich der Flächeninhalt unter Euklidischen Bewegungen nicht
ändern, auch darf er nicht von der Parametrisierung abhängen. Beides stellen wir nun fest.

Satz 9.1 (Invarianzen des Flächeninhalts) Es gelten folgende Aussagen.

(a) Sei f ∈ C1(U,Rn+k) eine Immersion. Dann gilt A(B ◦ f,E) = A(f,E) für jede Eukli-
dische Bewegung B.

(b) Sei f ∈ C1(V,Rn+k) eine Immersion. Dann gilt A(f ◦ φ,E) = A(f, φ(E)) für jeden
Diffeomorphismus φ ∈ C1(U, V ).

Beweis: B hat die Form B(p) = Sp+ b wobei S ∈ O(n+ k) und b ∈ Rn+k. Es folgt

D(B ◦ f)(x)TD(B ◦ f)(x) = Df(x)T STS Df(x) = Df(x)TDf(x).

Somit ist J(B ◦ f) = Jf und folglich A(B ◦ f,E) = A(f,E).

Für (b) berechne wieder mit der Kettenregel

D(f ◦ φ)(x)TD(f ◦ φ)(x) = Dφ(x)TDf(φ(x))TDf(φ(x))Dφ(x).

Nehmen wir die Determinante und dann die Wurzel, so folgt

(9.5) J(f ◦ φ)(x) = Jf(φ(x)) |detDφ(x)|.

Mit dem Transformationssatz folgt

A(f, φ(E)) =

∫
φ(E)

Jf(y) dy =

∫
E
Jf(φ(x))| detDφ(x)| dx =

∫
E
J(f ◦ φ)(x) dx = A(f ◦ φ,E).

Zu diesen Aussagen noch zwei Anmerkungen. Mit (a) folgt, dass die Flächenformel auf flachen
Immersionen das richtige Ergebnis liefert. Genauer sei φ ∈ C1(U, V ), U, V ⊂ Rn offen, ein
Diffeomorphismus und B : Rn+k → Rn+k eine Euklidische Bewegung. Identifizieren wir Rn
und Rn×{0} ⊂ Rn+k, so erhalten wir die flache Immersion B ◦φ. Ihr Flächeninhalt ist dann
wie er sein sollte, nämlich

A(B ◦ φ,E) = A(φ,E) =

∫
E
Jφ(x) dx =

∫
E
| detDφ(x)| dx = Ln(φ(E)).

In (b) gilt allgemeiner folgendes: sind g und h die induzierten Metriken von f und f ◦ φ, so
ist φ : (U, g)→ (V, h) eine Riemannsche Isometrie:

h(φ(x))(Dφ(x)v,Dφ(x)w) = 〈Df(φ(x))Dφ(x)v,Df(φ(x))Dφ(x)w〉
= 〈D(f ◦ φ)(x)v,D(f ◦ φ)(x)w〉
= g(x)(v, w).
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Die Aussage folgt damit alternativ aus Satz 8.3(b), denn es gilt

A(f, φ(E)) = µh(φ(E)) = µg(E) = A(f,E).

Wir wollen nun einen globaleren Standpunkt einnehmen und Flächen betrachten, die nicht
bzw. nicht a priori durch eine einzige Parametrisierung gegeben sind. Unser Ziel ist es, auf
diesen Flächen – genauer: Untermannigfaltigkeiten – ein n-dimensionales Flächenmaß zu
definieren. Wir erinnern vorher an die relevanten Begriffe aus Analysis II, siehe Kapitel 8
dort.

Definition 9.2 (Untermannigfaltigkeit) Eine Menge M ⊂ Rn+k, n, k ∈ N, heißt n-
dimensionale Untermannigfaltigkeit der Klasse C1, falls gilt: zu jedem p ∈ M gibt es eine
offene Umgebung W ⊂ Rn+k und einen C1-Diffeomorphismus φ : W → φ(W ) ⊂ Rn+k mit

φ(M ∩W ) = (Rn × {0}) ∩ φ(W ).

Wir nennen φ eine lokale Plättung von M . Folgende alternative Charakterisierungen sind aus
Analysis II bekannt.

Satz 9.2 (Untermannigfaltigkeitskriterien) Seien n, k ∈ N. Für M ⊂ Rn+k sind fol-
gende Aussagen äquivalent:

(1) M ist eine n-dimensionale C1-Untermannigfaltigkeit.

(2) Niveaumengenkriterium: Zu jedem p ∈ M gibt es eine offene Umgebung W ⊂ Rn+k

und eine Funktion h ∈ C1(W,Rk) mit rangDh(q) = k für alle q ∈W , so dass

M ∩W = {q ∈W : h(q) = 0}.

(3) Graphenkriterium: Zu jedem p ∈ M gibt es nach geeigneter Umnummerierung der
Koordinaten eine offene Umgebung U ×V ⊂ Rn×Rk und eine Funktion u ∈ C1(U, V ),
so dass gilt:

M ∩ (U × V ) =
(
{(x, u(x)) : x ∈ U}

)
.
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Beispiel 9.4 Die Sphäre Sn = {p ∈ Rn+1 : |p| = 1} ist eine C1-Untermannigfaltigkeit
von Rn+1 der Dimension n, denn für jedes p ∈ Sn können wir im Niveaumengenkriterium
W = Rn+1\{0} und h(q) = |q|2 − 1 wählen:

Dh(q) = 2q 6= 0 auf W und Sn ∩W = Sn = {q ∈W : h(q) = 0}.

Im folgenden betrachten wir M ⊂ Rn+k als metrischen Raum, mit der induzierten Metrik
d(p, q) = |p−q|. Wir können dann von offenen und abgeschlossenen Teilmengen von M reden.
Wir brauchen folgende Tatsachen, siehe auch Beispiel 1.2 in Analysis 2:

• ist A ⊂ Rn+k abgeschlossen, so ist M ∩A abgeschlossen in M .

• K ⊂M ist genau dann kompakt in M , wenn K kompakt in Rn+k ist.

• V ⊂M ist genau dann offen in M , wenn V = M ∩W für eine offene Menge W ⊂ Rn+k.

Satz 9.3 (σ-Kompaktheit von Untermannigfaltigkeiten) Jede n-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit M ⊂ Rn+k ist als abzählbare Vereinigung M =

⋃∞
i=1Ki von kompakten

Mengen Ki darstellbar.

Beweis:
Schritt 1: M ist lokal kompakt.
Sei W offene Umgebung von p mit M ∩ W = h−1{0} wie in Satz 9.2(2). Wir zeigen: ist
Br(p) ⊂ W so ist M ∩ Br(p) kompakt. Denn eine Folge qk ∈ M ∩ Br(p) konvergiert, nach
Wahl einer Teilfolge, gegen ein q ∈ Br(p). Da h stetig, folgt h(q) = limk→∞ h(qk) = 0 und
damit auch p ∈M .

Schritt 2: M ist separabel, d.h. es gibt eine abzählbare dichte Teilmenge P .
Betrachte die Gitterwürfel Qj,l = 2−l(j + [0, 1]n) für j ∈ Zn+k und l ∈ N0. Wähle in jedem
Würfel Qj,l mit M ∩Qj,l 6= ∅ einen Punkt pj,l. Die Menge P dieser Punkte ist dicht.

Schritt 3: Beweis des Satzes.
Die Mengen M ∩Br(p) sind abgeschlossen in (M,d). Setze

r(p) = sup{r > 0 : M ∩Br(p) ist kompakt}.

Für r ∈ (0, r(p)) ist dann M ∩Br(p) in einer kompakten Menge enthalten, und damit selbst
kompakt. Seien pk, p ∈ M mit pk → p und r < r(p). Mit % ∈ (r, r(p)) liegt M ∩ Br(pk)
in M ∩ B%(p) für k hinreichend groß, ist also kompakt. Es folgt r(pk) ≥ r und damit
lim infk→∞ r(pk) ≥ r(p) > 0. Es folgt nun

M =
⋃
p∈P

M ∩B%(p)(p) mit %(p) =

{
r(p)/2 falls r(p) <∞,
1 falls r(p) =∞.

Denn zu p ∈ M gibt es eine Folge pk ∈ P mit pk → p und lim infk→∞ %(pk) > 0, also
p ∈M ∩B%(pk)(pk) für k groß. Damit haben wir eine Darstellung wie verlangt.
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Definition 9.3 (lokale Parametrisierung) Sei M ⊂ Rn+k eine n-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit der Klasse C1. Eine lokale Parametrisierung von M ist eine injektive Im-
mersion f : U →M ⊂ Rn+k, wobei U ⊂ Rn offen, der Klasse C1.

Wir beabsichtigen, die UntermannigfaltigkeitM durch Bildgebiete von Parametrisierungen zu
überdecken und das Maß in jedem einzelnen Bildgebiet mit der Flächenformel zu berechnen.

Lemma 9.1 Für jede Untermannigfaltigkeit M ⊂ Rn+k der Klasse C1 gibt es lokale C1-
Parametrisierungen fi : Ui →M , wobei i ∈ N, so dass M =

⋃∞
i=1 f(Ui).

Beweis: Zu jedem p ∈ M gibt es eine lokale Plättung φ : W → φ(W ) mit p ∈ W . Dann
ist U = Rn ∩ φ(W ) offen in Rn, und f = φ−1|Rn∩φ(W ) ist eine lokale Parametrisierung von
M mit p ∈ f(U). Außerdem ist das Bildgebiet f(U) = M ∩W offen in M . Eine kompakte
Menge K ⊂ M wird also durch endlich viele Bildgebiete überdeckt. Die Behauptung folgt
mit Satz 9.3.

Die folgenden Eigenschaften von lokalen Parametrisierungen sind wesentlich.

Satz 9.4 Für eine C1-Untermannigfaltigkeit M ⊂ Rn+k gelten folgende Aussagen.

(1) Ist f : U →M eine lokale Parametrisierung von M , so ist f(U) offen in M und f : U →
f(U) ist homeomorph, das heißt f−1 ist stetig bezüglich der induzierten (Euklidischen)
Metrik auf f(U).

(2) Sind fi : Ui → f(Ui) = Vi für i = 1, 2 lokale C1-Parametrisierungen von M , so ist
f−1

2 ◦ f1 : f−1
1 (V1 ∩ V2)→ f−1

2 (V1 ∩ V2) ein C1-Diffeomorphismus.
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Beweis: Wir zeigen (1) erst im Fall dass eine lokale Plättung φ : W → φ(W ) existiert mit
f(U) ⊂W . Dann ist φ ◦ f : U → Rn ⊂ Rn+k definiert, injektiv, und es gilt

rangD(φ ◦ f)(x) = rang
(
Dφ(f(x))Df(x)

)
= n für alle x ∈ U.

Also ist V = (φ ◦ f)(U) ⊂ Rn offen, und φ ◦ f : U → V ist C1-Diffeomorphismus. Es folgt

f(U) = φ−1(V ) = M ∩ φ−1(V × Rk),

das heißt f(U) ist offen in M . Weiter folgt aus der Darstellung f−1 = (φ ◦ f)−1 ◦ φ|f(U) die
Stetigkeit. Um nun (1) allgemein zu zeigen, wähle zu p ∈ f(U) eine Plättung φ : W → φ(W )
mit mit p ∈ W , und setze Ũ = U ∩ f−1(W ) sowie f̃ = f |Ũ . Dann ist f(Ũ) ⊂ f(U) offene
Umgebung von p, also f(U) offen in M . Und f−1|f(Ũ) = (f |Ũ )−1 ist stetig, das heißt f−1 ist

stetig auf ganz f(U).

Für (2) reicht es zu zeigen, dass jedes x ∈ f−1
1 (V1 ∩ V2) eine Umgebung hat, auf der

f−1
2 ◦ f1 eine C1-Abbildung ist. Sei φ : W → φ(W ) lokale Plättung mit f(x) ∈M ∩W . Nach

Verkleinerung gilt f(Ui) ⊂W für i = 1, 2, und

f−1
2 ◦ f1 = (φ ◦ f2)−1 ◦ (φ ◦ f1) auf f−1

1 (V1 ∩ V2).

Die Abbildungen rechts sind von der Klasse C1, wie unter Aussage (1) gezeigt.

Wir haben drei Kriterien dafür diskutiert, dass eine Menge M ⊂ Rn+k eine Untermannigfal-
tigkeit ist, nämlich die Darstellung durch Plättungen, Niveaumengen und Graphen. Die lokale
Darstellung mit Immersionen führt auf ein viertes Kriterium. Eine injektive C1-Immersion
f : U → Rn+k heißt C1-Einbettung, wenn zusätzlich f : U → f(U) homeomorph ist, das
heißt f−1 ist stetig bezüglich der Euklidischen Metrik auf Rn+k. Damit lautet das Kriterium:

Zu jedem p ∈ M gibt es eine C1-Einbettung f : U → f(U), so dass f(U) eine
offene Umgebung von p in M ist.

Die Eigenschaft ist auf jeden Fall notwendig: ist φ : W → φ(W ) eine lokale Plättung, so
kann U = Rn ∩ φ(W ) und f = φ−1|U gewählt werden, denn f−1 = φ|M∩W ist stetig und
f(U) = M ∩W ist offen in M . Es kann gezeigt werden, dass das Kriterium auch hinreichend
ist. Zum Nachweis, dass eine Menge M eine Untermannigfaltigkeit ist, finde ich allerdings
die anderen Kriterien praktischer; es kann für eine gegebene injektive Immersion f : U →M
schwierig sein zu zeigen, dass f−1 stetig ist und f(U) offen in M . Ist dagegen M schon als
Untermannigfaltigkeit erkannt, so sind diese Eigenschaften automatisch nach Satz 9.4(1).
Eine Untermannigfaltigkeit M ⊂ Rn+k ist mit der induzierten Metrik ein metrischer Raum,
also haben wir die Borelmengen BM . Ist f : U → M eine lokale Parametrisierung und
B ∈ BM , so ist f−1(B) eine Borelmenge im Rn. Denn das System Bf aller B ∈ BM mit
f−1(B) Borel ist eine σ-Algebra: es gilt ∅ ∈ Bf , und für B,Bi ∈ Bf ist

f−1(M\B) = U\f−1(B) und f−1
( ∞⋃
i=1

Bi

)
=
∞⋃
i=1

f−1(Bi).

Für V ⊂M offen ist f−1(V ) offen im Rn, da f stetig, also folgt Bf = BM wie behauptet.
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Satz 9.5 (Flächenmaß) Sei M eine n-dimensionale C1-Untermannigfaltigkeit des Rn+k.
Dann gibt es auf M genau ein Radonmaß µM , so dass für jede lokale Parametrisierung
f : U → f(U) = V und jede Borelmenge E ⊂ V gilt:

(9.6) µM (E) =

∫
f−1(E)

Jf(x) dx.

Beweis: Seien fi : Ui → fi(Ui) = Vi lokale Parametrisierungen so dass M =
⋃∞
i=1 Vi, siehe

Lemma 9.1. Mit Mi = Vi\
⋃i−1
j=1 Vj ist M =

⋃∞
i=1Mi eine disjunkte Zerlegung in Borelmengen

Mi ⊂ Vi. Ist µ ein Radonmaß wie in der Behauptung, so folgt für E ∈ BM

µ(E) =

∞∑
i=1

µ(E ∩Mi) =

∞∑
i=1

∫
f−1
i (E∩Mi)

Jfi(x) dx.

Das beweist die Eindeutigkeit, denn µ ist durch die Werte auf BM schon festgelegt. Zur
Existenz formulieren wir (9.6) um, und zwar gilt mit µf = f(LnxJf) die Darstellung

(9.7)

∫
f−1(E)

Jf(x) dx = µf (E) falls f−1(E) Ln-messbar.

Wir definieren nun µM für E ⊂M beliebig durch

(9.8) µM (E) =

∞∑
i=1

µi(E ∩Mi) wobei µi = µfi .

µM ist ein äußeres Maß, denn µM (∅) = 0 und für E ⊂
⋃∞
j=1Ej gilt

µM (E) =
∞∑
i=1

µi(E ∩Mi) ≤
∞∑
i=1

∞∑
j=1

µi(Ej ∩Mi) =
∞∑
j=1

∞∑
i=1

µi(Ej ∩Mi) =
∞∑
j=1

µM (Ej).

Jetzt zeigen wir: ist f−1
i (E) Ln-messbar für alle i ∈ N, so ist E µM -messbar; insbesondere

sind alle Borelmengen µM -messbar. Und zwar ist E µi-messbar nach Satz 1.1 (Bildmaß) und
Satz 5.1 (Maß mit Dichte), also folgt für S ⊂M

µM (S ∩ E) + µM (S\E) =
∞∑
i=1

µi(S ∩Mi ∩ E) +
∞∑
i=1

µi(S ∩Mi\E)

=
∞∑
i=1

µi(S ∩Mi)

= µM (S).

Als nächstes beweisen wir (9.6) für die E ⊂M , für die f−1(E) und f−1
i (E), i ∈ N, Ln-messbar

sind. Wir wollen die Invarianz des Flächeninhalts unter Umparametrisierungen verwenden,
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hier bzgl. der Diffeomorphismen φi : f−1
i (Vi ∩ V ) → f−1(Vi ∩ V ), φi = f−1 ◦ fi. Es gilt

fi = f ◦ φi auf f−1
i (Vi ∩ V ) sowie φi ◦ f−1

i = f−1 auf Vi ∩ V . Mit (9.7) folgt

µi(E ∩Mi) = A
(
fi, f

−1
i (E ∩Mi)

)
= A

(
f, φi(f

−1
i (E ∩Mi))

)
= µf (E ∩Mi).

Es folgt, da M =
⋃∞
i=1Mi disjunkte Borelzerlegung und E µM -messbar,

µM (E) =

∞∑
i=1

µi(E ∩Mi) =

∞∑
i=1

µf (E ∩Mi) = µf (E) =

∫
f−1(E)

Jf(x) dx.

Sei nun K ⊂ M kompakt. Wähle zu p ∈ K eine lokale Parametrisierung f : U → V mit
p = f(x) für ein x ∈ U . Für r > 0 klein ist dann Br(x) ⊂ U , und aus (9.6) folgt

µM
(
f(Br(x))

)
=

∫
Br(x)

Jf(y) dy <∞.

Nach Satz 9.4 ist f(Br(x)) eine offene Umgebung von p. Die Menge K wird durch endlich
viele solche Umgebungen überdeckt. Schließlich bleibt zu prüfen dass µM Borelregulär ist.
Sei f : U → f(U) = V eine lokale Parametrisierung. Wir behaupten zunächst: zu A ⊂ U gibt
es B Borel mit A ⊂ B ⊂ U und

LnxJf(A) = LnxJf(B) =

∫
B
Jf(x) dx.

Nach Satz 5.1 gibt es nämlich eine Ln-messbare Folge A ⊂ Bk ⊂ U mit

LnxJf(A) = lim
k→∞

∫
Bk

Jf(x) dx.

Nach Folgerung 2.1 können wir die Bk Borel wählen, mit B =
⋂∞
k=1Bk folgt die Behauptung.

Ist nun E ⊂ V beliebig, so erhalte B Borel mit f−1(E) ⊂ B ⊂ U , also E ⊂ f(B), und

f(LnxJf)(E) = LnxJf(f−1(E)) = LnxJf(B) = f(LnxJf)(f(B)).

Man sieht wie oben, dass f Borelmengen in Borelmengen abbildt. Sei nun E ⊂ M beliebig.
Wir wenden das Argument an auf E∩Mi, und erhalten Ci = f(Bi) ∈ BM so dass E∩Mi ⊂ Ci
und µi(E ∩Mi) = µi(Ci). Da Mi selbst Borel ist, können wir Ci ⊂Mi annehmen. Insgesamt
ist dann C =

⋃∞
i=1Ci ⊃ E Borel mit

µM (C) =
∞∑
i=1

µi(Ci) =
∞∑
i=1

µi(E ∩Mi) = µM (E).

Wir wollen den Satz wie folgt ergänzen.

Satz 9.6 Sei M eine n-dimensionale C1-Untermannigfaltigkeit des Rn+k mit zugehörigem
Flächenmaß µM . Dann gilt:
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(a) N ⊂ M ist genau dann eine µM -Nullmenge, wenn f−1(N) eine Ln-Nullmenge ist für
jede lokale Parametrisierung f : U →M .

(b) E ⊂ M ist genau dann µM -messbar, wenn f−1(E) Ln-messbar ist für jede lokale Pa-
rametrisierung f : U →M , und für E gilt dann auch die Formel (9.6).

Beweis:
(a): Sei fi : Ui → f(Ui) = Vi eine abzählbare Familie von lokalen Parametrisierungen von
M . Sei N ⊂

⋃
i∈I Vi so dass f−1

i (N) eine Ln-Nullmenge ist für alle i ∈ I. Nach (9.6) gilt

0 =

∫
f−1
i (N)

Jfi(x) dx = µM (N ∩ Vi),

also ist N eine µM -Nullmenge. Sei umgekehrt µM (N) = 0. Da µM ein Radonmaß ist, gibt es
B ⊃ N Borel mit µM (B) = 0, und es folgt wieder mit (9.6)

0 = µM (B ∩ V ) =

∫
f−1(B)

Jf(x) dx.

Wegen Jf > 0 ist f−1(N) ⊂ f−1(B) eine Ln-Nullmenge.

(b): Seien fi : Ui → Vi, i ∈ N, die lokalen Parametrisierungen aus Satz 9.5, insbeson-
dere M =

⋃∞
i=1 Vi. Wir haben dort gezeigt: sind die Mengen f−1

i (E) Ln-messbar für alle
i ∈ N, so ist E µM -messbar. Umgekehrt beachten wir, dass M mit der induzierten Metrik
lokal kompakt und σ-kompakt ist, siehe Satz 9.3. Am Ende von Kapitel 2 hatten wir
bemerkt, dass damit messbare Mengen wie in Folgerung 2.1 charakterisiert sind: E ⊂ M
ist genau dann µM -messbar, wenn E = B ∪ N mit B Borel und µM (N) = 0. Für eine
lokale Parametrisierung f : U → M ist f−1(B) eine Borelmenge im Rn und f−1(N) ist eine
Ln-Nullmenge. Also ist f−1(E) = f−1(B) ∪ f−1(N) Ln-messbar.

Aus dem Beweis ergibt sich folgende Tatsache: um zu zeigen, dass eine Menge E ⊂ M Maß
Null hat oder messbar ist, muss nicht jede lokale Parametrisierung untersucht werden, es reicht
eine Familie die E überdeckt. Um den Flächeninhalt von M auszurechnen, wird man M bis
auf eine Nullmenge in messbare Mengen Mi zerlegen, die jeweils in einem Parametergebiet
liegen. Auf den Mi kann dann (9.6) angewandt werden. In einfachen Fällen reicht schon eine
einzige Parametrisierung aus. Entsprechend kann man bei Oberflächenintegralen vorgehen.

Folgerung 9.1 (Oberflächenintegral) Sei M eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit
des Rn+k der Klasse C1. Gegeben sei eine abzählbare, messbare Zerlegung M\N =

⋃
i∈IMi,

wobei µM (N) = 0 und Mi ⊂ Vi für lokale Parametrisierungen fi : Ui → Vi. Dann gilt∫
M
u dµM =

∞∑
i=1

∫
f−1
i (Mi)

u(fi(x))Jfi(x) dx,

wenn entweder u ≥ 0 messbar oder u ∈ L1(µM ).
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Beweis: Die Aussage gilt nach Satz 9.5, in Verbindung mit Satz 9.6(b), wenn u eine charak-
teristische Funktion ist, und damit auch für messbare Treppenfunktionen. Für u ≥ 0 folgt
die Behauptung durch Approximation von unten mit Treppenfunktionen uk aus dem Satz
über monotone Konvergenz. Auf der rechten Seite benutzt man monotone Konvergenz erst
für die einzelnen Integrale und dann nachmals für die Reihe. Für u ∈ L1(µM ) zerlegen wir in
u+ und u−.

Lemma 9.2 (Transformation des Flächenmaßes unter Ähnlichkeiten) Sei M eine
n-dimensionale C1-Untermannigfaltigkeit des Rn+k. Ist S : Rn+k → Rn+k, S(p) = λQ(p+a)
mit λ > 0, Q ∈ O(n+ k) und a ∈ Rn+k, so gilt

µSM (SE) = λn µM (E) für alle E ⊂M,(9.9) ∫
SM

v dµSM = λn
∫
M
v ◦ S dµM , falls eines der Integrale existiert.(9.10)

Beweis: Man sieht leicht, dass ν(E) = λ−nµSM (SE) ein Radonmaß auf M definiert. Ist
f : U → V eine lokale Parametrisierung von M , so ist S◦f : U → SV lokale Parametrisierung
von SM . Da DS(p) = λQ für p ∈ Rn+k, gilt

D(S ◦ f)(x)TD(S ◦ f)(x) = λ2Df(x)TDf(x),

also J(S ◦ f)(x) = λnJf(x). Es folgt für E ⊂ V Lebesguemessbar

ν(E) = λ−n
∫

(S◦f)−1(SE)
J(S ◦ f)(x) dx =

∫
f−1(E)

Jf(x) dx.

Wegen Eindeutigkeit folgt ν = µM , also gilt (9.9). Aussage (9.10) folgt dann zuerst im Fall
v = χB, mit B ⊂ T (M) messbar, dann für messbares v ≥ 0 durch Approximation von unten
mit Treppenfunktionen, siehe Satz 4.4, und schließlich durch Zerlegung v = v+ − v− für
beliebige messbare Funktionen v.

Satz 9.7 (Zwiebelformel) Für u ∈ L1(Rn+1) ist u|∂Br ∈ L1(µ∂Br) für fast alle r > 0,
wobei ∂Br = ∂Br(0), und es gilt∫

Rn+1

u(p) dp =

∫ ∞
0

∫
∂Br

u(p) dµ∂Br(p) dr =

∫ ∞
0

rn
∫
Sn
u(rω) dµSn(ω) dr.

Beweis: Sei f : U → V ⊂ Sn lokale Parametrisierung und C(V ) = {rω : ω ∈ V, r > 0} der
offene Kegel über V . Betrachte den Diffeomorphismus

φ : (0,∞)× U → C(V ), φ(r, x) = rf(x).

Mit gij(x) = 〈 ∂f∂xi ,
∂f
∂xj
〉 lautet die induzierte Metrik von φ

Dφ(r, x)TDφ(r, x) =

(
1 0
0 r2g(x)

)
∈ R(n+1)×(n+1).
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Ist E = f(A) für Ln-messbares A ⊂ U und C(E) der Kegel über E, so folgt aus dem
Transformationssatz und Fubini∫

C(E)
u(p) dp =

∫
(0,∞)×A

u
(
rf(x)

)
rn
√

det g(x) dLn+1(r, x)

=

∫ ∞
0

rn
∫
A
u
(
rf(x)

)√
det g(x) dx dr

=

∫ ∞
0

rn
∫
E
u(rω) dµSn(ω) dr

=

∫ ∞
0

∫
{rω:ω∈E}

u(p) dµ∂Br(p) dr,

wobei zuletzt Lemma 9.2 benutzt wurde. Wähle nun eine disjunkte Zerlegung Sn =
⋃N
j=1Ej

mit Ej ⊂ Vj , wobei fj : Uj → Vj lokale Parametrisierungen sind. Durch Addition folgt die
Behauptung.

Beispiel 9.5 Mit u = χB1(0) folgt für das Maß ωn = µSn(Sn) der n-dimensionalen Sphäre

αn+1 = Ln+1(B1(0)) =

∫ 1

0
µ∂Br(∂Br) dr =

∫ 1

0
ωnr

n dr =
ωn
n+ 1

,

also zum Beispiel ω1 = 2π, ω2 = 4π und ω3 = 2π2, vgl. Beispiel 7.4.

Bemerkung 9.1 In Anwendungen tritt oft das Problem auf, ob eine gegebene Folge Mj

von Untermannigfaltigkeiten eine konvergente Teilfolge hat. Die Frage, was ein geeigneter
Konvergenzbegriff sein könnte, ist überhaupt nicht trivial. Es kommt natürlich darauf an,
welche Kontrolle man für die Mj zur Verfügung hat. Wir wollen hier die Situation betrachten,
wenn gleichmäßige Flächenschranken gegeben sind. Um das zu formulieren, setzen wir das
Fächenmaß µM zu einem Maß µ auf ganz Rn+k fort, und zwar setzen wir

µ(E) = µM (E ∩M) für alle E ⊂ Rn+k.

Man kann zeigen, dass µ ein Borelmaß ist und außerdem Borelregulär. Im allgemeinen ist µ
kein Radonmaß: ist zum Beispiel M ⊂ R2 die Vereinigung aller Kreise um den Nullpunkt mit
Radius 1/i, i ∈ N, so ist

µ(Br(0)) = µM (Br(0) ∩M) =∞ für alle r > 0.

Hier wollen wir aber für die Mj voraussetzen, dass der Flächeninhalt lokal endlich ist. Die
zugehörigen Maße µj sind dann Radonmaße. Darüber hinaus wollen wir eben gleichmäßige
Flächenschranken annehmen, das heißt

µj(BR(0)) = µMj (BR(0) ∩Mj) ≤ C(R) <∞ für alle R > 0, j ∈ N.
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Die Funktionalanalysis liefert nun folgende Konvergenzaussage: es gibt ein Radonmaß σ auf
Rn+k so dass nach Wahl einer Teilfolge µj → σ, im Sinne dass

lim
j→∞

∫
Rn+k

ϕdµj =

∫
Rn+k

ϕdσ für alle ϕ ∈ C0
c (Rn+k).

Wir haben so zwar keine Mannigfaltigkeit als Limes gefunden, aber zumindest das Maß σ als
Grenzobjekt. Ob es eventuell zu einer gewissen Untermannigfaltigkeit Σ gehört, kann weiter
untersucht werden.
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10 Der Integralsatz von Gauß

In diesem Abschnitt beweisen wir den Integralsatz von Gauß (Englisch: divergence theorem), der
eine mehrdimensionale Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung
ist. Aussage des Satzes ist, unter geeigneten technischen Voraussetzungen, die Formel∫

Ω
divX dLn =

∫
∂Ω
〈X, ν〉 dµ.

Dabei ist X ein Vektorfeld, ν die äußere Einheitsnormale auf dem Rand von Ω und µ das
Flächenmaß auf ∂Ω. In der Flüssigkeitsdynamik und der Elektrodynamik wird die Divergenz als
Quellenstärke und das Randintegral als Fluss des Vektorfelds durch ∂Ω interpretiert. Aus dem
Satz folgen dann entsprechende Erhaltungsgesetze.

Vorab behandeln wir heuristisch den Fall, wenn das zugrundeliegende Gebiet ein achsenparal-
leler Quader Q ist, das heißt Q = (a1, b1)× . . .× (an, bn). Außerhalb der niederdimensionalen
Kanten ist die äußere Einheitsnormale

ν(x) =

{
−ei für x ∈ ∂Q mit xi = ai

ei für x ∈ ∂Q mit xi = bi.

Wir setzen Qi = (a1, b1)× . . .× (̂ai, bi)× . . .× (an, bn) ⊂ Rn−1, wobei das Dach bedeutet, dass
der Faktor wegzulassen ist. Für ein hinreichend glattes Vektorfeld X : Q → Rn berechnen
wir mit dem Satz von Fubini und dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung∫

Q
divX dLn =

n∑
i=1

∫
Q

∂Xi

∂xi
dLn

=
n∑
i=1

∫
Qi

∫ bi

ai

∂Xi

∂xi
(x1, . . . , xi, . . . , xn) dxi dx1 . . . d̂xi . . . dxn

=
n∑
i=1

∫
Qi

Xi(x1, . . . , bi, . . . , xn) dx1 . . . d̂xi . . . dxn

−
n∑
i=1

∫
Qi

Xi(x1, . . . , ai, . . . , xn) dx1 . . . d̂xi . . . dxn

=
n∑
i=1

∫
{xi=bi}

〈X(x), ei〉 dµ(x)−
n∑
i=1

∫
{xi=ai}

〈X(x), ei〉 dµ(x)

=

∫
∂Q
〈X, ν〉 dµ.

Aber wir wollen die Aussage nicht nur für Quader haben. Eine geeignete Klasse von Gebieten
wird in folgendem Satz definiert. Dieser ist analog zu den Untermannigfaltigkeitskriterien,
siehe Satz 9.2 beziehungsweise Analysis II, Satz 24.2.
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Satz 10.1 (Kriterien für C1-Rand) Für Ω ⊂ Rn offen sind äquivalent:

(1) Plättung: zu jedem p ∈ ∂Ω gibt es eine offene Umgebung W ⊂ Rn und einen C1-
Diffeomorphismus φ : W → φ(W ) mit

φ(Ω ∩W ) = Hn ∩ φ(W ), wobei Hn = Rn−1 × (−∞, 0).

(2) Subniveau: zu jedem p ∈ ∂Ω gibt es eine offene Umgebung W ⊂ Rn und eine Funktion
h ∈ C1(W ) mit Dh(q) 6= 0 für alle q ∈W , so dass

Ω ∩W = {q ∈W : h(q) < 0}.

(3) Subgraph: zu jedem p ∈ ∂Ω gibt es eine offene Menge U ⊂ Rn−1, ein offenes Intervall
I ⊂ R und eine C1-Funktion u : U → I, so dass nach geeigneter Umnummerierung der
Koordinaten gilt:

Ω ∩ (U × I) = {(x, y) ∈ U × I : y < u(x)}.

Die Menge Ω hat C1-Rand, wenn eines (und damit jedes) der drei Kriterien erfüllt ist.

In diesem Kapitel arbeiten wir ausschließlich mit dem Subgraphenkriterium (3). Anschaulich
hat eine Menge C1-Rand, wenn ihr Rand eine (n − 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit
ist, und die Menge lokal auf einer Seite des Randes liegt. Dies wird in folgendem Lemma
präzisiert.

Lemma 10.1 In der Situation von Satz 10.1(3) gilt

∂Ω ∩ (U × I) = {(x, y) ∈ U × I : y = u(x)},
(Rn\Ω) ∩ (U × I) = {(x, y) ∈ U × I : y > u(x)}.

Insbesondere ist ∂Ω eine (n − 1)-dimensionale C1-Untermannigfaltigkeit des Rn nach dem
Graphenkriterium in Satz 9.2.

Beweis: Mit der Funktion h : U × I → R, h(x, y) = y − u(x), gilt nach Voraussetzung
Ω∩(U×I) = {h < 0}. Aus der Stetigkeit von h folgt ∂Ω∩(U×I) ⊂ {h = 0}. Ist andererseits
h(x, y) = 0, so folgt für ε > 0 hinreichend klein (x, y − ε) ∈ U × I und

h(x, y − ε) = h(x, y)− ε < 0.

Dies zeigt (x, y) ∈ Ω, und wegen (x, y) /∈ Ω folgt (x, y) ∈ ∂Ω ∩ (U × I). Damit ist die erste
Behauptung bewiesen, und die zweite folgt wegen Ω = Ω ∪ ∂Ω.

Beispiel 10.1 Der Halbraum Hn = Rn−1 × (−∞, 0) hat C1-Rand, denn in Satz 10.1(3)
können wir U = Rn−1, I = (−∞,∞) und u : U → I, u(x) ≡ 0, wählen, und zwar für jeden
Punkt p ∈ ∂Hn. Dagegen hat Ω = {x ∈ Rn : xn 6= 0} keinen C1-Rand, obwohl der Rand
∂Ω = Rn−1 × {0} eine (n − 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist. Denn für eine lokale
Beschreibung als Subgraph wie in Satz 10.1(3) würde mit Lemma 10.1 folgen:

{(x, y) ∈ U × I : y > u(x)} = (Rn\Ω) ∩ (U × I) = ∅,

ein Widerspruch wegen I offen und u(x) ∈ I für x ∈ U .
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Ein Vektor v ∈ Rn heißt Tangentialvektor von M ⊂ Rn im Punkt p ∈M , wenn es eine Abbil-
dung γ : (−δ, δ) → M gibt mit γ(0) = p und γ′(0) = v. Die Menge aller Tangentialvektoren
von M im Punkt p bildet einen Unterraum, den Tangentialraum TpM , siehe Folgerung 8.1 in
Analysis 2. In unserem Fall hat M = ∂Ω Kodimension Eins, und Tp(∂Ω) ist eine Hyperebene
mit genau zwei Einheitsnormalen. Wir wollen da eine Wahl treffen.

Lemma 10.2 (Definition der äußeren Normale) Sei Ω ⊂ Rn offen mit C1-Rand. Dann
gibt es zu p ∈ ∂Ω genau einen Vektor ν(p) ∈ Rn mit folgenden Eigenschaften:

(1) ν(p) ⊥ Tp(∂Ω) und |ν(p)| = 1,

(2) Für |t| hinreichend klein gilt: p+ tν(p) ∈ Rn\Ω genau wenn t > 0.

Das Vektorfeld ν : ∂Ω→ Rn, p 7→ ν(p), ist stetig und heißt äußere Normale von Ω.

Beweis: Die Eindeutigkeit von ν(p) ergibt sich aus (1) und (2). Zur Existenz wähle mit
Satz 10.1(3) zu p ∈ ∂Ω nach eventueller Umnummerierung der Koordinaten eine Darstellung
Ω ∩ (U × I) = {(x, y) ∈ U × I : y < u(x)}. Wir konstruieren die äußere Normale gleich in
allen Punkten q ∈ ∂Ω ∩ (U × I). Nach Lemma 10.1 ist die Graphenabbildung f : U → Rn,
f(x) = (x, u(x)), eine lokale Parametrisierung von ∂Ω. Der Tangentialraum Tq(∂Ω) im Punkt
q = (x, u(x)) hat die Basis

(
ei,

∂u

∂xi
(x)
)

=
d

dt
f(x+ tei)|t=0 für i = 1, . . . , n− 1.

Definiere nun auf ∂Ω ∩ (U × I) das Vektorfeld

(10.1) ν(q) =
(−Du(x), 1)√
1 + |Du(x)|2

für q = (x, u(x)).

Damit erfüllt ν(q) die Bedingung (1). Nun ist q + tν(q) = (x(t), y(t)) mit

x(t) = x− t Du(x)√
1 + |Du(x)|2

und y(t) = u(x) + t
1√

1 + |Du(x)|2
.

Daraus folgt

d

dt

(
y(t)− u(x(t)

)
|t=0 =

1√
1 + |Du(x)|2

+Du(x)
Du(x)√

1 + |Du(x)|2
=
√

1 + |Du(x)|2 > 0.

Mit Lemma 10.1 folgt Bedingung (2). Außerdem ergibt sich aus (10.1) die Stetigkeit von ν.

Definition 10.1 (C1(Ω)-Raum) Für Ω ⊂ Rn bezeichnen wir mit C1(Ω) den Unterraum
aller Funktionen f ∈ C1(Ω), für die f und Df stetige Fortsetzungen auf Ω besitzen. Es ist
dabei üblich, die Fortsetzung von f wieder mit f zu bezeichnen.
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Wir zeigen nun eine lokale Version des Satzes von Gauß.

Lemma 10.3 Sei Ω = {(x, y) ∈ U × I : y < u(x)}, wobei U ⊂ Rn−1 offen, I = (a, b) ⊂ R
und u ∈ C1(U, I). Ist X ∈ C1(Ω,Rn) mit kompaktem Träger in U × I, so gilt∫

Ω
divX dLn =

∫
∂Ω
〈X, ν〉 dµ.

Beweis: Da X(x, a) = 0 für alle x ∈ U , folgt mit Fubini

(10.2)

∫
Ω

∂Xn

∂y
dLn =

∫
U

∫ u(x)

a

∂Xn

∂y
(x, y) dy dx =

∫
U
Xn

(
x, u(x)

)
dx.

Weiter behaupten wir für i = 1, . . . , n− 1

(10.3)

∫
Ω

∂Xi

∂xi
dLn = −

∫
U
Xi

(
x, u(x)

) ∂u
∂xi

(x) dx.

Aus (10.2) und (10.3) folgt das Lemma, denn wir haben

∫
Ω

divX dLn = −
n−1∑
i=1

∫
U
Xi

(
x, u(x)

) ∂u
∂xi

(x) dx+

∫
U
Xn

(
x, u(x)

)
dx

=

∫
U

〈
X(x, u(x)),

(−Du(x), 1)√
1 + |Du(x)|2

〉√
1 + |Du(x)|2 dx

=

∫
∂Ω
〈X, ν〉 dµ.

Dabei haben wir im letzten Schritt Folgerung 9.1 zur Berechnung des Oberflächenintegrals,
Formel (9.4) für die Jacobische von Graphen und Formel (10.1) für die äußere Normale
benutzt. Um Gleichung (10.3) zu verifizieren, wählen wir eine Abschneidefunktion η ∈ C∞(R)
mit η(t) = 1 für t ≤ −2 und η(t) = 0 für t ≥ −1, und setzen ηε(t) = η(t/ε). Es folgt
ηε(y − u(x)) = 0 für y ≥ u(x)− ε und

lim
ε↘0

ηε
(
y − u(x)

)
=

{
1 falls y < u(x),

0 sonst.

Mit zweimaliger partieller Integration sehen wir für i = 1, . . . , n− 1∫
Ω

∂Xi

∂xi
(x, y)ηε(y − u(x)) dxdy =

∫
Ω
Xi(x, y)η′ε(y − u(x))

∂u

∂xi
(x) dxdy

= −
∫

Ω

∂Xi

∂y
(x, y)ηε(y − u(x))

∂u

∂xi
(x) dxdy.
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Die beteiligten Funktionen sind beschränkt, also folgt mit Lebesgue für ε↘ 0∫
Ω

∂Xi

∂xi
dLn = −

∫
Ω

∂Xi

∂y
(x, y)

∂u

∂xi
(x) dxdy

= −
∫
U

∫ u(x)

a

∂Xi

∂y
(x, y) dy

∂u

∂xi
(x) dx

= −
∫
U
Xi(x, u(x))

∂u

∂xi
(x) dx.

Das ist (10.3), also ist das Lemma bewiesen.

Wir müssen schließlich das Resultat globalisieren. Das entscheidende Hilfsmittel ist dabei
eine sogenannte Teilung der Eins, die nun konstruiert werden soll.

Lemma 10.4 (Teilung der Eins) Sei K ⊂ Rn kompakt, und Wλ, λ ∈ Λ, sei eine offene
Überdeckung von K. Dann gibt es eine endliche Familie χj ∈ C∞c (Rn), j ∈ J , so dass gilt:

(1)
∑

j∈J χj(p) = 1 für alle p ∈ K.

(2) Für jedes j ∈ J gibt es ein λ = λ(j) mit sptχj ⊂Wλ.

Beweis: Sei Ω ⊃ K offen und beschränkt. Wähle zu p ∈ Ω ein r(p) > 0 wie folgt:

• für p ∈ K sei λ(p) ∈ Λ mit p ∈Wλ(p). Wähle r(p) > 0 mit B2r(p)(p) ⊂Wλ(p) ∩ Ω.

• für p ∈ Ω\K wähle r(p) mit B2r(p)(p) ∩K = ∅.

Seien pj , 1 ≤ j ≤ N , so dass Ω durch die Kugeln Brj (pj), rj = r(pj), überdeckt wird. Wähle
χ̃j ∈ C∞c (Rn), χ̃j ≥ 0, mit

χ̃j =

{
1 auf Brj (pj)

0 auf Rn\B2rj (pj).

Es folgt
∑N

j=1 χ̃j ≥ 1 auf Ω, also sind die Funktionen χj = χ̃j/
(∑N

j=1 χ̃j
)

in C∞(Ω). Sei nun

J die Menge aller j ∈ {1, . . . , N} mit pj ∈ K. Für j ∈ J ist sptχj ⊂ B2rj (pj) ⊂Wλj ∩Ω mit

λj = λ(pj). Da χj |K = 0 für j /∈ J , folgt
∑

j∈J χj =
∑N

j=1 χj = 1 auf K.

Satz 10.2 (Integralsatz von Gauß) Sei Ω ⊂ Rn eine offene, beschränkte Menge mit C1-
Rand und äußerer Normale ν : ∂Ω→ Rn. Dann gilt für ein Vektorfeld X ∈ C1(Ω,Rn)∫

Ω
divX dLn =

∫
∂Ω
〈X, ν〉 dω.

Beweis: Wähle nach Satz 10.1(3) zu jedem p ∈ ∂Ω eine Umgebung Wp, in der Ω bezüglich
geeigneter Koordinaten als Subgraph dargestellt ist. Für p ∈ Ω setze einfach Wp = Ω. Die
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Mengen Wp bilden eine offene Überdeckung von Ω. Wähle mit Lemma 10.4 eine untergeord-
nete Teilung der Eins χ1, . . . , χN ∈ C∞c (Rn). Liegt sptχj in einer Randumgebung Wp = U×I
wie in 10.1(3), so folgt aus Lemma 10.3∫

Ω
div (χjX) dx =

∫
∂Ω
〈χjX, ν〉 dµ.

Ist sptχj ⊂Wp = Ω, so folgt einfach mit partieller Integration, Satz 7.3,∫
Ω

div (χjX) dx = 0 =

∫
∂Ω
〈χjX, ν〉 dµ.

Durch Addition erhalten wir wie gewünscht

∫
Ω

divX dx =

N∑
j=1

∫
Ω

div (χjX) dx =

N∑
j=1

∫
∂Ω
〈χjX, ν〉 dµ =

∫
∂Ω
〈X, ν〉 dµ.

Der Satz von Gauß wird oft für Gebiete benötigt, die nicht C1-Rand haben, zum Beispiel
Polyeder. Der gegebene Beweis kann auf Gebiete ausgedehnt werden, deren Rand lokal ein
Lipschitzgraph ist§.

Beispiel 10.2 Wählen wir im Satz von Gauß als Vektorfeld X(x) = x, so folgt

Ln(Ω) =
1

n

∫
Ω

divX dLn =
1

n

∫
∂Ω
〈x, ν(x)〉 dµ(x).

Insbesondere ergibt sich wieder αn = ωn−1/n, vergleiche Beispiel 9.5.

Folgerung 10.1 (Greensche Formeln) Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt mit C1-Rand.
Dann gilt für u ∈ C1(Ω) und v ∈ C2(Ω)∫

Ω
(u∆v + 〈Du,Dv〉) dLn =

∫
∂Ω
u
∂v

∂ν
dµ.

Weiter folgt für u.v ∈ C2(Ω)∫
Ω

(u∆v − v∆u) dLn =

∫
∂Ω

(
u
∂v

∂ν
− v∂u

∂ν

)
dµ.

Beweis: Die erste Aussage folgt aus dem Satz von Gauß wegen div (uDv) = 〈Du,Dv〉+u∆v.
Die zweite Aussage ergibt sich aus der ersten durch Vertauschen von u und v.

§siehe H.W. Alt, Lineare Funktionalanalysis.
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Beispiel 10.3 (Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen) Sei u ∈ C2(Ω) eine
harmonische Funktion, das heißt ∆u = 0 auf Ω. Aus dem Satz von Gauß folgt dann für
x0 ∈ Ω und 0 < r < dist(x0, ∂Ω)∫

∂Br(x0)

∂u

∂ν
dµ =

∫
Br(x0)

∆u dx = 0.

Betrachte weiter die auf Rn\{x0} harmonische Funktion v(x) = γ(|x− x0|) mit

γ(%) =


%2−n

2− n
für n ≥ 3,

log % für n = 2.

Aus der zweiten Greenschen Formel folgt wegen γ′(%) = %1−n

r1−n
∫
∂Br(x0)

u dµ = ε1−n
∫
∂Bε(x0)

u dµ.

Nun gilt aber für ε↘ 0∣∣∣ 1

ωn−1εn−1

∫
∂Bε(x0)

u(x) dµ(x)− u(x0)
∣∣∣ =

∣∣∣ 1

ωn−1εn−1

∫
∂Bε(x0)

(
u(x)− u(x0)

)
dµ(x)

∣∣∣
≤ sup

|x−x0|=ε
|u(x)− u(x0)| → 0.

Dies beweist die sphärische Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen:

u(x0) =
1

ωn−1rn−1

∫
∂Br(x0)

u(x) dµ(x) für 0 < r < dist(x0, ∂Ω).

Mit Satz 9.7 folgt auch die Mittelwertformel auf Kugeln:

1

αnrn

∫
Br(x0)

u(x) dx =
1

αnrn

∫ r

0

∫
∂B%(x0)

u(x) dµ%(x) d%

=
u(x0)

αnrn

∫ r

0
ωn−1%

n−1 d%

= u(x0).

Beispiel 10.4 (Strömungen) Sei v ∈ C1(G × (a, b),Rn), v = v(x, t), ein Vektorfeld auf
dem Gebiet G ⊂ Rn, das eventuell auch von der Zeit abhängt. Für x ∈ G bezeichne mit
φx : (ax, bx)→ G die maximale Lösung des Anfangswertproblems

dφx

dt
(t) = v(φx(t), t) und φx(0) = x.

Anschaulich interpretieren wir v als Geschwindigkeitsfeld einer Strömung und φx(t) als Bahn-
kurve eines Partikels, das zur Zeit t = 0 an der Stelle x ist. Zusammenfassen aller Bahnkurven
ergibt eine C1-Abbildung, den Fluss von v,

φ : {(x, t) ∈ G× (a, b) : ax < t < bx} → G, φ(x, t) = φx(t).
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Die Mengen Gt = {x ∈ G : t ∈ (ax, bx)} sind offen, und die Abbildungen φt : Gt → G−t,
φt(x) = φ(x, t), sind Diffeomorphismen mit

φs ◦ φt = φs+t auf Gt ∩Gs+t.

Zur Zeit t = 0 gilt ∂
∂t(Dxφ) = Dx

(∂φ
∂t

)
= Dxv, insbesondere wegen Dxφ(x, 0) = IdRn

∂

∂t
(detDxφ)|t=0 = trDxv = div v.

Sei nun % ∈ C1(G × (a, b)) die evtl. auch zeitabhängige Dichteverteilung der Strömung. Ist
Ω ⊂⊂ G, so gilt Ω ⊂ Gt für |t| hinreichend klein. Es bezeichne mΩ(t) die im Gebiet φt(Ω)
enthaltene Masse. Mit dem Transformationssatz und Differentiation unter dem Integral folgt

m′Ω(0) =
d

dt

∫
φt(Ω)

%(y, t) dy|t=0

=
d

dt

∫
Ω
%(φt(x), t) detDxφ(x, t) dx|t=0

=

∫
Ω

(
Dx% · v +

∂%

∂t
+ %div v

)
dx

=

∫
Ω

(∂%
∂t

+ div(%v)
)
dx.

Für beliebige t ∈ (a, b) mit Ω ⊂⊂ Gt ergibt sich aus dem Fall t = 0

m′Ω(t) =
d

ds

∫
φs
(
φt(Ω)

) %(y, s+ t) dy|s=0 =

∫
φt(Ω)

(∂%
∂t

+ div(%v)
)
dx.

Gilt daher auf G× (a, b) die Kontinuitätsgleichung

∂%

∂t
+ div(%v) = 0,

so ist die Funktion mΩ(t) für alle Ω ⊂⊂ G zeitlich konstant. Wählen wir % ≡ 1, so ist mΩ(t)
das Volumen von φt(Ω), und der Satz von Gauß impliziert

m′Ω(0) =

∫
∂Ω
〈v, ν〉dµ.

Das Flächenelement dµ trägt mit der Normalkomponente 〈v, ν〉 zur Änderung des eingeschlos-
senen Volumens bei, was eine sehr anschauliche Deutung des Gaußschen Satzes ist.

Beispiel 10.5 (Integralsatz von Cauchy) Sei Ω ⊂ C ∼= R2 beschränktes Gebiet mit C1-
Rand. Die Funktion f ∈ C1(Ω,C), f = u+ iv, sei holomorph, das heißt es gelten die Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen

∂u

∂x
=
∂v

∂y
und

∂u

∂y
= −∂v

∂x
.
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Sei γ : [0, L]→ ∂Ω die Parametrisierung einer Komponente von ∂Ω nach der Bogenlänge, so
dass Ω links von γ liegt, das heißt die äußere Normale längs γ(s) =

(
x(s), y(s)

)
ist ν(s) =(

y′(s),−x′(s)
)
. Aus der Definition des komplexen Kurvenintegrals folgt∫
γ
f dz =

∫ L

0
(ux′ − vy′) ds+ i

∫ L

0
(uy′ + vx′) ds

=

∫ L

0
〈(−v,−u), (y′,−x′)〉 ds+ i

∫ L

0
〈(u,−v), (y′,−x′)〉 ds.

Also impliziert der Satz von Gauß∫
∂Ω
f(z) dz =

∫
Ω

div (−v,−u) dxdy + i

∫
Ω

div (u,−v) dxdy

= −
∫

Ω

(∂v
∂x

+
∂u

∂y

)
dxdy + i

∫
Ω

(∂u
∂x
− ∂v

∂y

)
dxdy

= 0.
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11 Faltung und Fouriertransformation

Es werden die Faltung und die Fouriertransformation für Funktionen im Rn als Anwendungen
der Integrationstheorie behandelt. Die Faltung ordnet zwei gegebenen Funktionen eine dritte
Funktion durch gewichtete Mittelung zu. Dieses Verfahren kann unter anderem dazu benutzt
werden, gegebene Funktionen zu glätten. Die zentrale Aussage zur Fouriertransformation ist der
Satz von Plancherel, der die Rückberechnung einer Funktion aus ihrer Fouriertransformierten
erlaubt. Als Anwendung berechnen wir die Lösung der Wärmeleitungsgleichung zu gegebenen
Anfangsdaten im Rn, und diskutieren das entsprechende Problem für die Wellengleichung.

In diesem Kapitel haben wir es ausschließlich mit dem n-dimensionalen Lebesguemaß zu tun,
und wir schreiben statt dLn(x) stets einfach dx.

Satz 11.1 (Definition der Faltung) Sei f ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p ≤ ∞, und g ∈ L1(Rn). Die
Faltung von f mit g ist die Ln-fast-überall definierte Funktion

f ∗ g : Rn → R, (f ∗ g)(x) =

∫
Rn
f(x− y)g(y) dy.

Es gilt f ∗ g ∈ Lp(Rn) sowie ‖f ∗ g‖Lp ≤ ‖f‖Lp ‖g‖L1.

Beweis: Die Funktion F : Rn × Rn → R, F (x, y) = f(x − y)g(y) ist messbar bezüglich
L2n = Ln × Ln. Denn f0(x, y) = f(x) und g0(x, y) = g(y) sind L2n-messbar, und wegen
f(x − y) = (f0 ◦ T )(x, y) mit T (x, y) = (x − y, y) ist (x, y) 7→ f(x − y)g(y) ebenfalls L2n-
messbar nach Satz 8.1. Wir zeigen die Behauptung nun zunächst für f, g ≥ 0. Nach dem
Satz von Fubini, Satz 7.2, ist die Funktion (f ∗ g)(x) =

∫
Rn F (x, y) dy messbar, und mit der

Hölderschen Ungleichung folgt

‖f ∗ g‖pLp =

∫
Rn

(∫
Rn
f(x− y)g(y)

1
p g(y)

p−1
p dy

)p
dx

≤
∫
Rn

(∫
Rn
f(x− y)p g(y) dy

)(∫
Rn
g(y) dy

)p−1
dx

=

∫
Rn

(∫
Rn
f(x− y)p dx

)
g(y) dy ·

(∫
Rn
g(y) dy

)p−1

= ‖f‖pLp ‖g‖
p
L1 <∞.

Für f ∈ Lp(Rn), g ∈ L1(Rn) beliebig folgt durch Zerlegung in f± bzw. g±, dass die Funktion
f ∗ g für Ln-fast-alle x ∈ Rn definiert und endlich ist, sowie Ln-messbar. Der Satz ergibt sich
nun aus der Abschätzung

‖f ∗ g‖pLp ≤
∫
Rn

(∫
Rn
|f(x− y)| |g(y)| dy

)p
dx ≤ ‖f‖pLp ‖g‖

p
L1 .

Die Faltung ist kommutativ, denn mit der Substitution x− y = z folgt

(11.1) (f ∗ g)(x) =

∫
Rn
f(x− y)g(y) dy =

∫
Rn
f(z)g(x− z) dz = (g ∗ f)(x).

109



Lemma 11.1 Sei f ∈ Lp(Rn) mit 1 ≤ p ≤ ∞, und τh : Rn → Rn, τh(x) = x + h. Dann
gelten folgende Aussagen.

(i) f ◦ τh ∈ Lp(Rn) und ‖f ◦ τh‖Lp = ‖f‖Lp.

(ii) f ◦ τh → f in Lp(Rn) für h→ 0, falls p <∞.

Beweis: Aussage (i) ist trivial. Wir zeigen (ii) zunächst unter der Annahme f ∈ C0
c (Rn).

Dann gilt osc(f, δ) := sup|x−y|≤δ |f(x)− f(y)| ↘ 0 für δ ↘ 0, folglich

‖f ◦ τh − f‖C0(Rn) = sup
x∈Rn

|f(x+ h)− f(x)| ≤ osc(f, |h|)→ 0 mit h→ 0.

Wähle R > 0 mit spt f ⊂ BR(0). Dann gilt spt (f ◦ τh) ⊂ BR+|h|(0), also für |h| < 1

‖f ◦ τh − f‖Lp ≤ ‖f ◦ τh − f‖C0(Rn) Ln(BR+1(0))
1
p → 0 mit h→ 0.

Sei nun f ∈ Lp(Rn) beliebig. Nach Satz 6.4 ist C0
c (Rn) dicht in Lp(Rn), das heißt zu ε > 0

gibt es ein fε ∈ C0
c (Rn) mit ‖f − fε‖Lp < ε/2, und es folgt mit Aussage (i)

‖f ◦ τh − f‖Lp ≤ ‖(f − fε) ◦ τh‖Lp + ‖fε ◦ τh − fε‖Lp + ‖fε − f‖Lp < ‖fε ◦ τh − fε‖Lp + ε.

Somit gilt lim suph→0 ‖f ◦ τh − f‖Lp ≤ ε, und Behauptung (ii) folgt mit ε↘ 0.

Satz 11.2 (Approximation durch Faltung) Sei f ∈ Lp(Rn) mit 1 ≤ p < ∞. Ist η ∈
L1(Rn) mit

∫
Rn η(z) dz = 1, so folgt für η%(x) = %−nη(x/%)

‖f ∗ η%‖Lp ≤ ‖f‖Lp ‖η‖L1 und f ∗ η% → f in Lp(Rn).

Beweis: Durch Substitution sieht man ‖η%‖L1 = ‖η‖L1 , daher gilt f ∗ η% ∈ Lp(Rn) und
‖f ∗ η%‖Lp ≤ ‖f‖Lp ‖η‖L1 nach Satz 11.1. Weiter folgt mit der Substitution y = %z

(f ∗ η%)(x) =

∫
Rn
f(x− y)η%(y) dy =

∫
Rn
f(x− %z)η(z) dz.

Wir schaetzen mit der Hoelderschen Ungleichung und dem Satz von Fubini wie folgt ab:∫
Rn
|(f ∗ η%)(x)− f(x)|p dx =

∫
Rn

∣∣∣ ∫
Rn

(
f(x− %z)− f(x)

)
η(z) dz

∣∣∣p dx
≤

∫
Rn

(∫
Rn
|f(x− %z)− f(x)| |η(z)|

1
p |η(z)|

p−1
p dz

)p
dx

≤ ‖η‖p−1
L1

∫
Rn

∫
Rn
|f(x− %z)− f(x)|p |η(z)| dz dx

= ‖η‖p−1
L1

∫
Rn
|η(z)|

∫
Rn
|f(x− %z)− f(x)|p dx dz

= ‖η‖p−1
L1

∫
Rn
|η(z)| ‖f ◦ τ−%z − f‖pLp dz.
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Im letzten Integral geht der Integrand punktweise gegen Null mit %→ 0 nach Lemma 11.1(ii).
Außerdem gilt die Abschätzung

|η(z)| ‖f ◦ τ−%z − f‖pLp ≤ 2p ‖f‖pLp |η(z)| ∈ L1(Rn).

Also konvergiert das Integral gegen Null nach dem Satz über majorisierte Konvergenz.

Die Approximation ist besonders nützlich, wenn die Funktion η glatt gewählt wird. Wir
erinnern an die Multiindexnotation für Ableitungen von Funktionen im Rn, und zwar setzt
man für α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn0

|α| = α1 + . . .+ αn und Dα = ∂α1
1 . . . ∂αnn .

Satz 11.3 (Glättung) Sei η ∈ Ck(Rn) mit ‖Dαη‖C0(Rn) ≤ Ck für |α| ≤ k. Für f ∈ L1(Rn)

ist dann f ∗ η ∈ Ck(Rn) und es gilt

Dα(f ∗ η) = f ∗ (Dαη), insbesondere ‖Dα(f ∗ η)‖C0(Rn) ≤ Ck ‖f‖L1 .

Beweis: Nach der Substitution y = x− z haben wir

(f ∗ η)(x) =

∫
Rn
F (x, z) dz mit F (x, z) = f(z)η(x− z).

Im Fall k = 0 gilt F (x, ·) ∈ L1(Rn) für alle x ∈ Rn, die Funktion F (·, z) ist stetig für
Ln-fast-alle z ∈ Rn und wir haben die Abschätzung

sup
x∈Rn

|F (x, z)| ≤ C0 |f(z)| ∈ L1(Rn).

Also ist η ∗ f stetig nach Satz 5.5 und es gilt ‖f ∗ η‖C0(Rn) ≤ C0 ‖f‖L1 . Im Fall k = 1 gilt
F (·, z) ∈ C1(Rn) für Ln-fast-alle z ∈ Rn sowie

sup
x∈Rn

∣∣∣ ∂F
∂xj

(x, z)
∣∣∣ ≤ C1 |f(z)| ∈ L1(Rn).

Aus Folgerung 5.1 folgt f ∗ η ∈ C1(Rn) und

∂j(f ∗ η) =

∫
Rn
f(z)∂jη(x− z) dz = f ∗ (∂jη)(z),

insbesondere gilt die Abschätzung ‖∂j(f ∗ η)‖C0(Rn) ≤ C1 ‖f‖L1 . Die Aussage für eine Ablei-
tung Dα mit Ordnung |α| ≤ k ergibt sich in offensichtlicher Weise durch Induktion.

Wir können jetzt das Dichteresultat aus Satz 6.4 verschärfen.

Satz 11.4 (Dichtheit von C∞c (Ω) in Lp(Ω)) Sei Ω ⊂ Rn offen und 1 ≤ p <∞. Dann gibt
es zu f ∈ Lp(Ω) eine Folge fk ∈ C∞c (Ω) mit ‖f − fk‖Lp(Ω) → 0.
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Beweis: Wegen Satz 6.4 können wir f ∈ C0
c (Ω) annehmen. Wähle η ∈ C∞c (Rn) mit η ≥ 0,∫

η(z) dz = 1 und spt η ⊂ B1(0). Mit η%(x) = %−nη(x% ) gilt dann f ∗ η% ∈ C∞(Rn) nach Satz
11.3 und f ∗ η% → f in Lp(Rn) nach Satz 11.2. Weiter gilt für x ∈ Rn mit dist(x, spt f) > %

(f ∗ η%)(x) =

∫
Rn
f(x− y)η%(y) dy = 0,

denn für |y| ≥ % ist η%(y) = %−nη(y/%) = 0 und für |y| ≤ % ist f(x− y) = 0. Also folgt

(11.2) spt (f ∗ η%) ⊂ {x ∈ Rn : dist(x, spt f) ≤ %},

das heißt f ∗ η% ∈ C∞c (Ω) für % > 0 hinreichend klein, womit der Satz bewiesen ist.

Das folgende Ergebnis verallgemeinert Lemma 8.4. Es ist dabei sinnvoll, die Aussage mit
lokal integrierbaren Funktionen zu formulieren.

Definition 11.1 Sei Ω ⊂ Rn offen und 1 ≤ p ≤ ∞. Die messbare Funktion f : Ω → R liegt
in Lploc(Ω), falls χKf ∈ Lp(Ω) ist für alle kompakten Mengen K ⊂ Ω.

Satz 11.5 (Fundamentallemma der Variationsrechnung) Sei Ω ⊂ Rn offen. Für die
Funktion f ∈ L1

loc(Ω) gelte∫
Ω
f(x)ϕ(x) dx ≥ 0 für alle ϕ ∈ C∞c (Ω) mit ϕ ≥ 0.

Dann folgt f(x) ≥ 0 für Ln-fast-alle x ∈ Ω.

Beweis: Zu zeigen ist, dass E = {x ∈ Ω : f(x) < 0} eine Nullmenge ist. Nach Satz ?? gilt

Ln(E) = sup{Ln(K) : K ⊂ E kompakt}.

Sei K ⊂ E kompakt und η ∈ C∞(Rn) mit η ≥ 0, spt η ⊂ B1(0) und
∫
η(z) dz = 1. Dann ist

η% ∗ χK ∈ C∞c (Ω) für % < dist(K, ∂Ω). Da η% ∗ χK ≥ 0, ist nach Voraussetzung∫
Ω
f(x)η% ∗ χK(x) dx ≥ 0.

Aber η% ∗ χK → χK in L1(Rn), also punktweise fast-überall für eine Teilfolge %i ↘ 0 nach
Folgerung 6.1. Wegen η% ∗ χK ≤ 1 liefert der Konvergenzsatz von Lebesgue

0 ≤ lim
i→∞

∫
f(x)(η%i ∗ χK)(x) dx =

∫
f(x)χK(x) dx.

Aber f < 0 auf K, also Ln(K) = 0 nach Folgerung 4.3 und damit Ln(E) = 0.

Faltungen mit singulären Integralkernen spielen bei partiellen Differentialgleichungen eine
große Rolle. Ein prominentes Beispiel ist das Newtonpotential.
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Beispiel 11.1 (Newtonpotential) Sei G ∈ C∞(Rn\{0}). Für eine Funktion f ∈ L∞(Ω),
mit Ω ⊂ Rn offen und beschränkt, betrachten wir die Faltung

u : Rn → R, u(x) =

∫
Ω
G(x− y)f(y) dy.

Es ist u = G ∗ f , wobei f durch Null auf Rn fortgesetzt wird. Es gelte zunächst

(11.3) |G(z)| ≤ C |z|−p für ein p < n,

das heißt u(x) ist für alle x ∈ Rn definiert nach Beispiel 4.5. Um zu zeigen, dass u stetig ist,
wählen wir ϕ ∈ C∞(Rn) mit ϕ(z) = 0 für |z| ≤ 1/2, ϕ(z) = 1 für |z| ≥ 1 und |Dkϕ| ≤ Ck,
und definieren den abgeschnittenen Kern

Gε = ϕεG mit ϕε(z) = ϕ
(z
ε

)
.

Aus (11.3) folgt die Abschätzung

(11.4) |G(z)−Gε(z)| ≤ CχBε(0)|z|−p.

Die Funktion uε : Rn → R, uε(x) =
∫

ΩGε(x− y)f(y) dy, ist glatt, und es folgt

|u(x)− uε(x)| ≤ C
∫
Bε(x)

|x− y|−p|f(y)| dy ≤ C

n− p
‖f‖L∞ εn−p → 0.

Somit ist u stetig als gleichmäßiger Grenzwert der uε. Nun gelte zusätzlich

(11.5) |DG(z)| ≤ C |z|−p−1 für ein p < n− 1.

Dann folgt wegen (Dϕε)(z) = 1
εDϕ( zε )

(11.6) |DG(z)−DGε(z)| ≤ CχBε(0)

(
|z|−p−1 +

1

ε
|z|−p

)
≤ CχBε(0)|z|−p−1.

Mit vj(x) =
∫

Ω(∂jG)(x− y)f(y) dy ergibt sich

∣∣vj(x)− ∂juε(x)
∣∣ ≤ ∫

Ω
|(∂jG)(x− y)− (∂jGε)(x− y)| |f(y)| dy

≤ C

n− p− 1
‖f‖L∞ εn−p−1 → 0.

Also konvergiert ∂juε gleichmäßig auf Rn gegen vj , und es folgt ∂ju = vj ∈ C0(Rn). Wir
spezialisieren jetzt auf das Newtonpotential

G(z) =


|z|2−n

(2− n)ωn−1
für n ≥ 3,

1
2π log |z| für n = 2.
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Im Fall n ≥ 3 sind (11.3) und (11.5) mit p = n− 2 erfüllt, im Fall n = 2 gilt (11.3) für jedes
p > 0 und (11.5) für p = 0. Somit ist das Newtonpotential von f in C1(Rn), und

∂ju(x) =

∫
Ω
H(x− y)f(y) dy mit H(z) = ∂jG(z) =

1

ωn−1

zj
|z|n

.

Auf Rn\Ω kann weiter unter dem Integral differenziert werden, also ist u auf Rn\Ω glatt und

∆u(x) =

∫
Ω

(∆G)(x− y) f(y) dy = 0 für x ∈ Rn\Ω.

Im Innern von Ω kann aber wegen der Singularität so nicht argumentiert werden. Das Ergebnis
wäre sogar falsch, denn u ist nicht harmonisch auf Ω, sondern löst dort die Poissongleichung
∆u = f , was wir nun zeigen wollen. Wie oben approximieren wir ∂ju = vj durch

vj,ε : Rn → R, vj,ε(x) =

∫
Ω
Hε(x− y)f(y) dy, wobei Hε = ϕεH.

Da (11.3) für H mit p = n− 1 erfüllt ist, konvergiert vj,ε gleichmäßig auf Rn gegen vj = ∂ju.
Das Problem ist nun, dass die Ungleichung in (11.5) nur mit p = n− 1 richtig ist, das heißt
wir haben nur die Abschätzung

(11.7) |DH(z)−DHε(z)| ≤ CχBε(0)

(
|z|−n +

1

ε
|z|1−n

)
≤ CχBε(0)|z|−n.

Um die fehlende Integrierbarkeit zu kompensieren, setzen wir zusätzlich voraus, dass f
Hölderstetig mit einem Exponenten α ∈ (0, 1] ist, also

(11.8) [ f ]α := sup
x,y∈Ω, x 6=y

|f(x)− f(y)|
|x− y|α

<∞.

Sei U ⊂ Rn offen und beschränkt mit C1-Rand, so dass Ω ⊂⊂ U , und x ∈ Ω. Dann gilt, wobei
im letzten Schritt der Satz von Gauß auf das Vektorfeld y 7→ Hε(x− y)ei angewandt wird,

∂ivj,ε(x) =

∫
Ω

(∂iHε)(x− y) f(y) dy

=

∫
U

(∂iHε)(x− y)
(
f(y)− f(x)

)
dy + f(x)

∫
U

(∂iHε)(x− y) dy

=

∫
U

(∂iHε)(x− y)
(
f(y)− f(x)

)
dy − f(x)

∫
∂U
Hε(x− y)〈ν(y), ei〉 dµ(y).

Nun ist H = ∂jG, und Hε(x− y) = ∂jG(x− y) für y ∈ ∂U und ε > 0 klein. Setze

wij(x) =

∫
U

(∂2
ijG)(x− y)

(
f(y)− f(x)) dy − f(x)

∫
∂U

(∂jG)(x− y)〈ν(y), ei〉 dµ(y).
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Die ∂ivj,ε konvergieren gleichmäßig auf Ω gegen wij , denn aus (11.7) und (11.8) folgt

∣∣wij(x)− ∂ivj,ε(x)
∣∣ ≤ ∫

U

∣∣∂iH(x− y)− ∂iHε(x− y)
∣∣ ∣∣f(y)− f(x)

∣∣ dy
≤ C

α
[ f ]α ε

α → 0.

Somit gilt ∂2
iju = wij ∈ C0(Ω). Insbesondere folgt, da ∆G = 0 auf Rn\{0},

∆u(x) = −f(x)

∫
∂U
〈DG(x− y), ν(y)〉 dµ(y)

= −f(x)

∫
∂Bε(x)

〈DG(x− y), ν(y)〉 dµ(y)

= f(x).

Damit ist die Poisson-Gleichung ∆u = f in Ω verifiziert. Es gibt stetige Funktionen f , für
die keine zweimal differenzierbare Lösung der Gleichung ∆u = f existiert, die Voraussetzung
der Hölderstetigkeit ist also nicht überflüssig.

Wir kommen zum Abschluss der Vorlesung zur Fourierintegraldarstellung, die wir zuerst
heuristisch als kontinuierlichen Grenzwert der Entwicklung in eine Fourierreihe herleiten. Sei
f ∈ C∞c (R) und N > 0 so groß, dass spt f ⊂ (−Nπ,Nπ). Die normierten Basisfunktionen
mit Periode 2πN lauten

wNk (x) =
1√

2πN
ei

k
N
x für k ∈ Z.

Nach Satz ?? wird die Funktion f auf (−Nπ,Nπ) durch ihre Fourierreihe dargestellt, das
heißt für jedes x ∈ (−Nπ,Nπ) gilt

f(x) =

∞∑
k=−∞

1

2πN
ei

k
N
x

∫
R
f(y)e−i

k
N
y dy =:

∞∑
k=−∞

F

(
k

N

)
1

N
,

wobei

F (p) =
1

2π
eipx

∫
R
f(y)e−ipy dy.

Falls nun F (p) für p→ ±∞ hinreichend schnell gegen Null geht, sollte die Riemannsche Sum-
me

∑∞
k=−∞ F

(
k
N

)
1
N für N →∞ gegen das Integral

∫
R F (p) dp konvergieren. Dies motiviert

für f ∈ C∞c (R) die Darstellung

f(x) =
1√
2π

∫
R
f̂(p)eipx dp mit f̂(p) =

1√
2π

∫
R
f(y)e−ipy dy.

Der geschilderte Ansatz kann zu einem vollen Beweis ausgebaut werden, wir gehen aber
anders vor. Alle im Folgenden auftretenden Funktionen sind C-wertig.
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Definition 11.2 Die Fouriertransformierte von f ∈ L1(Rn;C) ist die Funktion

f̂ : Rn → C, f̂(p) =
1

(2π)
n
2

∫
Rn
f(x)e−i〈p,x〉 dx.

Die inverse Fouriertransformierte von g ∈ L1(Rn;C) ist

ǧ : Rn → C, ǧ(x) =
1

(2π)
n
2

∫
Rn
g(p)ei〈p,x〉 dp.

Bevor wir die Frage angehen, inwiefern diese beiden Transformationen invers sind, notieren
wir einige Grundeigenschaften.

Satz 11.6 (Fouriertransformation auf L1) Für f, g ∈ L1(Rn;C) gilt:

(1) f̂ ∈ C0(Rn;C) und ‖f̂‖C0(Rn) ≤ (2π)−
n
2 ‖f‖L1.

(2) f̂ ∗ g = (2π)
n
2 f̂ ĝ.

(3)
〈
f̂ , g
〉
L2(Rn)

=
〈
f, ǧ
〉
L2(Rn)

.

Beweis: Für F (p, x) = f(x)e−i〈p,x〉 ist F (p, ·) ∈ L1(Rn;C) für alle p ∈ Rn sowie F (·, x) ∈
C0(Rn;C) für Ln-fast-alle x ∈ Rn, und es gilt

sup
p∈Rn

|F (x, p)| = |f(x)| ∈ L1(Rn).

Also folgt die Stetigkeit von f̂ aus der entsprechenden Aussage für Parameterintegrale, Satz
5.5. Die Abschätzung in (1) ist offensichtlich. Für (2) berechnen wir mit Fubini

f̂ ∗ g(p) =
1

(2π)
n
2

∫
Rn

∫
Rn
f(y)g(x− y) dy e−i〈p,x〉 dx

=
1

(2π)
n
2

∫
Rn
f(y)e−i〈p,y〉

∫
Rn
g(x− y)e−i〈p,x−y〉 dx dy

=

∫
Rn
f(y)e−i〈p,y〉ĝ(p) dy

= (2π)
n
2 f̂(p)ĝ(p).

Auch (3) folgt aus dem Satz von Fubini, und zwar gilt∫
Rn
f̂(p)g(p) dp =

1

(2π)
n
2

∫
Rn

∫
Rn
f(x)e−i〈p,x〉 dx g(p) dp

=
1

(2π)
n
2

∫
Rn
f(x)

∫
Rn
g(p)ei〈p,x〉 dp dx

=

∫
Rn
f(x)ǧ(x) dx.

Wir berechnen nun zwei Beispiele – das erste werden wir im Beweis von Satz 11.7 verwenden.
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Beispiel 11.2 Für die Gaußfunktion

G : Rn → R, G(x) = e−|x|
2/2,

gilt Ĝ = G = Ǧ. Um dies zunächst für n = 1 zu zeigen, berechnen wir mit Differentiation
unter dem Integral und partieller Integration

d

dp

∫
R
e−x

2/2e−ixp dx =

∫
R

(−ix)e−x
2/2e−ixp dx

=

∫
R

(
d

dx
e−x

2/2

)
ie−ixp dx

= (−p)
∫
R
e−x

2/2e−ixp dx,

das heißt
(
ep

2/2Ĝ(p)
)′ ≡ 0. Aber nach Beispiel 8.2 gilt

Ĝ(0) =
1√
2π

∫
R
e−x

2/2 dx = 1,

also folgt Ĝ = G. Für n beliebig folgt mit Fubini für x = (x′, xn) ∈ Rn−1 × R induktiv

Ĝ(p) =
1

(2π)
n
2

∫
Rn−1

e−|x
′|2/2−i〈x′,p′〉

∫
R
e−(xn)2/2−ixnpn dxn dx

′ = e−|p
′|2/2e−(pn)2/2 = G(p).

Schließlich ergibt sich Ǧ(x) = Ĝ(−x) = G(x) wie behauptet.

Beispiel 11.3 Für a > 0 gilt

χ̂[−a,a](p) =


√

2

π

sin(pa)

p
für p 6= 0√

2

π
a für p = 0.

Das zweite Beispiel zeigt, dass die Fouriertransformierte einer L1-Funktion im allgemeinen
nicht wieder in L1 liegt. Aufgrund dieser Asymmetrie kann das Problem der Fourierinteg-
raldarstellung im L1-Kontext nicht befriedigend behandelt werden. Der richtige Raum ist
L2(Rn;C), denn bezüglich der L2-Norm ist die Fouriertransformation sogar isometrisch.

Satz 11.7 (Plancherel) Für f ∈ (L1 ∩ L2)(Rn;C) gilt ‖f̂‖L2 = ‖f̌‖L2 = ‖f‖L2.

Beweis: Es reicht die Aussage für f̂ zu beweisen, da f̌(x) = f̂(−x). Sei G(z) = e−|z|
2/2 und

G%(z) = %−nG
(
z
%

)
für % > 0. Dann folgt aus Beispiel 11.2

1

(2π)
n
2

∫
Rn
G(%p)e−i〈p,z〉 dp =

%−n

(2π)
n
2

∫
Rn
G(q)e

−i〈q, z
%
〉
dq = %−n Ĝ

(
z

%

)
= G%(z).
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Da G(%p)↗ 1 für %↘ 0, gilt mit monotoner Konvergenz und Fubini

‖f̂‖2L2 = lim
%↘0

∫
Rn
|f̂(p)|2G(%p) dp

=
1

(2π)n
lim
%↘0

∫
Rn

∫
Rn

∫
Rn
f(x)f(y)e−i〈p,x−y〉dy dxG(%p) dp

=
1

(2π)n
lim
%↘0

∫
Rn

∫
Rn

∫
Rn
G(%p)e−i〈p,x−y〉 dp f(x)f(y) dy dx

=
1

(2π)
n
2

lim
%↘0

∫
Rn

∫
Rn
f(x)f(y)G%(x− y) dy dx

=
1

(2π)
n
2

lim
%↘0

∫
Rn
f(x)(f ∗G%)(x) dx.

Aus Beispiel 8.2 folgt mit Fubini
∫
Rn G(z) dz = (2π)

n
2 . Aber nach Satz 11.2 konvergiert dann

(2π)−n/2 f ∗G% gegen f in L2(Rn;C), und es folgt ‖f̂‖L2 = ‖f‖L2 .

Der Satz von Plancherel erlaubt es, die Fouriertransformation auf den Raum L2(Rn;C) fort-
zusetzen, obwohl das in der Definition gegebene Integral nicht notwendig konvergiert.

Satz 11.8 (Fouriertransformation auf L2) Es gibt eindeutig bestimmte Abbildungen
F , F∗ : L2(Rn;C)→ L2(Rn;C) mit folgenden Eigenschaften:

(1) Ff = f̂ und F∗f = f̌ für alle f ∈ (L1 ∩ L2)(Rn;C),

(2) ‖F f‖L2 = ‖f‖L2 = ‖F∗f‖L2 für alle f ∈ L2(Rn;C).

Weiter gelten für f, g ∈ L2(Rn;C) folgende Aussagen:

(3) 〈Ff,Fg〉L2 = 〈f, g〉L2 = 〈F∗f,F∗g〉L2.

(4) 〈Ff, g〉L2 = 〈f,F∗g〉L2.

(5) F∗F = FF∗ = IdL2(Rn).

Beweis: Der Raum (L1 ∩ L2)(Rn;C) ist dicht in L2(Rn;C), denn für f ∈ L2(Rn;C) ist
χBR(0)f ∈ L1(Rn;C) nach Cauchy-Schwarz, und es gilt χBR(0)f → f in L2(Rn;C) mit
R → ∞. Die Eindeutigkeit und Existenz der Abbildungen F bzw. F∗ mit (1) und (2)
folgt damit leicht aus Satz 11.7. In dem komplexen Skalarproduktraum L2(Rn;C) gilt die
Polarisationsformel

〈f, g〉L2 =
1

4

(
‖f + g‖2L2 − ‖f − g‖2L2 + i‖f + ig‖2L2 − i‖f − ig‖2L2

)
.

Also folgt (3) aus (2). Da in (4) beide Seiten stetig bzgl. der L2-Norm sind, folgt die Aussage
aus Satz 11.6(3) durch Approximation. Schließlich ergibt sich aus (4) und (3)

〈F∗Ff, g〉L2 = 〈Ff,Fg〉L2 = 〈f, g〉L2 ,
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also F∗Ff = f . Die Gleichung FF∗f = f folgt analog.

Im folgenden schreiben wir f̂ bzw. ǧ auch dann, wenn f, g nur in L2(Rn) liegen. Die Fourier-
transformation spielt eine wichtige Rolle in der Theorie linearer partieller Differentialgleichun-
gen. Dies basiert vor allem darauf, dass Ableitungsoperatoren in Multiplikationsoperatoren
transformiert werden. Es ist oft praktisch, dabei im sogenannten Raum der schnell fallenden
Funktionen oder Schwartz-Raum zu operieren:

(11.9) S(Rn;C) = {f ∈ C∞(Rn;C) : xαDβf ist beschränkt für alle α, β ∈ Nn0}

Wie üblich ist hier xα = xα1
1 · . . . · xαnn und Dβ = ∂β11 . . . ∂βnn . Für f ∈ S(Rn;C) gilt

|f(x)| ≤ CN (1 + |x|2)−N/2 für jedes N ∈ N,

insbesondere ist f ∈ Lp(Rn;C) für alle p ∈ [1,∞]. Außerdem sind mit f ∈ S(Rn;C) auch ∂jf
und xjf in S(Rn;C) für 1 ≤ j ≤ n. Im Gegensatz zum Raum C∞c (Rn;C) ist der Schwartz-
Raum S(Rn;C) invariant unter der Fouriertransformation, wie wir jetzt zeigen.

Satz 11.9 (Fouriertransformation auf S(Rn;C)) Mit f ist auch f̂ ∈ S(Rn;C) und

(1) ∂̂jf(p) = i pj f̂(p) sowie x̂jf(p) = i ∂j f̂(p).

(2) f(x) =
1

(2π)
n
2

∫
Rn
f̂(p)ei〈p,x〉 dp für alle x ∈ Rn.

Beweis: Die Funktion f̂ ist beschränkt nach Satz 11.6(1). Wir berechnen mit partieller
Integration, siehe Satz ??,

∂̂jf(p) =
1

(2π)
n
2

∫
Rn

(∂jf)(x) e−i〈p,x〉 dx = − 1

(2π)
n
2

∫
Rn
f(x)

∂

∂xj
e−i〈p,x〉 dx = i pj f̂(p).

Weiter folgt durch Herausziehen der Ableitung aus dem Integral

x̂jf(p) =
i

(2π)
n
2

∫
Rn
f(x)

∂

∂pj
e−i〈p,x〉 dx =

i

(2π)
n
2

∂

∂pj

∫
Rn
f(x)e−i〈p,x〉 dx = i ∂j f̂(p).

Insbesondere sind auch die Funktionen pj f̂ und ∂j f̂ beschränkt, wieder nach Satz 11.6(1).
Durch Induktion über |α|+ |β| verifiziert man leicht die allgemeine Formel

D̂αxβf = i|α|+|β| pαDβ f̂ ,

und erhält f̂ ∈ S(Rn). Aus Satz 11.8 folgt Behauptung (2) zunächst für Ln-fast-alle x ∈ Rn,
wegen der Stetigkeit beider Seiten also sogar für alle x ∈ Rn. Damit ist der Satz bewiesen.

Wir wollen zum Schluss des Kapitels noch zwei Anwendungen auf die Lösung von linearen par-
tiellen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten behandeln. Typischerweise wird
dabei zunächst mit einem Fourieransatz eine Lösungsformel ermittelt, wobei die Eigenschaf-
ten der Fouriertransformation formal angewandt werden. In einem zweiten Schritt wird dann
geprüft, unter welchen Voraussetzungen an die Daten die Formel eine gültige Lösung liefert.
Dieser Punkt kann technisch anspruchsvoll sein – je nach Gleichung – und wird hier nur
angedeutet.
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Beispiel 11.4 Betrachte das Anfangswertproblem für die Wärmeleitungsgleichung im Rn:

∂tu−∆u = 0 auf Rn × (0,∞),

u(·, 0) = f auf Rn.

Wir bilden die Fouriertransformierte û(·, t) = û(·, t) bezüglich der räumlichen Variablen. Mit
Satz 11.9 erhalten wir für û das Anfangswertproblem

0 = ∂̂tu− ∆̂u = ∂tû+ |p|2û auf Rn × (0,∞),

f̂ = û(0, ·) auf Rn.

Es folgt û(p, t) = f̂(p) e−t|p|
2
. Aber nach Beispiel 11.2 gilt für G√2t(x) = (2t)−

n
2 G

(
x√
2t

)
Ĝ√2t(p) = Ĝ(

√
2t p) = G(

√
2t p) = e−t|p|

2
.

Aus Satz 11.6(2) folgt nun u = (2π)−
n
2 f ∗G√2t, das heißt

u(x, t) =
1

(4πt)
n
2

∫
Rn
e−
|x−y|2

4t f(y) dy.

Es ist leicht zu sehen, dass die Formel für beschränkte und stetige Anfangsdaten f eine Lösung
u ∈ C∞(Rn × (0,∞)) ∩ C0(Rn × [0,∞)) des Anfangswertproblems liefert.

Beispiel 11.5 Als zweites betrachten wir das Anfangswertproblem für die Wellengleichung:

∂2
t u−∆u = 0 auf Rn × (0,∞),

u(·, 0) = f auf Rn,
∂tu(·, 0) = g auf Rn.

Wir führen den analogen Fourieransatz durch und erhalten das Anfangswertproblem

0 = ∂̂2
t u− ∆̂u = ∂2

t û+ |p|2û auf Rn × (0,∞),

f̂ = û(0, ·) auf Rn,
ĝ = ∂tû(0, ·).

Es folgt diesmal für die Fouriertransformierte

û(p, t) = f̂(p) cos t|p|+ ĝ(p)
sin t|p|
|p|

.

Angenommen, es gibt eine Funktion R : Rn × (0,∞) → R mit R̂ = (2π)−
n
2

sin(t|p|)
|p| . Dann

liefert formale Anwendung von Satz 11.6(2)

R̂ ∗ g = (2π)
n
2 R̂ ĝ = ĝ(p)

sin t|p|
|p|

,

̂∂t(R ∗ f) = ∂t

(
R̂ ∗ f

)
= ∂t

(
f̂(p)

sin(t|p|)
|p|

)
= f̂(p) cos(t|p|).
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Die Lösung des Anfangswertproblems wäre dann u = ∂t(R ∗ f) + R ∗ g. Für n = 1 können
wir R = 1

2 χ[−t,t] wählen nach Beispiel 11.3 und erhalten

u(x, t) =
1

2

(
f(x+ t) + f(x− t) +

∫ x+t

x−t
g(y) dy

)
.

Dies liefert eine gültige Lösung u ∈ C2(R × (0,∞)) ∩ C1(R × [0,∞)), falls f ∈ C2(R) und
g ∈ C1(R). Für n = 2 behaupten wir

R(x, t) =
1

2π

χBt(0)√
t2 − |x|2

.

Denn mit Fubini folgt, zunächst für p = (0, |p|) 6= 0,

2π R̂(p, t) =
1

2π

∫
{|x|<t}

e−i〈p,x〉√
t2 − |x|2

dx

=
t

2π

∫
{|y|<1}

e−i〈tp,y〉√
1− |y|2

dy

=
t

2π

∫ 1

−1
e−it|p|y2

∫ √1−y22

−
√

1−y22

1√
1− y2

2 − y2
1

dy1 dy2

=
t

2π

∫ 1

−1
e−it|p|y2

∫ 1

−1

1√
1− η2

dη dy2

=
t

2

∫ 1

−1
e−it|p|y2 dy2

=
sin |p|t
|p|

.

Dann gilt aber R̂(p, t) = 1
2π

sin |p|t
|p| für alle p 6= 0, da beide Seiten invariant unter Drehungen

sind. Wir haben also für n = 2 die Formel

u(t, x) = ∂t

(
t

2π

∫
{|y|<1}

f(x− ty)√
1− |y|2

dy

)
+

t

2π

∫
{|y|<1}

g(x− ty)√
1− |y|2

dy.

Damit die Formel eine Lösung u ∈ C2(R× (0,∞))∩C1(R× [0,∞)) definiert, müssen wir für
n = 2 mehr voraussetzen, nämlich g ∈ C2(Rn) und f ∈ C3(Rn). Beachte auch, dass R(·, t)
für n = 2 nicht mehr in L2(Rn) liegt. Für n ≥ 3 ist die Gleichung R̂(p, t) = (2π)−

n
2

sin |p|t
|p|

gar nicht mehr durch eine Funktion lösbar; trotzdem kann mit dem Ansatz eine Lösung
gefunden werden. Der zweite Schritt – die Rechtfertigung der Lösungsformel – ist für die
Wellengleichung deutlich subtiler als für die Wärmeleitungsgleichung.
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12 Anhang

Satz 12.1 (Heine-Borel) Sei (X, d) metrischer Raum. Für M ⊂ X sind äquivalent:

(1) M ist folgenkompakt: jede Folge xk ∈M hat einen Häufungspunkt x ∈M .

(2) M ist überdeckungskompakt: ist M ⊂
⋃
i∈I Ui mit Ui ⊂ X offen, so gibt es I ′ ⊂ I

endlich mit M ⊂
⋃
i∈I′ Ui.

Beweis: Sei M überdeckungskompakt. Wäre M nicht folgenkompakt, so gibt es eine Folge
xk ∈ M mit folgender Eigenschaft: zu jedem x ∈ M gibt es eine offene Umgebung Ux mit
xk /∈ Ux für hinreichend große k. Nach Voraussetzung wird M durch endlich viele Mengen
Ux1 , . . . , UxN überdeckt, also folgt xk /∈M für k groß, ein Widerspruch.

Sei nun umgekehrt M folgenkompakt, und
⋃
i∈I Ui eine offene Überdeckung von M .

Als erstes zeigen wir: es gibt ein % > 0, so dass für alle x ∈ M ein i = i(x) existiert mit
B%(x) ⊂ Ui. Andernfalls gibt es zu k ∈ N ein xk ∈ M mit B1/k(xk)\Ui 6= ∅ für alle i ∈ I.

Nach Übergang zu einer Teilfolge gilt xk → x ∈ M . Aber x ∈ Ui0 für ein i0 ∈ I, also
B1/k(xk) ⊂ Ui0 für k hinreichend groß, Widerspruch.

Gäbe es nun keine endliche Teilüberdeckung, so finden wir induktiv x1, x2, . . . in M
mit xk /∈

⋃k−1
i=1 B%(xi). Es folgt d(xk, xi) ≥ % > 0 für k > i, das heißt die Folge xk besitzt

keine konvergente Teilfolge, im Widerspruch zur Voraussetzung.
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