Lösungen zu Übungsaufgaben zur Analysis II SS 07, Serie 3 Ernst Kuwert, Mario Listing 7. Mai 2007

Aufgabe 2 (Produktregel) Seien f, g : Ω → R in x_0 ∈ Ω differenzierbar. Dann ist f · g : Ω → R in x_0 differenzierbar mit

D(fg)(x_0) = g(x_0)Df(x_0) + f(x_0)Dg(x_0).

Es gilt

lim_{h→0} f(x_0 + h)g(x_0 + h) − (f(x_0)g(x_0) + g(x_0)Df(x_0)(h) + f(x_0)Dg(x_0)(h)) |h| = = lim_{h→0} f(x_0 + h) − (f(x_0) + Df(x_0)(h)) 2|h|

(g(x_0 + h) + g(x_0))

+ lim_{h→0}

(g(x_0 + h) − g(x_0))Df(x_0)(h) 2|h|

+ lim_{h→0} g(x_0 + h) − (g(x_0) + Dg(x_0)(h)) 2|h|

(f(x_0 + h) + f(x_0))

+ lim_{h→0}

(f(x_0 + h) − f(x_0))Dg(x_0)(h) 2|h|

=0 · lim_{h→0} g(x_0 + h) + g(x_0) 2 + lim_{h→0} g(x_0 + h) − g(x_0) 2 Df(x_0) + 0 · lim_{h→0} f(x_0 + h) + f(x_0) 2 + lim_{h→0} f(x_0 + h) − f(x_0) 2 Dg(x_0) = 0

da f und g stetig in x_0 und differenzierbar in x_0 existieren die Grenzwerte. Aufgabe 4 (Ableitung der p-Norm) Für 0 ≠ y ∈ R folgt aus |y|^′ = sgn(y) und |y| = sgn(y) · y die Ableitung

(|y|^p)^′ = p · sgn(y) · |y|^{p−1} = p · |y|^{p−2} · y

Sei jetzt 0 ≠ x ∈ R^n und f(x) = ‖x‖_p, dann gilt

∂_j f(x) = 1 p (^n∑ j=1 |x_j |^p

) 1−p_p ·p · |x_j|^{p−2} · x_j =

|x_j|^{p−2} · x_j (‖x‖_p)^{p−1}

Da p > 1, ist ∂_j f stetig für alle x ≠ 0 (j ist natürlich auch beliebig). Behauptung: f ist nicht in x = 0 differenzierbar. Es reicht zu zeigen, dass ∂_j f in x = 0 nicht existiert

∂_j f(0) = lim_{t→0} f(0 + te_j ) − f(0) t = lim_{t→0} |t| t = existiert nicht.

Damit erhalten wir: f(x) = ‖x‖_p ist stetig differenzierbar für alle x ≠ 0 und in x = 0 ist f nicht differenzierbar. Der Gradient von f im Punkt x ≠ 0 ist gegeben durch

grad(f) = 1 (‖x‖_p)^{p−1} · ( |x_1|^{p−2}x_1, . . . , |x_n|^{p−2}x_n )

2