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Aufgabe 2 (Integration von Matriz-Funktionen)
Wir zeigen die Behauptung komponentenweise
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Aufgabe 4 (Konvere Mengen)
Sei M C R eine Menge, so dass jede Konvexkombination von Punkten in M wieder
in M liegt. Dann gilt insbesondere fiir 21, 2o € M und Ay, Ay € [0,1] mit A\; + Ay =1
()\1 =1- )\2)1

T = MT1+ Ny =21 + /\2(5(]2 — I1> e M,

d.h. M ist konvex (die Strecke von x; nach zy liegt ganz in M, da Ay € [0,1]
beliebig ist). Umgekehrt sei M konvex. Wir zeigen durch Induktion iiber k£ das
jede Konvexkombination von k Punkten in M wieder in M liegt. Der Fall £ = 1
beziehungsweise k = 2 ist klar, da wir M als konvex voraussetzen. Seien x1, ...,z €
M, dann setzen wir voraus, dass

x::)\lxl—l—“-—l—)\kxk

in M enthalten ist fiir alle Ay, ..., A € [0, 1] mit A\;+-- -+ Xx = 1. Sei jetzt xp 1 € M.
Zu zeigen ist, dass
piTy + -+ ppTr + ppTrpr € M

fur alle p1q, ..., pgg1 € [0, 1] mit > p; = 1. Falls pypy = 1, dann p; = 0fir j=1.. .k

und nach Voraussetzung ist p17p11 = xxy1 in M enthalten. Fiir pgy; < 1 wéhlen
k k

wir Aj := p;/(1 — pg41) > 0. Da > p; = 1 — pgqq folgt > A; = 1 und insbesondere

j=1 =1
A; € [0,1]. Nach Voraussetzung gilt © = > A\;z; € M und wir erhalten

k1 k
D oy = it + (1= pegn) Y A\ay = pepapgs + (1= )
=1 =1

= Ty + (1 — o) (@ — 2p0) € M

(da M konvex, 1 — py41 € (0,1]).
Aufgabe 5 (Stiitzhyperebenen)
Sei x € OM, dann gilt nach Definition von M fiir alle &: B%(x) NM # () und



B%(I) N (R™\ M) # (. Damit koénnen wir einen Punkt p, € Bi1 () N (R™\ M)
wéhlen. Da R™\ M offen ist (M ist abgeschlossen) gibt es fiir jedes k ein €, > 0 mit
B, (pr) C R™\ M. Insbesondere gilt

dist(M,py) = ylél]\f;[|y — | > € >0
Da M abgeschlossen ist, gibt es ein x; € M mit
o — pel = Inf |y —pif > 0.

Aus der Konvexitat von M folgt aber auch, dass z; eindeutig ist. Falls es x, € M
und xj, € M gibt mit

—_ g ! —_ = 1 f —_
|k — pil = |k — pil ylélM Y — Pl
dann folgt fiir z = 1z), + 2, € M:

1 1, 1 1, ,
|2 = pel = |5 (@r = pu) + 5 (@) = pr)| < Slow = pal + Sloh —pil = ylélj\fl |y — Pl
d.h. auch z € M minimiert das Funktional M > y — |y — pi|. In dieser Gleichung
ist = aber nur moglich, wenn x; — p;, und zj, — p, linear abhéngig sind. Umgekehrt,
falls in der Gleichung < gilt, so ist dies ein Widerspruch zur Definition von x; und

xy. Sei jetzt c(xy, — pp) = ), — pg fur ein ¢ € R, dann folgt aus obiger Gleichung

12— el = 2w — il + Do — el = L L~ pul = it 1y —
2 2 2 yeM ’
insbesondere gilt ¢ = £1. Falls ¢ = —1, dann erhalten wir aus zy — py, = — (2}, — p):

pr = 30+ 32, € M, dh. p, € M (da zy,2, € M und M konvex) was ein
Widerspruch zu p, € R™\ M ist. Also gilt ¢ = 1 und z, = 2}, = z, d.h. es gibt genau
ein x, € M mit
— pr| = inf |y — prl.
o =il = inf [y — pil

Da M konvex ist, erhalten wir nach Konstruktion des Punktes x;:
(Tr — Pr, Yy —pr) > 0

fiir alle y € M. Denn angenommen (zy — pg, y — pr) < 0, dann besitzt das Dreieck,
welches durch die Punkte z, y und p; aufgespannt wird einen Winkel 90° < ~ <
180°, und fallt man das Lot vom Punkt p, auf die Strecke von z; nach y, so liefert
dies einen Punkt w = txy + (1 — t)y € M mit der Eigenschaft

lw — pr| < |z — prl
was ein Widerspruch zur Konstruktion von xj, ist. Fiir den Vektor

Uy 1= Tk — Dk
|$kz —pk|

2



gilt ] = 1, d.h. v, € S*7! fiir alle k. S ist aber kompakt, es gibt demnach eine
konvergente Teilfolge von (v}). Bezeichnet v den Grenzwert dieser Teilfolge, dann
erhalten wir aus z = lim py,

<I/,y—ZE> = lim <M7y_pk> 20
k—oo \ [T — Pl

fiir alle y € M. Dies liefert die Behauptung:

M cC{y e R"|[{v,y —z) > 0}



