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Aufgabe 2 (120° Winkel)
a) Seien v, w € R?, dann gilt

v+ w] < o] + |w]

mit = genau dann, wenn v und w linear abhéngig sind. Fiir ¢ € [0, 1] erhalten wir

deshalb

[tz + (1 =t)y) = [tz —a)+ (1 =)y —a)| + [tz —b) + (1 = t)(y — b)]
+ltlz—c)+ (1 =1)(y — o)
< t(le—al+ ]z =0+ o —c) + (1 =0)(ly —al + [y = b + [y — c])
= tf(z) + (1 =1)f(y)

und = ist nur moglich fiir ¢ € (0,1), wenn z —a = ay(y — a), r — b = as(y — b)
sowie x — ¢ = ag(y — ¢) fiir bestimmte oy, ag, a3 € R. Unter der Annahme z # y
bezeichnen wir die von x,y erzeugte Gerade mit L, d.h. L = {x + s(y — x)|s € R}.
Sollte also fiir ¢ € (0,1) und = # y in der obigen Ungleichung ein = gelten, dann
folgt aus der linearen Abhéngigkeit, dass a, b, ¢ Punkte auf der Geraden L sind. Dies
ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, dass a, b, c die Eckpunkte eines Dreieckes
sind. Deshalb ist die Funktion f strikt konvex.

b) Sei

0 :=max{|a —b|,|a —c|,|b—c|}

und definiere V = {z € R?|f(x) < 26}. Da f stetig, V kompakt und f(x) > 2§ fiir
x € R"\ V gilt, folgern wir, dass f ein Minimum besitzt und dieses in V' annimmt
(beachte V' # () da a,b,c € V). Dieses Minimum ist eindeutig, denn unter der
Annahme es gibt x1 # x5 mit

f(x1) = f(x2) = inf f(y)

yeR?2
dann erhalten wir aus der strikten Konvexitédt von f fiir den Punkt 2 = %xl + %3723
f(z) < %f(%) + %f(ifz) = f(z1) = f(z2)
was ein Widerspruch zur Minimaltét von f(x;) und f(z2) ist.

c) Die Funktion f ist differenzierbar fir alle z ¢ {a, b, c}, und falls f(x) das Mini-
mum ist, dann gilt notwendigerweise D f(z) = 0. Wir erhalten aus

pf) = (

1 — ap ZEl—bl T1 —C1 T — Q2 ZEQ—bQ Tog — Co
lt—a|l  Jx—0 |z—c¢| |Jr—a] |x—0 |z—(



und Df(z) = 0:
0= (z—a)|lzr—=>bllr—c|+ (x—b)|lxr—al||lt —c| + (x —¢)|z — al||z — b
Das Skalarprodukt dieses Vektor mit x — a, x — b und x — ¢ liefert

0=z —allz—b|lx —c|+ (x—a,x—0b)|x —allr —c| + (x —a,x — ¢) |z — a||x — b
0= (r—bax—a)|lr—0bllr—c|+ |z —bflx —allzr —c| + (x — b,z — ¢) |x — a||x — b

0= (x—c,o—a)|lr—bllr—c|+{x—cz—b)|r—al|lx—c+ |z —c|lr —al|lz — b
Aus diesen 3 Gleichungen folgt nun

(x—a,x—=b (r—a,x—¢c) (x—bx—c) 1 .
_ _ — = —cos(120°).
T_ale—b  Jp—ali—d Jr—ba—e 3 {20

Aufgabe 4 (Binomialreihe
Es gilt
fPa)=a-(a=1)(a—k+ 1)1 +a)*"

d.h.
fPO)=a-(a=1)-(a—k+1)

und die Taylorentwicklung (vom Grad k) von f um den Punkt zy = 0 ist gegeben
durch

=90 VAW
f(x)zz S JZJ—FRk(I):Z(‘)ZEJ-FRk(JJ).
— ! —\J
J J
wobei (8‘) =1 und (j‘) = w Aus der Lagrangedarstellung des Restglie-
des folgt
SE(E) k+1 @ —k—1, k+1
= - = 1 @
Bule) = 5r® py1)0TOTE
fir ein € € [0, 2] (bzw. £ € [2,0], falls x < 0). Da £ € [0, 1) erhalten wir

0<(1+6)* <1

fiir k4 1 > «, d.h. es reicht zu zeigen, dass |(,¢,)] - 2"*! eine Nullfolge in k ist fiir

k+1
ein beliebiges x € [0, 1). Dazu betrachten wir

o\ kt1
lim M:m-lim a_k‘zme[o,l)
k—o0 (Z)aj’k k—oo k’—l— 1

und aus Analysis I Vorlesung (Quotientenkriterium) erhalten wir die Behauptung:
Die Taylorreihe von f konvergiert gegen f.



