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Aufgabe 1 (Hellinger-Toeplitz) (4 Punkte)
Sei X ein Hilbertraum und T : X → X ein linearer Operator. Existiere S : X → X
mit

〈Tx, y〉 = 〈x, Sy〉

für alle x, y ∈ X. Dann ist T stetig.
(Benutzen Sie den Satz vom abgeschlossenen Graphen.)

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Sei Ω = (−1, 1). Definiere u ∈ L1(Ω) durch

u(x) =

{
u1(x) für x < 0,
u2(x) für x > 0

mit u1 ∈ C1((−1, 0]) und u2 ∈ C1([0, 1)). Zeigen Sie, dass u genau dann eine schwa-
che Ableitung besitzt, wenn u1(0) = u2(0).

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Nehmen Sie an, dass Ω ein Gebiet im Rn und u ∈ W 1,1

loc (Ω) ist. Zeigen Sie, dass auch
u ◦ φ ∈ W 1,1

loc (Ω′), falls φ ∈ C1(Ω′,Ω) ein Diffeomorphismus ist. Berechnen Sie auch
die Ableitung D(u ◦ φ)!

Aufgabe 4 (Ehrling Lemma) (4 Punkte)

‖ · ‖, ‖ · ‖2 und ‖ · ‖3 seien Normen auf X. Es gelte

• (xk) in ‖ ·‖ beschränkt⇒ xkl → x bezüglich ‖ ·‖2 mit einer Teilfolge von (xkl).
(Die Identität Id : (X, ‖ · ‖)→ (X, ‖ · ‖2) ist kompakt.)

• Für eine Konstante c <∞ gilt ‖ · ‖3 ≤ c‖ · ‖2.

Zeigen Sie, dass es zu jedem ε > 0 ein C = C(ε) <∞ gibt, so dass

‖ · ‖2 ≤ ε‖ · ‖+ C‖ · ‖3.
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