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Aufgabe 1 (Bi-Laplace Operator) (444 Punkte)
Sei 2 C R" offen und beschrinkt. Zeigen Sie, dass fiir alle f € L*(f2) eine schwache
Losung u € H3(Q) := W*(Q) von

Au+f=0 inQ

existiert, d.h. es gibt eine Funktion u € HZ(2) so, dass
/AuAng— fodr =0, VYve HZQ)

Die Norm auf H{(Q) ist definiert durch || - ||w22(q) wie in der Vorlesung. Allerdings
gibt es fiir H§(Q2) noch eine dquivalente, “bessere” Norm [|ul| gz(q) := [|D?ul|12(2)
(vgl. dazu auch den Raum Hj(Q2).)

Nutzen Sie folgende Anleitung:

a) Mit Hilfe der Poincaré-Umgleichung zeigen Sie zunéchst dass die beiden oben
erwahnten Normen dquivalent sind.

b) Dann zeigen Sie [, |D*ul* = [,(Au)* V u € H§(S2), und die Existenz einer
schwachen Losung mit dem Satz von Lax-Milgram.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Zeigen Sie sowohl Separabiltit als auch Reflexivitdt der Raume WHP(Q) mit 1 <
p < oo. Benutzen Sie dabei bitte die Abbildung

A:WHP(Q) = LP(QR x R™), A(f) = (f,Df).

Hinweis: Wie vererben sich Separabilitidt und Reflexivitdt auf Unterraume?



Aufgabe 3 (4 Punkte)
Sei I = (0,00) und A # 0. Betrachten Sie A, : W, *(I) — L*(I) definiert als
Ayu = v + \u. Beweisen Sie

L[l < Awull e und fullye < 2l Ayl 2.
2. A, ist injektiv und hat abgeschlossenes Bild.

3. (BildAy)*t = {0} und ind(A,) = 0 fiir A > 0, (BildA,)* = Span{e**} und
ind(A4,) = —1 fir A < 0.

4. Der Operator Ag(u) =/, d. h. A = 0, ist injektiv, jedoch ist Bild A, dicht und
nicht abgeschlossen.

(Hinweis: Verwenden Sie die Vertauschbarkeit von Glittung und schwacher Ablei-
tung.)

Bitte schreiben Sie Ihre(n) Namen, die Matrikelnummer sowie die Nummer Ihrer
Ubungsgruppe auf jedes Losungsblatt. Abgabe ist am Montag, den 2.7. vor der
Vorlesung.



