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Aufgabe 1 (L>®(Q) ist nicht separabel.) (4 Punkte)
Zeigen Sie erst Lemma 12.3.4 mit einem Widerspruch-Argument
Sei X ein Banachraum. Es existiert eine Familie {O;}ier mit

1. Vi € I ist O; eine nichtleere offene Teilmenge von X
2. 0;N0; =0, falls i # j
3. I st nicht anzdhlbar.

Dann ist X nicht separabel.
Sei 2 C R” offen. Dann betrachten Sie die Familie: Fiir jedes a € €2, fixieren wir r,
mit 0 < r, < dist (a, 2°). Setze uq = X5, und

1
Oa = {f € LOO(Q) : ||f - UaHLoo < 5}
Zeigen Sie, dass die Familie O, die Eigenschaften (1)-(3) erfiillt.

Aufgabe 2 (Ehrling Lemma Version.) (4 Punkte)
Seien K € K(X,Y) und T € L(Y, Z) injektiv. Sie zeigen, dass zu jedem e > 0 ein
C. < oo exisiert mit

| Kz|ly <e€llz||x +C||TKx| 2. Ve e X

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Zeigen Sie Lemma 13.1.7: Die kompakten Operatoren K(X,Y) bilden einen abge-
schlossenen Unterraum von L(X,Y).

Aufgabe 4 (24-2+4 Punkte)
Sei 2 C R™ beschriinktes C'-Gebiet, a € L®(Q, M,(R)) und ¢ € L>(Q). Sei die
Abbildung L : W'?(Q2) — W2(Q)’ schwach definert iiber

Lv = —div(aDv) + qu.

Auflerdem sei a symmetrisch und elliptisch mit gz > 0, d.h. es gelte a;;§& > 1> 0
fiir alle £ € R™. Zeigen Sie

1. L ist ein Isomorphismus, falls ¢(z) > A > 0 fiir alle x € Q.

2. L ist Fredholmsch mit Index Null.



3. Fiir die Existenz einer schwachen Losung von
—div(aDv) = f in L?
Dv - an = 0 auf 09.

ist die Bedingung [, f = 0 notwendig und hinreichend. Hier ist n das &uBere
Normalenvektorfeld an 02 und (an); = >, a;;n; in lokalen Koordinaten.

(Hinweis: die Einbettung W12(Q) C L*(Q) ist fiir solche 2 kompakt nach dem Satz
von Rellich, benutzen Sie dies als Black Box.)
Es ist v € W2(Q) eine schwache Losung von obiger Differentialgleichung, falls gilt

/(Dv, aDu) = fu, fiir alle u € WH3(Q).
Q

Bitte schreiben Sie Ihre(n) Namen, die Matrikelnummer sowie die Nummer Ihrer
Ubungsgruppe auf jedes Lisungsblatt. Abgabe ist am Montag, den 9.7. vor der
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