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Aufgabe 1 (Unterlisung) (4 Punkte)

Sei u € C*1(Qr) eine Losung der Wirmeleitungsgleichung. Sie zeigen

a) Ist ¢ : R — R eine glatte konvexe Funktion, dann ist v := ¢ o u eine Unterlésung
der Warmeleitungsgleichung, d.h. v; — Av < 0 in Q7.

b) Ist zusitzlich u € C**(Qr). Dann ist w = |Du|* + u? eine Unterlosung der
Wiérmeleitungsgleichung

Aufgabe 2 (Spiegelung) (4 Punkte)

Sei ¢ : [0,00) — R! stetig und beschriinkt mit ¢(0) = 0. Finden Sie eine Darstel-
lungsformel fiir die Lésung des Problems

Up — Uge = 0, firx > 0,t >0
u(z,0) = ¢(x), fiir x > 0,
u(z,t) = 0, fiir t > 0.

Hinweis. Sie setzen ¢ auf R fort und benutzen Satz 6.6 und (6.6). Weiter zeigen
Sie, dass die so gefundene Darstellung eine Losung des Problems ist.

Aufgabe 3 (Eindeutigkeit ) (2 + 2 + 4 Punkte)

a)(Gronwallsche Ungleichung.) Sei I = [a,b) und erfiille w € C'(I,R) die Unglei-
chung
w(t) < Bltw(t) + alt), Vel

so folgt fiir t € 1

t
w(t) S w(a)efa B(s)ds) +/ Oé(r)efr ,B(S)dsdr'

a

Insbesondere, w(t) < 0 fiir ¢ € I, falls & = 0 und w(a) = 0.

b) Sei B das Einheitskugel in R™ und sei f € C°([0,0)). Betrachte folgendes Pro-
blem



— 2n0

ue C2(B x (0,00)) N CB x (0,00)).

Sie zeigen,
bl) dass das Problem héchstens eine Losung hat,

b2) die Losung (wenn existiert) non-negative ist und die Abschétzung

2

0 <u(z,t) < —exp{/ f(s)ds} + — |x| (1)

besitzt. Weiter gilt u(z,t) < 1/n, falls f <0.

Hmweis Sie benutzen Aufgabe a) zweimal. 1. Fir FEindeutigkeit betrachten Sie
fB (t,x)dx, wobei v = w; — ug, und zeigen Sie, dass w eine Differen-

tmlunglezchung erfillt und somit Sie a) benutzen konnen. 2. Fir (1) betrachten Sie
[z

u — o
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