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Aufgabe 1 (Raumkurve)

Seien ¢, ¢ : I — R3 verschiedene, nach Bogenlinge parametrisierte Raumkurven mit
nirgends verschwindenden Kriimmungen und Torsionen. Man sagt, ¢ und ¢ bilden
ein Bertrandsches Kurvenpaar, falls gilt

c(t) + Rn(t) = ¢(t) + Rnga(t) fiir alle t € 1, (1)

wobei n. (bzw. nz) der Normalvektor von ¢ (bzw. ¢) ist.

Seien ¢ und ¢ ein Bertrandsches Kurvenpaar. Zeigen Sie:

a) ¢ = ¢+ rn., wobei  konstant ist.

b) Der Winkel, der von ¢ und & eingeschlossen wird, ist konstant.

c¢) Sowohl ¢ als auch ¢ haben eine konstante Kriimmung und eine konstante Torsion.

a) Seit € I beliebig, aber fest. Die Bedingung (1) impliziert, dass die parametri-
sierte Gerade

R 37 = c(t) + rine(t),

welche Ortsvektor ¢(t) und Richtungsvektor n.(t) besitzt, mit der parametri-
sierten Gerade

R>ry— E(t) + T'Q?’Lg(t),
welche Ortsvektor ¢(¢) und Richtungsvektor ngz(t) besitzt, iibereinstimmt.

= Die Richtungsvektoren n.(t) und nz(t) der beiden parametrisierten Gera-
den miissen Vielfache voneinander sein
= Da ‘nc(t)| = ‘nc(t)| =1 folgt somit n.(t) = +na(t) (2)
1
© 3 71(8),a(t) € R: ct) +11(H)net) = &(t) + 7a(t) (ne(t))
(Dabei soll die Notation 7 (t),72(t) betonen, dass diese reellen Zahlen vom
)

betrachten Zeitpunkt ¢ abhéngen
= ¢(t) = c(t) + (ri(t) Fra(t))ne(t) VE € I
= Mit r(t) = ri(t) Fro(t) gilt : &(t) = c(t) + r(t)n.(t) Vt € I (3)

Nun ist die Konstanz von r(¢) in I nachzuweisen: Es gilt Vt € I, dass

B (#)ne(t) = &(t) — e(t)

= (1) = r(t){n.(t), n(t)) = r(t){c(t) — c(t), n.(t)).



c)

Daraus erhalten wir mit der Produktregel V¢ € I, dass
= 1'(t) = ('(t) — (t),ne(t)) + ((t) — c(t),nL(t))
() = (1), ne(®)) + (1), ne(t)) + () (nelt), nl(t))
B (1) = £(& (1), na(t)) + (€ (£), ne(®))+7() (nolt), nl(£)) = 0,

da die Geschwindigkeits- zu den Normalenvektoren orthogonal sind und das
Normalenfeld n. normiert ist, was <nc, n;> = 0 impliziert.

=r(t)=r Vtel fireine Konstante r € R

8 é(t) = c(t) +rn.(t) Vtel fir eine Konstante r € R.

Fiir beliebiges, aber festes t € I sei 6(t) der Winkel, der von ¢(¢) und &(¢)
eingeschlossen wird. Nach Definition des eingeschlossenen Winkels gilt also

o LED.2()
(9(15)) o ‘Cl<t)”6/(t)|

Da ¢ und ¢ nach Bogenldnge parametrisiert sind, ist
cos(0(t)) = (d(t),d(t)) Vtel.

Ableiten dieser Identitét ergibt mit der Produktregel (1. Umformung), der De-
finition der Kriimmung einer Raumkurve (2. Umformung), der Gleichung (2)
(3. Umformung) und der Orthogonalitdt von Geschwindigkeits- und Norma-
lenvektor (4. Umformung):

4 cos(0(t)) = (" (t),& (1)) + ((t),"(t))

dt
= w(t)(ne(t), (1)) + R(t)( (), na(t))
= +r(t)(ne(t), & () + +A(t)
= 0.

vVt e I.

= cos(A(t)) =w Vtel fiir eine Konstante w € R
= 0(t) = arccos(w) ist konstant V¢ € I.

Zur Konstanz der Kriimmungen: Es gilt Vi € I, dass

w2 cos(0(t)) = (< (t),@(t))
2 (1), (1)
=1+ r<c’(t), ’C(t)>
=1+ r(d(t), —r(t)d(t) + T(t)b(t))
=1—rk(t). (4)



Dabei haben wir zur Umformung von n! die Frénet-Gleichungen fiir Raum-
kurven verwendet und im letzten Schritt die Orthogonalitéit von ¢ zum Binor-
malenvektor b ausgenutzt.

Umformung von (4) nach £(¢) und die Konstanz von w und r implizieren nun

K(t) = —— el (5)

r

ist konstant. Eine analoge Argumentation liefert die Konstanz der Kriimmung
von c.

Zur Konstanz der Torsionen: Es gilt Vt € I, dass

() = () + rnl(t)

=[] = }c'(t)\2+2r< (1), nl(8)) + r2|nl(t) [
=1=1+2r(d(t),n >+r2‘n(t|

= 0= 2r{c(1), ﬁ(t>c( ) ( (1)) + 12| —r(t)e (1) + T(6)b(t)|*
=0=—-2rk(t)+r ( 2)

=0=2w—-1)+(1- ) +rr(t) (6)

Dabei haben wir die Frénet-Gleichungen fiir n], verwendet und im vorletzten
Schritt die Orthogonalitét von ¢’ und b. Der letzte Schritt basiert auf (5). Durch
die Gleichung (6) und die Konstanz von w und r folgt nun die Konstanz der
Torsion 7 auf I. Analoges Argument liefert auch die Konstanz der Torsion von

C.

Aufgabe 2 (Sphire)

Fiir die Einheitssphire S = {z € R3| 22 + 27 + 23 = 1} konnen wir zwei lokale
Parametrisierungen (Uy = R?, Fiy, Vy = R?) und (Us = R?, F5, Vs = R3) angeben,
indem wir die stereographischen Projektionen py vom Nordpol N = (1,0,0) und
ps vom Siidpol S = (—1,0,0) mit Radius 1 verwenden. Dann gilt S? = Fy(Uy) U
Fs(Us).

In Formeln sind py und pg gegeben durch

1 1
pn(z) = 1 x0($1,$2)7 ps(x) = 1+ 2o

(21, 22).
Berechnen Sie Fy, Fs, und Fy'o Fs: Fg'(Vy NVs) — Fy'(Vy N V).

Fy ist die Umkehrabbildung von py : S? \ {N} — R?, das heift

Fy =py' i R2 5 §2\ {N}.



Wir bestimmen nun die Abbildungsvorschrift von Fy. Fiir festes, aber beliebiges
(21, 15) € R? sei also

Fy(z1,72) = (Yo, Y1, Y2)
fiir (yo,y1,y2) € S?\ {N}. Nun gilt

1
(y1,92),
Y

(21, 22) = (pN Opﬁl)(l‘l,@) = (pN o FN)($1,SU2) = pn (Yo, Y1, 42) = 1— 4

wobei die letzte Umformung auf der Definition von py basiert. Vergleich der Kom-
ponenten liefert

y1 = (1 —yo)xy und yo = (1 — yo)wo. (7)

Fiir die Bestimmung von g, verwenden wir, dass (yo, y1,v2) € S? \ {N}, das heifit
insbesondere gilt

o +yi s =1
< g+ (1—yo)? 1*(1—90)2 5=1
& (1 —y) (@i +23) =1-y
& (1= yo)*(x7 +23) = (1 — y0) (1 + yo)
Wir kénnen diese Gleichung durch 1 — 1y teilen, da 1 —yo # 0, denn (yo, y1,y2) # N.
= (1= yo)(21 +23) = L+ o
ot +as—1=y(l+ 2%+ z3)
- i+l -1
G

Zusammen mit (7) folgt nun

i +a3—1
yO:—
i+ 2341
242 -1 211
=(1— :(1 #) S
= (1= o) 2 +22+1)7 T 22+l
[ — | 219
—(1- :(1 #) . B
yo = (1= yo)w2 2 4a2+1/)7 24+l
Also ist
1
Fy:R?2 5 S?2\{N} F = (22 21,221, 225).
N \{ }7 N(xl,lé) x%+x%+1<x1+$2 y 201, xz)

Mit demselben Vorgehen bestimmen wir nun auch Fg: Fg ist die Umkehrabbildung
von pg : S\ {S} — R?, das heifit

Fs=pg' :R* = S*\ {S}.



Bestimme nun die Abbildungsvorschrift von Fj. Fiir festes, aber beliebiges (z1, x2) €
R? sei also

Fs(x1,22) = (Yo, y1,92)

fiir (yo,y1,92) € S*\ {S}. Nun gilt
1

(21, 22) = (ps Opgl)(th) = (ps © F5)<1;17x2> = ps(Yo, y1,y2) = ryo(yl,yz).

Hier basiert die letzte Umformung auf der Definition von pg. Vergleich der Kompo-
nenten liefert

y1 = (1 +yo)r; und ys = (1 + yo)xs. (8)

Fiir die Bestimmung von y, verwenden wir, dass (yo, y1,y2) € S?\ {S}, das heifit
insbesondere gilt

vo+ui+us =1
S 2+ (14 yo)?2? + (14 yo)?22 =1
& (14 yo)*(a? +23) =1 —yp
& (1L+yo)*(aF 4+ 23) = (1 — yo) (1 + vo)

Wir konnen diese Gleichung durch 1+ yq teilen, da 1+ yy # 0, denn (yo, y1, y2) # S.

= (1+y0) (2} +23) =1 —yo

Sait+a;—1=yo(—1—27 —23)

& o= 2+ 22— 1 _ 1—x%—x§‘
—x?—22-1 22+2i+1

Dies und (8) implizieren

1—x%—x§
Yo= 5 3.1
i +ay+1
1 — a2 — 22 21,
— (1 :(1 #) -
yo=(1+ o) +x%+x%+1 o x%+x§—|—1
1 — 22 — 22 229
— (1 :(1 #) e
y2 = (1+ yo)w2 +m%+x§+1 2 3+ +1
Somit ist
1
.2 2 _ 2 2
Fs.R — S \{S}, F5<I1,$C2>—m(l—l‘l—x2,2ﬂ?1,2$2).

Wir betrachten nun noch Fy' o Fs. Der Definitionsbereich von Fy'o Fg ist gegeben
durch

Fg' (Vs N Fy(RY)) = Fg ' (RPN (S*\ {N}))= Fg ' (S*\ {N}) =R*\ {(0,0)}



Der Bildbereich ist
Fy' (Fs(R*\ {(0,0)})) = Fy' (S*\ {S, N}) =R*\ {(0,0)},
das heif3t
Fy'o Fs :R*\ {(0,0)} — R*\ {(0,0)}.
Fiir alle (z1,7) € R?\ {(0,0)} gilt

1 2

FyloF, = pn (F: =pn| 55— — 2] —23,22,2
( N © S)(xl,ﬁz) pN( s(%@z)) pN(QZ%—l-.’E%—{—l( Ty — Ly, 421, $2))

. 1 2&31 2.172
et \a? el + U+ a4 1

o2+l
B ?+2i+1 2z, 2z
223422 \ et a4l ai a1
1
= ———(z1,22).
x%—i—x%( 1, 2)

Demnach ist

FytoFs: R\ {(0,0)} = R*\ {(0,0)}, (Fy'o Fs)(z1,22) =

L ()
——— (21, x2).
23+ a3 b2

Aufgabe 3 (Zylinder)

Der Zylinder ist gegeben durch Z = {(x,y,z) € R?| 2% 4+ y? = 1}. Zeigen Sie, dass
der Zylinder eine reguldre Flédche ist und berechnen Sie die Tangentialebene von Z
inp=1(0,1,2) € Z.

Wir wollen Proposition 2.4 aus dem Skript anwenden, um nachzuweisen, dass
Z eine reguldre Fléche ist:
Dazu wiihlen wir V; = R? (klarerweise offen) und definieren

f:Vo—=R, flz,y,2) =2*+y* — 1.
Als Produkt und Summe glatter Funktionen ist f glatt und es gilt
Z = f710).
Fiir die Anwendung von Proposition 2.4 miissen wir nun noch iiberpriifen, dass
gradf(p) # (0,0,0)" Vp=(z,y,2) € Z.
Allgemein gilt fiir beliebiges p = (z,y, 2) € R3, dass

gradf(p) = (2x,2y,0)".



Demnach folgt
gradf(p) = (0,0,0)" & z=y=0 < p=(0,0,2) ¢ Z,

das heift fiir alle p € Z ist gradf(p) # (0,0,0)". Mit Proposition 2.4 ist Z eine
reguldre Flache.

Fiir die Berechnung der Tangentialebene von Z in p = (0,1,2) € Z verwen-
den wir Proposition 2.15 aus dem Skript. Damit gilt nun mit unser gerade
getroffenen Wahl von V;, und f

T,Z = grad f(p)*,

das heifit

€1

T(O,I,Q)Z =12 =R x {O} xR C R3.

e}

e}



