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Aufgabe 1 (Der Rotationstorus)

Der Rotationstorus ist durch
F(u,v) = ((R+rcosu)cosv, (R+rcosu)sinv,rsinu), 0<u,v<2m,0<r<R

gegeben, vgl. Aufgabe 1, Serie 05.
Berechnen Sie die erste und zweite Fundamentalform, die Gaulkriimmung und die
mittlere Kriimmung.

e zur ersten Fundamentalform:

Es ist
Ya —7rsinu cos v —(R+ rcosu)sinv
8—(u,v) = | —rsinusinv und a—(u,v) = | (R+rcosu)cosv
Y 7 CosU v 0

Damit folgt (unter Anwendung des trigonometrischen Pythagoras bei der Berech-
nung von gy und goo)

2 2
:7",

OF
gu(.v) = | 5 (u,v)

g12(u,v) = <g—i(u,v), ({;—f(u,v)> =0 = go1(u,v)

2
= (R +rcosu)’.

OF
goa(uv) = | 5w, v)

Die darstellende Matrix der ersten Fundamentalform beziiglich der Basis
(%E(u,v), %5 (u,v)) des Tangentialraums Tr(,.)S, S = F((0,27) x (0,2m)), ist
somit

(9i5(u,v)),; = (7;)2 (R+ rocos u)2> '

e zur zweiten Fundamentalform:
Wir wollen die darstellende Matrix der zweiten Fundamentalform beziiglich der
Basis (g—i(u,v),%—f(u,v)) des Tangentialraums T'r(,.)S berechnen. Dafiir gilt
nach Definition 2.29 aus dem Skript

2
hij(u,v) = <§'§(u,v),]\/(u,v)> V1<i,j<2,
i Jj




wobei N ein stetig gewéhltes Einheitsnormalenfeld von S ist.
Die zweiten partiellen Ableitungen von F sind

62F( | — 7 COSUCOS U 2F ) rsinusiny
_ = — 1n _— = — 1n
52 u, v T_C(;SS;;SU v, 5000 u, v rs Oucosv
und
2F —(R + rcosu) cosv
W(U’U) = | —(R+rcosu)sinv
v 0
Der Vektor
8F( » 6F( | _TEZT_TCOSU))COSUC'OSU
—(u,v) X —(u,v) = | —r 7 COSU) COS U Sin v
ou "’ ov "’

—r(R+ rcosu)sinu
OF

steht nach Definition des Kreuzprodukts senkrecht auf dem von %-
OF

5o (u,v) und
(u,v) erzeugten reellen Unterraum. Dieser Unterraum ist nach Proposition
2.13 gerade der Tangentialraum T (,,,)S. Damit ist

ov

oF oF — COS U COS U
u,v) X S=(u,v
N(u,v) = u (1 0) X 5y (1, 0) = | —cosusinv
oF oF
|8u (U,’U) X ov (U, U)l

—sinu

normiert und orthogonal zu T(,,)S. Ein stetiges Einheitsnormalenfeld von S ist
also durch

— COS U COS U
N :(0,27) x (0,27) = S?, N(u,v) = [ —cosusinv

—sinu
gegeben. Wir erhalten also

hi(u, v) = <?;T];(u,v),N(u,v)> =7

his(u,v) = <§5§L(u, v), N(u, v)> =0

2
hos(u,v) = <%T};(u,v),]\f(u,v)> = (R + rcosu) cos u.

Die darstellende  Matrix

der zweiten

(%5 (u,v), %5 (u, v)) ist demnach

Uw@mﬂmz(r 0 >.

Fundamentalform  beziiglich

0 (R+rcosu)cosu
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e zur GauB-Kriitmmung:
Nach Definition 2.34 aus dem Skript ist fiir beliebiges, aber festes p € S die
GauB-Kriimmung K (p) gegeben durch

K(p) = det(W)),

wobei W, fiir eine darstellende Matrix der Weingarten-Abbildung W, : T,,S —
7,5 von S in p steht. Wir miissen also nun eine darstellende Matrix der
Weingarten-Abbildung W, berechnen. Nach der Definition der zweiten Funda-
mentalform gilt

IL(X,Y) = (W,(X),Y) VX,Y €T,S
Sei (wij(u,v)).. die darstellende Matrix von W, beziiglich der Basis
j ij P

or U, v ,?—F u,v)) von T,S. Dann gilt V1 <i,j <2
ou v p

hij(u,v) = ]Ip(aﬁ—lj(u, v), %—f(u,v)) = <Wp <aa—1:(u, v)), aa—lj(u, v)>

oF oF oF
= <w1j(u, v)a—l(u, v) + wo;(u, U)a—Q(u, v), E(u, v)>
= g (u, v)wy;(u, v) + giz(u, v)waj(u,v).
In Matrixschreibweise gilt also
(hij (U, U))ij = (923 (U, U>)ij (wij (U, U))ij
und Multiplikation mit der inversen Matrix liefert somit die allgemeine Identitét

(wij(,0)),; = (9:5(u,0)); (hig(u,0)) -

In unserem konkreten Fall einer parametrisierten Flache gilt also

(wij(u,v)), = 2 (1] r 0
WA E ) i 0 Feosmz/ \0 (R+rcosu)cosu

(l : )
—

cosu .
0 R+7rcosu

1 0 cos u
K(p) =det | =—
(p) = de (O %) r(R + rcosu)

Damit gilt nun

e zur mittleren Kriimmung;:
Nach Definition 2.34 aus dem Skript gilt fiir festes, aber beliebiges p € S, dass
die mittlere Kriimmung gegeben ist durch

1

H(p) = §tr(Wp) = %tr((wij(u,v))ij>

R+ 2rcosu
~ 2r(R+rcosu)’
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Aufgabe 2 (Tschebyscheff-Netz)

Sei S eine reguldre Flache und (U, F,V) eine lokale Parametrisierung mit U =
(0, A) x (0, B). Man zeige, dass die folgenden Bedingungen #dquivalent sind:

(i) Fiir jedes Rechteck R = [u',u! + a] x [u*,u* + b C U sind die ge-
geniiberliegenden Seiten von F(R) gleich lang.

(i) Es gilt %: %52 0 in ganz U.

Man zeige ferner, dass unter diesen beiden Bedingungen eine Parametertransforma-
tion ¢ : U — U existiert, so dass bzgl. der Parametrisierung F := F o ¢~! die erste
Fundamentalform die Gestalt
1 cosé
(cos& 1 )

hat, wobei # der Winkel zwischen den Koordinatenlinien ist.

Hinweis: Betrachte fiir den zweiten Aufgabenteil die Abbildung
6:U—T, olulu (/ Ve de, [ omlen) dy)

Seien (a,b) € (0, A) x (0, B) beliebig, aber fest und sei R = [u!, u' + a] x [u?, u? +b].
Betrachte nun die Kurvenpaare

c1:[0,a] =V, ci(t) == F(u' +t,u?),
co i [0,a] =V, co(t) = F(u' +t,u* +)

und

1 [0,6) = Vi ls) = Flulu? + 5)
Yo [0,6] =V, 7a(s) == F(u' + a,u® + s),

welche die jeweils gegeniiberliegenden Seiten von F(R) parametrisieren. Fiir die
Léngen der Kurven gilt (mithilfe der Kettenregel und nach Definition der ersten
Fundamentalform)

oF

Lo = [ 140l = [ 5w

Y OF
L(Cz):/ 0 —(u' +t,u? —I—b dt = /\/gn ul +t,u?+b)dt

ou'
b , b 8F . ) b - .
L) = [ hilas = [ |55 9 as = [Vl v

b b
oF
L(y) = / ‘_8u2 (u' +a,u® + 8)‘ ds = / Ve (U + a, u? + ) ds.
0 0

ut +t,u?) ‘dt:/ g (ul +t,u?)dt

und
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(i) = (i)

V (a,b) mit [u', u' +a] x [u?,u® +b] C U gelte, dass

L(Cl) = L(Cg) 54 /a \ gu(ul + t, U2) dt = /a \/gn(ul + t,u2 + b) dt

L(m) = L(72 <=>/ v goa(ul, u? + s) ds—/ Vg2 (ul 4+ a,u? + s) ds

Mit dem HDI folgt durch Ableiten der Integralgleichungen, dass
V (a,b) mit [u',u! +a] x [u?,u* + 0] C U:

Vo (ul +a,u?) = /gu(ul + a,u? +b)
& gn(u' +a,u?) = g (vt +a,u® +b)

) =
) =
V gaa(ul, u2+b) Vg2 (ul + a,u? + b)
& gp(ut,u? +b) = gn(u +a,u’ +b).

Da diese Gleichheiten V (a,b) mit [u', u' + a] x [u?,u? + b] C U gelten,
folgt, dass g1 konstant beziiglich der zweiten Koordinate und g9s kon-
stant beziiglich der ersten Koordinate ist. Das heiit V (u', u?) € U:

%(ul,zﬁ) =0, %(ul,ﬁ) =0.

Es gelte V (u',u?) € U, dass

dg dg
Wg(ulwz) =0, ﬁ(ul,v?) =0,

das heift gy, ist beziiglich u* und gos beziiglich u' konstant. Damit folgt
V (a,b) mit [u',u! +a] x [u*,u* + 0] C U:

gu(u' +t,u?) = gll(ul +tu’+ b) Vte (0,a)

goo(ut, u® 4 5) = gao(u' + a,u® +5) Vs € (0,b).

Integration dieser Gleichheiten (mit vorigem Wurzelziehen) liefert

/ mdt—/ Vg (ut +t,u? 4 b) dt
0 0
b b
/ Vg(ul,u? + 5) ds = / V gaa(ul + a,u? + s) ds.
0 0

Dies ist dquivalent, dazu dass V (a,b) mit R = [u', u'+a] x [u?,u?*+b] C U

L(ci) = L(ez), L(m) = L(v2)-

Da ¢y, ¢y und 1,7, die gegeniiberliegenden Seiten von F'(R) parametri-
sieren, sind diese also gleich lang.
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Fiir den zweiten Aufgabenteil nehme nun an, dass die lokale Parametrisierung
(U, F,V) die Bedingung (i) bzw. (ii) erfiillt.

Sei zunéchst ¢ : U — U beliebige Parametertransformation und F=Fo ¢~'. Dann
gilt fiir die darstellende Matrix (gw( ))w der ersten Fundamentalform beziiglich der

neuen lokalen Parametrisierung (U ,F,V) von S:

(9:(@)),; F)'DgF = (Dy(uy(F 0 ¢71)) Doy (F 0 67")

= (Da
= (D, FDW YD, F Dy 6"
= (Do¢ ™)' (DuF)' DuF Dy~
= (

Dyy¢™") (935(w)) ; Doty ™" VaeU. (1)

Dabei haben wir in der ersten Gleichheit die Definition der darstellenden Matrix
der ersten Fundamentalform beziiglich (U , F , V) benutzt. In der zweiten Gleichheit
wurde die Definition von F, in der dritten Gleichheit die Kettenregel und in der
vierten Gleichheit eine Rechenregel fiir transponierte Matrizen verwendet. Sei nun

6 U=T, o) (/ \/gnxydx/ \/gwydy)

Da aufgrund von (ii) ¢g;; konstant beziiglich der zweiten Koordinate und go5 konstant
beziiglich der ersten Koordinate ist, konnen wir ¢ umformen zu

Ul u2
= </ vgu(:v,u2)dx,/ V ga2(ut, y) dy).
0 0
Dann gilt mit dem HDI

Dy¢ = (aul fo vV g11(z,u?) dz % Vo (z,u )dx)
wee d
-2

I
=2 gaz(ut, y) dy Jo? Vg22(ul,y) dy
— gll(u17 U'Z)
0 922 Ul
Damit folgt
1
Dy = (Dyd) ™ = ———D,
s(w) P (Do) et(Dud) )

- \/gll(ulaUQ)lx/gm(ul,UZ) ( g”(gl " 922((;1#2))

1
—_— 0
v/ 922(ut u?) )
0 4+ )

v/ 911 (utu?)

wobei die erste Umformung auf der aus Analysis bekannten Identitét fiir die Jacobi-
Matrix der Umkehrfunktion ¢! und die zweite Umformung auf der Cramerschen
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Regel basiert. Einsetzen dieser Darstellung in (1) liefert

1 1
—_— 0 —_— 0
~ /i~ ul u? \/ ul u2
(gij(u))ij = gm(() ) 1 (gij(u))ij QQQB : 1
g11(ul,u?) v/ 911 (ut,u?)
1 gi2(u'u?)
= () lel?m V) vael

Vo (ulu?)gaz (ul u?)

Nun ist

912<U1,U2) o <%(u1,u2),%(u1,u2)>
\/g1l(u1,u2)g22(u1,u2) |%<u17u2)’ |%(ulau2)’

wobei 6 der eingeschlossene Winkel zwischen 95 (u', u?) und 9% (u!, u?) ist, also der
Winkel zwischen den Koordinatenlinien. Insgesamt

- 1  cos@ . =
(%Wmf:@%e 1) VieU.

Aufgabe 3 (Das Mobiusband)

Man betrachte die Abbildung F : [—7,7) X (—1,1) — R? definiert durch

F(0,t) .= (<1 + t cos g) cosd, (1 +tcosg) Siné,tsing> )

Das Bild S = F([—m,m) x (=1,1)) ist ein Mobiusband. Zeigen Sie, dass S eine
regulédre Flache ist, die aber nicht orientierbar ist.

Hinweis: Nehmen Sie an, dass es ein stetiges Finheitsvektorfeld N : S — R3 gibt.
Beschrinken Sie Ihre Untersuchung von N auf die Kurve K := F([—m,m) x {0}),
indem Ste fiir jedes p € K zundchst die Tangentialebene T,S (mit Hilfe der Abbildung
F) bestimmen. Zeigen Sie dann, dass die Abbildung N in K unstetig ist.

o S=F([-m, m) x (—1,1)) ist regulére Fléiche.
Wir betrachten die Abbildung

F:R* =R} F(0,t):= ((1—|—tcosg) cos 0, <1+tcosg) sinQ,tsing) i

Dann ist

= F(Uy) U F(Uy) U F(Us) U F(Uy)



mit

U, :( T ”) ¥ (—=1,1), Us = (0,7) x (—1,1),

)
3 7
Us = <_77_§> x (=1,1), Us=(-m,0)x(=1,1).

Zeige nun, dass F': U; — F(U;) Homéomorphismus ist V1 < i < 4. Dazu machen
wir eine Fallunterscheidung;:

1. Fall: 1 =1,3
Sei (0,t) € {(=%,-%)U(—-%,%)} x (—1,1) beliebig, aber fest.

2
= cosf # 0, 1+tcosg7£0, cosg;é(). (2)
Sei (z,y,2) = ((1+tcos)cosd, (1 +tcos$)sind, tsinl).
= xsinf —ycosh = 0. (3)
Teilen von (3) durch cosé # 0
= rtanf —y = 0.
Wegen (2) ist x # 0, somit

= 0= arctan(y).
x
Umformung von z unter Verwendung von (2)

T 1
:>t:< —1) .
cos oS 5

2. Fall: i = 2,4
Sei (0,t) € {(—m,0) U (0,m)} x (—1,1) beliebig, aber fest.

= sinf # 0, 1+tcosg7é0, sing#O. (4)

Sei (z,y,2) = ((1 4+ tcos)cosd, (1 +tcos$)sinb, tsinl).
= xsinf —ycosfd = 0. (5)
Teilen von (5) durch siné # 0
= x —ycotd =0.
Wegen (4) ist y # 0, somit

z
= 0 = arccot <—>
Yy

Umformung von z unter Verwendung von (2)

=t =

9
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= F : U; — F(U;) ist Homéomorphismus V1 < i < 4, denn Fallunterscheidung
hat gezeigt, dass die Abbildungen bijektiv und deren Umkehrabbildungen stetig
sind.

Zudem gilt:

0 0
—2singcosf — (1 +tcoss

OF OF g Sl 5 €08 p 3
<@(0,t),§(9,t)> = < -3 s1n§s1n9;l— (1;ktcos 5)cosl |, cos'is;né’
§COS§ SIHE

=0 V(0,t) € [-m,7m) x(—1,1).

! )sin 6 cos 2 cos § >

= rang Dy F = rang(%—?(@,t), %—f(&,t)) =2 VY(0,t) € [-m,7) x (—1,1).

= S ist reguldr (nach Definition 2.1 aus Skript)

e S ist nicht orientierbar.

Bemerke zunéchst, dass

F(—m,0) =(—1,0,0) und gl}n F(6,0) = (-1,0,0). (6)
Nehme an, dass ein stetiges Einheitsnormalenfeld N : S — R3 existiert. Somit gilt
or or
N(F(0,1)) H T0,4) x Z(0,1) V(0,t) € [-m,7) x (—1,1),
00 ot
denn Tp(g)S = spanR(%—g(G, t), %—15(9, t)) Zudem ist

IN(F(0,1))|=1 VY (0,t) € [-m,m) x (=1,1).

Die einzigen Moglichkeiten fiir N sind somit (aufgrund der Stetigkeit von N)
gegeben durch

1. Fall:
9E (9 1) x 2£(9,1)
N(F(9,t)) = 20~ ot > vV (0,t) € [—m,m) x (—1,1).
( ) 55(0,) x 57(0,1)]
2. Fall:

98(0,t) x 2(0,t)

N@@m:_%@ﬂx%@m

vV (0,t) € [-m,m) x (—1,1).

In beiden Féllen gelangen wir nun zu einem Widerspruch:

1. Fall: V6 € [—m, ) gilt, dass

: 0
9F (9 () x 2F (9 —sin 6 cos 5 cos
N(F(6,0)) = o (0,0) < 57 (8, 0) = | cosf | x [ cosZsing
9E (9 0) x 9 \ 2
a6\ ot \7> 0 sin
Singcosﬁ
= sin%sin@
—cos £

2



1
= [0] = N(F(=7,0) € N(1lim F(6,0))
0 0

N stetig n. Ann

lim N(F(6,0))

sin g cos 0 —1
= lim | sin g sinf | =1 0 4
s
—cos? 0

2

2. Fall: Analoges Argument liefert auch im zweiten Fall einen Widerspruch.

Aufgabe 4 (Gauf-Abbildung kompakter Flichen)

Sei S C R3 eine kompakte, nicht leere, reguliire Fliiche.
a) Zeigen Sie, dass die GauB-Abbildung N : S — S? surjektiv ist.
b) Zeigen Sie, dass K > 0, falls die GauB-Abbildung auch injektiv ist.

c¢) Verbessern Sie a) und zeigen Sie, dass die Einschrinkung der Gauf-Abbildung
auf Sy == {x € S| K(x) > 0} surjektiv ist.

Hinweis: Betrachten Sie fiir einen beliebiger Einheitsvektor n € S* die Familie der
affinen Ebenen, auf denen n senkrecht steht. Fine dieser affinen Ebenen hat die
gewtinschte Figenschaft.

a) Sei N € S? beliebig, aber fest. Betrachte die Ebene
E:={reR®: (z,N) =0},

das heifit E ist die Ebene, auf der NV senkrecht steht. Wie im Hinweis gegeben
betrachten wir nun die Familie (E,),cr der affinen Ebenen

E.,=FE+rN VreR.
Wir definieren
R=sup{reR:3dpeSNE.}. (7)

Da S nach Voraussetzung kompakt, also insbesondere beschréinkt, ist, existie-
ren R, R € R, so dass

SNE.=0 VYr>R
und
SNE. =0 Vr<R

Insbesondere ist also R < R< E’, das heifit R € R. Wir wollen nun zeigen,
dass in (7) das Supremum angenommen wird, die Gleichheit also sogar mit
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dem Maximum anstatt des Supremums gilt. Wir wissen nach der Definition
des Supremums in Analysis, dass gilt:

3 (rp)nenCR : VneN : dp. € SNE, und 71, > R fiir n — oc.

Die Folge (pr, )nen ist insbesondere in S enthalten. Da S nach Voraussetzung
kompakt ist, existiert also eine Teilfolge (prnk) ken, so dass p,, — p fir k — oo
mit p € S.

Wir wollen nun noch folgern, dass p € Eg: Fiir alle k € N ist Pra, € Er, , das
heifit nach Definition der affinen Ebenen haben wir

Pro, = ey +rp,, N VEeEN

mit (ex)ren C E. Da (py,, )ren als konvergente Folge insbesondere eine Cauchy-
folge ist und die Abbildung, die einen Vektor auf das orthogonale Komplement
des Vektors zu N abbildet, stetig ist, ist (ex)ren eine Cauchyfolge. Da R?
vollsténdig ist, existiert e € R3, sodass e, — e fiir k — oo. Es ist (ex)peny C F
und da F als linearer Unterraum abgeschlossen ist, folgt e € E. Mit den Kon-
vergenzen e, — e € B und r,, — R fiir K — oo ergibt sich somit

Pro, =e,+r,, N e+ RN € E+RN=FLEp firk— oo.
Damit ist p € SN Er. Wir erhalten also
R=max{r e R : dpe SNE,}.

Somit beriihrt Er die Fliche S (mindestens) in dem Punkt p und ganz S
liegt auf einer Seite von Er. Damit ist £r = 71,5 4 p. Nach Defintion von Er
ist also N Einheitsnormalenvektor von S in p. Damit ist die Gauf-Abbildung
surjektiv.

Wir fithren einen indirekten Beweis. Nehme also an 3 p € S mit K(p) < 0. Da
p hyperbolischer Punkt ist, folgt mit Satz 2.36, dass S auf beiden Seiten von
p + 1,5 liegt. Betrachte die Familie affiner Ebenen

E, =rN(p)+T1T,5 VrekR.

Dann ist aus a) bekannt: 3 R > 0 mit Ex = ¢ + 1,5, sodass 1,5 1. N(p) und
ganz S auf einer Seite von ¢ + 7,5 liegt. Da T, L N(p) folgt N(q) = N(p).
Aber p # ¢, denn S liegt auf beiden Seiten von p+7,S und nur auf einer Seite
von q + 1,58 = q + T,S. Also ist die GauB-Abbildung nicht injektiv.

Wir haben in a) zu beliebigem N € S? einen Punkt p € S gefunden, sodass S
komplett auf einer Seite von p + 7,5 liegt und N Einheitsnormalenvektor zu
S in p ist. Nach Satz 2.36 ist somit K (p) > 0, das heifit p € S, . Demnach ist
die Einschrinkung N, : S, — S? immer noch surjektiv.
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