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Aufgabe 1 (Krimmung) (4 Punkte)

1) Sei ¢ : I — R? eine regulir parametrisierte Kurve. Dann ist die Kriimmung von

¢ gegeben durch
) A1)
IEOIE

2) Berechne die Kriimmung der Ellipse ¢(t) = (acost, bsint)’, t € [0,27), a # b.

Aufgabe 2 (Abschitzung der Krimmung) (4 Punkte)

Sei I C R offen und ¢ : I — R? eine ebene nach Bogenlinge parametrisierte Kurve.
Die Kurve verlaufe in der Kreisscheibe vom Radius R, d.h., ||c(t)|| < R fiir alle ¢t € I.
In ¢ty € I beriithre die Kurve den Rand der Kreisscheibe, d.h., ||c(ty)]| = R. Zeigen
Sie, dass fiir die Kriimmung die folgende Abschétzung

1
|k(to)| > I

gilt. (Hinweis. Betrachte %L:OHc(t)H2 und %h:OHC(t)HQ.)

Aufgabe 3 (Umlaufzahl) (6 Punkte)
Sei ¢ : [0,00) — R? gegeben durch
c(t) = (2cost + 1)(cost,sint).

a) Zeigen Sie, dass diese Kurve geschlossen ist und finden Sie die minimale Periode
L. Ist ¢ einfach geschlossen?

b) Zeigen Sie Remark 1.37, ndmlich, fiir eine periodische regulire parametrisierte
ebene Kurve mit Periode L gilt

1 L

k(t)|d (t)]dt.

Ne

c¢) Bestimmen Sie die Umlaufzahl n. der oben gegebenen Kurve c.

Bitte wenden Sie!



Aufgabe 4 (Totalkrimmung) (4* Bonus-Punkte)

Sei ¢ : [a, b] — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve mit c¢(a) = ¢(b). Man
zeige, dass fiir die Totalkrimmung der Kurve

IS

gilt. Hinweis: Widerspruchsargument. Man nehme f; |k(t)|dt < 7 an. Wihle eine
Winkelfunktion 6 : [a,b] — R mit ¢'(t) = (cos0(t),sin 0(t))" und zeige

0< 0(t) — min 0(t) < 1

_girl%() tg;g]() T, (1)

woraus man die Eristenz eines v € S' mit (d(t),v) > 0 fiir alle t € [a,b] folgere.

Nun integriere man von a bis b und erhalte ein Widerspruch. Im Beweis von (1)
benutzen Sie die Gleichung,

0'(t) = k(1)

die wir schon in der Vorlesung bewiesen haben.

Bitte schreiben Sie Ihre(n) Namen, die Matrikelnummer sowie die Nummer Ihrer
Ubungsgruppe auf jedes Lisungsblatt. Abgabe am Dienstag, den 02.05.2023 bis
12:00 Uhr.



