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0. Vorab: Der Euklidische Raum

In dieser Vorlesung geht es (hauptsächlich) um di�erenziebare Kurven und
Flächen im (Rn, d), wobei zumeist n = 3 oder n = 2. Mit Rn bezeichnen wir
den Vektoreraum aller Spaltenvektoren mit n reellen Einträgen, x1

...
xn

 = (x1, · · · , xn)t ∈ Rn.

Das euklidische Standardskalarprodukt auf Rn wird mit spitzen Klammern
geschrieben,

x · y = 〈(x1, · · · , xn)t, (y1 · · · , yn)t〉 =

n∑
j=1

xjyj .

Die euklidische Norm (bzw. der Abstand) ist gegeben durch

‖x‖ =
√
〈x, x〉

(bzw.
d(x, y) = ‖x− y‖.

Mit diesem Abstand ist Rn metrischer Raum. F : Rn → Rn heiÿ Isometrie,
fass F injektiv und surjektiv ist und gilt:

d(F (x), F (x)) = d(x, y), für alle x, y ∈ Rn.
Man kann zeigen, dass die Menge der Isometrien vom Rn eine Gruppe ist.
Man nennt die Gruppe die Isometriegruppe.

Theorem 0.1 (Isometriegruppe von Rn). Die Isometrien des Rn sind die
Abbildungen der From

F (x) = Sx+ a mit S ∈ O(n) und a ∈ Rn.
Diese Abbildungen nennt man auch eukldische Bewegungen (rigid motion auf
Englisch).

Proof. Es ist leicht zu sehen, dass jede solche Abbildung isometrisch und
surjektiv ist. Sei umgekehrt F : Rn → Rn Isometrie, zunächst mit F (0) = 0.
Dann folgt

|F (x)| = |x|.
Mit der Polarisationsformel schlieÿ wir,

〈F (x), F (y)〉 = −1

2
(|F (x)− F (y)|2 − |F (x)|2 − |F (y)|2)

= −1

2
(|x− y|2 − |x|2 − |y|2)

= 〈x, y〉.
Ist e1, · · · , en die Standardbasis, so folgt

(1) 〈F (ei), F (ej)〉 = 〈ei, ej〉 = δij ,
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d.h., F (e1), · · · , F (en) ist wieder eine Orthonormalbasis, und es folgt für
x =

∑n
i=1 x

iei ∈ Rn

F (x) =
n∑
i=1

〈F (x), F (ei)〉F (ei) =
n∑
i=1

xiF (ei).

Somit ist F eine lineare Abbildung. Mit (1) ist F (x) = Sx für ein S ∈ O(n).
Sei schlieÿlich F : Rn → Rn Isometrie mit F (0) = a ∈ Rn. Mit τ−a(x) =

x−a folgt dann τ−a ◦F (0) = 0, also τ−a ◦F (x) = Sx für ein S ∈ O(n), bzw,
F (x) = Sx+ a.

Remark 0.2. Für eine Isometrie F : Rn → Rn ist die Darstellung F (x) =
Sx + a eindeutig bestimmt, denn es gilt a = F (0) und S = DF (0) (sogar
S = DF (x) = DxF für jedes x ∈ Rn).

Hierbei ist DF (x) = DxF die Jacobi-Matrix in x ∈ Rn

Dxf =


∂f1

∂x1
(x) · · · ∂f1

∂xn (x)
...

...
∂fm

∂x1
(x) · · · ∂fm

∂xn (x)


für f = (f1, · · · , fm)t : Rn → Rm. Speziell füe eine Funktion f : Rn → R ist

grad f = Df =

(
∂f

∂x1
, · · · , ∂f

∂xn

)t
der Gradient.

Für einen Untervektorraum V ⊂ Rn ist

V ⊥ := { x ∈ Rn | 〈x, y〉 = 0, ∀ y ∈ V }

das orthogonale Komplement.
Das Vektorprodukt auf R3 ist de�niert durchx1

x2

x3

×
y1

y2

y3

 =

 x2y3 − x3y2

−x1y3 + x3y1

x1y2 − x2y1

 .

Eine Gleichung der Form f(x) = g(x)+O(h(x)) (bzw. o(h(x))) für x→ 0
bedeutet, dass

f(x)− g(x)

h(x)
≤ C, für alle x 6= 0 aus einer Umgebung von 0,

(bzw.
f(x)− g(x)

h(x)
→ 0, mit 0 6= x→ 0.

)
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1. Kurven

1.1. Parametrisierungen.

De�nition 1.1 (parametrisierte Kurve). Eine parametrisierte Kurve ist eine
C∞-Abbildung

c : I → Rn,
wobei I ⊂ Rn ein Intervall ist und n ∈ N, n ≥ 1.

Das intervall I aus der de�nition kann o�en, abgeschlossen oder hal-
babgeschlossen sein; auch kann I beschränkt oder unbschränkt sein. Eine
Abbildung c(t) wird gegeben durch

c(t) = (c1(t), c2(t), · · · , cn(t))t,

wobei ci : I → R eine Funktion für alle 1 ≤ i ≤ n ist. Die Abbildung c is
genau dann C∞, wenn für jedes i ∈ {1, 2, · · · , n} die Funktion ci C

∞ ist.
Die Ableitung c′ von c ist (c′1(t), c′2(t), · · · , c′n(t))t.

De�nition 1.2 (reguläre parametrisierte Kurve). Eine reguläre parametrisierte
Kurve ist eine parametrisirte Kurve c : I → RN mit

c′(t) 6= 0

für alle t ∈ I.

Beispiel 1.3. a. (Die Gerade) Die Abbildung

c0 : R → Rn
t → p+ vt,

wobei p, v ∈ Rn, ist eine parametrisierte Kurve. Ferner gilt c′(t) = v für alle
t ∈ R, somit ist c genau dann regulär parametrisiert, wenn v 6= 0.

b. (Die Kreislinie in der Ebene mit Radius r > 0) Die Abbildung

c1 : R → R2

t → (r cos t, r sin t)t,

ist eine reguläre parametrisierte Kurve.

b'. (Die Kreislinie in der Ebene mit Radius r > 0) Die Abbildung

c2 : R → R2

t → (r cos 2t, r sin 2t)t,

ist eine reguläre parametrisierte Kurve.

c. (Traktrix oder Schleppkurve) Die Kurve

c(t) = (sin t, cos t+ ln tan(t/2))t

ist regulär auf (0, π2 ), aber nicht regulär auf (0, π), denn ċ(π2 ) = (0, 0)t.
4



De�nition 1.4 (Umparametrisierung). Seien c : I → Rn und d : J → Rn
reguläre parametrisierte Kurven. Man sagt, dass d eine Umparametrisierung
von c ist, g.d.w. ein Di�eomorphismus

ϕ : J → I

existiert mit

d = c ◦ ϕ.

ϕ heiÿt eine Parametertransformation.

Ein Abbildung ϕ : J → I heiÿt Di�eomorphismus, g.d.w. sie eine C∞-
Bijektion und ihre Umkehrabbildung ϕ−1 : I → J auch C∞ ist. Nach der
Kettenregel gilt (ϕ−1)′(ϕ(t)) · ϕ′(t) = 1. Damit eine Umparametrisierung
einer regulär parametrisierten Kurve wiederum regulär ist, denn

d′(t) = c′(ϕ(t)) · ϕ′(t) 6= 0.

Im Beispiel 1.3 b ist die reguläre parametrisierte c2 eine Umparametrisierung
von c1, denn c2 = c1 ◦ ϕ mit ϕ(t) = 2t.

De�nition 1.5. Auf der Mengen der regulären parametrisierten Kurven
wird die Relation “ ∼ ” de�niert durch

d ∼ c⇔ d ist eine Umparametrisierung von c.

Proposition 1.6. Die Relation “ ∼ ” ist eine Äquivalentrelation auf der
Mengen der regulären parametrisierten Kurven.

Beweis. Wir müssen die Flexivität, die Symmetrie, und die Transitivität
nachprüfen:

Re�exivität. (c ∼ c): sei c : I → Rn eine reguläre Parametrisierte Kurve.
Wähle J := I und ein triviale Di�eomorphismus ϕ = IdI , dann ist c = c ◦ϕ,
d.h. c ∼ c.

Symmetrie. (d ∼ c ⇒ c ∼ d): seien c : I → Rn und d : J → Rn
reguläre Parametrisierte Kurven so dass d ∼ c. Aus der De�nition von ∼
existiert einer Di�oemorphismus ϕ : J → I mit d = c ◦ϕ. Ebenfalls ist seine
Umkehrabbildung ϕ−1 ein Di�oemorphismus. Setze ψ = ϕ−1. Dann gilt
c = d ◦ ψ, d.h., c ∼ d.

Transitivität. (d ∼ c und e ∼ d ⇒ e ∼ c): seien c : I → Rn d : J → Rn
und e : K → Rn reguläre Parametrisierte Kurven mit d ∼ c und e ∼ d. Aus
der De�nition von ∼ folgt die Existenz zweier Di�eomorphismen ϕ : J → I
und ψ : K → J mit d = c ◦ ϕ und e = d ◦ ψ. Dann gilt e = c ◦ (ϕ ◦ ψ) und
ϕ ◦ ψ ist auch ein Di�eomorphismus. Somit gilt e ∼ c.
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De�nition 1.7 (Kurve). Eine Kurve ist eine Äquivalenzklasse bzgl. “ ∼ ”
von regulären parametrisirten Kurven, wobei diese als äquivalent angesehen
werden, wenn sie Umparametrisierungen voneinander sind. Wir bezeichnen
mit [c] die Äquivalenzklasse von c.

De�nition 1.8 (Spur einer Kurve). Die Spur einer Kurve ist die Menge
c(I) ⊂ Rn, wobei c : I → Rn eine reguläre Parametrisierte Kurve ist.

Die Spur von [c] ist wohlde�niert, denn: ist d : J → Rn eine Umpara-
metrisierung von c : I → Rn, so existiert ein Diifeomorphismus ϕ : J → I
mit d = c ◦ ϕ, und somit gilt d(J) = c(ϕ(I)) = c(I).

Im Beispiel 1.3, die Spur von [c0] ist eine Gerade und die Spur von [c1] ist
der Kreis

S1 := {(x, y) ∈ R2, x2 + y2 = r2}.

Eine parametertransformation kann die Richtung, in der die Bildkurve
durchlaufen wird, entweder umkehren oder erhalten. ϕ(t) = t ändert nichts
an der parametrisierten Kurve, ϕ(t) = −t dagegen kehrt den Durchlaufsinn
um.

De�nition 1.9. Eine parametertransformation ϕ heiÿt orientierungserhal-
tend, falls ϕ′(t) > 0. Die parametertransformation ϕ heiÿt orientierung-
sumkehrend, falls ϕ′(t) < 0.

Eine Umparametrisierung d = c ◦ ϕ heiÿt orientierungserhaltend (bzw.
orientierungsumkehrend), falls ϕ orientierungserhaltend (bzw. orientierung-
sumkehrend) ist.

Jede parametertransformation ist entweder orientierungserhaltend oder
orientierungsumkehrend. (Beweis: Seien t1, t2 ∈ I mit ϕ′(t1) < 0 und
ϕ′(t2) > 0. Nach den Zwischenwertsatz existiert t3 ∈ (t1, t2) mit ϕ′(t3) = 0.
Das ist unmöglich.)

De�nition 1.10. Auf der Mengen der regulären parametrisierten Kurven
wird die Relation �∼+� de�niert durch

d ∼+ c⇔ d ist eine orientierungserhaltende Umparametrisierung von c,

Proposition 1.11. Die Relation “ ∼+ ” ist eine Äquivalentrelation auf der
Mengen der regulären parametrisierten Kurven.

De�nition 1.12. Eine orientierte Kurve ist eine Äquivalenzklasse bzgl. “ ∼
”+ von regulären parametrisirten Kurven. Wir bezeichen mit [c]+ die Äquiv-
alenzklasse von c.

Jede Kurve hat genau zwei Orientierungen, d.h. es gibt genau zwei orien-
tierte Kurven.
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1.2. Länge.

De�nition 1.13 (Länge einer Kurve). Die Länge einer Kurve [c] ist de�niert
durch

L[c] :=

∫
I
‖c′(t)‖dt,

wobei c : I → Rn eine reguläre Parametrisierte Kurve ist.

Proposition 1.14. Die Länge von [c] ist wohlde�niert.

Beweis. Sei c : I → Rn eine reguläre Parametrisierte Kurve und d = c ◦ ϕ :
J → Rn eine Umparametrisierung von c. Dann gilt∫

J
‖d′(t)‖dt =

∫
J
‖c′(ϕ)ϕ′(t)‖dt (Kettenregel)

=

∫
J
‖c′(ϕ)‖ · |ϕ′(t)|dt

=

∫
I
‖c′(s)‖ds (s = ϕ(t)).

Die Länge von c0 im Intervall [t0, t1] ist

L[c0] =

∫ t1

t0

‖v‖dt = (t1 − t0) · ‖v‖.

Die Länge von c1 im Intervall [0, 2π] ist

L[c1] =

∫ 2π

0
‖c′1(t)‖dt =

∫ 2π

0
rdt = 2πr.

De�nition 1.15 (nach Bogenlänge parametrisierte Kurve). Eine reguläre
Parametrisierte Kurve c : I → Rn heiÿt nach Bogenlänge parametrisierte
g.d.w. für alle t ∈ I gilt

‖c′(t)‖ = 1.

Sei c : I → Rn eine nach Bogenlänge parametrisierte Kurve und t0 ∈ I
fest. Für alle t ∈ I mit t > t0 gilt

L[c[t0,t]] =

∫ t

t0

‖c′(s)‖ds = t− t0.

Tatsächlich, c : I → Rn ist genau dann nach Bogenlänge parametrisiert,
wenn für alle t0, t ∈ I mit t > t0 gilt

L[c[t0,t]] = t− t0.

Proposition 1.16 (Existenz der Umparametrisierung nach Bogenlänge).
Sei c : I → Rn eine reguläre Parametrisierte Kurve. Dann existiert er eine
orientierungserhaltende Umparametrisierung nach Bogenlänge von c.
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(�Eindeutigkeit�) Zwei Umparametrisierungen nach Bogenlänge von c un-
terscheiden sich durch eine a�ne Parametertransformation der Form

t→ ±t+ r0,

für ein r ∈ R.

Beweis. (Existenz) Sei t0 ∈ I und sezte

ψ(t) :=

∫ t

t0

‖c′(s)‖ds.

Die Funktion ψ ist C∞ und ψ′(t) = ‖c′(t)‖ > 0 für alle t ∈ I. Sezte
J := ψ(I). Es ist klar, dass ψ : I → J eine Di�eomorphismus ist mit ihrer
Umkehrabbildung ϕ := ψ−1 und

ϕ′(t) =
1

ψ′(ϕ(t))
=

1

‖c′(ϕ)‖
.

Setze d = c◦ϕ. Dann ist d eine orentierungserhaltende Umparametrisierung
von c und nach der Kettenregel gilt es für alle t ∈ J :

d′(t) = c′(ϕ(t))ϕ′(t) (ϕ′(t) =
1

‖c′(ϕ)‖
)

=
c′(ϕ(t))

‖c′(ϕ)‖
,

so dass ‖d′(t)‖ = 1 für alle t ∈ J . Somit wird die Existenz bewiesen.
(Eindeutigkeit) Sei e : K → Rn andere Umparametrisierung nach Bo-

genla�nge von c. Dann ist e auch eine Umparametrisierung von d (Sehe
den Beweis der Transitivität der Relation ∼), d.h. ein Di�eomorphismus
η : K → J so existiert, dass e = d ◦ η. Aus

1 = ‖e′(t)‖ = ‖d′(η(t))‖ · |η′(t)| = |η′(t)|,

haben wir
η(t) = ±t+ r0,

für ein r0 ∈ R.

Beispiel 1.17. a. Sei c0(t) = p+ vt in Beispiele 1 gegeben. Im diesem Fall
ist die im letzten Beweis angegebene Funktion ψ

ψ(t) =

∫ t

t0

‖v‖ds = (t− t0)‖v‖.

Ihre Umkehrabbildung ist ϕ(t) = ψ−1 = t0 + t 1
‖v‖ . Die orientierungserhal-

tende Umparametrisierung nach Bogenlänge von c0 nun ist

c̃0(t) = c ◦ ϕ(t) = p+ t0v + t
v

‖v‖
.
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b. Sei c1(t) = (r cos t, r sin t) : [0, 2π) → R2. Setze t0 = 0. Dann haben
wir

ψ(t) =

∫ t

0
rds = rt

und ihre Umkehrabbildung

ϕ(t) = ψ−1(t) =
t

r

mit J := ψ([0, 2π)) = [0, 2rπ). Die Abbildung

c̃1(t) = c1 ◦ ϕ(t) = (r cos
t

r
, r sin

t

r
) : [0, 2rπ)→ R2

ist die orientierungserhaltende Umparametrisierung nach Bogenlänge von c1.

1.3. Ebene Kurven.

De�nition 1.18 (ebene Kurve). Eine ebene Kurve ist eine Kurve von R2

c : I → R2.

De�nition 1.19 (Normalenfeld). Sei c : R → R2 eine nach Bogenlänge
parametrisierte Kurve. Das Normalenfeld zu c = (c1, c2)t ist die Abbildung

n : I → R2

t → n(t) := Jc′(t) =

(
−c′2(t)
c′1(t)

)
,

wobei

J :=

(
0 −1
1 0

)
ist.

(c′, n) bilden eine positiv orientierte Orthonormalbasis von R2. Mit an-
deren Worten, wir drehen dem Geschwindigkeitsvector um 90◦ entgegen dem
Uhrzeigersinn. Insbesondere gelten ‖n(t)‖2 = 1, n(t) ⊥ c′(t), und

det
(
c′(t), n(t)

)
= 1.

(Beweis. det (c′(t), n(t)) = det

(
c′1 −c′2
c′2 c′1

)
= ‖c′(t)‖2 = 1.)

Bemerkung. • Das Normalenfeld n is C∞.
• Das Normalenfeld (bzw. der Geschwindigkeitsvektor) hängt vom Durch-

laufsinn ab.
c̄(t) = c(−t)
c̄′(t) = −c′(−t)
n̄(t) = −n(−t).
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Beispiel 1.20. a). c(t) = p+ vt, v 6= 0, ‖v‖ = 1.

c′(t) = v, n =

(
0 −1
1 0

)
· v.

b) c(t) = (r cos t
r , r sin t

r )t.

c′(t) = (− sin
t

r
, cos

t

r
)t

n(t) =

(
0 −1
1 0

)(
− sin t

r
cos t

r

)
=

(
− cos t

r
− sin t

r

)
= −1

r
c(t).

Jetzt wollen wir messen, wie stark der geschwindigkeitsvektor mit der Zeit
t variiert.

Proposition 1.21. Sei c : I → R2 eine nach Bogenlänge parametrisierte
Kurve und n das Normalenfeld zu c. Dann steht für jedes t ∈ I der c′′(t)
proportional zu n(t).

Beweis. Wegen ‖c′(t)‖2 = 1 für alle t ∈ I gilt beim Ableiten

0 = (‖c′‖2)′(t) = 〈c′, c′〉′(t)
= 〈c′′, c′〉(t) + 〈c′, c′′〉(t)
= 2〈c′′, c′〉(t).

Somit c′′(t) = 〈c′′, c′〉c′ + 〈c′′, n〉n = 〈c′′, n〉n.

Nun de�nieren wir den wichtige Begri� der Di�erentialgeometrie: die
Krümmung.

De�nition 1.22 (Krümmung einer nach Bögenlänge parametrisierten ebe-
nen Kurve). Die Krümmung einer nach Bögenlänge para-metrisierten ebenen
Kurve c : I → R2 ist die Funktion κ : I → R so dass c′′(t) = κ(t)n(t) für alle
t ∈ I.

• κ(t) = 〈c′′(t), n(t)〉 ist C∞.

Beispiel 1.23. a). c(t) = p+ vt, v 6= 0, ‖v‖ = 1. Wegen c′(t) = v für alle t
gilt dann c′′(t) = 0 und somot κ(t) = 0.

b). c(t) = (r cos t
r , sin

t
r ). Wir wissen, dass n(t) = −1

r c(t) und

c′′(t) = (−1

r
cos

t

r
,−1

r
sin

t

r
) = − 1

r2
c(t).

Damit gilt c′′ = 1
rn und κ = 1

r .
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De�nition 1.24 (Krümmung einer parametrisierten ebenen Kurve). Sei c :
I → R2 eine regulär parametrisierte Kurve. Die Krümmung κ von c wird
de�niert durch

κ := κc◦ϕ ◦ ϕ−1, κ(t) = κc◦ϕ ◦ ϕ−1(t),

wobei c ◦ϕ : J → R2 eine orinetierungserhaltende Umparametrisierung nach
Bogenlänge von c ist mit Krümmung (in Sinne der Def. ) κc◦ϕ.

Bemerkung. Die Krümmung von c ist wohlde�niert, d.h., κ hängt nicht
von der Wahl der orientierungserhaltenden Umparametrisierung nach Bo-
genlänge von c ab. Denn: ist c ◦ ξ eine andere orientierungserhaltende
Umparametrisierung nach Bogenlänge von c, so existiert aus Proposition
1.16 ein r0 ∈ R so dass ξ(t) = ϕ(t + r0) für alle t. Nun gilt für die Krüm-
mung von t → c ◦ ϕ(t + r0) = c ◦ ξ(t): κc◦ξ(t) = κc◦ϕ(t + r0) für alle t, und
somit

(κc◦ξ ◦ ξ−1(t) = κc◦ξ(ξ
−1(t)) = κc◦ξ(ϕ

−1(t)− r0)

= κc◦ϕ(ϕ−1(t)− r0 + r0) = κc◦ϕ ◦ ϕ−1(t),

d.h. κ = κc◦ξ ◦ ξ−1 = κc◦ϕ ◦ ϕ−1.

Lemma 1.25 (Krümmung einer parametrisierten ebenen Kurve). Sei c :
I → R2 eine regulär parametrisierte Kurve. Dann ist die Krümmung von c
gegeben durch

κ(t) =
det(c′(t), c′′(t))

‖c′(t)‖3
.

(Übung !)

Proposition 1.26 (Geometrische Interpretation der Krümmung). Sei c :
I → R2 eine nach Bogenlänge parametrisierte Kurve, n das Normalenfeld
und κ die Krümmung von c. Sei t0 ∈ I. Dann gilt für t ∈ I

c(t) = c(t0) + (t− t0)c′(t0) +
1

2
(t− t0)2κ(t0)n(t0) + (t− t0)3o(t− t0),

wobei o(t− t0)→ 0 als t→ t0.

Beweis. Bei Taylorentwicklung.

Satz 1.27 (Frenet-Gleichungen). Sei c : I → R2 eine nach Bogenlänge
parametrisierte Kurve, n das Normalenfeld und κ die Krümmung von c.
Dann gilt (

c′

n

)′
=

(
0 κ
−κ 0

)
·
(
c′

n

)
,

d.h., {
c′′ = κ · n
n′ = −κ · c′

11



Beweis. Die erste Gleichung ist die De�nition der Krümmung κ. Zur Zweite
benutzen wir die folgende Formel

n′(t) = 〈n′(t), c′(t)〉c′(t) + 〈n′(t), n(t)〉n(t),

denn {c′(t), n(t)} ist eine ONB von R2. Beim Ableiten der Gleichheit 〈c′, n〉 =
0

0 = 〈c′, n〉′ = 〈c′′, n〉+ 〈c′, n′〉
folgt

〈c′, n〉 = −〈c′′, n〉 = −κ
aus. Analog wegen ‖n‖2 = 1 gilt

0 = (‖n‖2)′ = 2〈n′, n〉,

d.h., 〈n′, n〉 = 0, somit wird die Zweite bewiesen.

Proposition 1.28 (Invarianz der Krümmung unter euklidischer Bewegung
). Sei c : I → R2 eine nach Bogenlänge parametrisierte Kurve. Sei A eine
oreintierungserhaltende euklidische Bewegung von R2. Setze c̃ := A ◦ c : I →
R2. Dann ist c̃ ebenfalls eine nach Bogenlänge parametrisierte Kurve und es
gilt für ihre Krümmung

κ̃ = κ.

Beweis. Die Abbildung A : R2 → R2 ist euklidische Bewegung von R2 g.d.w.
existieren B ∈ O(2) (Gruppe der orthogonalen linearen Transformationen
von R2) und v ∈ R2 so dass

A(x) = Bx+ v.

A ist orientierungserhaltend, g.d.w. detB = 1. Wegen c̃(t) = Bc(t) + v für
alle t ∈ I, gilt beim Ableiten

c̃′(t) = Bc′(t).

Da B eine orientierungserhaltende Transformation ist, gilt es

ñ(t) = Bn(t).

(det(Bc′, Bn) = det(B) det(c′, n) = 1.) Dann

k̃ = 〈c̃′′(t), ñ(t)〉 = 〈Bc′′(t), Bn(t)〉 = 〈c′′(t), n(t)〉 = κ.

Bemerkung. Ist A orientierungsumkehrende euklidische Bewegung, so gilt
diesmal

κ̃ = −κ.
12



Satz 1.29 (Hauptsatz der Theorie der ebenen Kurven). Sei I ⊂ R ein Inter-
vall und f : I → R eine C∞ Funktion. Dann existiert eine nach Bogenlänge
parametrisierte Kurve c : I → R2 mit Krümmung

κ = f.

Seien c1 und c2 zwei nach Bogenlänge parametrisierte Kurven mit Krüm-
mung κ1 = κ2 = f . Dann existiert eine eindeutige orientierungserhaltende
euklidische Bewegung A mit

c2 = A ◦ c1.

Beweis. Zurnächst brauchen wir einen Hilfssatz.

Hilfssatz. Sei A : I → End(Rn) eine C∞-Abbildung. Seien t0 ∈ I und
y0 ∈ Rn. Dann existiert genau eine C∞-Abbildung y : I → Rn so dass{

y′(t) = A(t)y(t)

y(t0) = y0.

Ferner, falls y0 = 0, dann gilt y(t) = 0 für alle t ∈ I.

(Existenz). Sei t0 ∈ I fest. Wir betrachten die folgende Gleichung
(
v1

v2

)′
=

(
0 f
−f 0

)
·
(
v1

v2

)
(
v1

v2

)
(t0) =

(
e1

e2

)
,

wobei e1 = (1, 0) und e2 = (0, 1). Aus dem Hilfssatz existiert eine ein-
deutige C∞ Lösung (v1, v2) : I → R2 × R2. Wir zeigen nun, dass für alle t
{v1(t), v2(t)} eine positiv ONB von R2 bilden. Bei Ableiten haben wir

〈v1, v1〉′ = 2〈v′1, v1〉 = 2f〈v1, v2〉
〈v2, v2〉′ = 2〈v′2, v2〉 = −2f〈v1, v2〉
〈v1, v2〉′ = 〈v′1, v2〉+ 〈v1, v

′
2〉 = f(〈v2, v2〉 − 〈v1, v1〉,

insbesondere (〈v1, v1〉+ 〈v2, v2〉)′ = 0 und( 〈v1, v1〉 − 〈v2, v2〉
〈v1, v2〉

)′
=

(
0 4f

−f 0

)( 〈v1, v1〉 − 〈v2, v2〉
〈v1, v2〉

)
.

Es gilt ( 〈v1, v1〉 − 〈v2, v2〉
〈v1, v2〉

)
(t0) =

(
‖e1‖2 − ‖e2‖2
〈e1, e2〉

)
= 0.

Durch die Anwendung des obigen Satzes, gilt( 〈v1, v1〉 − 〈v2, v2〉
〈v1, v2〉

)
(t) = 0,
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für alle t ∈ I. Zusammen mit (〈v1, v1〉+ 〈v2, v2〉)′ = 0 ergeben sich

‖v1(t)‖ = ‖e1‖ = 1, ‖v2(t)‖ = ‖e2‖ = 1, 〈v1(t), v2(t)〉 = 0

für alle t ∈ I, d.h. {v1(t), v2(t)} eine ONB von R2 bilden. Die Funk-
tion t → det(v1(t), v2(t)) ist stetig und sie hat Werte in {−1, 1}. Also
det(v1(t).v2(t)) = 1, d.h. {v1(t), v2(t)} eine positive ONB von R2 bilden.

Jetzt setze

c(t) :=

∫ t

t0

v1(s)ds.

Die Abbildung c : I → R2 ist C∞, und es gilt: c(t0) = 0, c′ = v1 und
c′′ = v′1 = fv2. Aber v2 = n, das Normalenfeld von c, denn {v1(t), v2(t)} ist
eine positive ONB von R2. Folglich haben wir

c′′ = fn,

d.h., die Krümmung von c ist gleich f .

(Eindeutigkeit) 1. Fall. Seien c1 und c nach Bogenlänge parametrisierte
Kurven mit κ1 = κ2 = f und c1(t0) = c2(t0), c′1(t0) = c′2(t0). Es is klar,
dass n1(t0) = n2(t0) gilt, wobei ni das Normalenfeld von ci ist. Aus den
Frenet-Gleichungen gilt dann(

c′1 − c′2
n1 − n2

)′
=

(
0 f
−f 0

)(
c′1 − c′2
n1 − n2

)
Durch Anwendung des obigen Hilfssattzes erhalten wir c′1− c′2 = n1−n2 = 0
auf I, und daher

c2(t) = c2(t0) +

∫ t

t0

c′2(s)ds

= c1(t0) +

∫ t

t0

c′1(s)ds = c1(t),

d.h. c1 = c2.
2. Fall. Im allgemeinen Fall seien c1, c2 nach Bogenlänge parametrisierten

Kurven mit κ1 = κ2 = f . Sei t0 ∈ I fest. Finde eine oerentirungserhaltende
Transformation A : R2 → R2, A(x) := Bx+ v mit detB = 1, so dass

A(c1(t0)) = c2(t0),

Bc′1(t0) = c′2(t0),

Bn1(t0) = n2(t0).

Aus der Proposition 1.28 gilt dann

κA◦c1 = κ1 = f.

Wir wenden den 1. Fall auf A ◦ c1 und c2 an und erhalten

A ◦ c1 = c2.
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1.4. Umlaufzahl und Totalkrümmung.

De�nition 1.30 (geschlossene Kurve). Eine parametrisierte Kurve c : R→
Rn heiÿt periodisch mit Periode L > 0, falls für alle t ∈ R gilt c(t + L) =
c(t), und es kein 0 < L′ < L gilt, so dass ebenfalls c(t + L′) = c(t) für
alle t ∈ R. Eine Kurve heiÿt geschlossen, falls sie eine periodische reguläre
Parametrisierung besitzt.

Beispiel c : R→ R2, c(t) = (cos t, sin t) ist eine periodische parametrisierte
Kurve mit Periode L = 2π. Somit ist die durch diese parametrisierung
repräsentierte Kurve geschlossenen.

Nicht jede parametrisierung einer geschlossenen Kurve ist periodisch:

c(t) = (cos t3, sin t3).

De�nition 1.31 (einfach geschlossene Kurve). Eine geschlossene Kurve
heiÿt einfach geschlossen, falls sie eine periodische reguläre Parametrisierung
c mit Periode L hat, so dass

c|[0,L) : [0, L)→ R2

injektiv ist.

Lemma 1.32 (Winkelfunktion). Sei c : I → R2 eine nach Bogenlänge
parametrisierte ebene Kurve. Dann existiert es eine C∞-Funktion θ : I → R,
so dass

c′(t) =

(
cos θ(t)
sin θ(t)

)
.

Ferner ist θ2; I → R eine andere C∞-Funktion mit c′(t) =

(
cos θ2(t)
sin θ2(t)

)
für

alle t, so existiert ein eindeutiges k ∈ N mit

θ2 = θ + 2kπ.

Beweis. (Eindeutigkeit). Angenommen. Es gilt zwei Funktionen θ und
θ2 : I → R mit

c′(t) =

(
cos θ(t)
sin θ(t)

)
=

(
cos θ2(t)
sin θ2(t)

)
,

für alle t ∈ I. Dann gilt es zu jedem t ∈ I eine eindeutiges k ∈ Z so dass
θ2(t) = θ(t) + 2kπ. Weil θ2 − θ auf I stetig ist, muss k konstant auf I sein,
d.h. es existiert ein eindeutiges k ∈ Z so dass

θ2(t) = θ(t) + 2kπ,

für alle t ∈ I.

(Existenz). Wir betrachten zwei Fälle.

15



1. Fall. Die Menge c′(I) ist in einem der folgenden Halbkreise enthalten:

SR := {(x, y) ∈ S1, x > 0}, SL := {(x, y) ∈ S1, x < 0}
SO := {(x, y) ∈ S1, y > 0}, SL := {(x, y) ∈ S1, y < 0}.

Sei die Menge c′(I) z. B. in SR, d.h. c′1 > 0. Für unsere Funktion θ muss
also gelten

c′2(t)

c′1(t)
=

sin θ(t)

cos θ(t)
= tan θ(t).

Also ist

θ = arctan

(
c′2(t)

c′1(t)

)
+ 2kπ

mit k ∈ Z. Wird der Anfangswert θ(a) vorgegeben, so ist k und damit θ
eindeutig festgelegt.

2. Fall. Im Allgemeinen kann man nicht voraussetzten, dass c′([0, T ]) ⊂
SR, bzw. SL, SO, SU . Es existiert aber eine Teiling {0 =: t0 < t1 < · · · <
tn := T} von [0, T ] so dass

c′([ti, ti+1]) ⊂ SR oder SL, SO, SU

for alle i = {0, 1, · · · , n − 1}. Dies folgt aus der Gleichmäÿigsteigkeit von
c′ auf dem kompaktem Intervall [0, T ]. Wir wenden den 1. Fall auf c′([t0, t1])

an: Es existiert eine C∞-Funktion θ0 : [t0, t1]→ R so dass c′(t) =

(
cos θ0(t)
sin θ0(t)

)
für alle t ∈ [t0, t1]. Dann wenden wir wiederum den 1. Fall auf c′([t1, t2])
an mit der Bedingung θ1(t1) = θ0(t1). Rekursiv wenden wir den 1. Fall auf
c′([ti, ti+1]) an mit der Bedingung θi(ti) = θi−1(ti), und bekommen wir am
Ende eine stückerwise glatte Funktion θ : [0, T ]→ R, die durch θ[ti,ti+1] := θi
de�niert. Sie erfüllt

c′(t) =

(
cos θ(t)
sin θ(t)

)
.

Eine solche Funktion θ ist C∞ bei der Eindeutigkeit.

Die Funktion θ misst den Winkel zwischen c′(t) und der x-Achse.

De�nition 1.33 (Umlaufzahl). Sei c eine nach Bogenlänge parametrisierte
ebene Kurve, periodisch mit Periode L. Sie θ : R → R wie Lemma 1.32.
Dann heiÿt

nc :=
1

2π
(θ(L)− θ(0))

Umlaufzahl von c.

Beispiel 1.34. Der Kreis vom Radius r > 0, c(t) = (r cos t
r , r sin t

r ) mit
Periode L = 2πr.

Der Tangentialverktor ist

c′(t) =

(
− sin t

r
cos t

r

)
=

(
cos( tr + π

2 )
sin( tr + π

2 )

)
.
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Damit erhalten wir als Winkelfunktion

θ(t) =
t

r
+
π

2
.

und somit für die Umlaufzahl

nc =
1

2π
(θ(2πr)− θ(0)) = 1.

Lemma 1.35. a). nc ist stets eine Ganze Zahl.
b). Sein c1, c2 : R→ R2 zwei ebene nach Bogenlänge parametrisierte Kur-

ven, periodisch mit Periode L. Entsteht c2 aus c1 durch eine orientierungser-
haltende Parametertransformation, so gilt

nc2 = nc1 .

Entsteht c2 aus c1 durch eine orientierungsumkehrende Parametertransfor-
mation, so gilt

nc2 = −nc1 .

Beweis. a). Aus der Periodizität folgt cos(θ(L)) = cos(θ(0)), sin(θ(L)) =
sin(θ(0)) und somit

θ(L)− θ(0) ∈ 2πZ.

b) Sie c1 = c2 ◦ ϕ. Die Parametertransformation hat die folgende Form

ϕ(t) = ±t+ r0,

für r0 ∈ R, wobei das Vorzeichen davon anhängt, ob die parametertransfor-
mation die Orientierung erhält oder umkehrt. Ist θ2 eine Winkelfunktion für
c2 wie im Lemma 1.32. Im orientierungserhaltenden Fall, ist θ1 := θ2 ◦ ϕ
eine Winkelfunktion für c1, denn

c′1(t) = c′2(t+ r0) = (cos(θ2(t+ r0)), sin(θ2(t+ r0))).

Aber θ̃1(t) = θ(t+ L) ist auch eine Winkelfunktion für c1, dann gilt

2π(nc2 − nc1) = (θ2(L)− θ2(0))− (θ1(L)− θ1(0))

= θ1(L− r0)− θ1(−r0)− (θ1(L)− θ1(0))

= (θ̃1(−r0)− θ̃1(0))− (θ1(−r0)− θ1(0))

= 0.

Im orientierungsumkehrenden Fall sieht man, dass für eine Winkelfunktion
θ2 für c2. Die Funktion θ1 := θ2(−t+ r0) + π eine Winkelfunktion für c1 ist,
denn dann ist ϕ(t) = −t+ r0 und somit

c′1(t) = −c′2(−t+ r0)

= −(cos(θ2(−t+ r0), sin(θ2(−t+ r0))

= (cos(θ2(−t+ r0) + π), sin(θ2(−t+ r0) + π)).
17



Es folgt

2π(nc1 + nc2) = (θ2(L)− θ2(0)) + (θ1(L)− θ1(0))

= θ1(−L+ r0)− θ1(r0) + (θ1(L)− θ1(0))

= (θ1(−L+ r0)− θ1(0))− (θ̃1(−L+ r0)− θ̃1(0))

= 0.

Satz 1.36 (Umlaufzahl durch die Krümmung). Sei c : R → R2 eine nach
Bogenlänge parametrisierte periodische ebene Kurve mit Periode L. Sei κ :
R→ R die Krümmung von c. Dann gilt

nc =
1

2π

∫ L

0
κ(t)dt.

Beweis. Sei θ eine Winkelfunktion für c, d.h. es gilt

c′(t) = (cos θ(t), sin θ(t)).

Beim Ableiten erhalten wir

c′′(t) = (− sin(θ(t))θ′(t), cos(θ(t))θ′(t)).

Andererseits gilt aus der De�nition der Krümmung c′′(t) = κ(t) · n(t) =
κ(t) · (− sin θ(t), cos θ(t)). Daraus folgt

θ′(t) = κ(t).

Nun haben wir

nc =
1

2π
(θ(L)− θ(0)) =

1

2π

∫ L

0
θ′(t)dt

=
1

2π

∫ L

0
κ(t)dt.

Remark 1.37. Für eine parametrisierte periodische reguläre ebene Kurve
mit Periode L gilt

nc =
1

2π

∫ L

0
κ(t)|c′(t)|dt.

Beweis. Übung.

Satz 1.38 (Umlaufsatz). Eine einfach geschlossene orientierte ebene Kurve
hat Umlaufzahl 1 oder −1.

Lemma 1.39 (Lifting). Sei X ⊂ Rn sternförmig bgzl x0. Sei e : X → S1 ⊂
R2 eine stetige Abbildung. Dann existierte eine stetige Abbildung θ : X → R
so dass

e(x) = (cos θ(x), sin θ(x)).
18



(Sei X ⊂ Rn sternförmig bzgl. x0 ∈ X, falls für jeden Punkt x ∈ X auch
die Strecke zwischen x und x0 ganz in X enthalten ist, d.h. für alle t ∈ [0, 1]
gilt tx+ (1− t)x0 ∈ X.)

Bemerkung. Ist die Abbildung e : X → S1 nicht surjektiv, so lässt sich die
Abbildung θ : X → R viel leichter angeben. Sei etwa (cosϕ0, sinϕ0) nicht
im Bild von e. Für jedes k ∈ Z ist die Abbildung

Ψk : (φ0 + 2π(k − 1), φ0 + 2πk) → S1 − {(cosϕ0, sinϕ0)},
Ψk(t) = (cos t, sin t)

eine Homöomorphismus. Dann ist θ := Ψ−1
k ◦ e : X → (φ0 + 2π(k− 1), φ0 +

2πk) und erfüllt

e(x) = (cos θ(x), sin θ(x)).

Die Zahl k ist dann durch die Bedingung θ(x0) = θ0 eindeutig festgelegt.
Insbesondere gilt

|θ(x1)− θ(x2)| < 2π, ∀x1, x2 ∈ X.

Beweis von Lemma 1.39. Sei x ∈ X und

ex : [0, 1] → S1

ex(t) = e(tx+ (1− t)x0).

Wörtlich wie im Beweis zur Existenz des Winkelfunktion erhdiralt man eine
Winkelfunktion θx mit

ex(t) = (cos θx(t), sin θx(t))t.

θx ist stetig, weil man lokal nach θx au�ösen kann, je nachdem in welches
Halbebene des Kreises man sich be�ndet. θx ist auÿerdem eindeutig nach
Vorgabe von θ0. Für das gesuchte θ : X → R kann dann nur gelten:

θ(x) = θx(1)

und ist somit eindeutig.
Wegen der Stetigkeit von

ẽ : (t, x) 7→ e(tx+ (1− t)x0) = ex(t)

ist wegen der lokalen Au�ösbarkeit auch

(x, t) 7→ θx(t)

stetig und insbesondere

x 7→ θx(1) = θ(x).
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Beweis des Umlaufsatzes. Durch einer Wahl der euklidischen Bewegung
nehmen wir o.B.d.A. an, dass c(t) ⊂ {(x, y) ∈ R2 |x ≤ 0}, c(0) = (0, 0)
und c′(0) = (0, 1). Setze X := {(t1, t2) ∈ R2 | 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ L}. Wir
betrachten die stetige Abbildung

e : X → S1,

e(t1, t2) =


c(t2)− c(t1)

‖c(t2)− c(t1)‖
, t2 > t1 und (t1, t2) 6= (0, L),

c′(t), t2 = t1 = t,

−c′(0), (t1, t2) = (0, L).

Die Abbildung e ist wohlde�niert und stetig, weil c als einfach geschlossen
vorausgesetzt wurde. Wir wählen eine Funktion θ : X → R für e wie in
Lemma 1.39. Wegen e(t, t) = c′(t) ist t→ θ(t, t) eine Winkelfunktion wie in
Lamma 1.32. Also die Umlaufzahl ist

2πnc = θ(L,L)− θ(0, 0)

= θ(L,L)− θ(0, L) + θ(0, L)− θ(0, 0)

Wir werden zeigen, dass θ(L,L)− θ(0, L) = π und θ(0, L)− θ(0, 0) = π.
Nun betrachten wir das Intervall {(0, t) ∈ R2 | 0 < t < L}. Für alle 0 <

t < L e(0, t) = c(t)
‖c(t)‖ ∈ {(x, y) ∈ R2 |x ≤ 0}. Also e(0, t) ∈ S1 − {(1, 0)} für

alle t ∈ (0, L). Wegen der Bemerkung nach Lemma 1.39 nimmt t → θ(0, t)
sein Bild in einem Intervall der Form (2πk, 2π(k+ 1)) an, k ∈ Z. Wir haben

e(0, L) = −c′(0) = (0,−1) ⇒ θ(0, L) = 3π
2 + 2πk

e(0, 0) = c′(0) = (0, 1) ⇒ θ(0, L) = π
2 + 2πk,

somit gilt
θ(0, L)− θ(0, 0) = π.

Analog ist (−1, 0) nicht im Bild der Abbildung t → e(t, L) = −c(t)
‖c(t)‖ ∈

{(x, y) ∈ R2 |x ≥ 0} und wir erhalten

θ(L,L)− θ(0, L) = π.

Also,
2πnc = π + π = 2π.

De�nition 1.40 (Konvexität). Eine ebene Kurve heiÿt konvex, falls für
jeden ihres Punktes gilt: Die Kurve liegt ganz auf einer Seite ihrer Tangente
durch diesen Punkt.

Die Konvexitätabedingung für den Punkt c(t0) ⇔ gilt es

〈c(t)− c(t0), n(t0)〉 ≥ 0 für alle t

oder
〈c(t)− c(t0), n(t0)〉 ≤ 0 für alle t.
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Lemma 1.41. Sei c : I → R2 eine nach Bogenlänge parametrisierte ebene
Kurve mit Normalenfeld n. Dann ist c genau dann konvex, wenn für alle
t, t0 ∈ I gilt

〈c(t)− c(t0), n(t0)〉 ≥ 0

oder für alle t, t0 ∈ I gilt

〈c(t)− c(t0), n(t0)〉 ≤ 0.

Beweis. Angenommen falsch. Dann gibt es t1 unf t2 mit

〈c(t)− c(t1), n(t1)〉 ≥ 0, und 〈c(t)− c(t2), n(t2)〉 ≥ 0, für alle t

Wir können zeigen, dass ein t3 zwischen t1 und t2 derart existiert, dass

〈c(t)− c(t3), n(t3)〉 = 0, für alle t

Es folgt, dass c eine Gerade sein muss.

Satz 1.42. Sei c : R → R2 eine Parametrisierung nach Bogenlänge einer
einfach geschlossenen ebenen Kurve. Sei κ : R → R die Krümmung. Die
Kurve ist genau dann konvex, wenn κ(t) ≥ 0 für alle t ∈ R oder κ(t) ≤ 0 für
alle t ∈ R.

Beweis. a) Gemäÿ Lemma 1.41 können wir annehmen, dass für alle t, t0 ∈ R
gilt

〈c(t)− c(t0), n(t0)〉 ≥ 0.

Die Taylorentwicklung gibt uns

c(t) = c(t0) + c′(t0)(t− t0) +
1

2
κ(t0)n(t0)(t− t0)2 + o((t− t0)2).

Die Skalarmultiplikation mit n(t0) liefert uns wegen 〈c′(t), n(t)〉 = 0

0 ≤ 〈c(t)− c(t0)〉 =
1

2
κ(t0)(t− t0)2 + o((t− t0)2),

somit κ(t0) ≥ 0 für alle t0 ∈ R.
b) Sei nun κ(t) ≥ 0 für alle t ∈ R. Wir wollen zeigen, dass die Kurve

konvex ist. Wäre die Kurve nicht konvex, so gäbe es ein t0, derart dass die
Funktion

ϕ : R→ R, ϕ(t) = 〈c(t)− c(t0), n(t0)〉,
sowohl negativ als auch positiv Werte annimmt. Sei t2 der Maximum-Punkt
von ϕ, d.h.,

ϕ(t2) = maxϕ > 0.

Sei t1 der Minimum-Punkt von ϕ, d.h.,

ϕ(t1) = minϕ < 0.

Also
ϕ(t1) < 0 = ϕ(t0) < ϕ(t2)

und
ϕ′(t1) = ϕ′(t2) = 0.
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Aus ϕ′(t1) = 0 folgt 〈c′(t1), n(t0)〉 = 0. Also ist

c′(t1) = ±c′(t0).

Analog folgt
c′(t2) = ±c(t0).

Von {c′(t0), c′(t1), c′(t2)} müssen also mindestens zwei übereinstimmen. Wir
wählen s1, s2 ∈ {t0, t1, t2} mit s1 < s2, so dass c′(s1) = c′(s2), daraus gilt es

θ(s2)− θ(s1) = 2πk

mit k ∈ Z. Aus θ′ = κ ≥ 0 folgt, dass θ monoton ist und somit θ(s2)−θ(s1) ≥
0 und k ≥ 0. Analog folgt θ(s1 + L)− θ(s2) = 2πl ≥ 0. Die Umlaufzahl

nc =
1

2π
(θ(s1 + L)− θ(s1)) = k + l = 1

nach dem Umlaufsatz. Also muss k = 0 oder l = 0 gelten. Sei z. B., k = 0.
Es folgt κ = θ′ = 0 auf [s1, s2] und somit ist c auf [s1, s2] eine Gerade, d.h.,
für alle s ∈ [s1, s2]

c(s) = c(s1) + (s− s1)c′(s1) = c(s1)± (s− s1)c′(t0).

Dann erhalten wir für die Funktion ϕ

ϕ(s) = 〈c(s)− c(t0), n(t0)〉
= 〈c(s1)± (s− s1)c′(t0)− c(t0), n(t0)〉
= 〈c(s1)− c(t0), n(t0)〉,

für alle s ∈ [s1, s2], d.h., ϕ ist konstant auf [s1, s2]. Also ϕ(s1) = ϕ(s2). Das
ist unmöglich.

De�nition 1.43. Sei c : I → R2 eine periodische nach Bogenlänge parametrisierte
ebene Kurve. Man sagt, c hat einem Scheitel in t0 ∈ I, falls

κ′(t0) = 0.

Beispiel 1.44. Ellipse, die parametrisiert ist durch

c : R → R2

c(t) = (a cos t, b sin t)

mit 0 < a < b. Die Krümmung von c ist

κ(t) =
det(c′(t), c′′(t))

‖c′(t)‖3

=

det

(
−a sin t −a cos t
b cos t −b sin t

)
∥∥∥∥( −a sin t

b cos t

)∥∥∥∥3

=
ab

(a2 sin2 t+ b2 cos2 t)
3
2
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und

κ′(t) =
3ab(b2 − a2) sin t cos t

(a2 sin2 t+ b2 cos2 t)
5
2

.

Also κ′(t) = 0 gilt genau dann, wenn

sin t · cos t = 0,

d.h., t = π
2 · Z. Damit hat die Ellipse genau vier Scheitel in t = 0, π2 , π,

3π
2 .

Satz 1.45 (Vierscheitelsatz). Ist c : R → R2 eine periodische nach Bogen-
länge parametrisierte konvex ebene Kurve mit Periode L, dann hat c min-
destens vier Scheitel in [0, L).

Lemma 1.46. Schneidet eine einfach geschlossene ebene konvexe Kurve eine
Gerade in mehr als zwei Punkten, so enthält die Kurve ein ganzes Segment
dieser Geraden und hat damit insbesondere unendlich viele Schnitt Punkte
mit der Geraden.

Lemma 1.47. Schneidet eine einfach geschlossene ebene konvexe Kurve eine
Gerade in mehr als einem Punkt tangential, so enthält die Kurve ein ganzes
Segment dieser Geraden.

Beweis des Vierscheitelsatzes. Die Krümmung κ von c nimmt wegen der pe-
riodizität Maximum und Minimum an, somit haben wir schon zwei Scheitel.
Ohne Einschränkung können wir annehmen, dass das Minimum in t = 0 und
das Maximum in t = t0 ∈ (0, L) angenommen wird. Sei G die Gerade durch
die beiden Punkte c(0) und c(t0).

Gemäÿ Lemma 1.46 und Lemma 1.47 nehmen wir an, dass G keinen weit-
eren Punkte mit der Kurve gemein hat, ansonst die Krümmung auf einem
ganzen Segment konstant 0 ist, und wir erhalten unendlich viele Scheitel.

Nach Anwendung einer euklidischen Bewegung können wir annehmen,
dass G die x-Achse ist. Angenommen, die Kurve hat keine weitere Scheitel.
Dann verschwindet κ′ nirgends auf den beiden Intervallen (0, t0) und (t0, L).
Wegen

∫ L
0 κ′(t) = κ(L) − κ(0) = 0, muss κ′ auf einen der beiden Intervall

positiv, auf anderen negativ sein. Also nehmen wir ohne Einschränkung
κ′(t) > 0 für t ∈ (0, t0) und κ′(t) < 0 für t ∈ (t0, L), somit∫ L

0
κ(t)′c2(t) > 0.

Aber wir haben aus die Frenet-Gleichungen∫ L

0
κ′(t)c(t)dt = −

∫ L

0
κ(t)c′(t)dt

=

∫ L

0
n′(t)dt = n(L)− n(0) = 0,

ein Widerspruch. Somit muss es einen dritten Scheitel geben, etwa in t1 ∈
(t0, L). Angenommen, es gäbe keinen vierten Scheitel. Dann nehmen wir
ohne Einschränkung an, dass es {s1, s2} ⊂ {0, t0, t1} mit s1 < s2, so dass κ′
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auf (s1, s2) positiv und auf S1\{s1, s2} negativ ist, existiert. Verwenden wir
die obige Methode, erhalten wieder ein Widerspruch.

Beweis von Lemma 1.46. Sie c : R→ R2 eine parametrisierung nach Bogen-
länge mit Periode L. Durch eine Parametertransformation t→ ±t+ r0 kön-
nen wir erreichen, dass c(0) einee dree Schnittpunkte mit der Geraden ist und
κ ≥ 0 erfüllt. Aus Lemma 1.32 gilt die Winkelfunktion θ, θ′(t) = κ(t) ≥ 0.
Nach dem Umlaufsatz ist θ(L)− θ(0) = 2πnc = 2π. Also ist

θ : [0, L]→ [θ0, θ0 + 2π]

eine glatte monoton wachsende surjektive Funktion, wobei θ0 = θ(0) ist.
Die Kurve c schneide die Gerade G in den Punkten t0 = 0 < t1 < t2 < L.

Sei G parametrisiert durch p0 + t · v mit ‖v‖ = 1. Sei n =

(
0 −1
1 0

)
· v der

Normalenvektor von G.
Sei I eines der drei Intervall [0, t1], [t1, t2] und [t2, L]. In den Endpunkten

I liegt c auf der Gerade G. Wenn c(t) für alle t ∈ I auf G liegt, so enthält c
ein Segment von G und das Lemma ist bewiesen. Nehmen wir also an, dass
es auch Punkte t ∈ I gibt, so dass c(t) nicht auf G liegt. Nun betrachten wir
die zu G parallel Gerade Gs, die durch

t→ p0 + t · v + s · n

parametrisiert werden. Falls {s > 0 |G schneidet CI} 6= ∅, de�niert s1 :=
sup{s > 0 |G schneidet CI}. Falls {s > 0 |G schneidet CI} = ∅, muss {s <
0 |G schneidet CI} 6= ∅, dann s1 := inf{s < 0 |G schneidet CI}. In jeden
Fall schneidet Gs1 das Kurvestück c|I in einem Punkt τ aus dem Inneren
von T tangetial, d.h., c′(τ) = ±v. Das Argument gilt für jedes Intervall
I = [0, t1],, [t1, t2] oder [t2, t3]. Deshalb erhalten wir τ1, τ2, τ3 mit 0 < τ1 <
t1 < τ2 < t2 < τ3 < t3 < L und c′(τj) = ±v.

Nun wir bezeichnen θ1 den eindeutigen Wert aus [θ0, θ0 + 2π). for den
v = (cos θ1, sin θ1)t und θ2 = θ1 ± π denjenigen mit −v = (cos θ2, sin θ2)t.
OEdA, annehmen wir an, dass θ2 = θ1 +π, ansosten tauschen wir die Rollen
von θ1 unf θ2.

1. Fall. θ1 > θ0. Dann muss θ an den drei Stellen τ1, τ2, τ3 jeweils einen
der beiden Werte θ1 oder θ2 annehmen. Insbesondere muss θ an wenigstens
zwei der frei Stellen gleich sein, z. B. θ(τ1) = θ(τ2). Da θ monoton ist
(θ′ = κ ≥ 0), muss θ auf [τ1, τ2] konstant sein. Also κ = θ′ = 0 auf [τ1, τ2].
Dann ist c|[τ1,τ2] ein Stück von der Gerade.

2. Fall. θ1 = θ0. Dann gibt es noch die Möglichkeit: θ(τ1) = θ1 = θ0,
θ(τ2) = θ2 und θ(τ2) = θ0 + 2π. Wieder wegen der Monotonie muss θ auf
dem Intervall [0, τ1] konstant sein. Dann ist c|[0,τ1] ein Stück von der Gerade.

Beweis von Lemma 1.47.
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Theorem 1.48 (Isoperimetrische Ungleichung). Sei G ⊂ R2 ein beschränk-
tes Gebiet, berandet von der einfach geschlossenen ebenen Kurve c. Sei A[G]
der Flächeninhalt des Gebietes. Dann gilt

4πA[G] ≤ L[c]2.

Gleichheit hilt genau dann, wenn c ein Kreis ist.

Wir brauchen ein Hilfssatz.

Lemma 1.49. Sei G ⊂ R2 ein beschränktes Gebiet, berandet von der ein-
fach geschlossenen ebenen Kurve c. Sei c(t) = (x(y), y(t))t eine periodische
Parametrisierung von c mit Periode L, die das Gebiet im mathematisch pos-
itiven Sinn umläuft, d.h., mit Umlaufzahl +1. Dann gilt:

A(G) = −
∫ L

0
x′(t)y(t)dt =

∫ L

0
x(t)y′(t)dt =

1

2

∫ L

0
(x(t)y′(t)− x′(t)y(t))dt.

Beweis. Es folgt aus dem Gauÿschen Integralsatz∫
G

divX dxdy = −
∫ L

0
〈X,n(t)〉dt

mit auÿerem Normalfeld −n. Wähle X = (x, y)t in obiger Formel. Dann
haben wir ∫

G
divX dxdy =

∫
G

2 dxdy = 2A[G]

und ∫ L

0
〈X,n(t)〉dt =

∫ L

0
〈
(
x(t)
y(t)

)
,

(
−y′(t)
x′(t)

)
〉dt

=

∫ L

0
(−x(t)y′(t) + x′(t)y(t))dt

Aslo,

2A[G] =

∫ L

0
(x(t)y′(t)− x′(t)y(t))dt.

Die beiden anderen Formeln folden durch partielle Integration.

Beweis von Satz 1.48. Sei c(t)(x(t), y(t))t Parametrisierung von c nach Bo-
genlänge mit Periode L. Es ist klar, dass L = L[c]. Wir nehmen an, dass c
das Gebiete im mathematisch positiven Sinn umldirauft, ansonst betrachten
wir c̄(t) = c(−t). Wir betracten die komplexwertige Funktion

z : R→ C, z(t) = x(
L

2π
t) + iy(

L

2π
t).

z ist eine periodische Funktion mit Periode 2π. Wir entwicheln z in eine
Fourier-Reihe

z(t) =

∞∑
k=−∞

cke
ikt

25



mit den Fourier-Koe�ziten ck ∈ C. Wir könenn die Länge von c, L[c] = L
durch die Fourier-Koe�ziten ck ausdrüchen

(1) L2 = L[c]2 = (2π)2
∞∑

k=−∞
k2|ck|2.

Für den Flächeninhalt von G, A[G], können wir mit hilfe des Lemma 1.49
durch die Fourier-Koe�ziten ck ausdrüchen

(2) A[G] = π

∞∑
k=−∞

k|ck|2

Von (1) und (2) erhalten wir

A[G]

π
=

∞∑
k=−∞

k|ck|2 ≤
∞∑

k=−∞
k2|ck|2 =

L[c]2

(2π)2
,

und damit

4πA[G] ≤ L[c]2.

Gleichheit gilt genau dann, wenn

∞∑
k=−∞

k|ck|2 =

∞∑
k=−∞

k2|ck|2 =
L[c]2

(2π)2
,

d.h., genau dann, wenn all ck = 0 für k 6= 0, 1. Die heiÿt gerade

z(t) = c0 + cite ,

d.h., c beschreibt einen Krei.

Beweis von (1). Einerseits gilt∫ 2π

0
|z′(t)|2dt =

∫ 2π

0
(
L

2π
)2‖c′Lt

2π
)‖2 =

L2

2π
.

Andererseits gilt

z′(t) =

∞∑
k=−∞

ckike
ikt

und damit∫ 2π

0
|z′(t)|2dt =

∫ 2π

0
z′(t)z̄′(t)dt =

∫ 2π

0

∞∑
k,l=−∞

ck c̄lkle
i(k−l)tdt

=

∫ 2π

0
|ck|2k2dt.
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Beweis von (2). Gemäÿ Lemma 1.49 gilt

2A[G] =

∫ L

0
(x(t)y′(t)− x′(t)y(t))dt

=

∫ L

0
<(z(

2πt

L
)
2πt

L
iz̄′(

2πt

L
))dt

=

∫ 2π

0
<(z(s)iz̄′(s))ds

=

∫ 2π

0
<(

∞∑
k=−∞

cke
iksi

∞∑
l=−∞

c̄l(−i)leils)ds

= <
∫ 2π

0

∞∑
k,l=−∞

lck c̄ke
i(k−l)ds

=

∞∑
k=−∞

k|ck|22π.

1.5. Raumkurven.

De�nition 1.50. Eine parametrisierte Kurve c : I → R3 ist parametrisierte
Raumkurve. Analog sind reguläre parametrisierte Raumkuren, Raumkurven
und orientierte Raumkurven de�niert.

Jetzt haben wir ein Problem, den Normalenvektor zu de�nieren.

De�nition 1.51 (Krümmung einer Raumkurve). Sei c : I → R3 eine nach
Bogenlänge parametrisierte Raumkurve. Die Funktion κ : I → R, κ(t) :=
‖c′′(t)‖ heiÿ Krümmung von c.

Bemerkung. a) Die Krümmung von c ist somit eine numerisch Funktion auf
I, die nichtnegativ ist. Ferner, verschwindet c′′ nirgends auf I, so ist κ ∈ C∞.
b) Jetzt die Orientierung hat �kein Sinn�. Sei c̄ : −I → R3 die durch

c̄(t) := c(−t) de�nierte Abbildung, dann ist c̄ nach Bonglänge parametrisiert
und ihre Krümmung κ̄ ist gegeben durch

κ̄(t) = κ(−t)

für alle t ∈ −I.
c) Da die Ebene im 3-dimensioanlen Raum enthalten ist, etwa als x − y-

Ebene, können wir ebene Kurven auch als Raumkurven ansehen. Somit wir
jetzt für ebene Kurven zwei verschieden De�nitionen der Krümmung. Ist c̃ :
I → R2 eine nach Bogenlänge parametrisierte ebene Kurve mit Krümmung
κ̃ : I → R, und ist c = (c̃, 0) : I → R3 dieselbe parametrisierte Kurve,
aufgefasst als Raumkurve mit Krümmung κ : I → R, so gilt

κ(t) = ‖c′′(t)‖ = ‖(c̃′′(t), 0)‖ = ‖c̃′′(t)‖ = |κ̃(t)|.
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De�nition 1.52 (Normalvektor). Sei c : I → R3 eine nach Bogenlänge
parametrisierte Raumkurve. Sei t0 → I und κ(t0) 6= 0. Dann heiÿt

n(t0) :=
c′′(t0)

κ(t0)
=

c′′(t0)

‖c′′(t0)‖
der Normalenvektor von c in t0.

De�nition 1.53 (Binormalvektor). Sei c : I → R3 eine nach Bogenlänge
parametrisierte Raumkurve. Sei t0 ∈ I und κ(t0) 6= 0. Dann heiÿt

b(t0) := c′(t0)× n(t0)

der Binormalenvetor von c in t0.

De�nition 1.54. Die Orthonormalbasis {c′(t0), n(t0), b(t0)} heiÿt begleiten-
des Dreibein von c in t0.

De�nition 1.55 (Windung). Sei c : I → R3 eine Bogenlänge parametrisierte
Raumkurve. Sei t0 ∈ I mit κ(t0) 6= 0. Sei {c′(t0), n(t0), b(t0)} das begleiten-
des Dreibein von c in t0. Dann heiÿt

τ(t0) := 〈n′(t0), b(t0)〉
die Windung (oder auch die Torsion) von c in t0.

Beispiel. (Schraubenlinie). Sei c(t) := 1√
2
(cos t, sin t, t) für I = R. Aus

c′(t) = 1√
2
(− sin t, cos t, t) folgt ‖c′(t)‖ = 1 für alle t, d.h., c ist nach Bogen-

länge parametrisiert. Aus c′′(t) = − 1√
2
(cos t, sin t, 0) folgt für die Krümmung

κ(t) =
1√
2
.

Die Spur von [c] heiÿt die Schraubenlinie. Ihre Normalenvektor und bzw.
Binormalenvektor sind

n(t) =
1

κ(t)
c′′(t) = −(cos t, sin t, 0),

bzw,

b(t) = c′(t)× n(t) =
1√
2

(sin t,− cos t, 1).

Aus n′(t) = (sin t,− cos t, 0) gilt

τ(t) = 〈n′, b〉 =
1√
2

(sin2 t+ cos2 t) =
1√
2
.

Proposition 1.56 (Frenet-Gleichungen der Raumkurve). c : I → R3 eine
nach bogenlänge parametrisierte Raumkurve mit positiver Krümmung, κ(t) >
0 für alle t ∈ I. Sei (c′, n, b) das begleitende Dreibein von c. Sei τ die
Windung. Dann gilt c′

n
b

′ =
 0 κ(t) 0
−κ(t) 0 τ(t)

0 −τ(t) 0

 ·
 c′

n
b

 .
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Beweis. Die Gleichung (c′)′ = κ · n ise gerade die De�nition des Normalen-
vektors. Die zweite Spalte ergibt sich aus 〈n′, c′〉 = 〈n, c′〉′ − 〈n, c′′〉 = −κ,
aus 〈n′, n〉 = 1

2〈n, n〉
′ = 0 und aus der De�nition von τ , d.h., 〈n′, b〉 = τ .

Wegen 〈b′, n〉 = 〈b, c′〉′−〈b, c′′〉 = 0−κ〈b, n〉 = 0, 〈b′, n〉 = 〈b, n〉′−〈b, n′〉 =
−τ und 〈b′, b〉 = 0, folgt die dritte Spalte.

De�nition 1.57 (Die Schmiegebene). c : I → R3 eine nach bogenlänge
parametrisierte Raumkurve mit positiver Krümmung, κ(t) > 0 für alle t ∈ I.
Die von c′(t) und n(t) aufgespannte Ebene heiÿt Schmiegebene von c in t.

Proposition 1.58 (Invarianz der Krümmung und Torsion der euklidischen
Bewegung). c : I → R3 eine nach Bogenlänge parametrisierte Raumkurve
mit positiver Krümmung und A eine orientierungserhaltende euklidische Be-
wegung. Dann ist A◦c : I → R3 nach Bogenlänge parametrisierte Raumkurve
und es gilt für die Krümmung bzw. die Windung von A ◦ c:

κA◦c = κ, τA◦c = τ.

Satz 1.59 (Hauptsatz der Raumkurventheorie). Sei I ⊂ R ein Intervall und
f, g : I → R C∞ Funktionen, mit f > 0. Dann existiert eine nach bogenlänge
parametrisierte Raumkurve mit

κ = f, τ = g.

Diese Kurve ist bis auf Dahinterschaltung von orientierungserhaltende eu-
klidische Bewegung, d.h., sind c1 und c2 zwei Lösungen, so existiert eine
eindeutige orientierungserhaltende euklidische Bewegung A von R3, so dass

c2 = A ◦ c1.
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2. Klassische Flächentheorie

2.1. Reguläre Flächen.

De�nition 2.1 (Reguläre Fläche). Sei S ⊂ R3 eine Teilmenge. S heiÿt eine
reguläre Fläche, falls es zu jedem Punkt p ∈ S eine o�ene Umgebung V von
p im R3 gibt, falls es ferner eine o�ene Teilmenge U ⊂ R2 und eine glatte
Abbildung F : U → R3 gibt, so dass gilt

(i) F (U) = S ∩ V und F : U → S ∩ V ist ein Homöomorphismus.
(ii) Die Jacobimatrix DuF hat für jeden Punkt u ∈ U Rang 2.

Bemerkung. a). Eine reguläre Fläche kann sich nicht selbstschneiden.
b). DuF (e1) and DuF (e2) sind unabhängig.

De�nition 2.2 (Parametrisierung). Die Abbildung F : U → S ∩ V aus
De�nition 2.1 oder auch als das Tripel (U,F, V ) heiÿt lokale Parametrisierung
von S um p. Die Menge S ∩ V heiÿt Koordinatenumgebung von p. Die
Komponenten u1 und u2 von u = (u1, u2) heiÿen dann auch Koordinaten
des Punktes F (u) ∈ S (bzgl. der Parametrisierung F ).

Beispiel 2.3. 1). A�ne Ebene.
Die a�ne Ebene durch den Punkt p ∈ R3, aufgespannt durch die linear

unabhängigen Vektoren X,Y ∈ R3 ist die Menge

S = {p+ u1 ·X + u2 · Y |u1, u2 ∈ R}.

Wir kommen mit einer einzigen Parametrisierung aus. Setzt V := R3, U :=
R2 und F : U → R3

F (u1, u2) := p+ u1 · x+ u2 · Y.

2). Funktionsgraphen.
Sei U ⊂ R2 o�en, f : U → R eine glatte Funktion. Der Funktionsgraph

von f ist de�niert durch

S = {(x, y, x) ∈ R3 | (x, y) ∈ U, z = f(x, y)}.

Setzte V := R3, F : U → R3, F (x, y) = (x, y, f(x, y)). Dann gilt F (U) =
S = S ∩ V . F is glatt und ihre Umkehrabbildung G : S → U , G(x, y, z) =
(x, y) ist ebenfalls stetig. Also (i) ist erfüllt. Für (ii) hat die Funktion

D(x,y)f =

 1 0
0 1
∂f
∂x

∂f
∂y


Rang 2.

3). Die Sphäre

S = S2 = {(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 + z2 = 1}.
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Setzte V := V +
3 = {(x, y, z) ∈ R3 | z > 0}. Dann ist S2 ∩ V +

3 der graph
der Funktion

f(x, y) =
√

1− (x2 + y2) für x2 + y2 < 1.

Wie Beispiel 2) de�niert

U := {(x, y) ∈ R2 |x2 + y2 < 1}
und

F+
3 (x, y) = (x, y,

√
1− (x2 + y2)).

F+
3 ;U → S2 ∩ V +

3 ist eine lokale Parametrisierung . Analog erhalten wir die
Punkte aus S2∩V −3 , V −3 := {(x, y, z) ∈ R3 | z < 0} durch die Parametrisierung

F−3 : U → R3

F−3 (x, y) = (x, y,−
√

1− (x2 + y2)).

Und auch
V ±1 : = {(x, y, z) ∈ R3 | ± x > 0}
V ±2 : = {(x, y, z) ∈ R3 | ± y > 0}

.

F±1 : U → R3 F±1 (y, z) = (±
√

(1− (y2 + z2), y, z)

F±2 : U → R3 F±1 (x, z) = (x,±
√

1− (x2 + z2), z).

Jeder Punkt p ∈ S2 kommt in wenigstens einer der Mengen V ±i vor, also ist
S2 eine reguläre Fläche.

Proposition 2.4 (als Niveaumenge). Sei V0 ∈ R3 o�en, sei f : V0 → R
eine glatte Funktion. Wir setzen

S := {(x, y, z) ∈ V0 | f(x, y, z) = 0}.
Falls für alle p ∈ S gilt

gradf(p) 6= 0,

dann ist S eine reguläre Fläche.

Beweis. Sei p := (x0, y0, z0)t ∈ S. Wgene der Voraussetzung

gradf(p) = (
∂f

∂x
(p),

∂f

∂y
(p),

∂f

∂z
(p))t 6= (0, 0, 0)t,

können wir oBdA annehmen, dass

∂f

∂x
(p) 6= 0.

Nach dem Satz über implizierte Funktionen existiert es eine o�ene Umgebung
V ⊂ V0 von p, eine o�ene Umgebung U ⊂ R2 und eine glatte Funktion
g : U → R mit

S ∩ V = {(x, y, g(x, y))t | (x, y)t ∈ U}.
Setzen wir F : U → V mit

F (x, y) := (x, y, g(x, y))t,
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so erhalten wir eine lokale Parametrisierung von S.

Beispiel. 4) Ellipsoid: S = {(x, y, z) ∈ R3 | x2
a2

+ y2

b2
+ z2

c2
= 1}.

Setze V0 = R3 und f : R3 → R, f(x, y, z) = x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
− 1. Also

S = {(x, y, z) ∈ R3 | f(x, y, z) = 0}.

Wir können überprüfen, dass

gradf(x, y, z) = (
2x

a2
,
2y

b2
,
2z

c2
) 6= 0 für (x, y, z) ∈ S.

Proposition 2.5. Sei S ⊂ R3 eine reguläre Fläche und p ∈ S. Dann gibt
es eine Umgebung V von p in R3, so dass S ∩ V der Funktionsgraph einer
glatten Funktion ist, die eine der folgenden drei Formen hat: z = f(x, y),
y = g(x, z), x = h(y, z).

Beispiel. Der Doppelkegel.

S = {(x, y, z) ∈ R3 |x2 + y2 = z2}

ist keine reguläre Fläche. Aber S\{0} ist eine reguläre Fläche.
Beweis. Fläche S ist Nullstellengebilde der Funktion

f : R3 → R
f(x, y, z) = x2 + y2 − z2,

de�niert. Der Gradient

grad f(x, y, z) = (2x, 2y,−2z)t

verschwindet nur in (0, 0, 0)t. Also man kann mit Proposition 2.4 zeigen,
dass S\{0} eine reguläre Fläche ist. Proposition 2.4 sagt darüber nicht aus,
dass die Funktion f könnte für den Punkt (0, 0, 0)t ungeschickt gewählt sein.

Angemonnen, dass S wäre eine reguläre Fläche. Dann gäbe es eine lokale
Parametrisierung (F,U, V ) um p = (0, 0, 0)t. Setze u0 = F−1((0, 0, 0)t).
OBdA können wir annemhen, dass U eine Kreisscheibe mit Mittelpunkt u0

ist. Da V ⊂ R3 eine o�ene Umgebung von p = (0, 0, 0)t, sind alle Vektoren
(x, y, z)t ∈ R3 mit hinrechend kleiner Länge in V enthalten. Insbesondere
liegen in S ∩ V Punkte pi = (xi, yi, zi)

t (i = 1, 2) mit z1 > 0 und z2 < 0.
Seien ui := F−1(pi) (i = 1, 2). In U verbinden wir u1 durch einen stetigen

Weg c mit u2 ohne durch u0 zu laufen. Der Bildweg F ◦ c, der p1 und p2

verbindet, muss aber, wegen des Zwischenwertsatzes, durch p = (0, 0, 0)t =
F (u0) laufen. Ein Widerspruch

Proposition 2.6. Sei S ⊂ R3 eine reguläre Fläche. Sei (U,F, V ) eine lokale
Parametrisierung von S. Sei W ⊂ Rn eine o�ene Menge, und ϕ : W → R3

eine Abbildung mit ϕ(W ) ⊂ S ∩ V . Dann ist ϕ als Abbildung von W nach
R3 glatt genau dann, wenn F−1 ◦ ϕ : W → U ⊂ R2 glatt ist.
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Beweis.
”⇐ ” Ψ = F−1 ◦ ϕ ist glatt, so ist ϕ = F ◦ ϕ als Verkettung zweier glatter
Abbildungen ebenfalls glatt.

” ⇒ ” Sei also ϕ : W → R3 glatt. Setze g := ϕ(p) ∈ S ∩ V und
u0 := F−1(g) ∈ U . Schreiben F (u1, u2) = (x(u1, u2), y(u1, u2), z(u1, u2)).
Weil das Di�erential Du0F maximalen Rang hat, k�nnen wir o.E.d.A. an-

nehmen, dass die 2× 2- Matrix ( ∂(x,y)
∂(u1,u2)

, u0) invertierbar ist. De�nieren die
Abbildung:

G : U × R→ R3

G(u1, u2, t) = (x(u1, u2), y(u1, u2), z(u1, u2) + t)

Ihr Di�erential an der Stelle (u1, u2, t) = (u1
0, u

2
0, 0) ist:

D(u10,u
2
0,0)G =

 ∂x
∂u1

(u0) ∂x
∂u2

(u0) 0
∂y
∂u1

(u0) ∂y
∂u2

(u0) 0
∂z
∂u1

(u0) ∂z
∂u2

(u0) 1


Die Determinante ist:

detD(u10,u
2
0,0)G = det(

∂(x, y)

∂(u1, u2)
(u0)) 6= 0

Nach dem Umkehrsatz haben wir eine o�ene Umgebung U1 ⊂ U × R von
(u1

0, u
2
0, 0) und eine o�ene Umgebung V1 ⊂ V von g, so dass G|U1

: U1 → V1

ein Di�eomorphismus ist. Setze W1 := ϕ−1(V1). Dann ist W1 eine o�ene
Umgebung von p. Für alle p′ ∈W1 gilt:

G−1 ◦ ϕ(p′) = (F−1 ◦ ϕ(p′), 0)

denn G(F−1 ◦ ϕ(p′), 0) = F ◦ F−1 ◦ ϕ(p′) = ϕ(p′). Weil G−1 ◦ ϕ als Verket-
tung zweier glatter Abbildungen wieder glatt ist, ist F−1 ◦ ϕ als die Erste
der Zweite Koordinatenfunktionen auch glatt auf W1. Nun ist W1 eine of-
fene Umgebung des beliebigen vorgegebenen Punktes p und die Aussage ist
bewiesen.

Korollar 2.7. Sei S ⊂ R3 eine reguläre Fläche, seien (U1, F1, V1), (U2, F2, V2)
lokale Parametrisierungen von S. Dann ist F−1

2 ◦ F1 : F−1
1 (V1 ∩ V2) →

F−1
2 (V1 ∩ V2) glatt.

Beweis. Anwendung von Prop.2.6. auf W = F−1
1 (V1 ∩ V2), ϕ = F1 und

(U,F, V ) = (V2, F2, V2)

Proposition 2.8. Sei S ⊂ R3 eine reguläre Fläche, p ∈ S, und f : S → Rn
eine Abbildung. Dann sind äquivalent:

1). Es gibt eine o�ene Umgebung V von p in R3 und eine Fortsetzung f̃
von fS∩V auf V , die um p glatt ist.

2). Es gibt eine lokale Parametrisierung (U,F, V ) mit p ∈ V , so dass
f ◦ F : U → Rn um F−1(p) glatt ist.
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3). Für alle lokalen Parametrisierungen (U,F, V ) mit p ∈ V , so dass
f ◦ F : U → Rn um F−1(p) glatt ist.

Beweis.
a. "1. impliziert 3." Da F und f̃ glatt um p sind, also ist auch

f ◦ F = f̃ ◦ F

als Verkettung eine glatte Abbildung auf einer Umgebung von F−1(p)

b. "3. impliziert 2." trivialerweise

c. "2. impliziert 1." Aus dem Beweis von Prop.2.6. wissen wir, dass

G(u1, u2, t) = (x(u1, u2), y(u1, u2), z(u1, u2) + t)

ein lokaler Di�eomorphismus ist. Wir setzen:

g(u1, u2, t) := f ◦ F (u1, u2) = f ◦G(u1, u2, 0)

g ist glatt nahe (F−1(p), 0). Setzen f̃ := g ◦ G−1. f̃ ist glatt um p und ist
eine Fortsetzung von f , denn:

f̃|S∩V = f|S∩V

De�nition 2.9. Gelten die äquivalenten Bedingungen 1). bis 3). aus Pro-
postion 2.8, so nennen wir f glatt nahe p.

De�nition 2.10. Seien S1, S2 ⊂ R3 reguläre Flächen. Sei p ∈ S1 und
f : S1 → S2 eine Abbildung. We nennen f glatt nahe p, falls es eine lokale
Parametrisierung (U1, F1, V1) von S1 um p gibt und eine lokale Parametrisierung
(U2, F2, V2) von S2 um f(p) derart, dass

F−1
2 ◦ f ◦ F1 : F−1

1 (f−1(V2) ∩ V1)→ V2

nahe p glatt ist.

Bemerkung. Sind neben (U1, Fi, Vi) auch (Ũ1, F̃i, Ṽi) lokale Parametrisierung
von Si, so ist mit F−1

2 ◦ f ◦ F1 auch

F̃−1
2 ◦ f ◦ F̃1 = (F̃−1

2 ◦ F2) ◦ (F−1
2 ◦ f ◦ F1) ◦ (F−1

1 ◦ F̃1)

glatt ist.

De�nition 2.11. Seien S1, S2 ⊂ R3 reguläre Flächen. Eine Abbildung f :
S1 → S2 heiÿt Di�eomorphismus, falls f bijektiv ist und sowohl f auch f−1

glatt sind. Existiert ein solcher Di�eomorphismus f : S1 → S2, dann heiÿen
die Flächen S1 und S2 di�eomorph.
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Beispiele a). Sei S1 = {(x, y, z) ∈ R3 : x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= 1}, a, b, c > 0 ein

Ellipsoid. Sei S2 = S2 die Sphäre. Dann sind S1 und S2 di�eomorph. Als
Di�eomorphismus nehmen wir z.B.

f : S1 → S2

f(x, y, z) = (
x

a
,
y

b
,
z

c
)

b). Sei S1 := {(x, y, ϕ(x, y)) : (x, y) ∈ U} der Graph einer C∞-Funktion
ϕ : U → R. Sei S2 = U × {0} ⊂ R3 das Ebenenstück U , aufgefasst als
Fläche in R3. Dann sind S1 und S2 di�eomorph vermöge des Di�eomorphis-
mus:

f : S1 → S2 f(x, y, z) = (x, y, 0)

f−1 : S2 → S1 f(x, y, 0) = (x, y, ϕ(x, y))
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2.2. Die Tangentialebene.

De�nition 2.12 (Tangentialebene). Sei S eine reguläre Fläche, sei p ∈ S.
Dann heiÿt

TpS =

{
X ∈ R3 | es gibt ein ε > 0 und eine glatte parametrisierte Kurve

c : (−ε, ε)→ S mit c(0) = p und c′(0) = X

}
die Tangentialebene von S in p. Die Elemente der Tangentialebene heiÿen
Tangentialvektoren.

Proposition 2.13. Sei S eine reguläre Fläche, sei p ∈ S. Sei ferner
(U,F, V ) eine lokale Parametrisierung von S um p. Wir setzen u0 := F−1(p) ∈
U . Dann gilt

TpS = Bild(Du0F ) = Du0F (R2).

Beweis.
a. "⊃" Sei X ∈ Bild(Du0F ), d.h. es gibt ein Y ∈ R2 mit X = Du0F (Y ).
Setze c(t) := F (u0 + tY ). c(t) ist eine glatte Kurve auf (−ε, ε) für ein kleines
ε > 0. Es folgt

c(0) = F (u0) = p

und

c′(0) =
d

dt
F (u0 + tY )|t=0 = Du0F (Y ) = X.

Somit gilt X ∈ TpS.

b. "⊂" Sei X ∈ TpS, d.h. es gebe eine glatte Kurve c : (−ε, ε) → S
mit c(0) = p und c′(0) = X. O.E.d.A. können wir annehmedirn, dass c ganz
in V verläuft. Gemäÿ Prop.2.6. ist

u := F−1 ◦ c : (−ε, ε)→ U

eine glatte (ebene) parametrisierte Kurve. Setze

Y := u′(0) ∈ R2.

Dann gilt

Du0F (Y ) =
d

dt
(F ◦ u)|t=0 =

d

dt
c|t=0 = X.

Somit gilt X ∈ Bild(Du0F ).

Beispiele.
1. Sei S := p0 + E0 eine a�ne Ebene und {x1, x2} eine Basis von E0.
(U,F, V ) V = R3, U = R2, F : U → V, F (u1, u2) = p0 + u1x1 + u2x2 eine
globale Parametrisierung von S. Für p = F (u0) (u0 = (u1

0, u
2
0) ∈ U) gilt

aus Proposition 2.13,

TpS = Du0F (R2)

= {t1x1 + t2x2 : (t1, t2) ∈ R2}
= E0.
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2. Sei S der Graph einer C∞- Funktion f : U → R d.h. S = {(x, y, f(x, y)) :
(x, y) ∈ U} (U,F, V ) V = R3 F (x, y) = (x, y, f(x, y)) eine globale
Parametrisierung. Sei p = F (u0) = (u1

0, u
2
0, f(u1

0, u
2
0)). Gemäÿ Proposition

2.13,

TpS = Du0F (R2)

= R(1, 0,
∂f

∂x1
(x0))⊕ R(1, 0,

∂f

∂x2
(x0)).

Korollar 2.14. Da Du0F Rang 2 hat, bildet TpS ⊂ R3 einen zweidimen-
sionalen Untervektorraum.

Proposition 2.15. Sei V ⊂ R3 o�en, sei f : V → R eine glatte Funktion,
sei S = f−1(0) ⊂ R3. Es gelte gradf(p) 6= 0 für alle p ∈ S. Dann steht für
p ∈ S der Gradient von f senkrecht auf die Tangentialebene

TpS = gradf(p)⊥.

Beweis. Sei X ∈ TpS, d.h. es gebe eine glatte Kurve c : (−ε, ε) → S mit
c(0) = p und c′(0) = X. Da c in S verläuft, gilt (f ◦ c)(t) = 0 für alle
t ∈ (−ε, ε). Beim Ableiten haben wir:

0 =
d

dt
(f ◦ c)|t=0 = 〈∇f(p), c′(0)〉 = 〈∇f(p), X〉.

Also X⊥∇f(p). Wir haben somit gezeigt, dass TpS ⊂ ∇f(p)⊥. Da beide
Untervektorräume TpS und ∇f(p)⊥ des R3 Dimension 2 haben folgt:

TpS = ∇f(p)⊥.

Beispiel. Die Sphäre wird beschrieben durch S2 = f−1(0) wobei f(x, y, z) =
x2 + y2 + z2− 1. Man kann berechnen: ∇f(x, y, z) = 2(x, y, z). Die Tangen-
tialebene TpS2 = {v ∈ R3 : 〈(x, y, z), v〉 = 0}

De�nition 2.16 (Di�erential). Seien S1, S2 ⊂ R3 regulare Flächen, sei f :
S1 → S2 eine glatte Abbildung, und sei p ∈ S1. Das Di�erential von f in p
ist die Abbildung

df : TpS1 → Tf(p)S2,

die gegeben ist durch folgende Vorschrift: Zu X ∈ TpS1 wähle eine glatte
parametrisierte Kurve c : (−ε, ε)→ S1 mit c(0) = p und c′(0) = X und setze

dpf(X) :=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(f ◦ c) ∈ Tf(p)S2.

Proposition 2.17. Durch De�nition 2.16 ist das Di�erential dpf wohlde�niert,
d.h., dpf(X) hängt nur von X ab, nicht aber von der speziallen Wahl der
Kurve c. Ferner ist das Di�erential dpf linear.
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Beweis. Sei (U1, F1, V1) (bzw. U2, F2, V2) eine lokale Parametrisierung von
S1 um p (bzw. von S2 um f(p)). Nach eventueller Verkleinerung von U1

und V1 können wir annehmen, dass f(S ∩ V1) ⊂ V2. Setze

f̃ := F−1
2 ◦ f ◦ F1 : U1 → U2

und u0 := F−1
1 (p) ∈ U1. Zur Kurve c : (−ε, ε) → S1 mit c(0) = p und

c′(0) = X setzen wir

u := F−1
1 ◦ c : (−ε, ε)→ U1.

Wie im Beweis von Proposition 2.2 haben wir Du0F1(u(0)) = X. Es folgt

dpf(X) =
d

dt
(f ◦ c)|t=0 =

d

dt
(f ◦ F1 ◦ u)|t=0 =

d

dt
(F2 ◦ f̃ ◦ u)|t=0

= Du0(F2 ◦ f̃)(u′(0)) = Du0(F2 ◦ f̃) ◦ (Du0F1)−1(X).

Bemerkung. Der Beweis hat gezeigt, dass das di�erntial dpf bzgl. der
loklaen Parametrisierungen (U1, F1, V1) und (U2, F2, V2) durch die jocobi-
Matrix Du0 f̃ beschreiben wird. Genauer gesagt, es kommutiert folgendes
Diagramm:

TpS1
dpf // Tf(p)S2

R2

Du0F1 ∼=

OO

Du0 f̃ // R2

∼= Df̃(u0)
F2

OO

Proposition 2.18 (Kettenregel). Seien S, S′, S′′ reguläre Flächen und f :
S → S′, g : S′ → S′′ Abbildungen. Sei p ∈ S. Ist f di�erenzierbar in p und
g di�erenzierbar in f(p), so ist g ◦ f di�erenzierbar in p und es gilt

dp(g ◦ f) = df(p)g ◦ dpf.

Beweis. Sei (U,F, V ) bzw. (U ′, F ′, V ′), (U ′′, F ′′, V ′′) eine lokale Parametrisierung
von S um p bzw. von S′ um f(p), von S′′ um g ◦ f(x), so dass f ◦ F (U) ⊂
(S′ ∩ V ′) und F ′(U ′) ⊂ (S′′ ∩ V ′′). Dann gilt:

(F ′′)−1 ◦ (g ◦ f) ◦ F = (F ′′)−1 ◦ g ◦ (F ′)︸ ︷︷ ︸
C∞

◦ (F ′)−1 ◦ f ◦ F︸ ︷︷ ︸
C∞

Wie im Beweis von Prop. 2.17 haben wir:

dp(g ◦ f) = DF ′′ ◦D((F ′′)−1 ◦ (g ◦ f) ◦ F ) ◦ (DF )−1

= DF ′′ ◦D((F ′′)−1 ◦ g ◦ F ′ ◦ (F ′)−1 ◦ f ◦ F ) ◦ (DF )−1

=︸︷︷︸
K.

DF ′′ ◦D((F ′′)−1 ◦ g ◦ F ′) ◦D((F ′)−1 ◦ f ◦ F ) ◦ (DF )−1

= DF ′′ ◦D((F ′′)−1 ◦ g ◦ F ′) ◦ (DF ′)−1︸ ︷︷ ︸
df(p)g

◦ (DF ′) ◦D((F ′)−1 ◦ f ◦ F ) ◦ (DF )−1︸ ︷︷ ︸
dpf

= df(p)g ◦ dpf
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2.3. Die erste Fundamentalform (Metrik).

De�nition 2.19 (die erste Fundamentalform). Sei S eine reguläre Fläche
und p ∈ S. Sei TpS die Tangentialebene von S in p. Die erste Fundamental-
form (oder Metrik) von S in p ist de�niert durch

Ip(X,Y ) = gp(X,Y ) := 〈X,Y 〉,
wobei 〈·, ·〉 das kanonische Skalarprodukt in R3 bezeichnet.

Bemerkung. Nach De�nition ist gp die Einschränkung des kanonischen Skalarpro-
dukts auf Tp; insbesonders gp ist positiv-de�nite symmetrische Bilinearform
auf TpS.

De�nition 2.20 (die Matrxdarstellung von der ersten Fundamentalform).
Sei S ⊂ R3 eine reguläre Fläche und (U,F, V ) eine lokale Parametrisierung
von S. Sind e1 und e2 die Standardbasisvektoren von R2, so bildenDuF (e1) =
∂F
∂u1

(u) und DuF (e2) = ∂F
∂u2

(u), u = F−1(p), eine Basis von TpS. Bezüglich
dieser Basis ist die Matrxdarstellung von gp dann gegeben durch

gij(u) := gp(DuF (ei), DuF (ej))

=
〈 ∂F
∂ui

(u),
∂F

∂uj
(u)
〉

für alle 1 ≤ i, j ≤ 2.

Beispiel. Sei S ⊂ R3 eine Ebene, die von den Vektoren X und Y aufges-
pannt wird durch den Punkt p0.

F (u1, u2) = p0 + u1X + u2Y

Die erste Fundamentalform bzgl. dieser Parametrisierung

g11(u1, u2) = 〈 ∂F
∂u1

(u1, u2),
∂F

∂u1
(u1, u2)〉 = 〈X,X〉

g12(u1, u2) = 〈 ∂F
∂u1

(u1, u2),
∂F

∂u2
(u1, u2)〉 = 〈X,Y 〉

g21(u1, u2) = 〈 ∂F
∂u2

(u1, u2),
∂F

∂u1
(u1, u2)〉 = 〈Y,X〉

g22(u1, u2) = 〈 ∂F
∂u2

(u1, u2),
∂F

∂u2
(u1, u2)〉 = 〈Y, Y 〉

Ist S z.B. die x-y-Ebene und sind (u1, u2) kartesische Koordinaten, d.h.
p0 = 0, X = e1 und Y = e2, so wird die erste Fundamentalform durch die
Matrix

(gij(u))ij =

(
1 0
0 1

)
beschrieben. Man kann durch die x-y-Ebene durch Polarkoordinaten parametrisieren.

F̃ : (0,∞) × (0, 2π)→ R3

F̃ (r, ϕ) = (r cosϕ, r sinϕ, 0).
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Die erste Fundamentalform berechnet sich nun zu:

g̃11(r, ϕ) = 〈∂F̃
∂r

(r, ϕ),
∂F̃

∂r
(r, ϕ)〉 = 〈

cosϕ
sinϕ

0

 ,

cosϕ
sinϕ

0

〉 = 1

g̃12(r, ϕ) = 〈∂F̃
∂r

(r, ϕ),
∂F̃

∂ϕ
(r, ϕ)〉 = 〈

cosϕ
sinϕ

0

 ,

−r sinϕ
r cosϕ

0

〉 = 0

g̃21(r, ϕ) = 〈∂F̃
∂ϕ

(r, ϕ),
∂F̃

∂r
(r, ϕ)〉 = 〈

−r sinϕ
r cosϕ

0

 ,

cosϕ
sinϕ

0

〉 = 0

g̃22(r, ϕ) = 〈∂F̃
∂ϕ

(r, ϕ),
∂F̃

∂ϕ
(r, ϕ)〉 =<

−r sinϕ
r cosϕ

0

 ,

−r sinϕ
r cosϕ

0

〉 = r2.

Die erste Fundamentalform bzgl. Polarkoordinaten ist:

(g̃ij(r, ϕ))ij =

(
1 0
0 r2

)
.

Beispiel. (Zylinder�äche). Wir betrachten Zylinder�äche

S = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = 1}.

Wir parametrisieren sie durch

F : (0, 2π) × R→ R3

F (ϕ, h) = (cosϕ, sinϕ, h).

Für die erste Fundamentalform ergibt sich bzgl. der Koordinaten (u1, u2) =
(ϕ, h):

g11(ϕ, h) = 〈∂F
∂ϕ

(ϕ, h),
∂F

∂ϕ
(ϕ, h)〉 = 〈

− sinϕ
cosϕ

0

 ,

− sinϕ
cosϕ

0

〉 = 1

g12(ϕ, h) = 〈∂F
∂ϕ

(ϕ, h),
∂F

∂h
(ϕ, h)〉 = 〈

− sinϕ
cosϕ

0

 ,

 0
cos 0

1

〉 = 0

g21(ϕ, h) = 〈∂F
∂h

(ϕ, h),
∂F

∂ϕ
(ϕ, h)〉 = 〈

0
0
1

 ,

− sinϕ
cosϕ

0

〉 = 0

g22(ϕ, h) = 〈∂F
∂h

(ϕ, h),
∂F

∂h
(ϕ, h)〉 = 〈

0
0
1

 ,

0
0
1

〉 = 1.

Also die Matrix ist (
1 0
0 1

)
,
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wie die von der Ebene.

Beispiel. Wir berechnen die erste Fundamentalform der Sphäre

S2 = {

xy
z

 ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1}

in Polarkoordinaten (u1, u2) = (θ, ϕ) ergibt das insgesamt:

F : (−π
2
,
π

2
) × (0, 2π)→ R3

F (θ, ϕ) =

cos θ cosϕ
cos θ sinϕ

sin θ


(gij(θ, ϕ))ij =

(
1 0
0 cos2 θ

)
Lemma 2.21. Sei S eine reguläre Fläche und p ∈ S. Seien (U,F, V )

und (Ũ , F̃ , Ṽ ) lokale Parametrisierungen um p, und gij(u)ij bzw. (g̃ij(ũ))ij
die lokale Darstellung von der ersten Fundamentalform bzgl. (U,F, V ) bzw.
(Ũ , F̃ , Ṽ ) wie in De�nition 2.20. Setze

ϕ := F̃−1 ◦ F : F−1(F (U) ∩ F̃ (Ũ))→ F̃−1(F (U) ∩ F̃ (Ũ))

wie in Korollar 2.7. Dann gilt

gij(u) =
∑
k,l

∂ϕk

∂ui
∂ϕl

∂uj
g̃kl(ϕ(u)) (ũ = ϕ(u)).

In Matrixschreibweis lautet diese Gleichung

(gij(u))ij = (Duϕ)t · (g̃kl(ϕ(u))kl ·Duϕ.

Beweis. Nach der Kettenregel haben wir:

gij(u) = I(
∂F

∂ui
(u),

∂F

∂uj
(u)) (F = F̃ ◦ ϕ)

= I(
∂(F̃ ◦ ϕ)

∂ui
(u),

∂(F̃ ◦ ϕ)

∂uj
(u))

=︸︷︷︸
Kettenregel

I(
∑
k

∂F̃

∂ũk
(ϕ(u))

∂ϕk

∂ui
(u),

∑
l

∂F̃

∂ũl
(ϕ(u))

∂ϕl

∂uj
(u))

=
∑
k,l

∂ϕk

∂ui
(u)

∂ϕl

∂uj
(u)I(

∂F̃

∂ũk
(ϕ(u)),

∂F̃

∂ũl
(ϕ(u)))

=
∑
k,l

∂ϕk

∂ui
(u)

∂ϕl

∂uj
(u)g̃kl(ϕ(u)).
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2.4. Normalenfelder und Orientierbarkeit.

De�nition 2.22 (Normalenfeld). Sei S eine reguläre Fläche. Ein Normalen-
feld auf S ist eine Abbildung

N : S → R3

so dass N(p) ⊥ TpS für p ∈ S. Ein Normalenfeld auf S heiÿt Einheitsnor-
malenfeld, falls zusätzlich

‖N(p)‖ = 1

gilt für alle p ∈ S.

Bemerkung. • Mit N auch −N ein (Einheits-)Normalenvektor ist.
• Stetige Einheitsnormalenfeld kann, muss es aber auf einer reguläre Fläche
nicht geben.

Beispiel. Sei S = {(x, y, 0) : x, y ∈ R} die x-y-Ebene in R3. Dann ist
N(x, y, 0) = (0, 0, 1) ein konstantes Einheitsnormalenfeld.

Beispiel. Sei S = S2. Dann erhalten wir ein Einheitsnormalenfeld durch
N = Id, d.h. N(x, y, z) = (x, y, z).

Beispiel. Sei S = S1 × R die Zylinder�äche. Dann ist durch N(x, y, z) =
(x, y, 0) ein Einheitsnormalenfeld de�niert.

Beispiel. (Möbiusband). Das Möbiusband.

De�nition 2.23 (orientierbare Fläche). Eine reguläre Fläche S ⊂ R3 heiÿt
orientierbar, falls es ein glattes Einheisnormalenvektorfeld auf S gibt.

Bemerkung. Reguläre Flächen S im Kleinen sind stets orientierbar.
Sei (U,F, V ) eine lokale Parametrisierung von S. Sei p ∈ S und u =

F−1(p).
∂F
∂u1

(u) = DuF (e1) und ∂F
∂u2

= DuF (e2) sind 2 Tangentialvektoren. De�niere

N(p) =
∂F
∂u1
× ∂F

∂u2

‖ ∂F
∂u1
× ∂F

∂u2
‖

De�nition 2.24 (Orientierung). Eine Orientierung auf einer orientierbaren
regulären Fläche besteht aus der Wahl eines stetigen Einheitsnormalenfeld
auf der Fläche.

Eine orientierbare Fläche zusammen mit einer orientierung nennt man
orientierte Fläche.

Satz 2.25. Eine reguläre Fläche S ⊂ R3 ist genau dann orentierbar, wenn
eine eine Familie (Ui, Fi, Vi)i∈I von lokalen Parametrisierung von S so ex-
istiert, dass
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• ∪i∈I(S ∩ Vi) = S (die Vi ∩ S's überdecken S) und die Vi ∩ S's sind
zusammenhängend,
• für alle i, j ∈ I mit S ∩Vi∩Vj 6= ∅ und für alle u ∈ F−1

i (S ∩Vi∩Vj) gilt
det(Du(F−1

j ◦ Fi)) > 0.

Beweis. Für die lokale Parametrisierung (Ui, Fj , Vi) sei {DF−1
i (p)F (e1), DF−1

i (p)F (e2)}
die Basis von TpS für p ∈ Vi ∩ S. Sei

Ni =
DF−1

i (p)F (e1)×DF−1
i (p)F (e2)

‖DF−1
i (p)F (e1)×DF−1

i (p)F (e2)‖
.

Behautung: Für p ∈ S ∩ Vi ∩ Vj mit u = F−1
i (p)

Ni(p) = Nj(p)⇔ det(Du(F−1
j ◦ Fi)) > 0.

“ ⇒ ” Angenommen S ist orientierbar. Sei N : S → R3 ein stetiges
(glattes) Einheitsnormalenfeld auf S. Sei p ∈ S und (U,F, V ) eine lokale
Parametrisierung von S um pmit U zusammenhängend (bis auf Einschränkung
von U ist dies immer mgl). Aus Bemerkung vor der De�nition 2.24 gilt dann:
entweder:

det(
∂F

∂u1
(u),

∂F

∂u2
(u), N(F (u))) > 0 ∀u ∈ U oder

det(
∂F

∂u1
(u),

∂F

∂u2
(u), N(F (u))) < 0 ∀u ∈ U

Im ersten Fall lassen wir (U,F, V ) unverändert. Im zweiten Fall ersetzen
wir (U,F, V ) durch (Ũ , F̃ , Ṽ ) wobei Ũ := {(u1, u2) ∈ R2 : (u2, u1) ∈ U},
F̃ (u1, u2) := F (u2, u1) und Ṽ := V . Es ist klar, dass (Ũ , F̃ , Ṽ ) eine lokale

Parametrisierung von S um p mit ˜F ( ˜ )U = F (U) und

det(
∂F̃

∂u1
(u),

∂F̃

∂u2
(u), N(F̃ (u))) = det(

∂F

∂u2
(u2, u1),

∂F

∂u1
(u2, u1), N(F (u2, u1)))

= −det(
∂F

∂u1
(u2, u1),

∂F

∂u2
(u2, u1), N(F (u2, u1)))

> 0

“⇐ ” Klar.

43



2.5. Die zweite Fundamentalform. Sei S ⊂ R3 eine orientierbare reg-
uläre Fläche mit glattem Einheitsnormalenfeld N . Aufgefasst als Abbildung
zwischen Flächen, nämlich N : S → S2, heiÿt N auch Gauÿ-Abbildung.

De�nition 2.26 (Die Weingarten-Abbildung). Sei S ⊂ R3 eine orientierte
Fläche und p ∈ S. Die Weingarten-Abbildung von S in p wird de�niert durch

Wp : TpS → TpS

Wp(X) = −dpN(X).

Bemerkung. Das Di�erential ist dpN : TpS → TN(p)S2. Nun ist TN(p)S2 =

N(p)⊥ = TpS.
Beispiel. Sei S = {(x, y, 0) : x, y ∈ R} die x-y-Ebene, N(x, y, z) = (0, 0, 1)
konstant. Also

Wp = 0 ∀p ∈ S.
Beispiel. Sei S = S2. Sei N das äuÿere Einheitsnormalenfeld, N(p) = p.
Dann ist

Wp = −Id : TpS2 → TpS2.

Beispiel. Sei S = S1 × R der Zylinder. N(x, y, z) = (x, y, 0). In einem
Punkt p = (x, y, z) ∈ S wird die Tangentialebene TpS aufgespannt durch die
Basisvektoren (−y, x, 0) und (0, 0, 1). Wählen

c1(t) = (x, y, z + t) und

c2(t) = (cos(t+ t0), sin(t+ t0), z),

wobei (cos t0, sin t0) = (x, y). Damit ergibt sich:

Wp(0, 0, 1) = −dpN(0, 0, 1) = − d

dt
N(c1(t))|t=0

= − d

dt
(x, y, 0)|t=0 = 0,

Wp(−y, x, 0) = −dpN(−y, x, 0) = − d

dt
N(c2(t))|t=0

= − d

dt
(cos(t+ t0), sin(t+ t0), 0)|t=0

= (sin t0,− cos t0, 0) = −(−y, x, 0)

In der Basis (−y, x, 0) und (0, 0, 1) hat Wp also als Matrixdarstellung(
−1 0
0 0

)
.

Proposition 2.27. Sei S ⊂ R3 eine orientierte Fläche mit der Weingarten-
Abbildung Wp : TpS → TpS, p ∈ S. Dann ist Wp selbstadjungiert bzgl. der
ersten Fundamentalform, d.h.,

Ip(X,Wp(Y )) = Ip(Wp(X), Y )

für alle X,Y ∈ TpS.
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Beweis. Sei N das Einheitsnormalenfeld von S und Wp = −dpN . Wähle
eine lokale Parametrisierung (U,F, V ) um p und setze u := F−1(p). Seien
Xi := DuF (ei) = ∂F

∂ui
(u) für i = 1, 2. Da N überall senkrecht auf S steht,

gilt:

〈 ∂F
∂ui

(u+ tej), N(F (u+ tej))〉 ≡ 0

Beim Ableiten dieser Gleichung erhalten wir:

0 =
d

dt
〈 ∂F
∂ui

(u+ tej), N(F (u+ tej))〉|t=0

= 〈 d
dt

∂F

∂ui
(u+ tej), N(F (u+ tej))〉|t=0

+〈 ∂F
∂ui

(u+ tej),
d

dt
N(F (u+ tej))〉|t=0

=︸︷︷︸
K

〈 ∂2F

∂uj∂ui
(u), N(p)〉+ 〈Xi,−Wp(Xj)〉

Es folgt also:

Ip(Xi,Wp(Xj)) = 〈Xi,Wp(Xj)〉 = 〈 ∂2F

∂uj∂ui
(u), N(p)〉.

Nach dem Satz von Schwarz haben wir:

Ip(Xi,Wp(Xj)) = Ip(Xj ,Wp(Xi)).

Da {X1, X2} eine Basis von TpS und (X,Y ) → Ip(Wp(X), Y ) bilinear ist,
gilt die Behauptung.

De�nition 2.28 (Die zweite Fundamentalform). Die zur Weingarten-Abbildung
gehörige Bilinearform heiÿt zweite Fundamentalform (der Fläche S in p):

IIp(X,Y ) := Ip(Wp(X), Y ), X, Y ∈ TpS.

De�nition 2.29 (Die Matrixdarstellung der zweiten Fundamentalform). Sei
(U,F, V ) eine lokale Parametrisierung von S (orientierter regulärer Fläche).
Dann wird für jedes u ∈ U die 2× 2 matrix (hij(u)ij) de�niert durch

hij(u) := IIp(DuF (ei), DuF (ej))

= Ip(Wp(DuF (ei)), DuF (ej))

= 〈 ∂2F

∂ui∂uj
(u), N(p)〉.

Beispiel. Sei S der Graph einer glatten Funktion f : U → R. Auf S kann
das folgende glatte Einheitsnormalenfeld de�niert werden:

N(p) =
∂F
∂u1

(u)× ∂F
∂u2

(u)∥∥ ∂F
∂u1

(u)× ∂F
∂u2

(u)
∥∥ =

1√
1 + ‖∇f‖2

− ∂f
∂u1

(u)

− ∂f
∂u2

(u)
1

 ,
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wobei p = F (u) ∈ S und F (u) = (u1, u2, f(u1, u2)). Wir haben

∂2F

∂ui∂uj
(u) = (0, 0,

∂2f

∂ui∂uj
(u))

und somit

hij(u) =︸︷︷︸
n.Def.

〈 ∂2F

∂ui∂uj
(u), N(p)〉 =

√
1 + ‖∇f‖2

(
∂2f

∂ui∂uj
(u)

)
ij

.
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2.6. Die Krümmung. Nach Proposition 2.27 ist die Weingarten-Abbildung
Wp : TpS → TpS stets selfstadjungiert. Aus linear Algebra können wir eine
Orthonormalbasis X1, X2 von TpS �nden, so dass

Wp(Xi) = κi ·Xi, i = 1, 2.

Xi sind die Eigenvektoren von Wp und κi die Eigenwerte von Wp.

De�nition 2.30 (Hauptkrümmungen und Hauptkrümmungsrichtungen).
Die Eigenwerte κ1 und κ2 heiÿen Hauptkrümmungen von S im Punkt p.
Die zugehörige Eigenvektoren ±X1 und ±X2 heiÿen Hauptkrümmungsrich-
tungen.

De�nition 2.31 (Normalkrümmung). Die Normalkrümmung in Richtung
X ist de�niert durch

κnor = II(X,X).

Lemma 2.32. Sei S ⊂ R3 eine orientierte Fläche und p ∈ S. Sei X ∈
TpS mit gp(X,X) = ‖X‖2 = 1 und setze E := p + Span{X,N(p)} ⊂ R3.
Die Ebene Span{X,N(p)} trage die Orientierung der Basis {X,N(p)}. Sei,
für ein hinreichende kleines ε > 0, c : (−ε, ε) → E ∩ S nach Bogenlänge
parametrisierte Kurve mit c(0) = p und c′(0) = X. Dann gilt

IIp(X,X) = κ(0),

wobei κ die Krümmung von c (als ebene Kurve) ist.

Beweis. Bemerke zuerst, dass eine solche nach Bogenlänge parametrisierte
Kurve c existiert. Es gilt:

Ip(X,X) = 〈Wp(X), X〉 = −〈dpN(X), X〉

= −〈 d
dt
N ◦ c|t=0, X〉 = −〈 d

dt
N ◦ c|t=0, c

′(0)〉

= − d

dt
〈N ◦ c, c′〉︸ ︷︷ ︸

=0

|t=0 + 〈N ◦ c(0), c′′(0)〉,

= κ(0)〈N ◦ c(0), n(0)〉
wobei n : (−ε, ε)→ Span{X,N(p)} das Normalenfeld zu c ist. Aber c′(0) =
X und {X,N(p)} ist p.o.n.B. von Span{X,N}. Also n(0) = N(p) und somit

Ip(X,X) = k(0)〈N ◦ c(0), N(p)〉 = κ(0).

Beispiel. Sei S = {(x, y, 0) : x, y ∈ R} die x-y-Ebene. N(x, y, z) = (0, 0, 1)
und Wp = 0,∀p ∈ S. Also κ1 = κ2 = 0 und jede Richtung ist Hauptkrüm-
mungsrichtung.

Beispiel. Sei S = S2 die Sphäre. Dann ist für das innere Einheitsnormalen-
feld die Weingarten-Abbildung W = id. Somit sind κ1 = κ2 = 1 und jede
Richtung ist Hauptkrümmungsrichtung.
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Beispiel. Sei S = S1×R der Zylinder. p = (x, y, z). Wie wir gesehen haben,
hat die Weingarten-Abbildung Wp bzgl. des inneren Einheitsnormalenfelds
und der Basis X1 = (−y, x, 0) und X2 = (0, 0, 1) die Matrixdarstellung(

1 0
0 0

)
.

Das heisst gerade, dass X1 und X2 Hauptkrümmungsrichtungen zu den
Hauptkrümmungen κ1 und κ2 sind.

Beispiel. Sei S der Graph einer glatten Funktion f : U → R. Auf S kann
das folgende glatte Einheitsnormalenfeld de�niert werden:

N(p) =
∂F
∂u1

(u)× ∂F
∂u2

(u)∥∥ ∂F
∂u1

(u)× ∂F
∂u2

(u)
∥∥ =

1√
1 + ‖∇f‖2

− ∂f
∂u1

(u)

− ∂f
∂u2

(u)
1

 ,

wobei p = F (u) ∈ S und F (u) = (u1, u2, f(u1, u2)). Wir haben

∂2F

∂ui∂uj
(u) = (0, 0,

∂2f

∂ui∂uj
(u))

und somit

hij(u) =︸︷︷︸
n.Def.

〈 ∂2F

∂ui∂uj
(u), N(p)〉 =

√
1 + ‖∇f‖2

(
∂2f

∂ui∂uj
(u)

)
ij

.

De�nition 2.33 (Krümmungslinie). Sei S eine reguläre Fläche, sei c : I → S
eine nach Bogenlänge parameterisierte Kurve. Falls c′(t) für alle t ∈ i eine
Hauptkrümmungsrichtung ist, so heiÿt c Krümmungslinie.

Beispiel. Auf den Zylinder S = S1 ×R sind die Krümmungslinien horizon-
tale Kreislinien oder vertikale Geraden (oder Stücke davon).

De�nition 2.34 (die Gauÿ-Krümmung und die mittlere Krümmung ). Sei
S eine orientierte reguläre Fläche, sei p ∈ S ein Punkt. Seien κ1 und κ2 die
Hauptkrümmumgen von S in p. Dann ist

K(p) := κ1 · κ2 = det(Wp)

die Gauÿ-Krümmung von S in p. Ferner heiÿt

H(p) :=
1

2
(κ1 + κ2) =

1

2
Spur(Wp)

mittlere Krümmung von S in p.

De�nition 2.35. Sei S eine orientierte reguläre Fläche, sei p ∈ S ein Punkt.
Mann nennt p

i) elliptisch, falls K(p) > 0.
ii) hyperbolisch, falls K(p) < 0,
iii) parabolisch, falls K(p) = 0, aber Wp 6= 0,
iv) Flachpunkt, falls Wp = 0, d.h. κ1 = κ2 = 0.
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Bemerkung zur Orientierung. Kehrt man auf einer orientierbare regulären
Fla�che die Orientierung um, d.h. ersetzt man N durch −N , so geht Wp in
−Wp über. Daher werden κ1 und κ2 durch −κ1 und −κ2 ersetzt. Die Eigen-
vektoren von Wp und damit die Hauptkrümmungsrichtungen bleiben diesel-
ben. H(p) geht auch in −H(p) über, aber K(p) bleibt unverändert. Somit
die Eigenvektoren, die Hauptkrümmungsrichtungen und Gauÿ-Krümmung
auch für nichtorientierbare Flächen de�niert, die Hauptkrümmungen und
die mittlere Krümmung dagegen nur bis auf das Vorzeichen.

Das mittlere Krümmungsfeld de�niert durch

H := H ·N

bleibt auch unverändert.

Beispiel. Die Ebene hat Wp = 0 für alle p. Daher sind alle Punkte Flach-
punkte. Es ist K = H = 0.

Beispiel. Für die Sphäre S = S2 mit der durch das innere Einheitsnormalen-
feld gegebenen Orientierung gilt Wp = id ∀p ∈ S, also K = H = 1. Somit
sind alle Punkte elliptisch. Das mittlere Krümmungsfeld ist H(p) = −p.

Beispiel. Für den Zylinder S = S1 ×R haben wir κ1 = 0 und κ2 = 1. Also
gilt K ≡ 0 (wie für die Ebene!) und H = 1

2 . Alle Punkte sind parabolisch.

Beispiel. Das hyperbolische Paraboloid (oder die Sattel�äche)

S = {(x, y, z) ∈ R3 : z = y2 − x2}

ist der Graph der Funktion

ϕ : R2 → R
ϕ(x, y) = y2 − x2 und somit

∇ϕ = (−2x, 2y)

⇒ N(p) =
1√

1 + 4x2 + 4y2

 2x
−2y

1


X1 =

∂F

∂X1
= (1, 0,−2x) X2 =

∂F

∂X2
= (0, 1, 2y)

hij(u) =
1√

1 + 4x2 + 4y2

(
−2 0
0 2

)
gij(u) =

(
1 + 4x2 −4xy
−4xy 1 + 4y2

)
.

Also K = −4 und H = 0.
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Zur Erinnerung:

hij(u) = Ip(Wp(DuF (ei)), DuF (ej))

=
2∑

k=1

W k
i (u)I(DuF (ek), DuF (ej))

=
2∑
i=1

W k
i (u)gkl(u)

wobei (W k
i ) = (hij)(gki)

−1

K =
det(hij)ij
det(gij)ij

H =
1

2
tr

(
(hij)ij(gij)

−1
ij

)
.

Satz 2.36 (Geometrische Interpretation der Krümmungen). Sei S ⊂ R3 eine
reguläre Fläche, sei p ∈ S, und sei X1, X2 eine Orthonormalbasis von TpS.
Sei N glattes Einheitsnormalenfeld auf S, de�niert in einer Umgebung des
Punktes p, so dass (X1, X2, N(p)) eine positiv orientierte Orthonormalbasis
von R3 bilden. Dann gilt es eine lokale Parametrisierung (U,F, V ) von S
um p, so dass

(i) (0, 0) ∈ U und F (0, 0) = p,
(ii) gij(0, 0) = δij , i, j = 1, 2,

(iii) ∂gij
∂uk

(0, 0) = 0, i, j, k = 1, 2,

(iv) F (u)− p = u1X1 + u2X2 + 1
2

∑2
i,j=1 hij(0, 0)uiuj ·N(p) +O(‖u‖3).

Beweis.
a. Sei x0 ∈ U1 der Punkt für den F1(x0) = p. Setze V2 := V1, U2 := U1 − x0

und F2 : U2 → V2 ∩ S F2(x) = F1(x + x0). Nun bekommen wir eine neue
Parametrisierung (U2, F2, V2) mit F2(0, 0) = p.

b. Seien Y1, Y2 ∈ R2 so, dass D(0,0)F2(Yj) = Xj j = 1, 2. Wählen wir
eine lineare Transformation A, so dass A(ej) = Yj j = 1, 2. Setze V3 :=
V2, U3 := A−1(U2) und F3 := F2 ◦ A. Dann ist (U3, F3, V3) eine lokale
Parametrisierung von S um p mit F3(0) = p und

∂F3

∂ui
(0, 0) = D(0,0)F3(ei) = D(0,0)(F2 ◦A)(ei)

= (D(0,0)F2 ◦A)(ei) = D(0,0)F2(Yi) = Xi.

Und somit gilt:

g
(F3)
ij (0, 0) = 〈∂F3

∂ui
(0, 0),

∂F3

∂uj
(0, 0)〉 = 〈Xi, Xj〉 = δij .

c. Wir betrachten die Taylor-Entwicklung von F3 um (0, 0) und bezeichnen
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die Koordinaten mit (v1, v2).

F3(v1, v2)− p =
∂F3

∂v1
(0)v1 +

∂F3

∂v2
(0)v2

+
1

2

∑ ∂2F3

∂vi∂vj
(0)vivj +O(‖v‖3)

= v1X1 + v2X2 +
1

2

2∑
i,j,k=1

vivj〈 ∂
2F3

∂vi∂vj
(0, 0), Xk〉Xk

+
1

2

2∑
i,j,k=1

vivj〈 ∂
2F3

∂vi∂vj
(0, 0), N(p)〉N(p) +O(‖v‖3).

d. Wir betrachten nun die Abbildung

Ψ : U3 → R2

Ψ(v1, v2) =

(
v1 + 1

2

∑
vivj〈 ∂2F3

∂vi∂vj
(0), X1〉

v2 + 1
2

∑
vivj〈 ∂2F3

∂vi∂vj
(0), X2〉.

)

Es gilt o�ensichtlich

Ψ(0, 0) = (0, 0)

und D(0,0)Ψ =

(
1 0
0 1

)
.

Nach dem Umkehrsatz gibt es Umgebungen U ′3 ⊂ U3 und U ⊂ R2 von
(0, 0), so dass Ψ : U ′3 → U ein Di�eomorphismus ist. Durch Verkleinern
V ′3 ⊂ V3 und Einschränken F ′3 = F3|U ′3 erhalten wir eine weitere lokale
Parametrisierung (U ′3, F

′
3, V

′
3) von S um p. Nun setzen wir F := F ′3 ◦ Ψ−1

und V := V ′3 . Die Parametrisierung (U,F, V ) besitzt alle Eigenschaften i) -
iv).

Zu i): F (0) = F ′3(Ψ−1(0)) = F ′3(0, 0) = F3(0) = p.

Zu iv): Mit der Abkürzung

uk := vk +
1

2

2∑
i,j=1

vivj〈 ∂
2F3

∂vi∂vj
(0), Xk〉
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erhalten wir

F (u1, u2)− p = F (Ψ(v1, v2))− p
= F3(v1, v2)− p

=
2∑

k=1

{
vk +

1

2

2∑
i,j=1

vivj〈 ∂
2F3

∂vi∂vj
(0), Xk〉

}
Xk

+
1

2

2∑
i,j=1

vivj〈 ∂
2F3

∂vi∂vj
(0), N(p)〉N(p) +O(‖v‖3)

=
2∑

k=1

ukXk +
1

2

2∑
i,j=1

vivjh
(F3)
ij (0)N(p) +O(‖v‖3).

Dabei bezeichnen wir h(F3)
ij (0) = 〈 ∂2F3

∂vi∂vj
(0), N(p)〉. Wegen

Ψ(0, 0) = 0, D(0,0)Ψ =

(
1 0
0 1

)
,

gilt auch

Ψ−1(0, 0) = 0
∞∑

k=−∞
k|ck|2 ≤

∞∑
k=−∞

k2|ck|2 =
L[c]2

(2π)2
D(0,0)(Ψ

−1) =

(
1 0
0 1

)
,

und somit

vj = uj +O(‖u‖2).

Also folgt

F (u1, u2)− p =

2∑
k=1

ukXk +
1

2

2∑
i,j=1

(
uiuj +O(‖u‖3)

)
h

(F3)
ij (0)N(p) +O(‖u‖3)

=
2∑

k=1

ukXk +
1

2

2∑
i,j=1

uiujh
(F3)
ij (0)N(p) +O(‖u‖3). (∗)

Ableiten von (∗) erhalten wir

h
(F )
ij (0) = 〈 ∂2F

∂ui∂uj
(0), N(p)〉 = 〈h(F3)

ij (0)N(p), N(p)〉 = h
(F3)
ij (0). (∗∗)

Einsetzen von (∗∗) in (∗) liefert iv).

Zu ii) und iii): Wegen iv) gilt

∂F

∂ui
(u) = Xi +

2∑
j=1

ujhij(0)N(p) +O(‖u‖2).
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Damit erhalten wir

gij(u) = 〈Xi +

2∑
k=1

ukhik(0)N(p) +O(‖u‖2),

Xj +

2∑
l=1

ulhjl(0)N(p) +O(‖u‖2)〉

= 〈Xi, Xj〉+
2∑

k=1

ukhik(0) 〈Xi, N(p)〉︸ ︷︷ ︸
=0

+
2∑
l=1

ulhjl(0) 〈Xi, N(p)〉︸ ︷︷ ︸
=0

+O(‖u‖2)

= δij +O(‖u‖2)

und ii) und iii).

Korollar 2.37. Jede reguläre Fläche kann lokal als Graph über ihre Tangen-
tialebene dargestellt werden.

Beweis. Zur Vereinfachung der Notation drehen und verschieben wir die
Fläche im R3 so, dass p = 0 und die Tangentialebene TpS gerade von den
ersten beiden Einheitsvektoren e1 und e2 aufgespannt wird. Nach Satz 2.36
haben wir eine lokale Parametrisierung (U,F, V ) von S um p mit

F (u1, u2) = (u1, u2,
1

2

∑
i,j=1

uiujhij(0, 0)) +O(‖u‖3).

Sei π : R3 → TpS = R2 × {0} = R2 die Orthogonalprojektion. Wegen

π ◦ F (u1, u2) = (u1, u2) +O(‖u‖3)

gilt

D(0,0)(π ◦ F ) =

(
1 0
0 1

)
.

Nach dem Umkehrsatz existiert eine glatte Abbildung ϕ : Ũ ⊂ TpS → R2

mit π ◦ F ◦ ϕ = id. Dann gilt F (ϕ(v1, v2)) = (v1, v2, (F ◦ ϕ)3(v1, v2)), d.h.
S ist nahe p genau der Graph der 3. Komponentenfunktion von F ◦ ϕ.

Wenn wir Terme dritter Ordnung vernachlässigen, können wir die reguläre
Fläche S in der Nähe eines Punktes p ∈ S über der Tangentialebene TpS als
Graph der Funktion

(u1, u2)→ 1

2

2∑
i,j=1

uiujhij(0, 0)

angenähert darstellen.
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1. Fall: Sei K(p) > 0. Dann ist (hij(0))ij positiv oder negativ de�nit.

2. Fall: Sei K(p) < 0. Dann ist (hij(0))ij inde�nit. Somit wird S nahe p
durch eine Sattel�äche approximiert.

3. Fall: p ist parabolisch. Nahe p sieht S wie die Zylinder�äche über einer
Parabel aus.

4. Fall: p ist Flachpunkt k1(0) = k2(0) = 0. Dann ist (hij)(0, 0) = 0 für alle
i, j = 1, 2, und somit sieht S wie eine Ebene aus.

Satz 2.38. Sei S ⊂ R3 eine kompakte nicht leere reguläre Fläche. Dann
besitzt S einen Punkt p mit

K(p) > 0.

Beweis.
Da S ⊂ R3 eine kompakte nicht leere reguläre Fläche ist, ist S insbesondere
beschränkt und somit existiert ein R > 0, so dass

S ⊂ B(0, R) := {x ∈ R3 : ‖x‖ ≤ R}.
a. Wählen R0 so, dass

R0 := inf{R : S ⊂ B(0, R)}
und setzen S2(R0) = ∂B(0, R0). Es gilt S ⊂ B(0, R0). Wir behaupten:
S ∩ S2(R0) 6= ∅, denn: Angenommen, es wäre falsch. Dann existiert ε > 0,
so dass der Abstand

0 < ε < dist(S,S2(R0)) = inf{‖x− y‖ : x ∈ S, y ∈ S2(R0)}.
Dann wäre aber S ⊂ B(0, R0 − ε) im Widerspruch zur Minimalität von R0.
Also existiert p ∈ S ∩ S2(R0).

b. Wir behaupten, dass S und S2(R0) in p dieselbe Tangentialebene haben,
d.h. TpS = TpS2(R0). Denn: ∀X ∈ TpS ∃c : (−ε, ε) → S : c(0) =

p & c′(0) = X. Wegen S ⊂ B(0, R0) gilt

R0 = ‖c(0)‖2 = max
t∈(−ε,ε)

‖c(t)‖2.

Es folgt (‖c‖2)′(0) = 0, d.h. 〈c′(0), c(0)〉 = 0. Also 〈X, p〉 = 0. We-
gen TpS2(R0) = p⊥, gilt X ∈ TpS2(R0). Somit TpS ⊂ TpS2(R0). Wegen
dimTpS = dimTpS2(R0) gilt die Behauptung TpS = TpS2(R0).

c. Sei X ∈ TpS mit ‖X‖ = 1. Wir behaupten, dass die Normalkrüm-
mung II(X,X) von X gröÿer gleich 1

R0
> 0 oder kleiner gleich − 1

R0
ist, d.h.

|II(X,X)| ≥ 1
R0
. Denn: Sei E eine Ebene, aufgespannt von N(p) und X.

Betrachten die Schnitte E mit S und S2(R0). Dann sehen wir, dass E ∩ S
immer im Inneren der Kreislinie E ∩ S2(R0) liegt und diese in p berührt.
Wir haben schon bewiesen, dass die Normalkrümmung |II(X,X)| = |k(0)|,
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wobei k die Krümmung von einer nach Bogenlänge parametrisierten Kurve
c : (−ε, ε)→ S mit c(0) = p und c′(0) = X. Nach Hausaufgabe haben wir

|k(0)| ≥ 1

R0
.

d. Also die Weingarten-Abbildung, als eine Matrix: W − 1
R0
Id ≥ 0 oder

W + 1
R0
Id ≤ 0, d.h. W − 1

R0
Id ist positiv de�nit oder W + 1

R0
Id ist negativ

de�nit. Es folgt

K = detW ≥ 1

R2
0

> 0.

Korollar 2.39. Sei S eine kompakte reguläre Fläche, sei q ∈ R3, sei p ∈ S
ein Punkt mit maximalem (oder minimalen) Abstand von q. Dann ist q − p
senkrecht auf TpS, d.h.

q − p⊥TpS.

Beweis. Übung.

In Koordinaten lassen sich K und H wie folgt ausdrücken:

K =
det(hij)

det(gij)
=
h11h22 − h2

12

g11g22 − g2
12

H =
1

2

∑
ij

hijg
ij =

1

2 det(gij)
(h11g22 − 2h12g12 + h22g11).
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2.7. Fl�cheninhalten und Integration auf Flächen. Sei S eine reguläre
Fläche und (U,F, V ) eine lokale Parametrisierung von S. Zunächst betracteh
wir nur Funktionen f : S → R, die auÿerhalb des Koordinatenbereiches
verschwinden, d.h., f |S−V ≡ 0.

De�nition 2.40 (Lebesque-Integrierbarkeit). Eine Funktion f : S → R mit
fS−V = 0 heiÿt (Lebesque-)integrierbar, falls die Funktion

U → R
(u1, u2) 7−→ f(F (u1, u2)) ·

√
det(gij(u1, u2)),

(Lebesque-)integrierbar ist. Dabei (gij) ist die Matrixdarstellung von der
ersten Fundamentalform. Der Wert des Integrals ist∫

S
fdA :=

∫
U
f(F (u1, u2)) ·

√
det(gij(u1, u2))du1du2.

Man nennt den formalen Ausdruck

dA =
√

det(gij(u1, u2))du1du2

das Flächenelement.

det(gij) heiÿt auch Gramsche Determinante und gibt die in�nitesimale
Flächenverzerrung von F an, was durch den Ausdruck

dA =
√

det(gij(u1, u2))du1du2

deutlich gemacht wird. Ferner gilt det(gij) = ‖ ∂F
∂u1
× ∂F

∂u2
‖2 (Übung)

Lemma 2.41. Sei S eine reguläre Fläche, seien (U,F, V ) und (Ũ , F̃ , Ṽ )
lokale Parametrisierungen von S. Sei f : S → R eine Funktion mit f

S−(V ∩Ṽ )
=

0. Es ist

(f ◦ F ) ·
√

det(gij) : U → R

integrierbar genau dann, wenn

(f ◦ F̃ ) ·
√

det(g̃ij) : Ũ → R

integrierbar ist, und in diesem Falle gilt∫
U

(f ◦ F ) ·
√

det(gij)du
1du2 =

∫
Ũ

(f ◦ F̃ ) ·
√

det(g̃ij)dũ
1dũ2.

Beweis. Sei ϕ := F̃−1 ◦ F die Parametertransformation. Zur Erinnerung:
die Beziehung zwischen (gij) und (g̃ij) ist

(gij) = Dϕ∗(g̃ij ◦ ϕ)Dϕ

⇒ det(gij) = det(g̃ij ◦ ϕ)(det(Dϕ))2

⇒
√

det(gij) =
√

det(g̃ij ◦ ϕ) |det(Dϕ)| .
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Sei (f ◦ F̃ )
√

det(g̃ij ◦ ϕ) integrierbar. Nach der Transformation ist auch

(f ◦ F̃ ◦ ϕ)
√

det(g̃ij ◦ ϕ) |det(Dϕ)| = (f ◦ F )
√

det(gij)

integrierbar und (mit ũ = ϕ(u))∫
Ũ
f(F̃ (ũ1, ũ2))

√
det(g̃ij(ũ1, ũ2))dũ1dũ2

=

∫
U
f(F (u1, u2))

√
det(gij(u1, u2))du1du2.

Beispiel. Ist S = R2 × {0} ⊂ R3 die x-y-Ebene, so wählen wir kartesis-
che Koordinaten U = R2, V = R3, F (x, y) = (x, y, 0). Dann ist (gij) die
Einheitsmatrix (I2) und somit dA = dxdy. Also∫

S
fdA =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

f(x, y)dxdy,

wie das ursprüngliche Integral über R2. Mit den Polarkoordinaten r und ϕ
(F̃ (r, ϕ) = (r cosϕ, r sinϕ, 0)) haben wir

(gij) =

(
r 0
0 1

)
, dA = rdrdϕ.

Also ∫
S
fdA =

∫ ∞
0

∫ 2π

0
f(F̃ (r, ϕ))dϕrdr.

De�nition 2.42. Sei S eine reguläre Fläche. Eine Funktion f : S → R
heiÿt integrierbar, fall sich f schreiben lässt als endliche Summe

(3) f = f1 + f2 + · · ·+ fk,

wobei die fi : S → R integrierbare Funktionen sind, die jeweils auÿerhalb
einer Koordinatenumgebung verschwinden. In diesem Fall setzen wir ferner∫

S
fdA :=

k∑
i=1

∫
S
fidA.

Eine Möglichkeit, zu einer integrierbaren Funktion f eine Zerlegung der
Form (3) zu �nden, in der jedes fi integrierbar ist und auÿerhalb einer Ko-
ordinatenumgebung verschwindet, geht wie folgt. Wählen eine überdeckung
von S, d.h. endlich viele Koordinatenumgebungen (Ui, Fi, Vi)i∈I so, dass
S ⊂ ∪ki=1Vi. Zu einer Teilmenge A ⊂ R3 sei χA : R3 → R die charakteristis-
che Funktion, d.h.

χA(x) =

{
1 falls x ∈ A
0 andernfalls
57



Jetzt de�nieren wir

f1 := χV1f

f2 := χV2−V1f

...

fk := χVk−∪k−1
i=1 Vi

f

Dann gilt f = f1 + · · · fk und jedes fi verschwindet auÿerhalb von Vi.

Ü 1. Zeigen Sie, dass alle fi integrierbar sind im Sinne von De�nition 2.39,
falls f integrierbar ist im Sinne von De�nition 2.41. (Übung)

Ü 2. Zeigen Sie, dass der Wert des Integrals
∫
S fdA in De�nition 2.41 un-

abhängig von der Wahl der Zerlegung f = f1 + · · · fk ist. (Übung)

� Sind f, g : S → R integrierbare Funktionen und α, β ∈ R so ist
αf + βg : S → R integrierbar und es gilt∫

S
(αf + βg)dA = α

∫
S
fdA+ β

∫
S
gdA

� Sind f, g : S → R integrierbare Funktionen und gilt f ≤ g, so
folgt ∫

S
fdA ≤

∫
S
gdA

(Übung)

De�nition 2.43. Eine Teilmenge N ⊂ S einer regulären Fläche heiÿt Null-
menge, falls für jede lokale Parametrisierung (U,F, V ) von S die Menge

F−1(V ∩N)

eine Nullmenge in U ⊂ R2 ist.

Ü 3: Sei S ⊂ R3 eine reguläre Fläche, seien (Ui, Fi, Vi)i=1,··· ,+∞ lokale
Parametrisierungen, die S überdecken, d.h. S ⊂ ∪∞i=1Vi. Zeigen
Sie, dass eine Teilmenge N ⊂ S bereits eine Nullmenge ist, falls
F−1
i (N) ⊂ Vi Nullmengen sind.

Bemerkung. Ist S ⊂ R3 eine reguläre Fläche. N ⊂ S eine Nullmenge,
und sind f, g : S → R3 Funktionen, die auf S − N übereinstimmen (d.h
fS−N = gS−N ), dann gilt: Ist f integrierbar, so auch g und es gilt:∫

S
fdA =

∫
S
gdA.
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De�nition 2.44. Sei S eine reguläre Fläche. Ist die konstant Funktion
f = 1 integrierbar, so nennen wir

A[S] :=

∫
S
dA

den Flächeninhalt von S.

Beispiel 1. Auf der x-y-Ebene S = R2 × {0} div ergiert das Integral∫
S

1 · dA =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

1 · dxdy

d.h. die Funktion f ≡ 1 ist nicht integrierbar.

Beispiel 2. Sei I ⊂ R ein o�enes Intervall. c : I → R2 eine ebene
parametrisierte reguläre Kurve. Sei h > 0. Der verallgemeinerter Zylin-
der über c ist de�niert durch

S = {c(t) + se3 : t ∈ I, s ∈ (0, h)}.

Für den Zylinder haben wir eine globale Parametrisierung

U = I × (0, h) ⊂ R2 V = R3 F (t, s) = c(t) + se3.

Berechnen wir
∂F

∂t
(t, s) = (c′(t), 0)

∂F

∂s
(t, s) = e3

Also gilt:

g11(t, s) = 〈c′(t), c′(t)〉 =
∥∥c′(t)∥∥2

g12(t, s) = 〈c′(t), e3〉
g21(t, s) = 〈e3, c

′(t)〉
g22(t, s) = 〈e3, e3〉 = 1

⇒ dA =
√
g11g22 − g12g21 =

∥∥c′(t)∥∥ dtds.
Für den Flächeninhalt erhalten wir

A[S] =

∫
I

∫ h

0

∥∥c′(t)∥∥ dsdt = hL[c].

Beispiel 3. Der Flächeninhalt von der Sphäre S = S2. Wir benutzen
Polarkoordinaten:

U = (0, 2π)× (−π
2
,
π

2
)

V = R3 − {(x, y, z) : x ≥ 0, y = 0}
F (ϕ,Θ) = (cosϕ cos Θ, sinϕ cos Θ, sin Θ).

59



Da N = S2 ∩ {(x, 0, z) : x ≥ 0} eine Nullmenge in S2, können wir sie für die
Berechnung des Flächeninhalts ignorieren. Es gilt

D(ϕ,Θ) =

− sinϕ cos Θ − cosϕ sin Θ
cosϕ cos Θ − sinϕ sin Θ

0 cos Θ


⇒ g11 = cos2 Θ g21 = g12 = 0 g22 = 1.

Also der Flächeninhalt von der Sphäre ist

A[S] = A[S −N ]

=

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

cos ΘdΘdϕ

= 2π

∫ π
2

−π
2

cos ΘdΘ

= 4π.
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2.8. Einige Klassen von Flächen.

1. Regel�ächen

Betrachten wir eine reguläre parametrisierte Kurve c : I → R3 (wobei
I ⊂ R o�enes Intervall ist) und weitere glatte Abbildung v : I → R3\{0}.
Setze

(4)
F : I × R → R3

F (t, s) = c(t) + sv(t).

Bemerkung. Das Bild von F kann so beschrieben werden: in jedem Punkt
c(t) betrachte die Gerade (oder Strecke), die durch c(t) läuft und v(t) als
Richtungsvektor besitzt. Das Bild von F ist dann die Vereinigung aller diesen
Geraden. Ist dies eine reguläre Fläche? Um das zu überprüfen, berechnen
wir das Di�erential von F .

D(t,s)F = (c′(t) + sv′(t), v(t))

Falls wir voraussetzen, dass v(t) und c′(t) linear unabhängig sind, dann
hat für festes t die Matrix D(t,0)F den maximalen Rang. Somit existiert
dann eine o�ene Umgebung von (t, 0) in I × R derart, dass (U,F, S) eine
Parametrisierung der regulären Fläche S = F (U) ist.

De�nition 2.45 (Regel�äche). Eine reguläre Fläche S ⊂ R3, die durch eine
Parametrisierung der Form (4) darstellbar ist, heiÿt Regel�äche.

Beispiel 1. (Verallgemeinerter Zylinder über eine Kurve)
Ist c : I → R2 eine ebene parametrisierte Kurve ohne Selbstdurchschnitte,
c(t) = (c1(t), c2(t), 0) und v(t) = (0, 0, 1), so heisst die zugehörige Regel�äche

F (t, s) =

c1(t)
c2(t)
s


verallgemeinerter Zylinder über c.

Beispiel 2. (Der verallgemeinerter Kegel) Sei c : I → R2 wie in dem obigen
Beispiel. Zu einen festen Punkt p ∈ R3−(R2×{0}) setzen wir v(t) = p−c(t).
Der verallgemeinerter Kegel über c ist die Regel�äche de�niert durch:

F : I × (−∞, 1) → R3

F (t, s) = (1− s)c(t) + sp

= c(t) + s(p− c(t)).
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Beispiel 3. (Das Möbiusband)

F : R× (−1, 1) → R3

F (t, s) = (cos t+ s cos t cos
t

2
, sin t+ s sin t cos

t

2
, s sin

t

2
)

= (cos t, sin t, 0) + s(cos t cos
t

2
, sin t cos

t

2
, sin

t

2
).

Beispiel 4. (Rotationshyperboloid oder einschaliges Hyperboloid)

S = {(x, y, z) ∈ R3 : 1 + z2 = x2 + y2}
c(t) = (cos t, sin t, 0)

v(t) = c′(t) + e3 = (− sin t, cos t, 1).

Beispiel 5. (Das hyperbolische Paraboloid)

S = {(x, y, z) ∈ R3 : z = xy}
c(t) = (t, 0, 0)

v(t) =
1√

1 + t2
(0, 1, t).

Satz 2.46. Sei S ⊂ R3 eine Regel�äche. Dann gilt für die Gauÿkrümmung

K ≤ 0.

Beweis. Zur Erinnerung:

K =
det(hij)

det(gij)
.

Betrachten wir eine Parametrisierung der Form (4) in 2.8.1

F (t, s) = c(t) + sv(t).

Hieraus folgt insbesondere
∂2F

∂s2
= 0.

Also gilt:

h22 = 〈∂
2F

∂s2
, N〉 = 0,

wobei N die Flächennormale ist. Es folgt somit:

det(hij) = h11h22 − h2
12 ≤ 0

Andererseits haben wir det(gij) > 0, weil (gij) positiv de�nit ist. Damit gilt

K ≤ 0.
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2. Dreh�ächen

De�nition 2.47 (die Dreh�äche). Eine Dreh�äche ist eine Teilmenge S ⊂
R3 der Form S = F (I × R) mit

F (t, ϕ) = (r(t) cosϕ, r(t) sinϕ, t),

wobei (r(t), t) eine in der x-z-Ebene liegende Kurve ist.

Die Gauÿ-Krümmung und bzw. mittlere Krümmung ist

K = − r′′(t)

r(t)(1 + r′(r)2)2

bzw.

H =
1

2

r(t)r′′(t)− 1− r′(t)2

r(t)(1 + r′(t)2)
3
2

.

Beispiel 1. (Der Rotationshyperboloid)

S = {(x, y, z) ∈ R3 : 1 + z2 = x2 + y2}

F (t, s) = (
√

1 + t2 cos s,
√

1 + t2 sin s, t)

r′ =
2t√

1 + t2

r′′ =
2

3
√

1 + t2
.

Also

K = − r′′(t)

r(t)(1 + r′(t))2
< 0 (hyperbolisch).

Beispiel 2. (Das Rotationsparaboloid)

S = {(x, y, z) ∈ R3 : z = x2 + y2}.
F (t, ϕ) = (

√
t cosϕ,

√
t sinϕ, t)

K =
4

(1 + 4t)2

H =
2 + 4t
3
√

1 + 4t
.

Beispiel 3. (Der Drehtorus)

S = F (R2)

F (θ, s) = ((2 + cos s) cos θ, (2 + cos s) sin θ, sin s).

Durch die Transformation t = sin s, ist der Drehtorus eine Dreh�äche.

F (θ, t) = (r(t) cos θ, r(t) sin θ, t) θ ∈ (0, π)
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wobei

r(t) = 2 +
√

1− t2

⇒ r′(t) =
−t√
1− t2

& r′′(t) =
−1

3
√

1− t2

⇒ K(t, θ) =

√
1− t2

2 +
√

1− t2
=

cos s

2 + cos s
.

3. Röhren�äche

Sei c : I → R3 eine nach Bogenlänge parametrisierte Kurve mit nicht
verschwindender Krümmung, κ(t) 6= 0 für alle t ∈ I. Dann sind die Windung
τ und das Frenet-Dreibein (c′, n, b) de�niert. Sei r > 0. Eine Röhren�äche
mit Dicke 2r ist eine Teilmenge S ⊂ R3 der Form S = F (I × R) mit

F (t, ϕ) = c(t) + r · (cosϕ · n(t) + sinϕ · b(t)).
Die Gauÿ-Krümmung und bzw. mittlere Krümmung ist

K = −1

r

κ(t) cosϕ

1− r cosϕκ(t)

bzw.

H =
1

2r

1− 2r cosϕκ(t)

1− r cosϕκ(t)
.

(Übung)

Beispiel (Der Drehtorus) Die Röhren�äche um die Kreilinie

c(t) = (cos t, sin t, 0)⊥

mit Dicke 2r < 2 ist einer Drehtorus.

c(t) + r · (cosϕ · n(t) + sinϕ · b(t)) =

((1 + r cosϕ) cos t, (1 + r cosϕ) sin t, r sinϕ)⊥.
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2.9. Minimal�ächen.

Satz 2.48 (Variation des Flächeninhaltes). Sei S eine reguläre Fläche mit
endlichem Flächeninhalt. Sei H das mittlere Krümmungsfeld. Sei Φ : S →
R3 ein glattes Normalenfeld auf S mit kompakten Träger. Dann ist für |t|
hinreichend klein die Menge St := {p + tΦ(p) : p ∈ S} eine reguläre Fläche
mit endlichem Flächeninhalt und es gilt:

d

dt
A[St]|t=0 = −2

∫
S
〈Φ,H〉dA.

Beweis. Zunächst betrachten wir den Fall, dass der Träger von Φ ganz in
einem Koordinatenbereich enthalten ist. D.h. für eine lokale Parametrisierung
(U,F, V ) gilt supp (Φ) ⊂ (S∩V ). Für St ist die entsprechende Parametrisierung
gegeben durch (U,Ft, V ), wobei

Ft : U → R3

Ft(u
1, u2) = F (u1, u2) + tΦ(F (u1, u2)),

für |t| klein eine lokale Parametrisierung ist, denn die Injektivität von Ft ist
eine o�ene Bedingung. Jetzt berechnen wir

∂Ft
∂uj

=
∂F

∂uj
+
∂(f ◦ F )

∂uj
(N ◦ F ) + (f ◦ F )

∂(N ◦ F )

∂uj
,

wobei Φ = fN und N das durch die Parametrisierung gegebene Einheit-
snormalenfeld auf S ∩ V ist. Wir haben die erste Fundamentalform von
St

gtkj = 〈∂Ft
∂uk

,
∂Ft
∂uk
〉

= gkj + t
∂(f ◦ F )

∂uj
〈 ∂F
∂uk

, N ◦ F 〉︸ ︷︷ ︸
=0

+t(f ◦ F ) 〈 ∂F
∂uk

,
∂(N ◦ F )

∂uj
〉︸ ︷︷ ︸

=−hkj

+t
∂(f ◦ F )

∂uk
〈N ◦ F, ∂F

∂uj
〉︸ ︷︷ ︸

=0

+t(f ◦ F ) 〈∂(N ◦ F )

∂uk
,
∂F

∂uj
〉︸ ︷︷ ︸

=−hjk

+O(t2)

= gkj − 2t(f ◦ F )hkj +O(t2)

=

2∑
z=1

(δzk − 2t(f ◦ F )
∑
l

hklg
zl︸ ︷︷ ︸

=wzk

+O(t2))gzj

=
2∑
z=1

(δzk − 2t(f ◦ F )wzk +O(t2))gzj ,

Benutzen wir die folgende Taylor-Entwicklung der Determinante:

det(Id+X) = 1 + Spur(X) +O(‖X‖2) (∗)
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und erhalten wir:

det(gtkj) = det(gkj) det(Id− 2t(f ◦ F )(wzk) +O(t2))

= det(gkj)(1 + Spur(−2t(f ◦ F )(wzk) +O(t2)))

= det(gkj)(1− 4t(f ◦ F )H +O(t2)).

Nach
√

1 + x = 1 + x
2 +O(x2) haben wir√

det(gtkj) =
√

det(gkj)
√

1− 4t(f ◦ F )H +O(t2)

=
√

det(gkj)(1− 2tfH +O(t2)).

Integration über S liefert nun

A[St] =

∫
S

1− 2tfH +O(t2)dA

= A[S]− 2t

∫
S
〈Φ,H〉dA+O(t2).

Damit ist der Satz bewiesen für den Fall, dass der Träger von Φ ganz in
einem Koordinatenbereich enthalten ist.

Für den allgemeineren Fall, haben wir endlich viele Koordinatensysteme
(U1, F1, V1) ... (Uk, Fk, Vk), die den Träger von Φ überdecken. D.h. Supp(Φ) ⊂⋃k
j=1 Vj . Wir wählen eine untergeordneteTeilung der Eins, d.h. glatte Funk-

tion %j : R3 → R mit 0 ≤ %j ≤ 1, Supp(%j) ⊂ Vj und
∑k

j=1 %j ≡ 1 auf einer

Umgebung von Supp(Φ). Nun setzen wir Φj := %jΦ. Dann gilt
∑k

j=1 Φj = Φ

und Supp(Φj) ⊂ Vj . Betrachten wir

S(t1,...,tk) = {p+

k∑
j=1

tjΦj(p) : p ∈ S}.

Nach dem oben bereits Bewiesenen wissen wir
∂

∂tj
A[S(t1,...,tk)]|(t1,...,tk)=(0,...,0) = −2

∫
S
〈Φj ,H〉dA.

Nach der Kettenregel folgt daraus

d

dt
A[St]t=0 =

k∑
j=1

∂

∂tj
A[S(t1,...,tk)]|(t1,...,tk)=(0,...,0)

= −2
k∑
j=1

∫
S
〈Φj ,H〉dA

= −2

∫
S
〈Φ,H〉dA.
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Korollar 2.49. Sei S ⊂ R3 eine reguläre Fläche mit kompaktem Abschluss
S. Wir nehmen an, dass S minimalen Flächeninhalt hat unter allen reg-
ulären Flächen S mit demselben Rand ∂S = ∂S. Dann gilt für das mittlere
Krümmungsfeld von S

H ≡ (0, 0, 0).

Beweis. Angenommen H(p) 6= (0, 0, 0) für einen Punkt p ∈ S. In einer
Umgebung von p betrachten wir das glatte Einheitsnormalenfeld N , für das
〈H(p), N(p)〉 > 0 ist. Es ist klar, dass gilt 〈H, N〉 > 0 auf einer kleinen
Umgebung V von p in S. Wähle eine glatte Funktion f : S → R so, dass
Supp(f) ⊂ V , f ≥ 0 und f(p) > 0 und setze

Φ(g) :=

{
f(g)N(g) falls g ∈ S ∩ V
(0, 0, 0) falls g ∈ S − V.

Φ ist ein glattes Normalenfeld auf S mit kompaktem Träger und∫
S
〈H,Φ〉 > 0.

Andererseits nach Satz 2.48 gilt

d

dt
A[St]|t=0 = 0.

Und das ist ein Widerspruch

De�nition 2.50 (Minimal�äche). Eine reguläre Fläche S ⊂ R3 heiÿt Mini-
mal�äche, falls die mittlere Krümmung

H = 0.

Bemerkung. Minimal�ächen müssen nicht unbedingt Flächenminimierend
sein!
Bemerkung. Ist die Fläche S orientierbar, so gibt es ein glattes Einheitsnor-
malenfeld N auf S und H = HN , wobei H die mittlere Krümmung ist. Die
Minimal�ächenbedingung lautet dann H ≡ 0.

Proposition 2.51. Sei S der Graph der Funktion ϕ : U → R, U ⊂ R2-
o�en. S ist genau dann eine Minimal�äche, wenn ϕ folgende partielle Dif-
ferentialgleichung erfüllt:

(1 + (
∂ϕ

∂y
)2)

∂2ϕ

∂x2
− 2

∂ϕ

∂x

∂ϕ

∂y

∂2ϕ

∂x∂y
+ (1 + (

∂ϕ

∂x
)2)

∂2ϕ

∂y2
= 0.

Beweis. Übung!

Lemma 2.52 (Ableitung der Determinante). Sei t→ g(t) eine di�erenzier-
bare Kurve von invertierbaren reellen n× n- Matrizen. Dann gilt:

d

dt
ln det(g) = Spur(g−1 d

dt
g)
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Beweis. Zunächst weisen wir die Gleichung in t = t0 nach, falls g(t0) = Id.
Dann lautet die Behauptung einfach

d

dt
det(g(t0)) = Spur(

dg

dt
(t0))

Wegen

det(g) =
∑
σ

sign(σ)(g1σ(1) · · · gnσ(n))

wobei die Summe über alle Permutationen σ : {1, ..., n} → {1, ..., n} zu
bilden ist, haben wir

d

dt
det(g(t0)) =

∑
σ

sign(σ)

(
dg1σ(1)

dt
(t0) · · · gnσ(n)(t0) + · · ·+ g1σ(1)(t0) · · ·

dgnσ(n)

dt
(t0)

)
=

dg11

dt
(t0) · · · gnn(t0) + · · ·+ g11(t0) · · · dgnn

dt
(t0)

= Spur(
d

dt
g(t0))

Für den allgemeineren Fall, setzen wir h(t) := (g(t0))−1g(t). Für h(t) gilt

det((g(t0))−1)
d

dt
det(g(t0)) =

d

dt
det(h(t0))

= Spur(
dh

dt
(t0))

= Spur((g(t0))−1 d

dt
g(t0))

Beispiel 1 Das einfachste und uninteressante Beispiel ist sicherlich eine
a�ne Ebene S ⊂ R3. Für diese gilt

K ≡ H ≡ 0

Beispiel 2 Die Enneper-Fläche kann durch eine einzige Parametrisierung
beschrieben werden:

F : R2 → R3

F (u1, u2) = (u1 − (u1)3

3
+ u1(u2)2, u2 − (u2)3

3
+ u2(u1)2, (u1)2 − (u2)2).

Beispiel 3 Die Ketten�äche (oder das Katenoid):

F (u1, u2) = (coshu1 cosu2, coshu1 sinu2, u1).

Beispiel 4 Die Wendel�äche (oder das Helikoid):

F (u1, u2) = (u1 sinu2,−u1 cosu2, u2).

Satz 2.53. Für jede regulare Fläche gilt

K ≤ H2.
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Beweis.
4(H2 −K) = (k1 + k2)2 − 4k1k2 = (k1 − k2)2 ≥ 0

Korollar 2.54. Sei S ⊂ R3 eine Minimal�äche. Dann gilt

K ≤ 0

Somit gibt es keine kompakte Minimal�ächen.

Beweis.
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De�nition 2.55 (Konforme Parametrisierung). Sei S eine reguläre Flache,
und sei (U,F, V ) eine lokale Parametrisierung von S. Wir nennen F (U)
paramerisierte Fläche, oder Flächenstück. In der Reste des Abschnitts be-
trachten wir den Flächenstücke. F heiÿt konform oder winkeltreu, wenn die
erste Fundamentalform (gij) bzgl. der lokalen Parametrisung ein skalares
Vielfaches der Einheitsmatrix ist, also wenn die Gleichung

(gij)(u) = λ(u)

(
1 0
0 1

)
gilt mit einer gewissen Funktion λ : U → R, λ > 0. Eine konforme
Parametrisierung heiÿt auch isotherm, die zugehörigen Parameter heiÿen
isotherme Parameter. λ heiÿt konform Faktor von konformer Parametrisierung
(U,F, V ).

Proposition 2.56. Für eine konforme Parametrisierung (U,F, V ) mit dem
konformen Faktor λ gilt

∆F = 2λH = 2λH ·N.

wobei

∆ =
∂

∂u1

∂

∂u1
+

∂

∂u2

∂

∂u2

der Laplace-Operator ist. Insbesondere de�niert eine konforme Parametrisierung
F genau dann eine Minimal�äche, wenn die drei Komponentenfunktionen
f1, f2, f3 von F harmonisch sind,

Beweis. Leiten wir die Gleichungen

〈 ∂F
∂u1

,
∂F

∂u1
〉 = λ, 〈 ∂F

∂u2
,
∂F

∂u2
〉 = λ, 〈 ∂F

∂u1
,
∂F

∂u2
〉 = 0,

ab und erhalten wir

〈 ∂
∂u1

∂F

∂u1
,
∂F

∂u1
〉 = 〈 ∂

∂u1

∂F

∂u2
,
∂F

∂u2
〉 = −〈 ∂F

∂u1
,
∂

∂u2

∂F

∂u2
〉.

Es folgt

〈∆F, ∂F
∂u1
〉 = 〈 ∂

∂u1

∂F

∂u1
+

∂

∂u2

∂F

∂u2
,
∂F

∂u1
〉 = 0.

Analog, erhalten wir

〈∆F, ∂F
∂u2
〉 = 0.

D.h., ∆F steht senkrecht auf der Tangentialebene, ist also propotional zur
Einheitsnormalen N . Nun ist aber 2H = λ−2(g22h11 + g11h22) = λ−1(h11 +
h22), folglich

〈∆F,N〉 = 〈 ∂
∂u1

∂F

∂u1
+

∂

∂u2

∂F

∂u2
, N〉 = h11 + h22 = 2Hλ.
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Wir verwenden die folgende grundlegende Tatsache aus der Funktionen-
theorie: Eine komplexe Funktion

φ(u1 + iu2) = x(u1, u2) + iy(u1, u2)

mit reellen Gröÿen u1, u2, x, y ist komplex analytisch oder holomorph genau
dann, wenn die Cauchy-Riemannschen Di�erentialgleichungen gelten:

∂x

∂u1
=

∂y

∂u2
,

∂x

∂u2
= − ∂y

∂u1
.

Fur ein Parametrisierung (U,F, V ) mit Komponenten F = (f1, f2, f3)
de�nieren wir eine Abbildung φ : U → C3 durch

φ(u1 + iu2) =
∂F

∂u1
− i ∂F

∂u2
,

bzw.

φj(u1 + iu2) =
∂fj
∂u1
− i ∂fj

∂u2
, für j = 1, 2, 3

Proposition 2.57. Es gilt:

(a) F ist konform genau dann, wenn

(5) φ2
1 + φ2

2 + φ2
3 = 0.

(b) Falls F eine konforme Parametrisierung ist, so ist F (U) eine Mini-
mal�äche genau dann, wenn φ1, φ2, φ3 holomorph sind.

(c) Falls umgekehrt φ1, φ2, φ3 holomorph sind mit

φ2
1 + φ2

2 + φ2
3 = 0,

dann ist das durch die obigen Gleichungen de�nierte F regulär genau
dann, wenn

(6) |φ1|2 + |φ2|2 + |φ3|2 6= 0.

Beweis. (a) Nach De�nition gilt

φ2
1+φ2

2+φ2
3 = 〈 ∂F

∂u1
,
∂F

∂u1
〉+i2〈 ∂F

∂u2
,
∂F

∂u2
〉−2i〈 ∂F

∂u1
,
∂F

∂u2
〉 = g11−g22−2ig12 = 0.

(b) Berechne die zweiten Ableitungen:

∂2fk
∂u2

=
∂

∂u
(Reφk) =

∂

∂v
(Imφk)

∂2fk
∂v2

= − ∂

∂v
(Imφk)

∂2fk
∂v∂u

=
∂

∂v
(Reφk) = − ∂

∂u
(Imφk)

denn φk holomorph sind. Daraus folgt es

∆fk =
∂2fk
∂u2

+
∂2fk
∂v2

= 0,
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also ∆F = 0. Es folgt aus Proposition 2.56

H = 0.

(c) Es ist leicht zu sehen, dass

3∑
k=1

φkφ̄k =

3∑
k=1

(∂fk
∂u

)2
+
(∂fk
∂v

)2
= 〈∂F

∂u
,
∂F

∂u
〉+ 〈∂F

∂v
,
∂F

∂v
〉 ≥ 0

mit Gleichheit genau dann, wenn ∂F
∂u = ∂F

∂v = 0.

Bemerkung. Der Beweis von (b) impliziert, dass F harmonisch ist genau
dann, wenn φk (k = 1, 2, 3) holomorphi sind.

Korollar 2.58. In einem einfach zusammenhängendes Gebiet U ⊂ R2 = C
seien drei holomorphe Funktionen φk : U → C (k = 1, 2, 3) gegeben mit
Bedingungen (5) und (6). Dann ist für festes u0 ∈ U die durch

fk(z) = Re
∫ u

uo

φk(ζ)dζ, k = 1, 2, 3

de�nierte Abbildung F : U → R3 ein reguläre Minimal�äche (oder reguläres
Minimal�ächenstück).

Lemma 2.59 (isotherme Parameter). Wenn man von Krümmungslinienpa-
rametern (u1, u2) einer Minimal�äche mit K 6= 0 ausgeht (g12 = h12 = 0),
dann kann man daraus durch einfache Integration eine konforme Parametrisierung
konstruieren, also isotherme Parameter.

Beweis:In Krümmungslinienparametern gilt

∂N

∂uj
= −κj

∂F

∂uj
.

Das Ableiten von obigen Gleichung liefert

∂2N

∂u1∂u2
= − ∂

∂u1

(
κ2
∂F

∂u2

)
= − ∂

∂u2

(
κ1
∂F

∂u1

)
.

Setze κ = κ1 = −κ2 > 0 (da F Minimal�äche ist). Es folgt

∂κ

∂u2

∂F

∂u1
+ 2κ

∂2F

∂u1∂u2
+

∂κ

∂u1

∂F

∂u2
= 0.

Das Skalarprodukt von der Gleichung mit ∂F
∂u1

liefert

0 =
∂κ

∂u2
g11 + 2κ〈 ∂2F

∂u1∂u2
,
∂F

∂u1
〉+

∂κ

∂u1
· 0 =

∂

∂u2
(κ · g11).

Also ist κ · g11 konstant in u2-Richtung, ist also eine Funktion nur von u1.
Setze k · g11 = Φ1(u1) > 0. Analog ist κ · g22 eine Funktion nur von u2. Wir
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setzen k · g22 = Φ1(u2) > 0. Betrachte nun

vi :=

∫ √
Φi(ui)du

i, i = 1, 2

und die Transformation (u1, u2) 7→ (v1, v2), denn( ∂vi
∂uj

)
=

(√
Φ1 0
0

√
Φ2

)
hat den Maximalen Rang. Sei Ψ die Inverse der Transformation und setze
F̃ = F ◦Ψ Der erste Fundamentalform bzgl. F̃ ist gegeben durch

(g̃ij) = (DΨ)∗(gij)DΨ

=

(√
Φ1 0
0

√
Φ2

)−1

·
(
g11 0
0 g22

)
·
(√

Φ1 0
0

√
Φ2

)−1

=
1

κ

(
1 0
0 1

)
�

Korollar 2.60 (Analytizität der Minimal��chen). Sei (U,F, V ) ein Mini-
mal�ächenstück ohne Flachpunkte. Dann gibt es eine Parametrisierung de-
rart, dass die drei Komponentenfunktionen reell-analytisch, sind, also lokal
in ihre Taylorreihe entwickelbar.

Lemma 2.61. Sei U ⊂ C zusammenhängend ist. Drei beliebig gegebenen
holomorphen Funktionen φk : U → C (k = 1, 2, 3) mit φ2

1 + φ2
2 + φ2

3 = 0
(keines der φk identisch verschwindet) kann man eine holomorphe Funktion
f : U → C und eine meromorphe Funktion h : U → C ∪ {∞} zuordnen
derart, dass fh2 holomorph ist und

(7) φ1 =
f

2
(1− h2), φ2 = i

f

2
(1 + h2), φ3 = fh.

Umgekehrt induziert jedes gegebene f und h mit den angegebenen Eigen-
schaften ein entsprechendes φ mit φ2

1 + φ2
2 + φ2

3 = 0 .

Beweis:Setzen wir

f = φ1 − iφ2, h =
φ3

φ1 − iφ2
.

Dies ist wohlde�niert auÿer in dem Fall φ1 = iφ2, woraus notwendig φ3 = 0
folgt. Wir haben

fh2 =
φ2

3

φ1 − iφ2
= − φ

2
1 + φ2

2

φ1 − iφ2
= −(φ1 + iφ2),

also eine holomorphe Funktion. Die Gleichungen (7) veri�ziert man leicht
anhand der De�nition.
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Umgekehrt seien f und h gegeben, dann erfüllen die durch Gleichungen
(7) de�nierten φk (k = 1, 2, 3) die Gleichung

3∑
k=1

φ2
k = 0.

Ferner sind φ1, φ2 holomorph, weil f und fh2 holomorph sind. Folglich ist
φ2

3 holomorph. Da φ3 = fh meromorph ist, ist φ3 holomorph. �

Satz 2.62 (Weierstraÿ-Darstellung). Jede konform parametrisierte Mini-
mal�äche (U,F, V ), die keine Ebene ist, lässt sich lokal darstellen durch

f1(u) = Re

∫ u

u0

f

2
(1− h2)dζ

f2(u) = Re

∫ u

u0

i
f

2
(1 + h2)dζ

f3(u) = Re

∫ u

u0

fhdζ

wobei f und h wie oben in Lemma 2.61 gewählt sind. Der Parameterbereich
muss dabei so gewählt werden, dass die auftretenden Integrale wegunabhängig
sind (z.B. als eine kleine Kreis- scheibe oder ein einfach zusammenh
"angendes Gebiet).

Umgekehrt de�niert jedes vorgegebene Paar (f(z), h(z)) mit holomorphem
f , meromorphem h und holomorphem fh2 ein konform parametrisiertes Min-
imal�ächenstück F (U) . Dieses Flächenstück F ist jedenfalls dann regulär,
wenn f höchstens an den Polar von h verschwindet und dort fh2 6= 0 gilt.

Beispiel 1. Die Weierstraÿ-Darstellung der Enneper-Fläche

F (u1, u2) = (u1 − (u1)3

3
+ u1(u2)2,−u2 +

(u2)3

3
− u2(u1)2, (u1)2 − (u2)2).

ist durch f = 2, h(z) = z gegeben mit φ1 = 1− z2, φ2 = i(1 + z2), φ3 = 2z.
Für die Wahl von f = 2z2, h = z−1 ergibt sich φ1 = z2−1, φ2 = i(z2 +1),

φ3 = 2z und damit wieder (bis auf die Spiegelung f1 7→ −f1) die Enneper-Fl
äche. Die Weierstraÿ-Darstellung ist also im geometrischen Sinne keineswegs
eindeutig.

Beispiel 2. Das Katenoid F (u1, u2) = (coshu1 cosu2, coshu1 sinu2, u1) ist
die von der Kettenlinie erzeugte Dreh�äche. Hier gilt

φ1(u1 + iu2) = sinhu1 cosu2 + i coshu1 sinu2 = sinh(u1 + iu2)

φ2(u1 + iu2) = sinhu1 sinu2 − i coshu1 cosu2 = −i cosh(u1 + iu2)

φ3(u1 + iu2) = 1
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O�enbar sind φk (k = 1, 2, 3) holomorph mit φ2
1 + φ2

2 + φ2
3 = sinh2 z +

i2 cosh2 z + 1 = 0. Nach 3.31 ist dann F eine konform parametrisierte Mini-
mal�äche. Die Weierstraÿ- Darstellung ist

f(z) = −e−z, h(z) = −ez.
Beispiel 3. Die Wendel�äche (oder das Helikoid) ist zugleich Regel�äche
und Minimal�äche:

F (u1, u2) = (0, 0,−u1) + u2(− sinu1, cosu1, 0) = (−u2 sinu1, u2 cosu1,−u1)

Wenn wir die Fläche umparametrisieren als

F̃ (u1, u2) = (− sinhu1 sinu2, sinhu1 cosu2,−u2),

dann wird die zugehörige φk

φ1(z) = i sinh z, φ2(z) = cosh z, φ3(z) = i.

Dies sind nun -bis auf den Faktor i- genau dieselben Funktionen φk(k =
1, 2, 3) wie oben für das Katenoid. Wir sehen daran auch, dass das Katenoid
F und das Helikoid F̃ lokal isometrisch. (Die De�nition wird später gegeben.)
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3. Innere Geometrie von Flächen

3.1. Isometrien.

De�nition 3.1 (lokale Isometrien). Seien S1 und S2 reguläre Flächen im
R3. Eine glatte Abbildung f : S1 → S2 heiÿt lokale Isometrie, falls für jeden
Punkt p ∈ S1 das Di�erential

dpf : TpS1 → Tf(p)S2

eine lineare Isometrie bzgl. der ersten Fundamentalform, d.h.,

〈dpf(X), dpf(Y )〉 = 〈X,Y 〉
für alle X,Y ∈ TpS1.

Beispiel 3.2. Sei S1 =
{
R2
}
× {0} die x-y-Ebene, S2 = S1 × R die Zylin-

der�äche. Die Abbildung

f : S1 → S2, f(x, y, 0) = (cos(x), sin(x), y)

ist eine lokale Isometrie.

Beispiel 3.3. Sei S1 =
{
R2
}
×{0} die x-y-Ebene, S2 =

{
(ξ, η, ζ) ∈ R3|ξ2 + η2 = 1

3ζ
2, ζ > 0

}
die Kegel�äche. Die Abbildung

f : S1 → S2, f(x, y, 0) =
1

2
√
x2 + y2

(
x2 − y2, 2xy,

√
3
(
x2 + y2

))
ist eine lokale Isometrie.
Beweis. Für e1, e2 ∈ TpS1 und p = (x0, y0, 0)

〈dpf(ei), dpf(ej)〉 = 〈ei, ej〉
wobei e1 = d

dt |t=0
(p+ t(1, 0, 0)) = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0).

We berenchen

dpf(e1) =
d

dt
∣∣t=0

(
1

2
√

(x0 + t)2 + y2
0

(
(x0 + t)2 − y2

0, 2(x0 + t)y0,
√

3
(
(x0 + t)2 + y2

0

)))

= − x0

2(x2
0 + y2

0)
3
2

(
x2

0 − y2
0, 2y0x0,

√
3
(
x2

0 + y2
0

))
+

1

2
(
x2

0 + y2
0

) 1
2

(
2x0, 2y0, 2

√
3x0

)
=

1

2
(
x2

0 + y2
0

) 3
2

(
x3

0 + 3x0y
2
0, 2y

3
0,
√

3x0

(
x2

0 + y2
0

))

dpf(e2) =
d

dt
∣∣t=0

(
1

2
√
x2

0 + (y0 + t)2

(
x2

0 − (y0 + t)2, 2x0(y0 + t),
√

3
(
x2

0 + (y0 + t)2
)))

= − y0

2
(
x2

0 + y2
0

) 3
2

(
x2

0 − y2
0, 2x0y0,

√
3
(
x2

0 + y2
0

))
+

1

2
(
x2

0 + y2
0

) 1
2

(
−2y0, 2x0, 2

√
3y0

)
=

1

2
(
x2

0 + y2
0

) 3
2

(
−3x2

0y − y3
0, 2x

3
0,
√

3y0

(
x2

0 + y2
0

))
Also 〈dpf(e1), dpf(e1)〉 = 〈dpf(e2), dpf(e2)〉 = 1 und 〈dpf(e1), dpf(e2)〉 = 0.
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Bemerkung. Die Länge von Kurven, die auf der Fläche verlaufen, und der
Winkel zwischen zwei Tangentialvektoren hängen nur von der ersten Funda-
mentalform ab. Falls es also eine lokale Isometrie f gibt, verändert sich die
Länge und der Winkel nicht durch die Abbildung f .

De�nition 3.4 (Gröÿen der inneren Geometrie). Die geometrische Gröÿen,
die sich unter lokalen Isometrien nicht verändern, heiÿen Gröÿen der inneren
Geometrie.

Frage: Ist die Gauÿ-Krümmung oder die mittlere Krümmung eine Gröÿe
der inneren Geometrie, d.h. für jede lokale Isometrie f : S1 → S2 gilt

KS1 = KS2 ◦ f oder HS1 = HS2 ◦ f?

Beispiel 3.5. Die mittlere Krümmung ist keine Gröÿe der inneren Geome-
trie, denn für die Ebene inst HE ≡ 0, während für die Zylinder�äche HZ ≡ 1

2
gilt. Da Ebene und Zylinder lokal isometrisch sind, müsste HZ = HE ◦ f
gelten, falls die mittlere Krümmung eine Gröÿe der inneren Geometrie wäre.
Die Hauptkrümmungen sind auch keine Gröÿen der inneren Geometrie.
Aber die Gauÿ-Krümmung ist dagegen eine Gröÿe der inneren Geometrie
(das Theorema Egregium von Gauÿ).

Bemerkung. Da das Di�erential einer lokalen Isometrie insbesondere stets
maximalen Rang hat, ist nach dem Umkehrsatz eine solche lokale Isome-
trie stets ein lokaler Di�eomorphismus. Im allgemeinen ist sie jedoch kein
globaler Di�eomorphismus, d.h. nicht bijektiv.

Proposition 3.6. Sei f : S1 → S2 eine lokale Isometrie. Sei (U,F, V ) eine
lokale Parametrisierung von S1. Ohne Einschränkung der Allgemeinheit sei
V ∩S1 ⊂ S1 so klein, dass fV ∩S1 : V ∩S1 → f(V ∩S1) ein Di�eomorphismus
ist. Damit ist f ◦F eine lokale Parametrisierung von S2. Dann übereinstim-
men die Koe�zientenfunktionen der Matrixdarstllungen gij : U → R von S1

bzgl. F und g̃ij : U → R bezg. f ◦ F .

Beweis: Setze F̃ := f ◦F . Die Koe�zientenfunktionen der Matrixdarstellung
gij : v → R sind de�niert durch

gij(u) =

〈
∂F

∂ui
(u),

∂F

∂uj
(u)

〉
.

Und g̃ij ist

g̃ij(u) =

〈
∂F̃

∂ui
(u),

∂F̃

∂uj
(u)

〉
=

〈
df

(
∂F

∂ui

)
, df

(
∂F

∂uj

)〉
=

〈
∂F

∂ui
,
∂F

∂uj

〉
= gij(u),

denn f ist eine lokale Isometrie. �
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De�nition 3.7 (Isometrien). Eine lokale Isometrie f : S1 → S2, die zusät-
zlich bijektiv ist, heiÿt Isometrie. Existiert es eine solche Isometrie f : S1 →
S2, so heiÿen die Flächen S1 und S2 isometrisch. Die Flächen S1 und S2

heiÿen lokal isometrisch, falls es zu jedem Punkt p ∈ S1 eine o�ene Umge-
bung U1 ⊂ S1 von p gibt, eine o�ene Teilmenge U2 ⊂ S2 und eine Isometrie
f : U1 → U2 und umgekehrt, zu jedem Punkt q ∈ S2 eine o�ene Umge-
bung U ′2 ⊂ S2 von q, eine o�ene Teilmenge U ′1 ⊂ S1 und eine Isometrie
f ′ : U ′2 → U ′1.

Bemerkungen.

• Ist f : S1 → S2 eine Isometrie, so ist auch f−1 : S2 → S1 eine Isometrie. (Ü)

• Der Zylinder und die Ebene sind lokal isometrisch. Aber sie sind nicht iso-

metrisch, da sie nicht einmal di�eomorph sind.

• Die Beziehungen �isometrisch� und �lokal isometrisch� bilden o�ensichtlich

Äquivalenzrelationen auf der Menge der regulären Flächen.
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3.2. Vektorfelder und kovariante Ableitung.

De�nition 3.8 (das Vektorfeld). Sei S ⊂ R3 eine reguläre Fläche. Ein
Vektorfeld auf S ist eine Abbildung v : S → R3, so dass v(p) ∈ TpS für alle
p ∈ S.

Ein Vektorfeld ordent also jedem Punlt auf der Fläche einen Vektor zu,
der in diesem Punkt tangential an die Fläche ist.

Beispiel 3.9 (Gradientenfeld). Sei f : S → R eine glatte Funktion. Da
die erste Fundamentalform nicht ausgeartet ist, existiert, bei festgehaltenem
Punkt p, genau ein Vektor v(p) ∈ TpS mit der Eigenschaft

dpf(X) = I(v(p), X)

für alle X ∈ TpS. Dadurch wird das Gradientenvektorfeld v := grad f
de�niert.

De�nition 3.10. Ein Vektorfeld v auf S ist stetig, bzw. glatt, fall v : S →
R3 stetig bzw. glatt ist.

Sei (U,F, V ) eine lokale Parametrisierung der regulären Fläche S. Für
jeden Punkt p ∈ V ∩ S bilden die Vektoren ∂F

∂u1

(
F−1(p)

)
und ∂F

∂u2

(
F−1(p)

)
eine Basis von TpS. Ein Vektorfeld v auf S ist für alle p ∈ V ∩S in der Form

v(p) =
2∑
j=1

ξj(p)
∂F

∂uj
(
F−1(p)

)
darstellbar. Da ∂F

∂uj
glatt sind, ist v auf V ∩S stetig bzw. glatt genau dann,

wenn die Koe�zientenfunktionen

ξi : V ∩ S → R

stetig bzw. glatt sind. Diese ist äquivalent zu der Aussage, dass ξi ◦F stetig
bzw. glatt ist.

Beispiel 3.11. Das Gradientenvektorfeld grad f einer glatten Funktion f :
S → R ist glatt. Sei dazu (U,F, V ) eine lokale Parametrisierung. Dann
ist f̃ := f ◦ F : U → R ebenfalls eine glatte Funktion. Wir müssen die
Funktionen ξj in der lokalen Darstellung

grad f =
2∑
j=1

ξj(p)
∂F

∂uj
(F−1(p))
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bestimmen. Wir berechnen

∂f̃

∂uk
(
F−1(p)

)
= dpf

(
∂F

∂uk
(
F−1(p)

))
Def.
= I

(
grad f(p),

∂F

∂uk
(
F−1(p)

))

= I

 2∑
j=1

ξj(p)
∂F

∂uj
(F−1(p)),

∂F

∂uk
(
F−1(p)

)
=

2∑
j=1

ξj(p)gjk
(
F−1(p)

)
.

Daraus folgt

ξj ◦ F =
2∑

k=1

gjk
∂f̃

∂uk
.

Damit sind die Funktionen ξj glatt, d.h. grad f ist ein glattes Vektorfeld.

Insbesondere, ist das Gradientenvektorfeld grad f

grad f(p) =
2∑
j=1

2∑
k=1

gjk(F−1(p))
∂f̃

∂uk
(F−1(p))

∂F

∂uj
(F−1(p))

in der lokalen Darstellung bzgl. (U,F, V ).

De�nition 3.12 (Richtungsableitung). Sei S eine reguläre Fläche, p ∈ S ein
Punkt, Xp ∈ TpS ein Tangentialvektor und f : S → R eine glatte Funktion.
Dann heiÿt

∂Xpf := dpf(Xp) = I(gradf,Xp) ∈ R
Richtungsableitung von f nach Xp. Ist X ein Vektorfeld auf S, so heiÿt auch
die Funktion

∂Xf : S → R, ∂Xf(p) := ∂X(p)f

Richtungsableitung von f nach dem Vektorfeld X.

Seien (U,F, V ) und (Ũ , F̃ , Ṽ ) lokale Parametrisierungen der regulären
Fläche. Ein Vektorfeld X auf S für p ∈ V ∩ Ṽ ∩ S hat mit V ∩ Ṽ ∩ S 6= ∅
zwei Formen

(8) X(p) =

2∑
j=1

ξj(p)
∂F

∂uj
(
F−1(p)

)
=

2∑
j=1

ξ̃j
∂F̃

∂ũj

(
F̃−1(p)

)
.

Setze ũ := φ(u) = F̃−1 ◦ F . Nach der Kettenregel folgt

∂F

∂ui
(u) =

2∑
j=1

∂F̃

∂ũj
(ũ)

∂φj

∂ui
(u) =

2∑
j=1

∂F̃

∂ũj
(ũ)

∂ũj

∂ui
.
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Wir erhalten also

X(p) =
2∑
j=1

ξj(p)
∂F

∂uj
(
F−1(p)

)
=

2∑
i,j=1

ξi(p)
∂F̃

∂ũj
(ũ)

∂ũj

∂ui
(u)

=
2∑

i,j=1

ξi(p)
∂ũj

∂ui
(u)

∂F̃

∂ũj
(ũ).

Es folgt

(9) ξ̃j(p) =

2∑
i=1

ξi(p)
∂ũj

∂ui
(
F−1(p)

)
.

Bemerkung 3.13. Weiter folgt es: 1. Seien (U,F, V ) und (Ũ , F̃ , Ṽ ) lokale
Parametrisierungen der regulären Fläche S mit V ∩ Ṽ ∩ S 6= ∅. Auf S ∩ V
(bzw. S ∩ Ṽ ) gibt es ein Vektorfeld

X(p) =

2∑
j=1

ξj(p)
∂F

∂uj
(
F−1(p)

)
, bzw. X̃ =

2∑
j=1

ξ̃j
∂F̃

∂ũj

(
F̃−1(p)

)
.

Falls (9) gilt, dann existiert genau ein Vektorfeld Y auf S ∩ (V ∪ Ṽ ) mit
Y = X auf S ∩ U und Y = X̃ auf S ∩ Ũ .

2. Sei S eine reguläre Fläche mit einer Überdeckung ∪Vi∈I = S von lokaler
Parametrisierungen (Uα, Fα, Vα) (α ∈ I). Auf S ∩ Vα gibt es ein Vektorfeld

Xα(p) =

2∑
j=1

ξjα(p)
∂F

∂uj
(
F−1(p)

)
.

Für alle S ∩ Vα ∩ Uβ 6= ∅ gilt

(10) ξjβ(p) =

2∑
i=1

ξiα(p)
∂ũj

∂ui
(
F−1(p)

)
mit ũ = φα,β(u) = F−1

β ◦ Fα(u) und u = F−1(p). Dann existiert genau ein
Vektorfeld Y auf S mit Y = Xα auf S ∩ Uα für alle α ∈ I.

Seien X und Y Vektorfeldern auf S. Man kann zeigen, dass es genau ein
Vektorfeld Z auf S gibt, das für alle glatten Funktionen f : S → R

∂X(∂Y f)− ∂Y (∂Xf) = ∂Zf

erfüllt.
Falls X und Y bzgl einer lokalen Parametrisierung (U,F, V ) durch

X =

2∑
i=1

ξi
∂F

∂ui
Y =

2∑
i=1

ηi
∂F

∂ui
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gegeben sind, Z dann

Z =
2∑

i,j=1

(
ξi
∂ηj
∂ui
− ηi

∂ξj
∂ui
) ∂F
∂uj

erfüllt. Mit Bemerkung 3.13 kann man zeigen, dass Z auf ganz S de�niert.

De�nition 3.14 (Lie-Klammer). Das Vektorfeld

Z := [X,Y ] := XY − Y X
heiÿt Lie-Klammer von X und Y .

Das Vektorfeld [X,Y ] ist also durch die Bedingung

∂X (∂Y f)− ∂Y (∂Xf) = ∂[X,Y ]f

für alle f charakterisiert.
Bemerkung. Wenn X und Y Koordinatenfelder sind, d.h. X = ∂F

∂ui
und

Y = ∂F
∂uj

(F−1(p)), verschwindet die Lie-Klammer[
∂F

∂ui
,
∂F

∂uj

]
= 0.

(Der Satz von Schwarz).
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De�nition 3.15 (das Vektorfeld längs Kurven). Sei S ⊂ R3 eine reguläre
Fläche, sei c : I → S eine parametrisierte Kurve. Ein Vektorfeld an S längs
c ist eine glatte Abbildung v : I → R3, so dass v(t) ∈ Tc(t)S ist für alle t ∈ I.

Beispiel 3.16. Das Geschwindigkeitsfeld v(t) = c′(t) ist ein solches Vektor-
feld längs c.

Beispiel 3.17. Sei S eine Regel�äche gegeben durch die Parametrisierung
F (t, s) = c(t) + sv(t) wie oben. Dann ist v ein Vektorfeld an S längs der
Kurve c.

De�nition 3.18 (die kovariante Ableitung). Sei S ⊂ R3 eine reguläre
Fläche, sei c : I → S eine parametrisierte Kurve, und sei v : I → R3

ein di�erenzierbares Vektorfeld an S längs c. Für jeden Punkt p ∈ S sei
Πp : R3 → TpS die Orthogonalprojektion, d.h., ist N(p) einer der beiden
Einheitsnormalenvektoren an S im Punkt p, so ist

Πp(X) = X − 〈X,N(p)〉N(p)

Dann heiÿt
∇
dt
v(t) := Πc(t)(v

′(t)),

t ∈ I, die kovariante Ableitung von v.

Bemerkung. ∇dtv(t) ist auch ein Vektorfeld an S längs c.

Beispiel 3.19. Sei S = R2 × {0} die x-y-Ebene und c eine parametrisierte
ebene Kurve, c(t) = (c1(t), c2(t), 0). Ein Vektorfeld v an S längs c ist dann
von der Form v(t) = (v1(t), v2(t), 0). Damit ergibt sich

∇
dt
v(t) = πc(t)

(
v′(t)

)
= πc(t)

(
v′1(t), v′2(t), 0

)
=
(
v′1(t), v′2(t), 0

)
= v′.

Beispiel 3.20. Sei S = S2 die Sphäre. Berechne die kovariante Ableitung
des Geschwindigkeitsfeldes der Kurve

c : R→ S, c(t) = (cos(t), sin(t), 0) .

Die gewöhnliche Ableitung von c ist c′(t) = (− sin(t), cos(t), 0) und c′′(t) =
(− cos(t),− sin(t), 0) = −c(t). Wir wählen ein Einheitsnormalenvektorfeld
N (c(t)) = (cos(t), sin(t), 0)

∇
dt
c′(t) = c′′(t)−

〈
c′′, N (c(t))

〉
N (c(t))

= (− cos(t),− sin(t), 0)− 1 (cos(t), sin(t), 0) = 0.

(Die Kurve c durchläuft gerade den Äquator von S2 und ist Geodätisch).
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Lemma 3.21. Sei S eine reguläre Fläche, c : I → S eine parametrisierte
Kurve, sei f : I → R eine di�erenzierbare Funktion, und sei ϕ : J → I eine
Umparametrisierung. Seien ferner v und w Vektorfelder an S längs c. Dann
sind auch v + w und fv Vektorfelder an S längs c und es gilt:

a) Additivität: ∇dt(v + w)(t) = ∇
dtv(t) + ∇

dtw(t),

b) Produktregel I: ∇dt(fv)(t) = f ′(t)v(t) + f(t)∇dtv(t),

c) Produktregel II: d
dtI(v, w)(t) = I(∇dtv(t), w(t)) + I(v(t), ∇dtw(t)),

d) Umparametrisierung:

∇
dt

(v ◦ ϕ)(t) = (
∇
dt
v) ◦ ϕ(t) · ϕ′(t) = ϕ′(t)(

∇
dt
v) ◦ ϕ(t).

Mit Hilfe lokaler Parametrisierungen berechnen kann man die kovariante
Ableitung berechnen.

Sei (U,F, V ) einer Parametrisierung der regulären Fläche S. Die Vektoren
∂2F

∂ui∂uj
(u) ∈ R3 sind darstellbar durch die Basis ∂F

∂u1
(u), ∂F

∂u12
(u) undN(F (u)):

(11)
∂2F

∂ui∂uj
(u) = Γ1

ij(u)
∂F

∂u1
(u) + Γ2

ij(u)
∂F

∂u2
(u) + hij(u)N(F (u)),

wobei (hij) die Koe�zientenmatrix von der zweiten Fundamentalform ist.

De�nition 3.22 (Christo�el-Symbole). Die Koe�zientenfunktionen

Γkij : U → R,

1 ≤ i, j, k ≤ 2, heiÿen Christo�el-Symbole.

Bemerkung. Die Christo�el-Symbole sind symmetrisch in den unteren In-
dizes, d.h. Γkij = Γkji, da

∂2F
∂ui∂uj

= ∂2F
∂uj∂ui

.
Nun berechnen wir die lokalen Formel für die kovariant Ableitung. Sei

(U,F, V ) einer Parametrisierung von S. Sei c : I → S eine parametrisierte
Kurve mit c(I) ⊂ V . Setze c̃ := F−1 ◦ c : I ∈ U . Sei v : I → S ein glattes
Vektorfeld an S längs c. Wir drücken v in der durch die Parametrisierung
gegebnen Basis aus

v(t) = ξ1(t)
∂F

∂u1
(c̃(t)) + ξ2(t)

∂F

∂u2
(c̃(t))

und berechnen.
∇
dt
v(t) = Πc(t)(v

′(t))

= Πc(t)

( 2∑
i=1

(
ξ̇i(t)

∂F

∂ui
(c̃(t)) + ξi(t)

∂2F

∂ui∂uj
(c̃(t)) ˙̃cj(t)

))
=

2∑
i=1

ξ̇i(t)
∂F

∂ui
(c̃(t)) +

∑
i,j,k

Γkij(c̃(t))ξ
i(t) ˙̃cj(t)

∂F

∂uk
(c̃(t))

=
∑
k=1

(
ξ̇k(t) +

∑
i,j

Γkij(c̃(t))ξ
i(t) ˙̃cj(t)

) ∂F
∂uk

(c̃(t)).
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Ausgedr�ckt in der Koe�zientenfunktionen ξ1 und ξ2 entspricht die Kovari-
ante Ableitung der folgenden Abbildung(

ξ1

ξ2

)
7→

(
ξ̇1 +

∑2
i,j=1 Γ1

ij(c̃(t))ξ
i(t) ˙̃cj(t)

ξ̇2 +
∑

i,j=1 Γ2
ij(c̃(t))ξ

i(t) ˙̃cj(t)

)
.

Lemma 3.23. Für die Christo�el-Symbole gilt die Formel

Γkij =
1

2

2∑
m=1

gkm(
∂gim
∂uj

+
∂gjm
∂ui

− ∂gij
∂um

).

Beweis: Wir berechnen

∂gjm
∂ui

=
∂

∂ui

〈
∂F

∂uj
,
∂F

∂um

〉
=

〈
∂2F

∂ui∂uj
,
∂F

∂um

〉
+

〈
∂F

∂uj
,

∂2F

∂ui∂um

〉
(da

〈
∂F

∂ui
, N

〉
= 0) =

〈
2∑
i=1

Γkij
∂F

∂uk
,
∂F

∂um

〉
+

〈
∂F

∂uj
,

2∑
k=1

Γkim
∂F

∂uk

〉

=
2∑

k=1

(
Γkijgkm + Γkimgkj

)
.

Analog haben wir

∂gim
∂uj

=
2∑

k=1

(
Γkjigkm + Γkjmgki

)
und

∂gij
∂um

=
2∑

k=1

(
Γkmigkj + Γkmjgki

)
.

Es folgt

∂gjm
∂ui

+
∂gim
∂uj

− ∂gij
∂um

= 2

2∑
k=1

Γkijgkm.

Hier haben wir benötigt, dass Γkij = Γkji. Durch Multiplikation mit (gkm)
erhalten wir

Γkij =
1

2

2∑
m=1

(
∂gjm
∂ui

+
∂gim
∂uj

− ∂gij
∂um

)
gmk.

�

Bemerkung. Die kovariante Ableitung ist eine Gröÿe der inneren Geometrie.

De�nition 3.24. Sei S eine reguläre Fläche, v ein Vektorfeld auf S, wp ∈
TpS ein Tangentialvektor. Dann ist die kovariante Ableitung ∇wpv ∈ TpS
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von v in Richtung wp wie folgt de�niert: Wähle eine Kurve c : (−ε, ε) → S
mit c(0) = p und c′(0) = wp und setze

∇wpv :=
∇
dt

(v ◦ c)(0).

Lemma 3.25. Diese De�nition hängt nicht davon ab, welche Kurve c mit
c(0) = p und c′(0) = wp man nimmt.

(Übung)
(Hinweis. Sie zeigen, dass die kovariante Ableitung in Richtung wp =∑2
k=1 η

k ∂F
∂uk

(u)

(12) ∇wp(
∑
k

ξk
∂F

∂uk
) =

∑
k

(
∑
l

∂ξk

∂ul
(u)ηl +

2∑
i,j=1

Γkijξ
i(u)ηj)

∂F

∂uk

gilt für v =
∑2

k=1 ξ
k(u) ∂F

∂uk
(u).)

Lemma 3.26. Sei S eine reguläre Fläche, seien c1, c2 ∈ R, v, v1, v2, w1, w2

und w Vektorfelder auf S, und sei f : S → R eine glatte Funktion. Dann gilt
a) Linearität im zu di�erenzierenden Vektorfeld:

∇w(c1v1 + c2v2) = c1∇wv1 + c2∇wv2.

b) Produktregel I:

∇w(fv) = df(w)v + f∇wv.
c) Produktregel II:

dI(v1, v2)(w) = I(∇wv1, v2) + I(v1,∇wv2).

d) Linearität in dem Vektorfeld, nach dem di�erenziert wird:

∇(c1w1+c2w2)v = c1∇w1v + c2∇w2v.

e) Funktionen-Linearität in dem Vektorfeld, nach dem di�erenziert wird:

∇fwv = f∇wv.

Der Beweis von d) und f) folgert leicht aus (12).
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3.3. Krümmungstensor und Theorema Egregium.

De�nition 3.27 (die zweite kovariante Ableitung). Die zweite kovariante
Ableitung von Z nach v und w ist durch

∇2
v,wz := ∇v(∇wz)−∇∇vwz

de�niert.

Lemma 3.28. Sei S eine reguläre Fläche und v, w und z Vektorfelder auf
S. Sei (U,F, V ) eine lokale Parametrisierung von S. Dann ist ∇2

v,wz in der
Basis ∂F

∂um gegeben durch die Koe�zienten∑
i,j

∂2zm

∂ui∂uj
viwj +

∑
i,j,k

Γmij
∂zi

∂uk
(vjwk + wjvk)−

∑
i,j,k

Γkij
∂zm

∂uk
viwj

+
∑
i,j,k

(∂Γmkj
∂ui

+
∑
l

(Γmli Γlkj − ΓmklΓ
l
ij)
)
viwjzk


m=1,2

Korollar 3.29. Der Wert der zweiten kovarianten Ableitung ∇2
v,wz hängt

im Punkte p ∈ S nur von v(p), w(p) und den Ableitung von z in p bis zur
Ordnung 2 ab.

Damit können wir für ein Vektorfeld z auf S das zweite kovariante Di�er-
ential von z de�nieren als

∇2z : TpS × TpS → TpS

(vp, wp) 7→ (∇2
v,wz)(p),

wobei v und u beliebige Vektorfelder auf S mit v(p) = vp und w(p) = wp
sind.

Beweis vom Lemma 3.28. Setze φk =
∑

l
∂zk

∂ul
wl +

∑
i,j Γkijz

iwj (k = 1, 2).
Aus (12) gilt

∇wz =
∑
k

φk
∂F

∂uk

in der lokalen Parametrisierung. Für ∇v(∇wz) ergibt sich (für α = 1, 2)

(13)

∑
m

∂φα

∂um
vm +

∑
β,γ

Γαβγφ
βvγ

=
∑
m,l

(
∂2zα

∂ul∂um
wlvm +

∂zα

∂ul
∂wl

∂um
vm)

+
∑
i,j,m

(
∂Γαij
∂um

ziwjvm + Γαij
∂zi

∂um
wjvm + Γαijz

i ∂w
j

∂um
vm)

+
∑
j,β,γ

∂zβ

∂ul
wlΓαβγv

γ +
∑
i,j,β,γ

ΓβijΓ
α
βγz

iwjvγ).
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Für ∇vw setzen wir ψk =
∑

l
∂wk

∂ul
vl+

∑
i,j Γkijw

ivj (k = 1, 2) und erhalten
für ∇∇vwz (α = 1, 2)

(14)

∑
m

∂zα

∂um
ψm +

∑
α,β

Γαβγz
βψγ

=
∑
l,m

∂zα

∂um
∂wm

∂ul
vl +

∑
α,β,m

∂zα

∂um
Γmij v

iwj

+
∑
l,β,γ

∂wγ

∂ul
vlΓαβγz

β +
∑
i,j,β,γ

ΓγijΓ
α
βγv

iwjzβ.

Bei Subtraktion von (13) und (14) heben sich die Terme weg, welche die
Ableitungen von w enthalten.

De�nition 3.30 (riemannscher Krümmungstensor). Sei S eine reguläre
Fläche, p ∈ S ein Punkt, vp, wp ∈ TpS Tangentialvektoren, und z ein Veck-
tofeld auf S. Dann ist der riemannsche Krümmungstensor de�niert durch

R(vp, wp)z := ∇2
vp,wpz −∇

2
wp,vpz.

Lemma 3.31. Der riemmansche Krümmungstensor hat bezüÿlich der lokalen
Parametrisierung die Form wennn

R(vp, wp)z =
2∑

i,j,k,l=1

Rlijk(u0)viwjzk
∂F

∂ul
(u0),

wobei

Rlijk =
∂Γljk
∂ui

−
∂Γlik
∂uj

+
∑
m

(ΓlmiΓ
m
jk − ΓlmjΓ

m
ki)

Korollar 3.32. a) Der Tangentialvektor R(vp, wp)z hängt an der Stelle p ∈
S nur von z(p) ab, nicht aber von den Werten des Vektorfeld z auf S − {p}.
Daher ist die Abbildung

Rp : TpS × TpS → TpS

Rp(vp, wp)zp := R(vp, wp)z,

wohlde�niert, wobei z ein beliebiges Vektorfeld auf S mit z(p) = zp ist.
b) R ist linear in jedem Argument, insbesordere

R(vp, wp)(fzp) = f ·R(vp, wp)zp.

c) Rp ist schiefsymmetrisch in der ersten beiden Argumenten

Rp(vp, wp)zp = −R(wp, vp)zp.

Satz 3.33 (Gauÿ-Gleichung). Sei S ∈ R3 eine orientiert Fläche, p ∈ S.
Dann gilt für v, w, z ∈ TpS

R(v, w)z = II(w, z)W (v)− II(v, z)W (w).
88



Bezüglich einer lokalen Parametrisierung drückt sich dies folgenermaÿen aus:

Rlijk = hjkw
l
i − hikwlj .

Beweis: Sei (U,F, V ) eine lokale Parametrisierung von S. Erinnerung: (11)

∂2F

∂ui∂uj
=
∑
k

Γkij
∂F

∂uk
+ hij · (N ◦ F ).

Di�erenzieren wir die Gleichung nach ul

∂3F

∂ul∂ui∂uj
=

∑
k

(
∂Γkij
∂ul

∂F

∂uk
+ Γkij

∂2F

∂ul∂uk
)

+
∂hij
∂ul
· (N ◦ F ) + hij ·

∂

∂ul
(N ◦ F )

=
∑
k

(
∂Γkij
∂ul

∂F

∂uk
+ Γkij

∑
m

Γmlk
∂F

∂um
+ Normallenanteil)

+ Normallenanteil + hij · (−W (
∂F

∂ul
))

=
∑
m

(
∂Γmij
∂ul

+
∑
k

ΓkijΓ
m
lk − hijwml

)
∂F

∂um

+ Normallenanteil

Nach Satz von Schwarz gilt

0 =
∂3F

∂ul∂ui∂uj
− ∂3F

∂ui∂ul∂uj

=
∑
m

(
∂Γmij
∂ul

−
∂Γmjl
∂ui

+
∑
k

ΓkijΓ
m
lk −

∑
k

ΓkljΓ
m
ik − hijwml + hljw

m
i

)
∂F

∂um

+ Normallenanteil

=
∑
m

(Rmlij − hijwml + hljw
m
i

)
∂F

∂um
+ Normalenanteil

Dauraus folgt

Rmlij − hijwml + hljw
m
i = 0.

�

Satz 3.34 (Theorema Egregium). Die Gauÿ-Krümmeng kann folgenermaÿen
aus dem riemannschen Krümmungstensor berechnet werden: Sei p ∈ S ein
Punkt. Wähle eine orthonormalbasis v, w von TpS. Dann gilt

K(p) = I(Rp(v, w)w, v).

Insbesondere ist die Gauÿ-Krümmung eine Gröÿe der inneren Geometire.
89



Beweis: Gemäÿ der Gauÿ-Gleichung gilt

I(R(v, w)w, v) = I(II(w,w) ·W (v)− II(v, w) ·W (w), v)

= II(w,w)II(v, v)− II(v, w)2

= det(W ) = K.

�

Lemma 3.35. Sei S ∈ R3 eine reguläre Fläche, p ∈ S, seien v, w, x, y ∈ TpS.
Der Krümmungstensor hat die folgenden Symmetrien:

a) R(v, w)x = −R(w, v)x.
b) I(R(v, w)x, y) = −I(R(v, w)y, x).
c) I(R(v, w)x, y) = I(R(x, y)v, w).
d) Bianchi-Identität;

R(v, w)x+R(x, v)w +R(w, x)v = 0.

Beweis: a) ist trivial. c) folgt aus der Gauÿ-Gleichung

I(R(v, w)x, y) = I(II(w, x) ·W (v)− II(v, x) ·W (w), y)

= II(w, x)II(v, y)− II(v, x)II(w, y),

denn dieser Ausdrück ändert sich nicht bei Vertauschung der Paare v, w und
x, y. b) folgt aus a) und c). d) folgt auch aus Gauÿ-Gleichung

R(v, w)x+R(x, v)w +R(w, x)v = II(w, x)W (v)− II(v, x)W (w)

+II(v, w)W (x)− II(x,w)W (v)

+II(x, v)W (w)− II(w, v)W (x)

= 0

�
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Gröÿen der inneren Geometrie

1. Fundamentalform I gij

Flächenelement dA dA =
√
g11g22 − g2

12du
1du2

kovariante Ableitung ∇ Γkij =
1

2

∑
m

gmk(
∂gjm
∂ui

+
∂gmi
∂uj

− ∂gij
∂um

)

riemannscher

Krümmumgstensor
R

Rlijk =
∂Γljk
∂ui

−
∂Γlik
∂uj

+
∑
m

(ΓlmiΓ
m
jk − ΓlmjΓ

m
ki)

Gauÿ-Krümmung K K =
1

2

∑
ijk

gjkRiijk

Gröÿen, die nicht unter lokalen Isometrien invariant sind

2. Fundamentalform II hij

Weingarten-Abbildung W wji =
∑
k

hikg
kj

Hauptkrümmungen κi

mittlere Krümmung H H =
κ1 + κ2

2
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3.4. Riemannsche Metriken.

De�nition 3.36 (riemannsche Metrik). Sei S ⊂ R3 eine reguläre Fläche.
Eine riemannsche Metrik g auf S ordnet jedem Punkte p ∈ S ein euklidische
Skalarprodukt gp auf der Tangentialebene TpS zu, so dass für jede lokale
Parametrisierung (U,F, V ) von S die Funktion

gij : U → R
gij(u) := gF (u)(

∂F
∂ui

(u), ∂F
∂uj

(u)).

glatt sind.

Bemerkung. Die erste Fundamentalform ist natürlich ein Beispiel für eine
riemannsche Metrik. Es gibt aber auch andere wichtige Beispiele von rie-
mannschen Metriken, die nicht erste Fundamentalform sind. Die riemannsche
Metrik also ist eine verallgemeinerte erste Fundamentalform.

Alle Gröÿen der inneren Geometrie, wie Flächenelement, kovariante Ableitung,
Gauÿ-Krümmung und riemannsche Krümmungstensor, sind auch für reg-
uläre Fläche mit einer riemannschen Metrik de�niert.

De�nition 3.37. Sei S ⊂ R3 eine reguläre Fläche mit einer riemannschen
Metrik g. Wir de�nieren:

a) (Die Christo�el-Symbole)

Γkij =
1

2

∑
m

gmk(
∂gjm
∂ui

+
∂gmi
∂uj

− ∂gij
∂um

)

b) (Die kovariante Abletung) Für Vektorfelder v =
∑

i v
i ∂F
∂ui

und w =∑
iw

i ∂F
∂ui

ist die kovariante Ableitung de�niert durch

∇wv(F (u)) :=
∑
k

(duv
k

(
w1(u)
w2(u)

)
+
∑
i,j

Γkij(u)vi(u)wj(w)))
∂F

∂uk
.

c) (Der riemannsche Krümmungstensor)

R(v, w)z := ∇2
v,wz −∇2

w,vz

=:
∑

i,j,jk,lR
l
ijk(u)viwjzk ∂F

∂ul
(u),

Rlijk =
∂Γljk
∂ui

−
∂Γlik
∂uj

+
∑
m

(ΓlmiΓ
m
jk − ΓlmjΓ

m
ki)

d) (Die Gauÿ-Krümmung)

K(p) = g(R(v, w)w, v)

für eine Orthonomalbasis v, w von TpS bzgl g.

Beispiel 3.38. Der Torus mit der Parametrisierung

F (t, ϕ) =

 (1− r cosϕ) cos t
(1− r cosϕ) sin t

r sinϕ

 für r < 1.
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Für die erste Fundamentalform I erhalten wir

I
(
∂F
∂φ ,

∂F
∂φ

)
= g11(t, ϕ) = r2

I
(
∂F
∂φ ,

∂F
∂t

)
= g12(t, ϕ) = 0

I
(
∂F
∂t ,

∂F
∂t

)
= g22(t, ϕ) = (1− r cosϕ)2 .

Also die beiden Vektoren ∂F
∂t (t, ϕ) und ∂F

∂φ (t, ϕ) sind zwar eine Basis der Tan-
gentialebene TF (t,ϕ)S, aber sie sind bezüglich der ersten Fundamentalform
i.A. nicht orthonormal. Nun de�nieren wir eine neue riemannsche Metrik,
so dass

gF (t,ϕ)

(
∂F
∂t ,

∂F
∂t

)
= gF (t,ϕ)

(
∂F
∂φ ,

∂F
∂φ

)
= 1

gF (t,ϕ)

(
∂F
∂t ,

∂F
∂φ

)
= 0.

Man muss nachprüfen, ob g wohlde�niert ist. In obiger Parametrisierung
hat die riemannsche Metrik die Komponenten

(gij)ij =

(
1 0
0 1

)
.

Da die gij konstant sind, verschwinden alle Christo�el-Symbole, damit auch
der riemannsche Krümmungstensor und die Gauÿ-Krümmung K ≡ 0.
Aber die Gauÿ-Krümmung für den Torus ist

K(t, ϕ) = −1

r

cosϕ

1− r cosϕ
.

Also ist g keine erste Fundamentalform. Es ist auch nicht möglich, dass g
die erste Fundamentalform auf einer kompakten Fläche, da dann die Gauÿ-
Krümmung irgendwo positiv sein muss.

De�nition 3.39 (zurückgezogene riemannsche Metrik). Seien S1 und S2

reguläre Flächen, sei Φ : S1 → S2 ein Di�eomorphismus. Sei g eine rie-
mannsche Metrik auf S2. Die zurückgezogene riemannsche Metrik Φ∗(g) aus
S1 ist de�niert durch

(Φ∗(g))p(X,Y ) := gΦ(p)(dpΦ(X), dpΦ(Y ))

für alle p ∈ S1, X,Y ∈ TpS1.

Bemerkungen.

(a) φ∗(g) ist eine riemannsche Metrik

(b) φ∗(g) ist eine eindeutige riemannsche Metrik auf S1, für die φ :
S1 → S2 eine Isometrie ist.

(c) Ist F eine lokale Parametrisierung von S1, dann ist φ ◦ F eine
solche von S2.
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Sei F2 = φ ◦ F (p = F (u))

(
(φ∗g)F (u)

)
ij

(u) = (φ∗g)F (u)

(
∂F

∂ui
,
∂F

∂uj

)
Def.3.38

= gφ◦F (u)

(
dpφ

(
∂F

∂ui

)
, dpφ

(
∂F

∂uj

))
KR
= gφ◦F (u)

(
∂(φ ◦ F )

∂ui
,
∂(φ ◦ F )

∂uj

)
= gij(u)

(d) Kφ∗(g) = Kg ◦ φ.

Beispiel 3.40. Sei S1 = S2 die Sphäre. Sei S2 =
{
x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= 1
}
ein

Ellipsoid. φ : S1 → S2, φ(x, y, z) = (ax, by, cz) ist ein Dei�eomorphismus.
Sei I die erste Fundamentalform von S2 und g = φ∗(I) die zurückgezogene
riemannsche Metrik. g stimmt nicht mit der ersten Fundamentalform von
S2 überein, da die Gauÿ-Krümmung des Ellipsoids nicht konstant ist, und
damit auch nicht die zurückgezogene Metrik g.
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3.5. Geodätische.

De�nition 3.41 (die Länge). Sei S eine reguläre Fläche mit riemannscher
metrik g. Sei c : I → S eine parametrisierte Kurve. Dann ist die Länge von
c (bzgl. (S, g)) de�niert durch

L[c] :=

∫
I

√
gc(t)(c′(t), c′(t))dt.

Falls g die erste Fundamentalform ist, stimmt dieser Längenbegri� gegeben
früher überein.

De�nition 3.42 (die Energie). Sei S eine reguläre Fläche mit riemannscher
metrik g. Sei c : I → S eine parametrisierte Kurve. Dann ist die Energie
von c (bzgl. (S, g)) de�niert durch

E[c] :=
1

2

∫
I
gc(t)(c

′(t), c′(t))dt.

Lemma 3.43. ei S eine reguläre Fläche mit riemannscher metrik g. Sei
c : [a, b]→ S eine parametrisierte Kurve. Dann ist

L[c]2 ≤ 2(b− a)E[c]

und Gleichheit gilt genau dann, wenn c proportional zur Bogenlänge parametrisiert
ist, d.h., wenn

gc(t)(c
′(t), c′(t)) ≡ const.

Beweis: Nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt

L[c]2 =

(∫ b

a

√
gc(t) (c′(t), c′(t)) dt

)2

≤
∫ b

a
gc(t)

(
c′(t), c′(t)

)
dt

∫ b

a
12 dt

= 2(b− a)E[c].

Gleichheit gilt genau dann, wenn gc(t) (c′(t), c′(t)) konstant ist. �

Lemma 3.44. Sei S eine reguläre �äche mit riemannscher metrik g. Sei
c : I × J → S, (s, t)→ c(s, t), eine glatte Abbildung. Dann gilt

∇
∂s

∂c

∂t
=
∇
∂t

∂c

∂s
.

Beweis: Da Γkij = 1
2

∑2
m=1

(
∂gjm
∂ui

+ ∂gim
∂uj
− ∂gij

∂um

)
gmk, wissen wir Γkij = Γkji.

Sei (U,F, V ) eine lokale Parametrisierung. Setze

ξ : I × J → U, ξ := F−1 ◦ c.
Es gilt also c = F ◦ ξ und nach der Kettenregel daher

∂c

∂t
=
∑
k

∂F

∂uk
∂ξk

∂t
=
∑
k

∂ξk

∂t

∂F

∂uk
.
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Es folgt nach De�nition

∇
ds

∂c

∂t
=
∑
k

∂2ξk

∂s∂t

∂F

∂uk
+
∑
i,j,k

Γkij
∂ξi

∂t

∂ξj

∂s

∂F

∂uk
.

Analog
∇
dt

∂c

∂s
=
∑
k

∂2ξk

∂t∂s

∂F

∂uk
+
∑
i,j,k

Γkij
∂ξi

∂s

∂ξj

∂t

∂F

∂uk
.

Nach Γkij = Γkji, folgt
∇
ds
∂c
∂t = ∇

dt
∂c
∂s . �

Satz 3.45 (Variation der Energie). Sei S eine reguläre Fläche mit rie-
mannscher Metrik g. Seien p, q ∈ S. Sei c : (−ε, ε) × [a, b] → S, eine
glatte Abbildung, so dass für cs : [a, b] → S, cs(t) := c(s, t), gilt cs(a) = p,
cs(b) = q. Sei V (t) := ∂c

∂s(0, t) das so genannte Variationsvektorfeld längs
c0 = c(0, ·). Dann gilt

d

ds
E[cs]|s=0 = −

∫ b

a
gc0(t)

(
∇
dt
c′0(t), V (t)

)
dt.

Beweis: Wir berechnen

d

ds
E[cs]∣∣∣∣s=0

=
1

2

∫ b

a

d

ds
∣∣∣∣s=0

gcs(t)
(
c′s(t), c

′
s(t)
)
dt

=
1

2

∫ b

a
gc0(t)

∇
ds
∣∣∣∣s=0

c′s(t), c
′
0(t)

+ gc0(t)

c′0(t),
∇
ds
∣∣∣∣s=0

c′s(t)

 dt

=

∫ b

a
gc0(t)

(
∇
ds

∂c

∂t
(0, t), c′0(t)

)
dt

Lemma3.44
=

∫ b

a
gc0(t)

(
∇
dt

∂c

∂s
(0, t), c′0(t)

)
dt

=

∫ b

a
gc0(t)

(
∇
dt
V (t), c′0(t)

)
dt

Wegen V (a) = V (b) = 0 gilt nach dem Hauptsatz der Di�erential-und Inte-
gralrechnung

d

ds
E[cs]∣∣∣∣s=0

=

∫ b

a
gc0(t)

(
∇
dt
V (t), c′0(t)

)
dt

= −
∫ b

a
gc0(t)

(
V (t),

∇
dt
c′0(t)

)
dt+ gc0(t)

(
V (t), c′0(t)

) ∣∣∣∣b
a

= −
∫ b

a
gc0(t)

(
V (t),

∇
dt
c′0(t)

)
dt.
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�

Korollar 3.46. Sei S eine reguläre Fläche mit riemannscher Metrik g. Seien
p, q ∈ S. Sei c : [a, b] → S, eine Verbindungskurve von p nach q mit mini-
maler Energie, so gilt

∇
dt
c′0(t) = 0.

De�nition 3.47 (die Geodätische). Sei S eine reguläre Fläche, I ein Inter-
vall. Eine parametrisierte Kurve c : I → S heiÿt Geodätische, falls

∇
dt
c′0(t) = 0,

für alle t ∈ I gilt.

Beispiel 3.48. Sei S ⊂ R3 die x-y-Ebene mit der ersten Fundamentalform
als riemannscher Metrik. In diesem Fall stimmt die kovariante Ableitung
mit der gewöhnlichen Ableitung überein

∇
dt
c′(t) = c′′(t).

Also sind die Geodätischen von folgender Form

c(t) = p+ zv.

Beweis: (Beweis von Korollar 3.46) Aus Stetigkeitsgründen genügt es, die
Behauptung für alle t ∈ (a, b) zu zeigen. Angenommen, für ein t0 ∈ (a, b)
wäre ∇dtc

′
0(t0) 6= 0. Wir wählen eine lokale Parametrisierung (U,F, V ) und

δ > 0, so dass c(t0) ∈ V und

• [t0 − δ, t+ δ] ⊂ (a, b)
• c0(t) ∈ V für alle t ∈ [t0 − δ, t0 + δ] .

Setze

u : [t0 − δ, t+ δ]→ U, u(t) := F−1 (c0(t))

und

X : [t0 − δ, t+ δ]→ R2, X(t) :=
(
Du(t)F

)−1
(
∇
dt
c′0(t)

)
.

Aus der De�ni�tion folgt also

∇
dt
c′0(t) = Du(t)F (X(t)).

Wir wählen eine glatte Funktion ϕ : [t0 − δ, t0 + δ]→ Rmit ϕ ≥ 0, ϕ(t0) > 0
und Supp(ϕ) ⊂⊂ [t0 − δ, t0 + δ]. Für hinreichend kleines ε > 0 gilt für alle
t ∈ [t0 − δ, t0 + δ] und alle s ∈ (−ε, ε), dass u(t)+sX(t) ∈ U . Nun de�nieren
wir

cs(t) := F (u(t) + sϕ(t)X(t)) ⊂ V ⊂ S
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für alle t ∈ [t0 − δ, t0 + δ] und alle s ∈ (−ε, ε). Für alle s ∈ (−ε, ε) und
t ∈ [t0 − δ, t0 + δ] setzen wir cs(t) := c(t). Das Variationsfeld ist

(15) V (t) =

{
0 für t ∈ [a, b]− [t0 − δ, t0 + δ]
ϕ(t)∇dtc

′(t) für t ∈ [t0 − δ, t0 + δ] .

Z.z.:(15); für t ∈ [a, b]− [t0 − δ, t0 + δ] gilt o�ensichtlich

v(t) =
∂

∂s
∣∣s=0

cs(t) =
∂

∂s
∣∣s=0

F (u(t) + sϕ(t)X(t))

KR
= Du(t)F (ϕ(t)X(t)) = ϕ(t)

∇
dt
c′0(t).

Nach dem Satz 3.45 erhalten wir

d

ds
E[cs]∣∣∣∣s=0

= −
∫ b

a
gc0(t)

(
V (t)

∇
dt
c′0(t)

)
dt

= −
∫ t0+δ

t0−δ
ϕc0(t)

(
ϕ(t)
∇
dt
c′0(t),

∇
dt
c′0(t)

)
dt

= −
∫ t0+δ

t0−δ
ϕ(t)gc0(t)

(
∇
dt
c′0(t),

∇
dt
c′0(t)

)
dt < 0.

Wegen der Energieminimalität der Kurve c0 muss

d

dt
E[cs]∣∣∣∣s=0

= 0

gelten, dies ist ein Widerspruch. �

Beispiel 3.49. Sei S = S2 ⊂ R die Sphäre, Wir haben bereits gesehen, dass
von den Breitenkreisen

c(t) = (cos t cos θ, sin t cos θ, sin θ) ,

θ fest, lediglich der Äquator θ = 0 die Geodätengleichung erfüllt.

Lemma 3.50. Geodätische sind proportional zur Bogenlänge parametrisiert.

Beweis: Sei c eine Geodätische. Wir di�erenzieren und verwenden die Pro-
duktregel II

d

dt
gc(t)

(
c′(t), c′(t)

)
= gc(t)

(
∇
dt
c′(t), c′(t)

)
+

(
c′(t),

∇
dt
c′(t)

)
= 0.

Also ist gc(t) (c′(t), c′(t)) konstant. �

Lemma 3.51. Sei S eine reguläre Fläche mit riemannscher Metrik g. Seien
p, q ∈ S. Ist c0 : [a, b]→ S eine Verbindungskurve von p nach q. c0 ist min-
imale Energie genau dann, wenn sie minimale Länge hat und proportional
zur Bogenlänge.
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Beweis: "⇒": Sei c0 minimmale Energie. Angenommen, es gäbe eine
Verbindungskurve von p nach q, so dass L[c] < L[c0]. Da sich die Länge einer
parametrisierten Kurve bei einer Umparametrisierung nicht ändert,können
wir annehmen, dass c proportional zur Bogenlänge parametrisiert ist. Somit

L[c] = 2(b− a)E(c) ≥ 2(b− a)E(c0) ≥ L[c0],

ein Widerspruch. Es folgt also L[c] ≥ L[c0] für alle Verbindungskurven.
Wähle nun eine Umparametrisierung ϕ : [a, b] → [a, b] so, dass c̃0 = c0 ◦ ϕ
proportional zur Bogenlänge parametrisiert ist. Wir erhalten

L[c0] = L[c̃] = 2(b− a)E(c̃)
Vor.
≥ 2(b− a)E(c0).

Damit ist c0 auch proportional zur Bogenlänge parametrisiert.
"⇐": Für jede Verbindungskurve c gilt

E(c) ≥ 1

2(b− a)
L[c]

Vor.
≥ 1

2(b− a)
L[c0] = E(c0).

�

energieminimierend⇐⇒ längenminimierend und proportional
zur Bogenlänge parametrisiert

⇓
Geodätische

⇓
proportional zur Bogenlänge parametrisiert

Es existiert eine Geodätische, die nicht energieminimierend ist.
Die Geodätengleichung in der lokalen Parametrisierung:

Für eine lokale Parametrisierung (U,F, V ) von S und eine Kurve c schreiben
wir, wo de�niert, u := f−1 ◦ c, d.h., c = F ◦u. Die Geodätengleichung lautet
dann

(16)
∂2

∂t2
uk +

∑
i,j

Γkij(u(t))
∂

∂t
ui(t)

∂

∂t
uj(t) = 0, für k = 1, 2.

Diese ist ein System (nichtlinearer) gewöhnlicher Di�erentialgleichungen.

Satz 3.52 (Existenz von Geodätischen). Sei S eine reguläre Fläche mit
riemannscher metrik g. Seien p ∈ S, v ∈ TpS unt t0 ∈ R. Dann gibt es
ein Intervall I ⊂ R mit t0 ∈ I und eine Geoaätische c : I → S mit den
�Anfangsbedingung�

c(t0) = p und c′(t0) = v.

Beweis: Wir wählen eine lokale Parametrisierung (U,F, V ) so, dass p ∈ V .
Setze u0 := F−1(p) ∈ U und X :=

(
Du ◦ F−1

)
(v) ∈ R2. Nach dem Exis-

tenzsatz für gewöhnliche Di�erentialgleichungen hat die Geodätengleichung
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(16) mit den Anfangsbedingungen u(t0) = u0 und u(t0) = X eine Lösung
u(t). Mit c := F ◦ u haben wir dann eine Geodätische mit den gewünschten
Eigenschaften gefunden.

�

Satz 3.53 (Eindeutigkeit von Geodätischen). Sei S eine reguläre Fläche
mit riemannscher Metrik g. Sei I ⊂ R ein Intervall, t0 ∈ I. Sei c : I → S
eine Geoaätische. Dann ist c durch c(t0) ∈ S und c′(t0) ∈ Tc(t0)S eindeutig
festlegt.

Beweis: Wenn wir wüssten, dass die spur von c ganz in einem Parame-
terbereich enthalten ist, könnten wir ähnlich wie im Beweis von Satz 3.52
argumentieren und bekommen die Eindeutigkeit der Geodätischen. Dies
können wir jedoch nicht voraussetzen. Also benutzen wir ein Widerspruch-
sargument. Seien c1 und c2 Geodätische mit denselben Anfangsbedingungen
c1(t0) = c2(t0) und c′1(t0) = c′2(t0). Angenommen es existiert ein t ∈ I, t > t0
mit c1(t) 6= c2(t). Setze

t1 = sup

{
t ∈ I

∣∣∣∣t > t0, , so dass c1(τ) = c2(τ) für alle τ ∈ [t0, t]

}
.

Nun wählen wir eine lokale Parametrisierung (U,F, V ) mit c1(t0) ∈ V . We-
gen c1(t) = c2(t) für alle t > t0 gilt c(t1) = c2(t1) und c′1(t1) = c2(t1).
Der Eindeutigkeitssatz für gewöhnliche Di�erentialgleichungen sagt uns nun,
dass c1(t) = c2(t) solange c1(t) ∈ V und c2(t) ∈ V , damit c1(t) = c2(t) für
(t1 − ε, t1 + ε) hinreichend ε > 0, ein Widerspruch. �

Satz 3.54 (Clairaut). Sei S eine Dreh�äche, gegeben durch die Parametrisierung
F (t, ϕ) = (r(t) cosϕ, r(t) sinϕ, t). Wir nehmen die erste Fundamentalform
als riemannsche Metrik. Sei c : I → S eine Geodätische, c(t) = F (r(t), ϕ(t)).
Sei θ(t) der Winkel zwischen c′(t) und dem Breitenkreis durch c(t). Dann
ist

r(t) cos(θ(t)) = const.

Beweis: Die erste Fundamentalform wurde im Abschnitt über Dreh�ächen
bereits berechnet. Sie ist

(gij(t, ϕ))ij =

(
1 + r(t)2 0

0 r(t)2

)
.

Setze

v :=
∂F

∂t
und w :=

∂F

∂ϕ
.

Das Vektorfeld w ist stets tangential an die Breitenkreise und v an die Merid-
iane. Wir berechnen〈

∂2F

∂ϕ2
, w

〉
=

1

2

∂

∂ϕ

〈
∂F

∂ϕ
,
∂F

∂ϕ

〉
=

1

2

∂

∂ϕ
(g22) = 0.
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Da 〈v, w〉 = 0 gilt, ist der Tangentialteil von ∂2F
∂ϕ2 proportional zu v,

∇ww = αv

für geeignete Funktion α. Ähnlich haben wir〈
∂2F

∂ϕ∂t
, v

〉
=

1

2

∂

∂ϕ

〈
∂F

∂t
,
∂F

∂t

〉
=

1

2

∂

∂ϕ
(g11) = 0

und damit
∇wv = βw

für eine geeignete Funktion β. Ferner haben wir

0 =
∂g12

∂ϕ
=

∂

∂ϕ

〈
∂F

∂t
,
∂F

∂ϕ

〉
Produktregel II

= 〈∇wv, w〉+ 〈v,∇ww〉

= 〈βw,w〉+ 〈v, αv〉
= β|w|2 + α|v|2.

Für einen beliebigen Tangentialvektor z = γv + δw gilt

〈∇zw, z〉 = γ2 〈∇vw, v〉︸ ︷︷ ︸
=0

+γδ

〈
∇ww︸ ︷︷ ︸
αv

, v

〉

+ γδ

〈
∇vw︸ ︷︷ ︸
βw

, w

〉
+ δ2 〈∇ww,w〉︸ ︷︷ ︸

=0

= γδ
(
α|v|2 + β|w|2

)
= 0.

Für eine Geodätische c gilt also

d

dt

〈
w(c(t)), c′(t)

〉
=
〈
∇c′(t)w, c′(t)

〉︸ ︷︷ ︸
=0

+

〈
w(c(t)), ∇c′(t)c′(t)︸ ︷︷ ︸

=0

〉
= 0.

Somit ist 〈w(c(t)), c′(t)〉 = const. cos(θ(t))r(t) = const. �

Lemma und De�nition 3.55. Sei S eine orientierte reguläre Fläche mit
riemannscher Metrik g. Sei c : I → S eine nach Bogenlänge parametrisierte
Kurve. Sei n : I → R3 das Einheitsnormalenfeld längs c, das c′ zu positiv
orientierten Orthonormalbasen ergänzt, d.h. für jedes t ∈ I ist (c′(t), n(t))
eine positiv orientierte Orthonormalenbasis von Tc(t)S. Dann gilt〈

∇
dt
c′(t), c′(t)

〉
= 0,

d.h., ∇dtc
′(t) ist proportional zu n(t). Wir nennen die Funktion

κg :=

〈
∇
dt
c′(t), n(t)

〉
geodätische Krümmung von c in S bzgl. g. Aus der De�nition ist klar, dass c
genau dann eine Geodätische ist, wenn κg ≡ 0. Die geodätische Krümmung
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ist eine verallgemeinerte Krümmung ebener Kurven. Falls S die x−y−Ebene
mit der ersten Fundamentalform als riemannsche Metrik ist, ist κg gerade
die Krümmung von c.
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3.6. Exponentialabbildung. Sei S eine reguläre Fläche mit riemannscher
Metrik. Sei p ∈ S ein Punkt. Zu eimen Tangtialvektor v ∈ TpS betrachten
wir die (eindeutige) Geodätische c : I → S mit c(0) = p, c′(0) = v und
maximalem De�nitionsintervall I. Falls c noch zur Zeit t = 1 de�niert ist,
d.h. falls 1 ∈ I, setzen wir

(17) expp(v) := c(1).

Ist expp für v ∈ TpS de�niert und δ ∈ (0, 1], so ist expp für δv ∈ TpS

auch de�niert. (Aufgabe: Sei S ⊂ R3 eine reguläre Fläche mit riemannscher
Metrik g, sei p ∈ S und v ∈ TpS. Sei c die Geodätische mit den Anfangs-
bedingungen c(0) = p und c′(0) = v. Sei δ ∈ R eine Konstante. Sie zeigen,
dass die Kurve c̃(t) := c(δt) die Geodätische mit den Anfangsbedingungen
c̃(0) = p und c̃′(0) = δv.) Diese Überlegung zeigt, dass der De�nitionsbere-
ich Dp ⊂ TpS von expp eine bzgl. sternförmige Teilmenge von TpS ist und
zwar

cv(t) = expp(tv).

Nach dem Satz über die Abhängigkeit der Lösung gewöhnlicher Di�erential-
gleichungen von den Anfangswerten ist Dp eine o�ene Teilmenge von TpS
und ist

expp : Dp → S

eine glatte Abbildung.

De�nition 3.56 (Exponentialabbildung). Die Abbildung expp : Dp → S
heiÿt Exponentialabbildung.

Beispiel 3.57. Sei S = R2 × {0} die x − y−Ebene mit der ersten Funda-
mentalform als riemannsche Metrik. Sei p ∈ S und v ∈ TpS = R2×{0}. Die
geodätische c in S mit c(0) = p und c′(0) = v ist die Gerade c(t) = p + tv.
Also gilt Dp = TpS2 = R2 × {0} und

expp v = p+ v.

Beispiel 3.58. Sei S = S2 die Sphäre, wiederum mit der ersten Fundamen-
talform als riemannscher Metrik. Sei p ∈ S und v ∈ TpS = p⊥. Schreibe
v = δw, wobei w ∈ TpS ein Einheitsvektor ist, ‖w‖ = 1 und δ = ‖v‖ ≥ 0.
Die Geodätische c ist in S mit c(0) = p und c′(0) = v ist gegeben durch den
Groÿenkreis

c(t) = cos(δt)p+ sin(δt)w.

Also gilt Dp = TpS und

expp(v) =

{
cos(‖v‖)p+ sin(‖v‖) v

‖v‖ , v 6= 0

p, v = 0.

Lemma 3.59. Das Di�erential der Exponentialabbildung an der Stelle 0 ist
die Identität,

d0 expp = id : TpS → TpS.
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Beweis: Sei v ∈ TpS. Gemäÿ (17) ist die Geodätische c mit c(0) = p und
c′(0) = v gegeben durch

c(t) = expp(tv).

Setze τ(t) = tv. τ ist eine Kurve in TpS mit τ(0) = 0 und τ ′(0) = v. Nach
der De�nition des Di�erentials haben wir

d0 expp(v) =
d

dt
expp(τ(t))

∣∣
t=0

=
d

dt
expp(tv)

∣∣
t=0

=
d

dt
c(t)

∣∣∣∣
t=0

= c′(0) = v.

�

Nach dem Umkehrsatz gibt es eine Umgebung W von 0 ∈ Dp, so dass
expp|W : W → expp(W ) ⊂ S ein Di�eomorphismus ist.

Für eine lokale Parametrisierung (U1, F1, V1) der Tangentialebene TpS er-
halten wir durch die Wahlen U := F−1

1 (W ), F := expp ◦F1|U und V ⊂ R3

o�en mit V ∩ S = expp(W ) eine lokale Parametrisierung (U,F, V ) von S.

Beispiel 3.60. Sei S eine reguläre Fläche mit riemannscher Metrik. Sei
p ∈ S, und sei X1, X2 eine Orthonormalbasis der Tangentialebene TpS.
Wir nehmen die Parametrisierung durch kartesische Koordinaten für TpS,
nämlich U1 = R2 und F1(u1, u2) =

∑
uiXi. Die entsprechende lokale

Parametrisierung von S,

F (u1, u2) = expp(
∑

uiXi),

heiÿt Parametrisierung durch riemannsche Normalkoordinaten (um Punkt
p).

Satz 3.61 (Eigenschaften der riemannschen Normalkoordinaten). Sei S eine
reguläre Fläche mit riemannscher Metrik. Sei p ∈ S, sei F eine lokale
Parametrisierung durch riemannsche Normalkoordinaten um den Punkt p.
Dann gilt für die zugehörige Komponentenfunktionen der Metrik und die
Christo�el-Symbole

i) F (0, 0) = p
ii) gij(0, 0) = δij, i, j = 1, 2

iii) ∂gij
∂uk

(0, 0) = 0 und Γkij(0, 0) = 0, i, j, k = 1, 2.

Beweis: Aussage i) ist klar und Aussage ii) besagt gerade, dass d0 expp eine
Identität ist. Nun brauchen wir nur noch iii) zu zeigen. Nach der De�nition
der Exponentialabbildung wissen wir, dass für beliebiges x ∈ R2, t→ tx eine
Geodätische in riemannschen Normalkoordinaten ist, d.h.∑

i,j

Γkij(tx)xixj = 0 k = 1, 2.
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Speziell für t = 0 gilt somit∑
i,j

Γkij(0)xixj = 0, k = 1, 2

für alle x. Wegen der Symmetrie Γkij(0) = Γkji(0), folgt

Γkij(0, 0) = 0 für alle i, j, k.

Aus der Gleichung

∂

∂ui
gjm =

∑
k

(
Γkijgkm + Γkimgkj

)
folgt

∂gij
∂uk

(0, 0) = 0 für alle i, j, k.

�

Beispiel 3.62. Sei wie oben S eine beliebige reguläre Fläche mit einer
riemannschen Metrik, sei p ∈ S, und sei X1, X2 eine Orthonormalba-
sis von TpS. Wir nehmen diesmal Polarkoordinaten für TpS, F1(r, ϕ) =
r · (cos(ϕ)X1, sin(ϕ)X2). Die zugehörige lokale Parametrisierung von S

F (r, ϕ) = expp(r · (cos(ϕ)X1, sin(ϕ)X2))

ist die Parametrisierung durch geodätische Polarkoordinaten (um den Punkt
p).

Satz 3.63 (Gauÿ-Lemma). Sei S eine reguläre Fläche mit einer riemannschen
Metrik. Sei p ∈ S, und sei F eine lokale Parametrisierung durch geodätische
Polarkoordinaten (r, ϕ). Dann hat bzgl. dieser lokalen Parametrisierung die
riemannsche Metrik die Form

(gij(r, ϕ))ij =

(
1 0
0 f2(r, ϕ)

)
mit einer positiven Funktion f , die

lim
r→0

f(r, ϕ) = 0 und lim
r→0

∂f

∂r
(r, ϕ) = 1

erfüllt.

Beweis: Für festes ϕ0 ist die Kurve c(r) = F (r, ϕ0) nach De�nition der
Exponentialabbildung die Geodätische mit c′(0) = cosϕ0X1 + sinϕ0X2.
Wir haben schon bewiesen, dass Geodätische proportional zur Bogenlänge
parametrisiert sind. Da c′(0) ein Einheitsvektor ist, so ist

g11(r, ϕ0) = g(c′(r), c′(r)) = 1.
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Ferner gilt

∂g12

∂r
(r, ϕ0) =

∂

∂r

∣∣∣∣
(r,ϕ0)

g

(
∂F

∂r
,
∂F

∂ϕ

)
= g

(
∇
∂r

∂F

∂r
(r, ϕ0),

∂F

∂ϕ
(r, ϕ0)

)
+ g

(
∂F

∂r
(r, ϕ0),

∇
∂r

∂F

∂ϕ
(r, ϕ0)

)

= g

 ∇∂rc′(r)︸ ︷︷ ︸
=0

,
∂F

∂ϕ
(r, ϕ0)

+ g

(
∂F

∂r
(r, ϕ0),

∇
∂r

∂F

∂ϕ
(r, ϕ0)

)

= g

(
∂F

∂r
(r, ϕ0),

∇
∂r

∂F

∂ϕ
(r, ϕ0)

)
=

1

2

∂

∂ϕ
g

(
∂F

∂r
,
∂F

∂r

)
︸ ︷︷ ︸

=1

∣∣∣∣
(r,ϕ0)

= 0.

Somit ist für festes ϕ = ϕ0 die Funktion g12 konstant in r. Setze Y1 :=
cosϕ0X1 + sinϕ0X2 und Y2 := − sinϕ0X1 + cosϕ0X2. Dies ist auch die
Orthonormalbasis von TpS. Setze F̃ (r, ϕ) = r (cosϕX1 + sinϕX2). Klar ist

∂F̃

∂r
(r, ϕ0) = Y1 und

∂F̃

∂ϕ
(r, ϕ0) = rY2.

Wir berechnen

lim
r→0

g12(r, ϕ0) = lim
r→0

g

(
∂F

∂r
(r, ϕ0),

∂F

∂ϕ
(r, ϕ0)

)
= lim

r→0
g

(
dF̃ (r,ϕ0) expp

(
∂F̃

∂r
(r, ϕ0)

)
, dF̃ (r,ϕ0) expp

(
∂F̃

∂ϕ
(r, ϕ0)

))
= lim

r→0
g
(
dF̃ (r,ϕ0) expp(Y1), dF̃ (r,ϕ0) expp(rY2)

)
= g

(
d0 expp(Y1), d0 expp(0)

)
= 0.

Da g12 konstant ist, ist g12 = g21 = 0. Also

(gij)ij =

(
1 0
0 g22

)
.
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Da die riemannsche Metrik positiv de�nit ist, ist g22 > 0 und kann in der
Form g22 = f2 geschrieben werden. Ähnlich wie früher berechnen wir

lim
r→0

f2 = lim
r→0

g22(r, ϕ0)

= lim
r→0

g

(
dF̃ (r,ϕ0) expp

(
∂F̃

∂ϕ
(r, ϕ0)

)
, dF̃ (r,ϕ0) expp

(
∂F̃

∂ϕ
(r, ϕ0)

))
= lim

r→0
g
(
dF̃ (r,ϕ0) expp (rY1) , dF̃ (r,ϕ0) expp (rY2)

)
= g

(
d0 expp(0), d0 expp(0)

)
= 0.

Auÿerdem gilt

lim
r→0

∂f

∂r
(r, ϕ0) = lim

r→0

f(r, ϕ0)

r
= lim

r→0

√
g22(r, ϕ0)

r2

=

√
lim
r→0

g
(
dF̃ (r,ϕ0) expp(Y2), dF̃ (r,ϕ0) expp(Y2)

)
=
√
g
(
d0 expp(Y2), d0 expp(Y2)

)
=
√
g (Y2, Y2)

= 1.

�

Lemma 3.64. Seien die Bezeichnungen wie in Satz 3.63. Dann gilt für die
Gauÿ-Kümmung

K(F (r, ϕ)) = − 1

f(r, ϕ)

∂2f

∂r2
(r, ϕ).

Beweis: Gemäÿ Satz 3.63 hat die riemannsche Metrik in geodätischen Po-
larkoordinaten die Form

(gij(r, ϕ))ij =

(
1 0
0 f2(r, ϕ)

)
.

Die inverse Matrix ist

(gij(r, ϕ))ij =

(
1 0
0 f−2(r, ϕ)

)
.

Man berechnet durch die Formel Γkij = 1
2

∑2
m=1

(
∂gjm
∂ui

+ ∂gim
∂uj
− ∂gij

∂um

)
g

Γ1
22 = −f ∂f

∂r
und Γ2

22 = Γ2
21 =

1

f

∂f

∂ϕ
,

die Christo�el-Symbole, die nicht verschwinden. Die Vektoren ∂F
∂r und 1

f
∂F
∂ϕ

bilden eine Orthonormalbasis der Tangentialebene. Nach dem Theorema
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Egregium ist die Gauÿ-Krümmung gegeben durch

κ = g

(
R

(
∂F

∂r
,

1

f

∂F

∂ϕ

)(
1

f

∂F

∂ϕ
,
∂F

∂r

))
=

1

f2
R1

122

=
1

f2

(
∂Γ1

22

∂r
− ∂Γ1

12

∂ϕ
+ Γ1

1kΓ
k
22 − Γ1

2kΓ
k
22

)
=

1

f2

(
−
(
∂f

∂r

)2

− f ∂
2f

∂r2
+ 0 + 0 + Γ1

22Γ2
22

)

=
1

f2

(
−
(
∂f

∂r

)2

− f ∂
2f

∂r2
+

(
∂f

∂r2

)2
)

= − 1

f

∂2f

∂r2
.

�

Bemerkung. In geodätischen Polarkoordinaten ist die gesamte Information
über die riemannsche Metrik in der Funktion f enthalten. Falls die Gauÿ-
Krümmung k = κ konstant ist, d.h.,

κ = − 1

f(r, ϕ)

∂2f

∂r2
(r, ϕ),

(mit den Anfangsbedingungen f(0, ϕ) = 0 und ∂f
∂r (0, ϕ) = 1) erhalten wir

f(r, ϕ) =


1√
κ

sin(
√
κr), κ > 0

r, κ = 0,

1√
−κ

sinh(
√
−κr), κ < 0.

Da die riemannsche Metrik positiv de�nit ist, ist g22 > 0 und kann in der
Form g22 = f2 geschrieben werden.

Korollar 3.65. Sind S1 und S2 zwei reguläre Flächen mit derselben kon-
stanten Gauÿ-Krümmung κ, so sind S1 und S2 lokal isometrisch.

Es gibt noch Koordinaten, die besonders an eine vorgegebene Kurve auf
der Fläche angepasst sind.

Lemma 3.66. Sei S eine reguläre Fläche mit riemannscher Metrik. Sei
c : I → S eine nach Bogenlänge parametrisierte Kurve. Sei n : I → R3 ein
Vektorfeld längs c mit ‖n(t)‖ = 1 und 〈c′, n〉 ≡ 0. Dann gibt es zu jedem
t0 ∈ I ein ε > 0, so dass

F : (−ε, ε)× (−ε, ε)→ S, F (t, s) := expc(t)(sn(t)),
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eine lokale Parametrisierung von S ist. Längs c hat die riemannsche Metrik
bezüglich dieser Parametrisierung die Gestalt

(gij(t, 0))ij =

(
1 0
0 1

)
.

Beweis: Wir berechnen
∂F

∂t
(t, 0) =

d

dt
expc(t)(0) = c′(t)

und
∂F

∂s
(t, 0) = dc(t) expc(t)(n(t)) = n(t).

Die Vektoren ∂F
∂t (t, 0) und ∂F

∂s (t, 0) bilden eine Orthonormalbasis von Tc(t)S.
Nach dem Umkehrsatz ist F nach geeigneter Einschränkung eine lokale
Parametrisierung. Wegen der Orthogonalität ist die Behauptung über gij(t, 0)
klar. �
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3.7. Parallelverschiebung.

De�nition 3.67. Sei S eine reguläre Fläche mit einer riemannschen Metrik
g. Sei c : I → S eine glatte Kurve und v : I → R3 ein Vektorfeld längs c.
Dann heiÿt v parallel, falls

∇
dt
v ≡ 0.

Bemerkung. Somit ist eine glatte Kurve c eine Geodätische genau dann,
wenn das Geschwindigkeitsfeld c′ parallel ist.

Sei (U,F, V ) eine lokal Parametrisierung, die die Spur der Kurve c en-
thält, c(I) ⊂ V . Schreibe v(t) =

∑
k ξ

k(t) ∂F
∂uk

(u(t)), wobei F ◦ u = c. Zur
Erinnerung

∇
dt
v = 0

ist äquivalent zu

d

dt
ξk(t) +

2∑
i,j=1

Γkij(u(t))ξi
d

dt
uj(t) = 0, für k = 1, 2

wobei u(t) = F−1(c(t)).

Satz 3.68. (Existenz und Eindeutigkeit des parallelen Vektorfeldes) Sei S
eine reguläre Fläche mit einer riemannschen Metrik g. Sei c : I → S eine
glatte Kurve, t0 ∈ I, v0 ∈ Tc(t0)S. Dann existiert genau ein paralleles Vek-
torfeld v längs c mit v(t0) = v0.

De�nition 3.69. Sei S eine reguläre Fläche mit einer riemannschen Metrik
g. Sei c : [t0, t1] → S eine glatte Kurve. Die Abbildung Pc : Tc(t0)S →
Tc(t1)S, die v0 auf v1(t) abbildet, wobei v das eindeutige parallele Vektorfeld
längs c mit v(t0) = v0 ist, heiÿt Parallelverschiebung längs c.

Proposition 3.70. Sei S eine reguläre Fläche mit einer riemannschen Metrik
g. Sei c : [t0, t1]→ S eine glatte Kurve. Dann gilt:

i) Ist v0 ∈ Tc(t0)S, dann ist das parallele Vektorfeld längs c mit v(t0) =
v0 gegeben durch v(t) = Pc|[t0,t1](v0).

ii) Die Parallelverschiebung Pc : Tc(t0)S → Tc(t1)S ist eine lineare Isome-
trie.

iii) Die Parallelverschiebung ist verträglich mit Umparametrisierung von
Kurven, d.h. ist v parallel längs c und ϕ : J → [t0, t1] eine Umpara-
metrisierung von c, so ist v ◦ ϕ parallel längs c ◦ ϕ.

Beweis: Punkt i) folgt direkt aus der Eindeutigkeit der Parallelverschiebung.
ii) Linearität. Seien v0 und w0 aus Tc(t0)S, und v und w die parallelen
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Vektorfelder längs c mit v(t0) = v0 und w(t0) = w0. Seien α, β ∈ R. Dann
ist das Vektorfeld z(t) := αv(t) + βw(t) parallel längs c, denn

∇
dt
z = α

∇
dt
v + β

∇
dt
w = 0.

Das Feld z erfüllt z(t0) = αv0 + βw0. Somit gilt

Pc (αv0 + βw0) = z(t1) = αv(t1) + βw(t1) = αPc(v0) + βPc(w0),

die Linearität der Parallelverschiebung.
Isometrie. Für zwei parallele Felder v und w längs c gilt

d

dt
g(v, w) = g

(
∇
dt
v, w

)
+ g

(
v,
∇
dt
w

)
= g(0, w) + g(v, 0)

= 0.

Damit ist gc(t0)(v(t0), w(t0)) = gc(t1)(v(t1), w(t1)), d.h.

gc(t0)(v(t0), w(t0)) = gc(t1)(Pc(v0), Pc(w0)).

Punkt iii) folgt aus ∇dt(v ◦ ϕ) = ϕ̇
(∇
dtv ◦ ϕ

)
= 0. �

Aufgabe. Zeigen Sie, dass die Parallelverschiebung ein Konzept der inneren
Geometrie ist. Genauer heiÿt es: Ist c : I → S1 eine glatte Kurve, v ein
glattes Vektorfeld längs c und f : S1 → S2 eine lokale Isometrie, dann ist
v parallel längs c genau dann, wenn df ◦ v parallel längs f ◦ c. Folgern
Sie daraus ferner, dass für I = [t0, t1], c(t0) = p, c(t1) = q das folgende
Diagramm kommutiert:

TpS1

dpf

��

Pc // TqS1

dqf

��
Tf(p)S1

Pf◦c // Tf(q)S2

Beispiel 3.71. Sei S die Kegel�äche

S =

{
(ξ, η, ζ)T

∣∣∣∣ξ2 + η2 =
1

3
ζ2, ζ < 0

}
.

Sei S̃ = R2 × {0} die x− y−Ebene. Die Abbildung

f : S̃ → S, f(x, y, 0) =
1

2
√
x2 + y2

(
x2 − y2, 2xy,−

√
3
(
x2 + y2

))
ist eine lokale Isometrie. Wir betrachten die parallelen Vektorfelder längs
der Kurve

c : [0, π]→ S, c(t) =
1

2

(
sin(2t), cos(2t),−

√
3
)
.
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Für die Kurve

c̃ : [0, π]→ S̃, c̃(t) = (cos(t), sin(t), 0)

gilt c = f ◦ c̃. In der Ebene sind die parallelen Vektorfelder gerade die
konstanten Vektorfelder. So ist z.B. das Vektorfeld ṽ(t) = (1, 0, 0) parallel
längs c̃. Folglich ist v := df ◦ ṽ parallel längs c in S. Nach dem berechnen
gilt

v(t) =

(
cos(t)

(
1− 1

2
cos(2t)

)
, sin(t)3,

√
3

2
cos(t)

)
.

Insbesondere gilt v(0) =
(

1
2 , 0,

√
3

2

)
und v(π) =

(
−1

2 , 0,−
√

3
2

)
und v(π2 ) =

(0, 1, 0).
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3.8. Jocobi-Felder.

De�nition 3.72. Sei S eine reguläre Fläche mit einer riemannschen Metrik
g. Sei c eine Geodätische. Ein glattes Vektorfeld J längs c heiÿt Jocobi-Feld,
falls

∇
dt

∇
dt
J = −R(J, c′)c′.

Bemerkung. Diese Jacobi-Feld-Gleichung ist eine lineare gewöhnliche DGl
zweiter Ordnung an J . Daher können wir für t0 aus dem De�nitionsintervall
I von c die Anfangswerte J(t0) und ∇dtJ(t0) in Tc(t0) beliebig vorgeben und
erhalten dazu eine eindeutige Lösung dieser Gleichung, de�niert auf ganz I.
Die Menge aller Jacobifelder ist ein 4-dimensionaler Vektorraum.

De�nition 3.73. Sei S eine reguläre Fläche mit einer riemannschen Metrik
g. Sei c0 : I → S eine Geodätische auf S. Eine geodätische Variation von c0

ist eine glatte Abbildung c : (−ε, ε)× I → S, ε > 0, so dass jede cs : I → S,
cs(t) := c(s, t), eine Geodätische ist, s ∈ (−ε, ε).
Proposition 3.74. Ist c eine geodätische Variation auf S, so ist das zuge-
hörige Variationsfeld J(t) := ∂c

∂s(0, t) ein Jacobi-Feld. Ist umgekehrt J ein
Jacobi-Feld längs einer Geodätischen c0, und hat c0 kompaktes De�nition-
sintervall, so gibt es eine goedätische Variation von c0 mit Variationsfeld
J .

Beweis: a) Sei J Variationsfeld zu einer geodätischen Variation c. Da jede
Kurve cs eine Geodätische ist, haben wir

∇
dt

∂c

∂t
= 0.

Beim di�erenzieren der Gleichung nach s erhalten wir

0 =
∇
∂s

∇
∂t

∂c

∂t
Def. riem. Krümmung

=
∇
∂t

∇
∂s

∂c

∂t
+R

(
∂c

∂s
,
∂c

∂t

)
∂c

∂t

Lemma3.44
=

∇
∂t

∇
∂t

∂c

∂s
+R

(
∂c

∂s
,
∂c

∂t

)
∂c

∂t
.

An der Stelle s = 0 heiÿt es

0 =
∇
dt

∇
dt
J +R

(
J, c′0

)
c′0,

die Jakobi-Feld-Gleichung.
b) Sei nun umgekehrt J ein Jakobi-Feld längs einer Geodätischen c0. Sei t0
im De�nitionsintervall von c0. Wähle eine Kurve s 7→ φ(s) mit φ(0) = c0(t0)
und φ′(0) = J(t0). Sei s 7→ X(s) das parallele Vektorfeld längs φ mit X(0) =
∇
dtJ(t0) und s 7→ Y (s) das parallele Vektorfeld längs φ mit Y (0) = c′0(t0).
Wir de�nieren

c(s, t) := expφ(s) ((t− t0)(sX(s) + Y (s))) .
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Dann gilt
c(0, t) = expc0(t0)

(
(t− t0)c′0(t0)

)
= c(t)

und für jedes s ist t 7→ c(s, t) eine Geodätische. Da das De�nitionsintervall
I von c0 kompakt ist, existiert eine hinreichend kleines ε > 0, so dass c(s, t)
für (−ε, ε)× I de�niert. Es ist klar, dass c eine geodätische Variation von c0

ist. Nach a) ist das Variationsfeld J̃ von c ebenfalls ein Jakobi-Feld, und ess
gilt

J̃(t0) =
∂c

∂s
(0, t0) =

d

ds

∣∣∣∣
s=0

expφ(s)(0) = φ′(0) = J(t0).

und

∇
dt
J̃(t0) =

∇
dt

∂c

∂s
(0, t0) =

∇
∂s

∂c

∂t
(0, t0) =

∇
ds

∣∣∣∣
s=0

(sX(s) + Y (s)) = X(0)+
∇Y
ds

(0) =
∇
dt
J(t0).

Somit gilt J = J̃ . �

Wir haben zwei Arten von den Jacobi-Feldern.

1). Uninteressante Jacobi-Felder, die dann vorliegen, wenn die zugehörige
geodätische Variation einfach durch Umparametrisierung der Geodätischen
c0 zustande kommt. Mit c0 ist auch t 7→ c0(αt + βt) eine Geodätische mit
α, β ∈ R beliebig. Wir de�nieren für a, b ∈ R eine Geodätische Variation
von c0 durch

c(s, t) := c0(ast+ t+ bs).

Dann hat das zugehörige Jakobi-Feld J die Anfangswerte

J(t0) =
∂c

∂s
(0, t0) =

d

ds

∣∣∣∣
s=0

c0(s(at0 + b) + t0) = (at0 + b)c′0(t0)

und

∇
dt
J(t0) =

∇
dt

∣∣∣∣
t=t0

(
(at+ b)c′0(t)

)
= ac′0(t)(at0 + b)

∇
dt

∣∣∣∣
t=t0

c′0(t)︸ ︷︷ ︸
=0

= ac′0(t).

Da (at+ b)c′0(t) auch Jakobi-Feld mit den gleichen Anfangswerten, gilt

J = (at+ b)c′0(t).

2).Wir haben noch interssante Jacobi-Felder, die bilden einen zweidimen-
sionalen Untervektorraum. Die interssanten Jacobi-Felder sind solche, deren
Anfangswerte J(t0) und ∇dtJ(t0) beide Vielfache von n(t0) sind, die einer der
beiden Einheitsvektoren sind, die auf c′0(t0) senkrecht stehen.

Für ein solches interessantes Jacobi-Feld J(t) gilt

J(t) = f(t) · n(t),
114



wobei n(t) von n(t0) durch Parallelverschiebung längs c0 geliefert wird. In
diesem Fall erfüllt f

(18) f ′′(t) = −f(t)K(c0(t)).

Beispiel 3.75. Ist die Gauÿ-Krümmung der Fläche konstant, K = κ, so
kann man (18) explizit lösen. Setze

sk :=


sin(
√
κt)/
√
κ, κ > 0

t, κ = 0

sinh(
√
|κt)/

√
|κ|, κ < 0,

ck :=


cos(
√
κt), κ > 0

1, κ = 0

cosh(
√
|κt), κ < 0,

so gilt
c2κ(t) + κs2

k(t) = 1,

und
s′k(t) = cκ(t) und c′k(t) = sκ(t).

Insbesondere lösen die Funktionen sk und cκ die Gleichung

f ′′(t) = −κf(t).

Damit
J(t) = (αsκ(t) + βcκ(t))n(t).
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3.9. Der Divergenzsatz.

De�nition 3.76. Unter einer Fläche-mit-Rand verstehen wir eine abgeschlossene
Teilmenge S einer regulären Fläche Sreg ⊂ R3, so dass es zu jedem Punkt
p ∈ S eine lokale Parametrisierung F : U → Sreg von Sreg gibt mit p ∈ F (U),
so dass entweder
• F (U) ⊂ S(dann heiÿt p innerer Punkt von S) oder

• F−1(S) = {(x, y) ∈ U | y ≥ 0} und F−1(p) = (x, 0) für ein x ∈ R (dann heiÿt

p Randpunkt von S).

Die Menge der inneren Punkte bildet das Innere von S, die Menge der Rand-
punkte den Rand ∂S.

Beispiel 3.77. Die abgeschlossene Kreisscheibe

S =
{

(x, y, 0) |x2 + y2 ≤ 1
}

ist eine Fläche-mit-Rand. Als reguläre Fläche können wir die x− y−Ebene
Sreg = R2×{0} nehmen. Die Punkte (x, y, 0) mit x2+y2 < 1 sind die inneren
Punkte, denn wir erhalten durch U :=

{
(ξ, η) ∈ R2 | (ξ − x)2 + (η − y)2 < r2

}
und F (ξ, η) = (ξ, η, 0) eine lokale Parametrisierung von Sreg, deren Bild ganz
in S enthalten ist. Hierbei ist r :=

√
1− (x2 + y2) > 0.

Die Punkte (x, y, 0) mit x2 + y2 = 1 dagegen sind Randpunkte, z.B. für den
(0,−1, 0) wählen wir

F :

(
−1

2
,
1

2

)
× (−∞, 1)→ R3, F (ξ, η) =

(
ξ, η −

√
1− ξ2, 0

)
eine lokale Parametrisierung von Sreg mit F (0, 0) = (0,−1, 0) und F−1(S) ={

(ξ, η) ∈ (−1
2 ,

1
2)× (−∞, 1)→ R3 | η ≥ 0

}
.

Bemerkung.
a) Reguläre Flächen S sind auch Flächen-mit-Rand, nämlich gerade solche,
für die der Rand leer ist, ∂S = ∅.
b) Die Punkte aus F ({(x, y) ∈ U | y = 0}) sind Randpunkte.
c) Sei p ∈ ∂S, so ist c(t) := F (t, 0) eine reguläre Kurve mit F (t, 0) ∈ ∂S.
Für c(t0) = p ist c′(t0) ∈ TpSreg. Somit gibt es genau zwei Einheitsvektoren
±ν(p) ∈ TpSreg, diese nennen wir Einheitsnormalenvektoren an den Rand
von S. Es gilt (duF )−1 (c′(t0)) = (1, 0) für u = F−1(p). Da Sreg eine reg-

uläre Fläche ist, gilt
〈

(duF )−1 (±ν(p)), (0, 1)
〉
6= 0. Wählen wir ν(p) so, dass〈

(duF )−1 (±ν(p)), (0, 1)
〉
< 0, so heiÿt ν(p) äuÿerer Einheitsnormalenvektor

an den Rand im Punkt p, −ν(p) dagegen heiÿt innerer Einheitsnormalen-
vektor.

De�nition 3.78. Sei S eine Fläche-mit-Rand. Sei f : ∂S → R eine stetige
Funktion mit kompaktem Träger. Wir schreiben ∂S ∩ Suppf = C1∪̇ · · · ∪̇Cn
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als disjunkte Vereinigung, wobei jedes Cj ein Stück des Randes ist, das sich
durch eine reguläre Kurve parametrisieren lässt. Wir wählen Parametrisierun-
gen nach der Bogenlänge cj : Ij → R3 mit cj(Ij) = Cj und de�nieren das
Randintegral ∫

∂S
f ds :=

n∑
j=1

∫
Ij

f ◦ cj(t) dt.

Zur Erinnerung: f : S → R, df : TpS → R. Das Gradientenfeld grad f
ist de�niert durch

dpf(X) = I(grad f,X), X ∈ TpS,

wobei I die erste Fundamentalform von S ist. Nun betrachten wir S mit
riemannscher Metrik g und de�nieren das Gradientenvektorfeld grad f durch

df(x) = g(grad f,X), ∀X ∈ TpS.

grad f ist ein Vektorfeld auf S.
Sei X ein di�erenzierbares Vektorfeld auf S. Für p ∈ S können wir das
kovariante Di�erential von X als Endomorphismus von TpS au�assen

∇.X : TpS → TpS, Yp 7→ ∇YpX.

De�nition 3.79. Die Spur des Endomorphismus ∇.X nennen wir Divergenz
von X im Punkt p,

divX(p) := Spur
(
Yp 7→ ∇YpX

)
.

Lemma 3.80. Schreiben wir das Vektorfeld X bezüglich einer lokalen Parametrisierung
F als ∑

i

ξi
∂F

∂ui
,

so gilt für die Divergenz

divX =
∑
j

(
∂ξj

∂uj
+
∑
i

Γjijξ
i

)
=

1√
det(gkl)

∑
j

∂

∂uj

(√
det(gkl)ξ

j
)
.

Beweis: Wir berechnen die Matrixdarstellung des Endomorphismus Yp 7→
∇YpX in der Basis ∂F

∂u1
, ∂F
∂u2

.

∇ ∂F

∂uj
X = ∇ ∂F

∂uj

(∑
i

ξi
∂F

∂ui

)

=
∑
i

(
∂ξi

∂uj
∂F

∂ui
+ ξi

∑
k

Γkij
∂F

∂uk

)

=
∑
k

(
∂ξk

∂uj
+
∑
i

ξiΓkij

)
∂F

∂uk
.
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Der Endomorphismus Yp → ∇YpX ist also in der Matrixdarstellung(
∂ξk

∂uj
+
∑
i

ξiΓkij

)
jk

.

Spurbildung liefert

divX =
∑
j

(
∂ξj

∂uj
+
∑
i

Γjijξ
i

)
.

Damit ist der erste Teil der Behauptung bewiesen. Wegen

1√
det(gkl)

∑
j

∂

∂uj

(√
det(gkl)ξ

j
)

=
∑
j

∂ξj

∂uj
+
∑
j

∂

∂uj

(
ln
(√

det(gkl)
))

ξj

=
∑
j

∂ξj

∂uj
+

1

2

∑
j

∂

∂uj
(ln det(gkl)) ξ

j

folgt der zweite Teil aus dem ersten, falls wir zeigen können, dass

1

2

∂

∂uj
(ln (det(gkl))) =

∑
i

Γiji.

Aus der De�nition

Γkij =
1

2

∑
m

(
∂gim
∂uj

+
∂gjm
∂ui

− ∂gij
∂um

)
gkm

gilt ∑
i

Γiji =
1

2

∑
ik

(
∂gim
∂uj

+
∂gjm
∂ui

− ∂gij
∂um

)
gim

=
1

2

∑
jm

∂gim
∂uj

gim

=
1

2
spur

(
g−1 ∂g

∂uj

)
=

1

2

∂

∂uj
ln det(g).

�

Satz 3.81. (Gauÿscher Divergenzsatz) Sei Sreg eine reguläre Fläche mit rie-
mannscher Metrik g. Sei X ein stetig di�erenzierbares Vektorfeld auf Sreg

mit kompaktem Träger. Sei S ⊂ Sreg eine Fläche-mit-Rand. Sei ν das äuÿere
Einheitsnormalenfeld von S. Dann gilt∫

S
divX dA =

∫
∂S
g(X, ν) ds.
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Beweis: Da suppX ∩ S kompakt ist, kann suppX ∩ S durch endlich viele
solcher Parameterbereiche überdeckt werden. Wir benutzen den Satz der
Einheitsteilung und erhalten glatte Funktionen ρj : R3 → R mit 0 ≤ ρi ≤ 1
und

∑
i ρi ≡ 1 in einer Umgebung von suppX ∩ S, so dass jeder Träger

supp ρj in einem solchen Parameterbereich enthalten ist. Wir setzen Xj :=
ρjX. Es gilt X =

∑
j Xj auf S, und jedes Xj hat seinen Träger in einem

Parameterbereich. Wegen der Linearität des Integrals und der Divergenz
genügt es, die Behauptung für die Xj zu zeigen.
Nehmen wir also o.B.d.A. an, dass suppX ∩ S in einem derartigen Parame-
terbereich enthalten ist. Betrachten wir zunächst den Fall, dass der Param-
eterbereich den Rand von S tri�t. Die lokale Parametrisierung F : U → R3

hat also die Eigenschaft F−1(S) =
{(
u1, u2

)
∈ U |u2 ≥ 0

}
und suppX∩S ⊂

F (U). O.B.d.A. nehmen wir ferner an, dass

F : U = (−a, a)× (−a, a)→ S

ein an c angepasstes Fermi-Koordinatensystem ist, wobei c eine Bogenlängen-
parametrisierung von ∂S∩F (U) sei. Hierbei ist das Fermi-Koordinatensystem
de�niert durch

F (t, s) := expc(t)(sn(t)) n(t) = −ν(c(t)).

Es ist leicht zu zeigen, dass längs des Randes von S gilt(
gij
(
u1, 0

))
ij

=

(
1 0
0 1

)
.

Insbesondere gilt dann
√

det(gkl (u1, 0)) = 1. Nach Lemma 3.80 rechnen wir
für X =

∑
i ξ
i ∂F
∂ui∫

S
divX dA =

∫ a

0

∫ a

−a

1√
det(gkl)

∑
j

∂

∂uj

(√
det(gkl)ξ

j
)√

det(gkl) du
1du2

=
2∑
j=1

∫ a

0

∫ a

−a

∂

∂uj

(√
det(gkl)ξ

j
)
du1du2.

Den Summanden mit j = 1 integrieren wir zuerst über u1 und erhalten∫ a

−a

∂

∂u1

(√
det(gkl)ξ

1
)
du1 =

(√
det(gkl)ξ

1
) ∣∣∣∣a
−a

= 0,

da ξ1(−a, u2) = ξ1(a, u2) = 0 wegen der Voraussetzung an den Träger. Für
j = 2 integrieren wir ihn über u2 und erhalten∫ a

0

∂

∂u2

(√
det(gkl)ξ

2
)
du2 =

(√
det(gkl)ξ

2
) ∣∣∣∣a

0

= −ξ2(u1, 0).

Also haben wir ∫
S

divX dA = −
∫ a

−a
ξ2(u1, 0) du1du1.
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Für das Randintegral gilt∫
∂S
g(X, ν) dS =

∫ a

−a
−ξ2(u1, 0).

Wenn der Parameterbereich den Rand nicht tri�t, zeigen die obigen Über-
legungen ∫

S
divX dA = 0.

�

De�nition 3.82 (Laplace-Operaor). Sei S eine reguläre Fläche mit rie-
mannscher Metrik g. Wir de�nieren einen Operator

∆f := div grad f

für eine C2-Funktion f . Der Operator ∆ heiÿt Laplace-Operator. Eine
Funktion, die

∆f = 0

erfüllt, heiÿt harmonisch. In einem lokalen Parameterbereich nach Lemma
3.80 erhalten wir

∆f =
1√

det(gkl)

∑
j

∂

∂uj

((√
det(gkl)

)
gij
∂(f ◦ F )

∂ui
(F−1)

)
,

da grad f gegeben ist durch

grad f =
∑
i,j

gij
∂(f ◦ F )

∂ui
(F−1)

∂F

∂uj
.

Korollar 3.83. Sei S eine kompakte reguläre Fläche mit riemannscher Metrik
g. Dann gilt für jedes stetig di�erenzierbare Vektorfeld X und jede zweimal
stetig di�erenzierbare Funktion f auf S∫

S
divX dA = 0 =

∫
S

∆f dA.

Beispiel 3.84. Sei S ⊂ R3 eine Minimal�äche mit der ersten Fundamental-
form als riemannscher Metrik. Sei l : R3 → R eine lineare Funktion, z.B. der
drei kartesischen Koordinatenfunktionen. Dann ist

f := l|S : S → R

harmonisch. Wir schreiben l als

l(X) = 〈X,Z〉 , ∀X

für einen Vektor Z ∈ R3. Der Gradient von f an der Stelle p ist gegeben
durch Projektion von Z auf TpS

grad f(p) = Z − 〈Z,N(p)〉N(p),
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wobei N eines der beiden Einheitsnormalenfelder an S ist. Diese Formel für
den Gradienten können wir so zeigen:

〈grad f(p), X〉 = ∂Xf = 〈X,Z〉 , ∀X ∈ TpS.

Für die kovariante Ableitung gilt

∇X grad f = d grad f(X)− 〈d grad f(X), N〉N
= −〈Z, dN(X)〉N − 〈Z,N〉 dN(X)

+ 〈〈Z, dN(X)〉N,N〉N + 〈〈Z,N(X)〉 dN(X), N〉N
= 〈Z,W (X)〉N + 〈Z,N〉W (X)− 〈Z,W (X)〉N + 0

= 〈Z,N〉W (X).

∆f = div grad f = spur (Y 7→ ∇Y grad f) = 2 〈Z,N〉H.
Da S Minimal�äche ist, d.h., H = 0, folgt ∆f = 0.

De�nition 3.85. Sei S eine reguläre Fläche. Ein symmetrisches (2, 0)-
Tensorfeld auf S ist eine Zuordnung, die jedem Punkt p ∈ S eine sym-
metrische Bilinearform bp auf TpS zuordnet, so dass bezüglich lokaler Parametrisierun-
gen F : U → S die Funktionen

bij : U → R, bij(u) := bF (u)

(
∂F

∂ui
(u),

∂F

∂uj
(u)

)
,

stets glatt sind.

Beispiel 3.86. Riemannsche Metrklen sind gerade diejenigen symmetrischen
(2, 0)-Tensorfelder, die in jedem Punkt p ∈ S positiv de�nit sind.

De�nition 3.87. Sei nun S eine reguläre Fläche mit einer riemannschen
Metrik g und einem weiteren symmetrischen (2, 0)-Tensorfeld b. Die Spur von
b ist die Funktion Spur b : S → R, die bezüglich einer lokalen Parametrisierung
F gegeben ist durch

(Spur b) ◦ F =
∑
i,j

gijbij .

Die Divergenz von b ist das Vektorfeld div b auf, das bezüglich einer lokalen
Parametrisierung gegeben ist durch

(div b)l =
∑
i,j,k

gklgij

(
∂bjk
∂ui
−
∑
α

(
Γαijbαk + Γαikbαj

))
.

Bemerkung. Ist p ∈ S fest, so gibt es zu der symmetrischen Bilinearform
bp auf TpS genau eunen bezüglich gp selbstadjungierten Endomorphismus
Bp : TpS → TpS mit bp(X,Y ) = gp(Bp(X), Y ) für alle X,Y ∈ TpS. In einer
lokalen Parametrisierung Bi

j =
∑

k g
ikbkj und es gilt

(Spur b) (p) = Spur (Bp).
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3.10. Variation der Metrik.

De�nition 3.88. Sei S eine reguläre Fläche, sei I ⊂ R ein Intervall. Eine
1-Parameter-Familie riemannscher Metriken auf S ist eine Zuordnung, die
jedem t ∈ I und jedem p ∈ S ein euklidisches Skalarprodukt gt,p auf TpS
zuordnet, so dass für jede lokale Parametrisierung (U,F, V ) von S die Ab-
bildung

I × U → R,
(
t, u1, u2

)
7→ gij(t, u

1, u2) := gt,F (u)

(
∂F

∂ui
(u),

∂F

∂uj
(u)

)
glatt sind.

Beispiel 3.89. a) Sind zwei Metriken g0 und g1 gegeben, so ist

gt,t := (1− t)g0,p + tg1,p, t ∈ [0, 1)

eine 1-Parameter-Familie riemannscher Metriken.
b) gt,p = tgp, t ∈ (0,∞)
c) Ist eine 1-Parameter-Familie riemannscher Metriken mit t0 ∈ I gegeben.
Schreibe diese als Taylorentwicklung

gij(t, u
1, u2) = gij(u

1, u2) + (t− t0)g′ij(u
1, u2) +O

(
(t− t0)2

)
,

wobei g′ij ein symmetrisches (2, 0)-Tensorfeld ist.

Lemma 3.90. Mit den oben gemachten De�nitionen gilt:

(a) (gjk)′ = −
∑
il

gijg′ilg
lk

(b)
(

Γkij

)′
=

1

2
gkα

(
∂g′jα
∂ui

+
∂g′iα
∂uj

−
∂g′ij
∂uα

)
−
∑
β,l

Γβijg
lkg′βl.

Beweis: Zum Beweis schreiben wir kürzer ∂i := ∂
∂ui

. Die Formel für die
Christo�el-Symbole schreibt sich dann als

(19) Γkij =
1

2
gkα (∂igjα + ∂jgiα − ∂αgij) .

(a) Wir di�erenzieren das Kronecker-Symbol und erhalten

0 =
(
δki

)′
=
(
gijg

jk
)′

= g′ijg
jk + gij

(
gjk
)′
.

Daraus folgt

gij

(
gjk
)′

= −g′ijgjk

und somit die Behauptung (a).
(b) Di�erentiation der Gleichung (19) nach dem Parameter t liefert(

Γkij

)′
=

1

2

(
gkα
)′

(∂igjα + ∂jgiα − ∂αgij) +
1

2
gkα

(
∂ig
′
jα + ∂jg

′
iα − ∂αg′ij

)
= −1

2
gβαg′βlg

lk (∂igjα + ∂jgiα − ∂αgij) +
1

2
gkα

(
∂ig
′
jα + ∂jg

′
iα − ∂αg′ij

)
= −Γβijg

lkg′βl +
1

2
gkα

(
∂ig
′
jα + ∂jg

′
iα − ∂αg′ij

)
.
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Lemma 3.91. Die Variation des Flächenelements ergibt sich zu

(dA)′ =
1

2
spur(g′) dA.

Beweis: Dies ist im Wesentlichen(√
det
)′

=
d
dt det (gij)

2
√

det (gij)

=
gklg′kl det (gij)

2
√

det (gij)

=
1

2
spur(g′)

√
det (gij).

�

Bemerkung. Damit wissen wir bereits

d

dt

∣∣∣∣
t=t0

A[S, gt] =
1

2

∫
S
spur(g′) dA.

Lemma 3.92. Die Variation der Gauÿ-Krümmung ist gegeben durch

2K ′ = div
(
div (g′)

)
−∆

(
spur(g′)

)
−Kspur(g′).

Beweis: Sei p ∈ S. Wählen wir riemannschen Normalkoordinaten (bzgl.gt0)
um p.
(zur Erinnerung: Die Christo�el-Symbole:

i) F (0, 0) = p

ii) gij(0, 0) = δij , i, j = 1, 2

iii)
∂gij
∂uk

(0, 0) = 0 und Γkij(0, 0) = 0 i, j, k = 1, 2.)

Lemma3.90 liefert in p

d

dt
Rlijk = ∂iΓ̇

l
kj − ∂jΓ̇lkl + Γ̇lαiΓ

α
kj + ΓlαjΓ̇

α
kj − Γ̇lαjΓ

α
ki − ΓlαjΓ̇

α
ki

= ∂iΓ̇
l
kj − ∂jΓ̇lkl

=
1

2
gαl∂i (∂kġjα + ∂j ġkα − ∂αġkj)− ∂iΓβkjg

αlġαβ

− 1

2
gαl∂j (∂kġiα + ∂iġkα − ∂αġki) + ∂jΓ

β
kig

αlġαβ

=
1

2
gαl (∂i∂kġjα − ∂i∂αġkj − ∂j∂kġiα + ∂j∂αġki)−Rβijkg

αlġαβ.

Wegen K = 1
2g
jkRiijk erhalten wir . . . �
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Satz 3.93. Sei S eine kompakte reguläre Fläche. Dann ist die Zahl∫
S
K dA

unabhängig von der riemannschen Metrik.

Beweis:
d

dt

∫
S
K dA =

∫
S

{
1

2
(div (div (ġ))−∆ (spur(ġ)))− 1

2
K spur(ġ)

}
dA

+

∫
S
K

1

2
spur(ġ) dA

= 0

�

Korollar 3.94. Seien S1 und S2 reguläre Flächen mit riemannschen Metriken.
Sind S1 und S2 di�eomorph, so gilt∫

S1

K dA =

∫
S2

K dA.

Bemerkung.
∫
T 2 K dA = 0,

∫
S2 K dA = 4π
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