ELEMENTARE DIFFERENTIALGEOMETRIE

PROF. GUOFANG WANG

CONTENTS

0. Vorab: Der Euklidische Raum
1. Kurven

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.
1.5.

Parametrisierungen

Linge

Ebene Kurven

Umlaufzahl und Totalkriimmung
Raumkurven

2. Klassische Flichentheorie

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.
2.5.
2.6.
2.7.
2.8.
2.9.

Regulédre Flachen

Die Tangentialebene

Die erste Fundamentalform (Metrik)
Normalenfelder und Orientierbarkeit

Die zweite Fundamentalform

Die Kriimmung

Fléheninhalten und Integration auf Flachen
Einige Klassen von Fliachen

Minimalflichen

3. Innere Geometrie von Flachen

3.1
3.2.
3.3.
3.4.
3.5.
3.6.
3.7.
3.8.
3.9.
3.10.

Isometrien
Vektorfelder und kovariante Ableitung
Kriimmungstensor und Theorema Egregium
Riemannsche Metriken
Geodétische
Exponentialabbildung
Parallelverschiebung
Jocobi-Felder
Der Divergenzsatz
Variation der Metrik

SN BN

Nej

27
30
30
36
39
42
44
47
o6
61
65
76
76
79
87
92
95
103
110
113
116
122

Dieses Skript basiert auf dem Buch von Christian Bar “Elementare Differ-
entialgeometrie”.

1



0. VoraAB: DER EUKLIDISCHE RAUM

In dieser Vorlesung geht es (hauptséchlich) um differenziebare Kurven und
Flachen im (R",d), wobei zumeist n = 3 oder n = 2. Mit R" bezeichnen wir
den Vektoreraum aller Spaltenvektoren mit n reellen Eintrigen,

= (2!, 2™ e R™

Das euklidische Standardskalarprodukt auf R™ wird mit spitzen Klammern
geschrieben,

n
woy={(' 2 ey =Dl
j=1

Die euklidische Norm (bzw. der Abstand) ist gegeben durch
]| = /{z, z)
(bzw.
d(z,y) = [lz —yll.
Mit diesem Abstand ist R™ metrischer Raum. F : R™ — R"™ heif Isometrie,
fass F' injektiv und surjektiv ist und gilt:
d(F(x),F(x)) =d(z,y), fiurallez,y € R".

Man kann zeigen, dass die Menge der Isometrien vom R” eine Gruppe ist.

Man nennt die Gruppe die [sometriegruppe.

Theorem 0.1 (Isometriegruppe von R™). Die Isometrien des R™ sind die
Abbildungen der From

F(z)=Sz+a mitSe€O(n) und a € R"™.
Diese Abbildungen nennt man auch eukldische Bewegungen (rigid motion auf
Englisch).

Proof. Fs ist leicht zu sehen, dass jede solche Abbildung isometrisch und
surjektiv ist. Sei umgekehrt F': R™ — R"™ Isometrie, zunichst mit F(0) = 0.
Dann folgt

[F ()] = [x].
Mit der Polarisationsformel schliefs wir,
1
(F(z), F(y) = —5(F(@) - F(y)? = |F(2)]” = |F(y)]*)
1
= —5(lz— yl? =l = ly[?)
= (z,y).
Ist eq,--- , e, die Standardbasis, so folgt
(1) (F(ei), Flej)) = (eir e) = dij,
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d.h., F(ey), -+, F(en) ist wieder eine Orthonormalbasis, und es folgt fiir
r=y 1 2'eecR"
F(z) =) (F(z),F(ei)F(e;) = ) a'Fley).
i=1 i=1
Somit ist F' eine lineare Abbildung. Mit (1) ist F'(x) = Sz fiir ein S € O(n).
Sei schlieklich F': R" — R" Isometrie mit F'(0) = a € R". Mit 7_,(x) =
x —a folgt dann 7_, 0 F/(0) = 0, also 7_, 0 F'(x) = Sz fir ein S € O(n), bzw,
F(z) =Sz +a.
]

Remark 0.2. Fiir eine Isometrie F' : R™ — R" ist die Darstellung F'(x) =
Sz + a eindeutig bestimmt, denn es gilt a = F(0) und S = DF(0) (sogar
S = DF(xz) = D,F fiir jedes z € R™).

Hierbei ist DF(z) = D, F die Jacobi-Matrix in x € R"

a9l 1
) - )
%(m) ?9];7: (x)
fir f=(fY,---,f™?!:R® — R™. Speziell fiie eine Funktion f : R™ — R ist
of or \'
df=Df= (2L ... 9L

der Gradient.
Fiir einen Untervektorraum V C R" ist

Vi={2zeR"|(z,y) =0,Yy eV}

das orthogonale Komplement.
Das Vektorprodukt auf R3 ist definiert durch

2 y! 223 — 132
2| x 2] = | =213 + 23!
25 % oly? — g2yl
Eine Gleichung der Form f(z) = g(z)+O(h(z)) (bzw. o(h(z))) fiir z — 0

bedeutet, dass

h@) fiir alle z #£ 0 aus einer Umgebung von 0,
x

(bzw.

f(x) —g(x)
h(z)

— 0, mit 0 #x — 0.



1. KURVEN
1.1. Parametrisierungen.

Definition 1.1 (parametrisierte Kurve). Eine parametrisierte Kurve ist eine
C*°-Abbildung

c: I —-R",
wobei I C R” ein Intervall ist und n € N, n > 1.

Das intervall I aus der definition kann offen, abgeschlossen oder hal-
babgeschlossen sein; auch kann I beschriankt oder unbschrinkt sein. Eine
Abbildung ¢(t) wird gegeben durch

C(t) = (Cl(t)’ 02(t)7 T ’Cn(t))tv

wobei ¢; : I — R eine Funktion fiir alle 1 < 4 < n ist. Die Abbildung c is
genau dann C*°, wenn fiir jedes i € {1,2,--- ,n} die Funktion ¢; C* ist.
Die Ableitung ¢’ von cist (c}(t),ch(t), - ,c,(t))".

Definition 1.2 (regulére parametrisierte Kurve). Eine regulire parametrisierte
Kurve ist eine parametrisirte Kurve ¢ : I — RY mit

d(t)#0
fiir alle t € I.
Beispiel 1.3.  a. (Die Gerade) Die Abbildung

cog: R —- R"
t — p+ot,

wobei p,v € R™, ist eine parametrisierte Kurve. Ferner gilt ¢/(t) = v fiir alle
t € R, somit ist ¢ genau dann reguldr parametrisiert, wenn v # 0.
b. (Die Kreislinie in der Ebene mit Radius » > 0) Die Abbildung

(G R — R2
t — (rcost,rsint)t,

ist eine regulidre parametrisierte Kurve.

b’. (Die Kreislinie in der Ebene mit Radius r» > 0) Die Abbildung

co: R — R?
t — (rcos2t,rsin2t)t,

ist eine regulire parametrisierte Kurve.

c. (Traktriz oder Schleppkurve) Die Kurve
c(t) = (sint,cost + Intan(t/2))*

ist reguldr auf (0, §), aber nicht regulér auf (0,7), denn ¢(5) = (0,0)".
4



Definition 1.4 (Umparametrisierung). Seien ¢: I — R" und d : J — R"
reguldre parametrisierte Kurven. Man sagt, dass d eine Umparametrisierung
von c ist, g.d.w. ein Diffeomorphismus

p:J—=1
existiert mit
d=cop.

 heift eine Parametertransformation.

Ein Abbildung ¢ : J — I heiltt Diffeomorphismus, g.d.w. sie eine C°°-
Bijektion und ihre Umkehrabbildung ¢! : I — J auch C* ist. Nach der
Kettenregel gilt (o1 (¢(t)) - ¢'(t) = 1. Damit eine Umparametrisierung
einer regulér parametrisierten Kurve wiederum regulér ist, denn

d'(t) = c(p(t) - ¢'(t) #0.

Im Beispiel 1.3 b ist die regulére parametrisierte co eine Umparametrisierung
von c1, denn ¢y = ¢1 0 p mit (t) = 2t.

Definition 1.5. Auf der Mengen der reguldren parametrisierten Kurven
wird die Relation “ ~ 7 definiert durch

d ~ ¢ & d ist eine Umparametrisierung von c.

Proposition 1.6. Die Relation “ ~ 7 ist eine Aquivalentrelation auf der
Mengen der reguldren parametrisierten Kurven.

Beweis. Wir miissen die Flexivitidt, die Symmetrie, und die Transitivitit
nachpriifen:

Reflexivitit. (¢ ~ ¢): sei ¢: I — R"™ eine regulire Parametrisierte Kurve.
Wihle J := I und ein triviale Diffeomorphismus ¢ = Id;, dann ist ¢ = co ¢,
d.h. c~ec

Symmetrie. (d ~ ¢ = ¢ ~ d): seien ¢ : [ - R"und d : J — R"
reguldre Parametrisierte Kurven so dass d ~ ¢. Aus der Definition von ~
existiert einer Diffoemorphismus ¢ : J — I mit d = co p. Ebenfalls ist seine
Umkehrabbildung ¢! ein Diffoemorphismus. Setze p = ¢~!. Dann gilt
c=dow,dh., c~d.

Transitivitit. (d ~cund e ~d =e~c): seienc: [ - R"d:J — R"
und e : K — R” regulire Parametrisierte Kurven mit d ~ ¢ und e ~ d. Aus
der Definition von ~ folgt die Existenz zweier Diffeomorphismen ¢ : J — I
und ¢ : K — J mit d = co p und e = d o ¢p. Dann gilt e = co (p 0 1) und
@ o v ist auch ein Diffeomorphismus. Somit gilt e ~ c. |
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Definition 1.7 (Kurve). Eine Kurve ist eine Aquivalenzklasse bzgl. © ~
von reguldren parametrisirten Kurven, wobei diese als dquivalent angesehen
werden, wenn sie Umparametrisierungen voneinander sind. Wir bezeichnen
mit [c] die Aquivalenzklasse von c.

Definition 1.8 (Spur einer Kurve). Die Spur einer Kurve ist die Menge
c(I) C R™, wobei ¢ : I — R™ eine reguldre Parametrisierte Kurve ist.

Die Spur von [c] ist wohldefiniert, denn: ist d : J — R™ eine Umpara-
metrisierung von ¢ : I — R", so existiert ein Diifeomorphismus ¢ : J — [
mit d = c o ¢, und somit gilt d(J) = c(¢(I)) = c(I).

Im Beispiel 1.3, die Spur von [co] ist eine Gerade und die Spur von [c;] ist
der Kreis

St i={(z,y) e R% 2 +y* = r?},

Eine parametertransformation kann die Richtung, in der die Bildkurve
durchlaufen wird, entweder umkehren oder erhalten. ¢(t) = t &ndert nichts
an der parametrisierten Kurve, ¢(t) = —t dagegen kehrt den Durchlaufsinn
um.

Definition 1.9. Eine parametertransformation ¢ heifst orientierungserhal-
tend, falls ¢/(t) > 0. Die parametertransformation ¢ heift orientierung-
sumkehrend, falls ¢'(t) < 0.

Eine Umparametrisierung d = ¢ o ¢ heit orientierungserhaltend (bzw.
orientierungsumkehrend), falls ¢ orientierungserhaltend (bzw. orientierung-
sumkehrend) ist.

Jede parametertransformation ist entweder orientierungserhaltend oder
orientierungsumkehrend. (Beweis: Seien t3,to € I mit ¢'(t1) < 0 und
¢'(t2) > 0. Nach den Zwischenwertsatz existiert t3 € (¢1,t2) mit ¢'(t3) = 0.
Das ist unmoglich.)

Definition 1.10. Auf der Mengen der reguldren parametrisierten Kurven
wird die Relation “~,” definiert durch

d ~4 ¢ & d ist eine orientierungserhaltende Umparametrisierung von c,

14 2

Proposition 1.11. Die Relation “ ~ 7 ist eine Aquivalentrelation auf der
Mengen der requldren parametrisierten Kurven.

Definition 1.12. Eine orientierte Kurve ist eine Aquivalenzklasse bzgl.  ~
"+ von reguldren parametrisirten Kurven. Wir bezeichen mit [c]4 die Aquiv-
alenzklasse von c.

Jede Kurve hat genau zwei Orientierungen, d.h. es gibt genau zwei orien-
tierte Kurven.
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1.2. Lange.

Definition 1.13 (Lénge einer Kurve). Die Lénge einer Kurve [c] ist definiert
durch

ol = [ ¢
wobei ¢ : I — R" eine reguldre Parametrisierte Kurve ist.
Proposition 1.14. Die Lange von [c| ist wohldefiniert.

Beweis. Sei c: I — R" eine regulire Parametrisierte Kurve und d = co ¢ :
J — R" eine Umparametrisierung von c. Dann gilt

/W%mu—t/wwwwwt (Kettenregel)
J J
=lﬂwwwwmw

Die Lénge von ¢o im Intervall [¢o, 1] ist

Mmzjﬁwwzm—m»Mw

to

Die Lénge von ¢; im Intervall [0, 27] ist

2m 2
Liey) = /0 I, (1)t = /0 vt — 2.

Definition 1.15 (nach Bogenlédnge parametrisierte Kurve). Eine reguldre
Parametrisierte Kurve ¢ : I — R™ heiftt nach Bogenldnge parametrisierte
g.d.w. fiir alle t € I gilt

' ()l = 1.

Sei ¢ : I — R" eine nach Bogenldnge parametrisierte Kurve und to € [
fest. Fiir alle t € I mit ¢t > tg gilt

t
L[C[to,t}] = /; HC/(S)Hds =t—tp.
0

Tatsdchlich, ¢ : I — R" ist genau dann nach Bogenlinge parametrisiert,
wenn fiir alle tg,t € I mit t > g gilt

L[C[to,t]] — t - to

Proposition 1.16 (Existenz der Umparametrisierung nach Bogenlinge).
Sei c: I — R" eine requlire Parametrisierte Kurve. Dann existiert er eine
orientierungserhaltende Umparametrisierung nach Bogenldnge von c.

7



(“Eindeutigkeit”) Zwei Umparametrisierungen nach Bogenldnge von ¢ un-
terscheiden sich durch eine affine Parametertransformation der Form

t — +t + 7o,
fiir ein r € R.

Beweis. (Existenz) Sei to € I und sezte
¢

vt)i= [ 1¢s)]ds
to
Die Funktion ¢ ist C°° und ¢'(t) = ||d(t)]] > O fiir alle t € I. Sezte
J :=(I). Esist klar, dass ¢ : [ — J eine Diffeomorphismus ist mit ihrer
Umkehrabbildung ¢ := ¢! und
1 1

/
¢(t) = = :
P(e) el
Setze d = cop. Dann ist d eine orentierungserhaltende Umparametrisierung
von c und nach der Kettenregel gilt es fiir alle ¢ € J:

1
! g / / -
_ de(®)
I/ ()’
so dass ||d'(t)|| = 1 fiir alle t € J. Somit wird die Existenz bewiesen.

(Eindeutigkeit) Sei e : K — R" andere Umparametrisierung nach Bo-
genlafige von ¢. Dann ist e auch eine Umparametrisierung von d (Sehe
den Beweis der Transitivitdt der Relation ~), d.h. ein Diffeomorphismus
n: K — J so existiert, dass e = don. Aus

L= [le'@)] = lld'(n@)]l - 10" (®)] = " (®)1,
haben wir
n(t) = £t + ro,
fiir ein g € R. [ ]

Beispiel 1.17. a. Sei ¢o(t) = p + vt in Beispiele 1 gegeben. Im diesem Fall
ist die im letzten Beweis angegebene Funktion
t

() = [ lvllds = (t —to)llv]].
to
Thre Umkehrabbildung ist o(t) = ¥~ = to + tﬁ. Die orientierungserhal-
tende Umparametrisierung nach Bogenldnge von ¢y nun ist
- v
Co(t) = cop(t) =p+tov + tm.



b. Sei ci(t) = (rcost,rsint) : [0,27) — R2. Setze ty = 0. Dann haben
wir

t
P(t) = / rds =1t
0
und ihre Umkehrabbildung

mit J := ¢([0,27)) = [0, 2r7). Die Abbildung

t t
é1(t) = c1 0 p(t) = (rcos —,rsin ) : [0, 2r7) — R?
r r

ist die orientierungserhaltende Umparametrisierung nach Bogenléange von c;.

1.3. Ebene Kurven.

Definition 1.18 (ebene Kurve). Eine ebene Kurve ist eine Kurve von R?
c: I — R2.

Definition 1.19 (Normalenfeld). Sei ¢ : R — R? eine nach Bogenlinge
parametrisierte Kurve. Das Normalenfeld zu ¢ = (c1, c2)? ist die Abbildung

n: I — R?

t oo n(t)i=Jd{) = ( /C'a(gf) )

(V%)

(¢',n) bilden eine positiv orientierte Orthonormalbasis von R?. Mit an-
deren Worten, wir drehen dem Geschwindigkeitsvector um 90° entgegen dem
Uhrzeigersinn. Insbesondere gelten ||n(¢)|> =1, n(t) L ¢/(¢), und

det (c'(t),n(t)) = 1.

wobel

ist.

(Beweis. det (¢/(t),n(t)) = det < 2 ;ZQ ) =Id@®)|*=1.)

Bemerkung. e Das Normalenfeld n is C'.
e Das Normalenfeld (bzw. der Geschwindigkeitsvektor) hangt vom Durch-
laufsinn ab.
(t) = co(-t)
(t (=
(t (—

AL o

1)
#).

—C
—-n

3

)
) =



Beispiel 1.20. a). ¢(t) =p+vt, v #0, ||[v]| = 1.

d(t) = v, n:<(1) _01)-0.

b) c(t) = (rcost,rsin i)t

t t
() = (—sin- 2yt
c(t) ( smr,cosr)

0 -1 —gin & —cos L 1
n(t) = < 1 0 > ( oS ET > = < —sin£ ) = —;C(t)
T I

Jetzt wollen wir messen, wie stark der geschwindigkeitsvektor mit der Zeit
t variiert.

Proposition 1.21. Sei ¢ : I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte
Kurve und n das Normalenfeld zu c¢. Dann steht fiir jedes t € I der ()
proportional zu n(t).

Beweis. Wegen ||/ (t)||> = 1 fiir alle ¢ € I gilt beim Ableiten

0 = (I<I?) (1) = () (t)
= (")) + (. "))
2(c", ) (¢).

Somit ¢’(t) = (", Y + (", n)yn = (", n)n. [

Nun definieren wir den wichtige Begriff der Differentialgeometrie: die
Kriimmung.

Definition 1.22 (Kriimmung einer nach Bogenlange parametrisierten ebe-
nen Kurve). Die Kriimmung einer nach Bégenlénge para-metrisierten ebenen
Kurve ¢ : I — R? ist die Funktion  : I — R so dass ¢’(t) = s(t)n(t) fiir alle
tel.

o k(1) = (¢"(t),n(t)) ist C.

Beispiel 1.23. a). ¢(t) =p+vt, v #0, |[v]| = 1. Wegen ¢/(t) = v fiir alle ¢
gilt dann ¢”’(t) = 0 und somot «(t) = 0.

b). c(t) = (rcost sint). Wir wissen, dass n(t) = —1¢(t) und
1 t 1 t 1
"(t) = (== cos —, —=sin - ) = ——c(1).
() = ( ~ o8, Tsmr) TQC()

1

n und k =

Damit gilt ¢’ = 1.
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Definition 1.24 (Kriimmung einer parametrisierten ebenen Kurve). Sei ¢ :
I — R? eine regulir parametrisierte Kurve. Die Kriimmung & von ¢ wird
definiert durch

R = Keop 0971, (t) = Keop 0 7 (1),

wobei co : J — R? eine orinetierungserhaltende Umparametrisierung nach
Bogenldnge von c ist mit Kriimmung (in Sinne der Def. ) keop-

Bemerkung. Die Kriimmung von c ist wohldefiniert, d.h., x hingt nicht
von der Wahl der orientierungserhaltenden Umparametrisierung nach Bo-
genldnge von ¢ ab. Denn: ist ¢ o ¢ eine andere orientierungserhaltende
Umparametrisierung nach Bogenldnge von c, so existiert aus Proposition
1.16 ein 79 € R so dass £(t) = ¢(t + 7o) fiir alle t. Nun gilt fiir die Kriim-
mung von t — co p(t +179) = co&(t): Keog(t) = Keop(t 4 7o) fiir alle ¢, und
somit

(Keog ©E7H1) = Feog(§7H(1)) = Reog (™1 (t) —10)
= "{cogo(cp_l(t) — 710+ 7’0) = Kcop © <P_1(t)7

d.h. k= Keog © 5_1 = Keop © go_l.

Lemma 1.25 (Kriimmung einer parametrisierten ebenen Kurve). Sei ¢ :
I — R? eine requldr parametrisierte Kurve. Dann ist die Kriimmung von c
gegeben durch
det(c'(t), " (t
ity = 20 (0)
(@)l

(Ubung !)
Proposition 1.26 (Geometrische Interpretation der Kriimmung). Sei ¢ :

I — R? cine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve, n das Normalenfeld
und K die Krimmung von c. Seitqg € I. Dann gilt firt e I

c(t) = cto) + (t — to)c' (to) + %(t — t0)2k(to)n(to) + (t — to)30(t — to),
wobei o(t —tg) — 0 als t — to.

Beweis. Bei Taylorentwicklung. [

Satz 1.27 (Frenet-Gleichungen). Sei ¢ : I — R? eine nach Bogenlinge
parametrisierte Kurve, n das Normalenfeld und x die Kriimmung von c.

Dann gilt
N\ (0 & ([
n) -k 0 n )’

d = k-n
n = —k-c

d.h.,



Beweis. Die erste Gleichung ist die Definition der Kriimmung . Zur Zweite
benutzen wir die folgende Formel

n(t) = (n'(t), ¢ () (t) + (' (t), n(®))n(t),

denn {c/(t),n(t)} ist eine ONB von R?. Beim Ableiten der Gleichheit (¢/,n) =
0

0={(c,ny =("n)+({,n)
folgt
(d,n)=—("n)=—k
aus. Analog wegen ||n|? = 1 gilt
0= (|In|*)" = 2(n’", n),

d.h.; (n’,;n) = 0, somit wird die Zweite bewiesen. [ ]

Proposition 1.28 (Invarianz der Kriimmung unter euklidischer Bewegung
). Seic: I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve. Sei A eine
oreintierungserhaltende cuklidische Bewegung von R?. Setze ¢ := Aoc: I —
R2. Dann ist ¢ ebenfalls eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve und es
gilt fiir ihre Krimmung

Kk =K.

Beweis. Die Abbildung A : R? — R? ist euklidische Bewegung von R? g.d.w.
existieren B € O(2) (Gruppe der orthogonalen linearen Transformationen
von R?) und v € R? so dass

A(z) = Bz + v.

A ist orientierungserhaltend, g.d.w. det B = 1. Wegen ¢é(t) = Be(t) + v fir
alle t € I, gilt beim Ableiten

d(t) = B(t).
Da B eine orientierungserhaltende Transformation ist, gilt es
n(t) = Bn(t).
(det(Bd, Bn) = det(B) det(¢,n) = 1.) Dann
k= (&'(t),n(t)) = (B (1), Bn(t)) = ("(¢),n(t)) = &.
]

Bemerkung. Ist A orientierungsumkehrende euklidische Bewegung, so gilt
diesmal
K= —K.
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Satz 1.29 (Hauptsatz der Theorie der ebenen Kurven). Sei I C R ein Inter-
vall und f : I — R eine C'° Funktion. Dann existiert eine nach Bogenldnge
parametrisierte Kurve ¢ : I — R? mit Kriimmung

k= f.

Seien c1 und co zwei nach Bogenlinge parametrisierte Kurven mit Kriim-
mung k1 = ko = f. Dann existiert eine eindeutige orientierungserhaltende
euklidische Bewegung A mit

co=Aocy.
Beweis. Zurnachst brauchen wir einen Hilfssatz.

Hilfssatz. Sei A : I — End(R"™) eine C*°-Abbildung. Seien to € I und
yo € R™. Dann existiert genau eine C°-Abbildung y : I — R"™ so dass

{ y'(t) = At)y(t)
y(to) = o
Ferner, falls yo = 0, dann gilt y(t) =0 fir allet € 1.

(Existenz). Sei tg € I fest. Wir betrachten die folgende Gleichung
V1 ! o 0 f . V1
vy N -f 0 vy
U1 _ €1
(2w - (2)

wobei e; = (1,0) und ea = (0,1). Aus dem Hilfssatz existiert eine ein-
deutige C* Lésung (vq,v2) : I — R? x R2. Wir zeigen nun, dass fiir alle ¢
{v1(t),v2(t)} eine positiv ONB von R? bilden. Bei Ableiten haben wir

(vi,m) = 2(v},v1) = 2f(v1, v2)
<UQ,U2>/ = 2<’Ué,’Ug> = *2f<’l)1,’02>
(vi,v2)) = (vy,va) + (v1,v9) = f((v2,v2) — (v1,01),

insbesondere ((v1,v1) + (va, v2)) = 0 und
(") = (5 0 )" ™)

Es gilt
(v1,v1) — (v2,v2) _( leal® = lle2l* Y _
< <U1,U2> ) (tO) n ( <61,62> > -0

Durch die Anwendung des obigen Satzes, gilt

< (o1, 01) = (v2, v2) >(t) =0,

(v1,v2)
13



fiir alle t € I. Zusammen mit ({v1,v1) + (v, v2))" = 0 ergeben sich
[or (@) = llexll = 1, loa@)[| = llezll = 1, (v1(2), v2(t)) = O

fir alle t € I, d.h. {vi(t),v2(t)} eine ONB von R? bilden. Die Funk-

tion t — det(vy(t),v2(t)) ist stetig und sie hat Werte in {—1,1}. Also

det(v1(t).v2(t)) = 1, d.h. {v1(t),v2(t)} eine positive ONB von R? bilden.
Jetzt setze

c(t) = /tt vi(s)ds.

Die Abbildung ¢ : I — R? ist C*°, und es gilt: c(tg) = 0, ¢ = v; und
" =] = fua. Aber vy = n, das Normalenfeld von ¢, denn {v;(t),v2(t)} ist
eine positive ONB von R?. Folglich haben wir

' = fn,

d.h., die Kriimmung von c ist gleich f.

(Eindeutigkeit) 1. Fall. Seien ¢; und ¢ nach Bogenlinge parametrisierte
Kurven mit k1 = kg = f und ¢1(to) = ca(to), ¢ (to) = h(to). Es is klar,
dass ni(to) = na(to) gilt, wobei n; das Normalenfeld von ¢; ist. Aus den
Frenet-Gleichungen gilt dann

(A8)-(5 D058
ny — Ny N _f 0 ny —ng

Durch Anwendung des obigen Hilfssattzes erhalten wir ¢ —c5 =n;—na =0
auf I, und daher

co(t) = 62(750)+/ cy(s)ds

to
t
= ¢i(to) +/ ci(s)ds = c1(t),
to
d.h. ¢; = cs.
2. Fall. Im allgemeinen Fall seien c;, co nach Bogenlénge parametrisierten

Kurven mit k1 = ke = f. Sei tg € I fest. Finde eine oerentirungserhaltende
Transformation A : R? — R? A(z) := Bz + v mit det B = 1, so dass

Alei(to)) = ealto),
Bci (to)
Bnq(to)
Aus der Proposition 1.28 gilt dann
KAoc; = K1 = [.
Wir wenden den 1. Fall auf A o ¢; und ¢y an und erhalten

Aocy = co.

14



1.4. Umlaufzahl und Totalkriimmung.

Definition 1.30 (geschlossene Kurve). Eine parametrisierte Kurve ¢ : R —
R™ heikt periodisch mit Periode L > 0, falls fiir alle ¢t € R gilt ¢(t + L) =
c(t), und es kein 0 < L' < L gilt, so dass ebenfalls ¢(t + L) = ¢(t) fiir
alle t € R. Eine Kurve heifst geschlossen, falls sie eine periodische regulire
Parametrisierung besitzt.

Beispiel c: R — R2, ¢(t) = (cost,sint) ist eine periodische parametrisierte
Kurve mit Periode L = 27. Somit ist die durch diese parametrisierung
reprasentierte Kurve geschlossenen.

Nicht jede parametrisierung einer geschlossenen Kurve ist periodisch:

c(t) = (cost?®,sint?).

Definition 1.31 (einfach geschlossene Kurve). Eine geschlossene Kurve
heifit einfach geschlossen, falls sie eine periodische reguldre Parametrisierung
c mit Periode L hat, so dass

cHOvL) : [O,L) — RQ
injektiv ist.
Lemma 1.32 (Winkelfunktion). Sei ¢ : I — R? eine nach Bogenlinge
parametrisierte ebene Kurve. Dann existiert es eine C*°-Funktion 0 : [ — R,

so dass
0= ( o) )

. : . . S 0o (t .
Ferner ist 02; 1 — R eine andere C°°-Funktion mit ¢ (t) = oS 2() fir
sin 05 (t)
alle t, so existiert ein eindeutiges k € N mit

0y = 0 + 2km.

Beweis. (Eindeutigkeit). Angenommen. Es gilt zwei Funktionen 6 und

0 : I — R mit
() = cosf(t) \ _ [ cosbh(t)
W=\ sin 0(t) )\ sinfy(t) )’
fiir alle t € I. Dann gilt es zu jedem t € [ eine eindeutiges k € Z so dass

O2(t) = O(t) + 2km. Weil 0, — 0 auf I stetig ist, muss k konstant auf I sein,
d.h. es existiert ein eindeutiges k € Z so dass

O2(t) = 0(t) + 2k,
fur alle t € I.

(Existenz). Wir betrachten zwei Félle.
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1. Fall. Die Menge ¢/(I) ist in einem der folgenden Halbkreise enthalten:
Sk = {(x,y) €S1,$>0}, S = {(z,y) €S,z <0}
So = {(z,y) €S,y >0},  Sp:={(z,y) €S,y <0}

Sei die Menge ¢/(I) z. B. in Sg, d.h. ¢} > 0. Fiir unsere Funktion 6 muss
also gelten

= = tan 6(t).

ch(t)  siné(t)
ci(t)  cosb(t)

Also ist

L (t
0 = arctan 0/2( ) + 2k
(1)
mit k& € Z. Wird der Anfangswert 6(a) vorgegeben, so ist k£ und damit 6
eindeutig festgelegt.

2. Fall. Im Allgemeinen kann man nicht voraussetzten, dass ¢/([0,7]) C
Sr, bzw. Sp, So, Sy. Es existiert aber eine Teiling {0 =: t) < t; < --- <
tn =T} von [0,T] so dass

C/([ti,ti+1]) C Sg oder St, S0, Sy

for alle i« = {0,1,--- ,n — 1}. Dies folgt aus der Gleichmé&Rigsteigkeit von
¢ auf dem kompaktem Intervall [0, 7). Wir wenden den 1. Fall auf ¢/([to, t1])

an: Es existiert eine C°°-Funktion 6y : [to, t1] — R so dass ¢/ (t) = ( Zi: goég )
0

fir alle t € [to,t1]. Dann wenden wir wiederum den 1. Fall auf ¢/([t1,t2])
an mit der Bedingung 6;(t1) = 6p(t1). Rekursiv wenden wir den 1. Fall auf
([ti, ti+1]) an mit der Bedingung 6;(t;) = 6;-1(t;), und bekommen wir am
Ende eine stiickerwise glatte Funktion ¢ : [0, T] — R, die durch 0}, , =0,

definiert. Sie erfiillt
1 cosO(t)
c(t) = ( sin () )

Eine solche Funktion 6 ist C* bei der Eindeutigkeit. [

Die Funktion 6 misst den Winkel zwischen ¢/(¢) und der z-Achse.

i+1} :

Definition 1.33 (Umlaufzahl). Sei ¢ eine nach Bogenldnge parametrisierte
ebene Kurve, periodisch mit Periode L. Sie # : R — R wie Lemma 1.32.

Dann heifdt 1

Ne = —
2

(6(L) - 6(0))

Umlaufzahl von c.

13
ro

Beispiel 1.34. Der Kreis vom Radius r > 0, ¢(t) = (rcos %, rsint
Periode L = 2mr.

Der Tangentialverktor ist

ot t
iy —sing \ _  cos(;
c(t) = < cos > ( sin(%

T
16
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Damit erhalten wir als Winkelfunktion
t i
0(t) = -+ —.
( ) r + 2
und somit fiir die Umlaufzahl
1

"o

(6(2rr) — 6(0)) = 1.

Ne

Lemma 1.35. a). n. ist stets eine Ganze Zahl.

b). Sein c1, ca : R — R? zwei ebene nach Bogenlinge parametrisierte Kur-
ven, periodisch mit Periode L. Entsteht co aus ¢y durch eine orientierungser-
haltende Parametertransformation, so gilt

Ney = Ne -
Entsteht co aus c1 durch eine orientierungsumkehrende Parametertransfor-
mation, so gilt
Ney = —MNey -
Beweis. a). Aus der Periodizitét folgt cos(f(L)) = cos(6(0)), sin(f(L)) =
sin(#(0)) und somit
O(L) — 6(0) € 2nZ.
b) Sie ¢; = ¢ 0 p. Die Parametertransformation hat die folgende Form

o(t) = £t + ro,

fiir 7o € R, wobei das Vorzeichen davon anhéngt, ob die parametertransfor-
mation die Orientierung erhilt oder umkehrt. Ist 62 eine Winkelfunktion fiir
co wie im Lemma 1.32. Im orientierungserhaltenden Fall, ist 6; := 03 0 ¢
eine Winkelfunktion fiir ¢;, denn

¢ (t) =yt + 1) = (cos(Ba(t + 19)),sin(fz(t + 1p))).
Aber 6,(t) = 0(t + L) ist auch eine Winkelfunktion fiir ¢;, dann gilt

27 (ney = Mey) = (02(L) = 02(0)) — (01(L) — 61(0))
= 01(L —ro) = 01(=r0) — (62(L) — 6:1(0))
= (01(=ro) — 01(0)) — (61(=r0) — 61(0))
= 0.
Im orientierungsumkehrenden Fall sieht man, dass fiir eine Winkelfunktion

0o fiir cy. Die Funktion 6y := 02(—t + 1) + 7 eine Winkelfunktion fiir ¢; ist,
denn dann ist ¢(t) = —t + r¢ und somit

4O = —eh(—t+r0)
—(cos(ba(—t + o), sin(f2(—t + 7¢))

= (cos(O2(—t + ro) + m),sin(f2(—t + ro) + 7)).
17



Es folgt
21 (e, +1ey) = (02(L) — 62(0)) + (01(L) — 61(0))
= (=L +ro) —01(ro) + (61(L) — 61(0))
= (61(—L +10) — 61(0)) — (1(—L + 0) — 61(0))
= 0.
[ |

Satz 1.36 (Umlaufzahl durch die Kriimmung). Sei ¢ : R — R? eine nach
Bogenlinge parametrisierte periodische ebene Kurve mit Periode L. Sei k :
R — R die Kriimmung von c. Dann gilt

1 /L
k(t)dt.

Ne = —
¢ 27T0

Beweis. Sei 0 eine Winkelfunktion fiir ¢, d.h. es gilt
d(t) = (cos6(t),sinO(t)).
Beim Ableiten erhalten wir
' (t) = (—sin(0(¢))0'(t), cos(0(t))8 (t)).
Andererseits gilt aus der Definition der Kriimmung ¢’(t) = x(t) - n(t) =
k(t) - (—sinf(t),cosO(t)). Daraus folgt
0'(t) = k(t).

Nun haben wir

Remark 1.37. Fiir eine parametrisierte periodische regulére ebene Kurve
mit Periode L gilt
1 [
Ne = — k(t)|c (t)|dt.
o= 5r [, HOIO)

Beweis. Ubung. |

Satz 1.38 (Umlaufsatz). Eine einfach geschlossene orientierte ebene Kurve
hat Umlaufzahl 1 oder —1.

Lemma 1.39 (Lifting). Sei X C R" sternformig bgzl xo. Seie: X — S C
R? eine stetige Abbildung. Dann existierte eine stetige Abbildung 6 : X — R
so dass
e(z) = (cosb(x),sinb(x)).
18



(Sei X C R™ sternformig bzgl. z¢ € X, falls fiir jeden Punkt x € X auch
die Strecke zwischen = und zy ganz in X enthalten ist, d.h. fiir alle t € [0, 1]
gilt tz + (1 —t)zp € X.)

Bemerkung. Ist die Abbildung e : X — S! nicht surjektiv, so lisst sich die
Abbildung 6 : X — R viel leichter angeben. Sei etwa (cos g, sin ¢g) nicht
im Bild von e. Fiir jedes k € Z ist die Abbildung

Uy : (o +2m(k — 1), 00 + 27k) — S — {(cosg,sin )},
Ur(t) = (cost,sint)

eine Homdomorphismus. Dann ist 0 := \111;1 oe: X = (po+2m(k—1),¢0+
27k) und erfiillt
e(z) = (cosb(x),sinb(z)).

Die Zahl k ist dann durch die Bedingung 6(z¢) = 6y eindeutig festgelegt.
Insbesondere gilt

‘9(1’1)—9(1‘2)’ <27T7 V.%'l,.%'g e X.

Beweis von Lemma 1.89. Sei x € X und
ex 1 [0,1] St
ex(t) e(tx + (1 — t)xo).

Woértlich wie im Beweis zur Existenz des Winkelfunktion erhdiralt man eine
Winkelfunktion 6, mit

4

ex(t) = (cos O, (t),sin 0, (t))".

0, ist stetig, weil man lokal nach 6, auflésen kann, je nachdem in welches
Halbebene des Kreises man sich befindet. 6, ist auferdem eindeutig nach
Vorgabe von fy. Fiir das gesuchte § : X — R kann dann nur gelten:

0(x) = 6,(1)

und ist somit eindeutig.
Wegen der Stetigkeit von

é:(tyx)— e(ter + (1 — t)xg) = ex(t)
ist wegen der lokalen Auflésbarkeit auch
(x,t) — 05(t)

stetig und insbesondere
x> 0,(1) = 0(x).
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Beweis des Umlaufsatzes. Durch einer Wahl der euklidischen Bewegung
nehmen wir 0.B.d.A. an, dass c(t) C {(z,y) € R*|z < 0}, ¢(0) = (0,0)
und ¢/(0) = (0,1). Setze X := {(t1,t2) € R?|0 < t; < to < L}. Wir
betrachten die stetige Abbildung

e: X — Sla
) Zel) i 10 £ 0.0,
bt = lle(t2) — c(t)||
e(t1, 2 d(t), ty =t =1,
O, () = (0.0

Die Abbildung e ist wohldefiniert und stetig, weil ¢ als einfach geschlossen
vorausgesetzt wurde. Wir wéhlen eine Funktion 8 : X — R fiir e wie in
Lemma 1.39. Wegen e(t,t) = ¢/(t) ist t — (¢, t) eine Winkelfunktion wie in
Lamma 1.32. Also die Umlaufzahl ist
2mn. = 6(L,L)—6(0,0)
= 6(L,L)—6(0,L)+6(0,L)—6(0,0)

Wir werden zeigen, dass 6(L,L) —6(0,L) = 7 und (0, L) — 6(0,0) = 7.

Nun betrachten wir das Intervall {(0,¢) € R?|0 < ¢t < L}. Fiir alle 0 <
t<Le0,t) =2 e {(z,y) € RZ|z < 0}. Also e(0,¢) € St — {(1,0)} fiir

BREall
alle t € (0,L). Wegen der Bemerkung nach Lemma 1.39 nimmt ¢t — 6(0,¢)

sein Bild in einem Intervall der Form (27k, 27w (k+1)) an, k € Z. Wir haben
e(0,L) = —c(0) = (0,—-1) = 6(0,L) = 3F + 27k
e(0,0) =c'(0) = (0,1) = 6(0,L) =+ 2rk,

somit gilt

6(0,L) —6(0,0) = 7.
Analog ist (—1,0) nicht im Bild der Abbildung t — e(t,L) = —cll) ¢
{(z,y) € R?|x > 0} und wir erhalten

6(L,L)—6(0,L) = .

Also,
2mne. =+ T = 2.

Definition 1.40 (Konvexitéit). Eine ebene Kurve heifit konvex, falls fiir
jeden ihres Punktes gilt: Die Kurve liegt ganz auf einer Seite ihrer Tangente
durch diesen Punkt.

Die Konvexitiatabedingung fiir den Punkt ¢(tg) < gilt es
(c(t) — c(to),n(ty)) >0 fiir alle ¢
oder

(c(t) — c(to),n(to)) <0 fir alle ¢.
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Lemma 1.41. Seic: I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte ebene
Kurve mit Normalenfeld n. Dann ist ¢ genau dann konvex, wenn fir alle
t,to € I gult

(c(t) = c(to), n(to)) = 0
oder fiir alle t,tg € I gilt

(elt) — clto), n(to)) < 0.
Beweis. Angenommen falsch. Dann gibt es ¢1 unf ¢o mit

(e(t) —c(t1),n(t1)) >0, und (c(t) — c(t2),n(t2)) >0, fiir alle ¢
Wir kdnnen zeigen, dass ein t3 zwischen t; und ¢ derart existiert, dass
(c(t) — c(t3),n(t3)) =0, fiir alle ¢

Es folgt, dass ¢ eine Gerade sein muss. [

Satz 1.42. Sei c : R — R? eine Parametrisierung nach Bogenlinge einer
einfach geschlossenen ebenen Kurve. Sei k : R — R die Krimmung. Die
Kurve ist genau dann konvez, wenn k(t) > 0 fir alle t € R oder x(t) <0 fir
alle t € R.

Beweis. a) Gemék Lemma 1.41 kénnen wir annehmen, dass fiir alle ¢,y € R
gilt

(e(t) — elto), n(to)) = 0.
Die Taylorentwicklung gibt uns

clt) = elto) + ¢ (t0) ¢ — to) + Hr(to)nlto) (6 — t0)? + of(¢ — to)?).

Die Skalarmultiplikation mit n(tg) liefert uns wegen (¢/(t),n(t)) =0

0 < (e(t) = c(to)) = %f@(to)(t —t0)* + o((t — t0)*),

somit k(tg) > 0 fiir alle ¢ty € R.

b) Sei nun x(t) > 0 fir alle t € R. Wir wollen zeigen, dass die Kurve
konvex ist. Wire die Kurve nicht konvex, so gidbe es ein tgy, derart dass die
Funktion

p:R=R, o(t) = (c(t) — cto), n(to)),

sowohl negativ als auch positiv Werte annimmt. Sei to der Maximum-Punkt
von ¢, d.h.,

p(t2) = maxp > 0.
Sei t1 der Minimum-Punkt von ¢, d.h.,

@(t1) =minp < 0.
Also

p(t1) <0 =¢p(to) < p(t2)

und

¢ (t1) = ¢'(t2) = 0.
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Aus ¢'(t1) = 0 folgt ((t1),n(tg)) = 0. Also ist
d(t1) = £ (to).
Analog folgt
d (to) = *c(to).

Von {c(to), (1), d (t2)} miissen also mindestens zwei iibereinstimmen. Wir
wahlen s1, s9 € {tg,t1,t2} mit s1 < s9, so dass ¢/(s1) = /(s2), daraus gilt es

9(82) — 9(81) =27k

mit k € Z. Aus 0’ = k > 0 folgt, dass # monoton ist und somit 0(s2)—6(s1) >
0 und k£ > 0. Analog folgt 6(s; + L) — 6(s2) = 2wl > 0. Die Umlaufzahl

1
Ne = %(0(81 +L)—0(s1)=k+1=1
nach dem Umlaufsatz. Also muss k = 0 oder [ = 0 gelten. Sei z. B., k = 0.
Es folgt k = 6’ = 0 auf [s1, so] und somit ist ¢ auf [s1, s3] eine Gerade, d.h.,

fiir alle s € [s1, s9]
c(s) = c(s1) + (s — s1)(51) = c(s1) £ (s — 51)c (to).
Dann erhalten wir fiir die Funktion ¢
p(s) = {c(s) = clto),n(to))
= {c(s1) £ (s = s1)c(to) — c(to), n(to))
= (c(s1) = c(to), n(to)),

fiir alle s € [s1, s2], d.h., ¢ ist konstant auf [s1, s2]. Also ¢(s1) = ¢(s2). Das
ist unmoglich. [ |

Definition 1.43. Sei ¢ : I — R? eine periodische nach Bogenlinge parametrisierte
ebene Kurve. Man sagt, ¢ hat einem Scheitel in tg € I, falls

I{,(to) =0.
Beispiel 1.44. Ellipse, die parametrisiert ist durch
c:R — R?
c(t) = (acost,bsint)

mit 0 < a < b. Die Kriimmung von c ist
det((t), " (¢
e — . 0)

/()]
—asint —acost
det< bcost —bsint>
—asint 3
bcost
ab

(aZsin?t + b2 cos? t)%
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und
_ 3ab(b* — a®)sintcost

K'(t) =.
(a?sin?t + b2 cos? t)2

Also /(t) = 0 gilt genau dann, wenn

sint - cost = 0,

d.h., ¢t = 5 - Z. Damit hat die Ellipse genau vier Scheitel in ¢ = 0, §, 7, 37”
Satz 1.45 (Vierscheitelsatz). Ist ¢ : R — R? eine periodische nach Bogen-
ldnge parametrisierte konvexr ebene Kurve mit Periode L, dann hat ¢ min-

destens vier Scheitel in [0, L).

Lemma 1.46. Schneidet eine einfach geschlossene ebene konvexe Kurve eine
Gerade in mehr als zwei Punkten, so enthdlt die Kurve ein ganzes Segment
dieser Geraden und hat damit insbesondere unendlich wviele Schnitt Punkte
mit der Geraden.

Lemma 1.47. Schneidet eine einfach geschlossene ebene konvexre Kurve eine
Gerade in mehr als einem Punkt tangential, so enthdlt die Kurve ein ganzes
Segment dieser Geraden.

Beweis des Vierscheitelsatzes. Die Kriimmung s von ¢ nimmt wegen der pe-
riodizitdt Maximum und Minimum an, somit haben wir schon zwei Scheitel.
Ohne Einschrankung kénnen wir annehmen, dass das Minimum in ¢ = 0 und
das Maximum in t =ty € (0, L) angenommen wird. Sei G die Gerade durch
die beiden Punkte ¢(0) und c(tp).

Gemaf Lemma 1.46 und Lemma 1.47 nehmen wir an, dass G keinen weit-
eren Punkte mit der Kurve gemein hat, ansonst die Kriimmung auf einem
ganzen Segment konstant 0 ist, und wir erhalten unendlich viele Scheitel.

Nach Anwendung einer euklidischen Bewegung koénnen wir annehmen,
dass G die z-Achse ist. Angenommen, die Kurve hat keine weitere Scheitel.
Dann verschwindet <" nirgends auf den beiden Intervallen (0, to) und (to, L).
Wegen fOL k'(t) = k(L) — k(0) = 0, muss ' auf einen der beiden Intervall
positiv, auf anderen negativ sein. Also nehmen wir ohne Einschrinkung
K'(t) > 0 fiir t € (0,t9) und £'(t) < 0 fiir ¢ € (to, L), somit

L
/ Kk(t) ca(t) > 0.
0

Aber wir haben aus die Frenet-Gleichungen
L L
/ K (t)e(t)dt = —/ k(t)c (t)dt
0 /0
= / n'(t)dt = n(L) — n(0) = 0,
0

ein Widerspruch. Somit muss es einen dritten Scheitel geben, etwa in ¢ €

(to,L). Angenommen, es gibe keinen vierten Scheitel. Dann nehmen wir

ohne Einschrinkung an, dass es {s1, s2} C {0, 0, t1} mit s1 < s, so dass x’
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auf (s1, s2) positiv und auf S'\{s1, s2} negativ ist, existiert. Verwenden wir
die obige Methode, erhalten wieder ein Widerspruch. [ |

Beweis von Lemma 1.46. Sie ¢ : R — R? eine parametrisierung nach Bogen-
lange mit Periode L. Durch eine Parametertransformation ¢ — £t + r¢ kon-
nen wir erreichen, dass ¢(0) einee dree Schnittpunkte mit der Geraden ist und
k > 0 erfiillt. Aus Lemma 1.32 gilt die Winkelfunktion 6, '(t) = k(t) > 0.
Nach dem Umlaufsatz ist (L) — 6(0) = 27n, = 2. Also ist

0 : [O,L} — [90,90 —|-27T}

eine glatte monoton wachsende surjektive Funktion, wobei 6y = 6(0) ist.

Die Kurve ¢ schneide die Gerade GG in den Punkten tg =0 < t1 < t5 < L.
Sei G parametrisiert durch pg+¢-v mit [[v|| = 1. Sein = < (1) _01 > -v der
Normalenvektor von G.

Sei I eines der drei Intervall [0,¢1], [¢1,t2] und [t2, L]. In den Endpunkten
I liegt ¢ auf der Gerade G. Wenn ¢(t) fiir alle ¢t € I auf G liegt, so enthilt ¢
ein Segment von G und das Lemma ist bewiesen. Nehmen wir also an, dass
es auch Punkte t € I gibt, so dass ¢(t) nicht auf G liegt. Nun betrachten wir
die zu G parallel Gerade G, die durch

t—pot+t-v+s-n

parametrisiert werden. Falls {s > 0|G schneidet C;} # (), definiert s :=
sup{s > 0| G schneidet Cr}. Falls {s > 0| G schneidet C;} = ), muss {s <
0| G schneidet Cy} # (), dann s; := inf{s < 0| G schneidet C7}. In jeden
Fall schneidet Gy, das Kurvestiick ¢j7 in einem Punkt 7 aus dem Inneren
von T tangetial, d.h., ¢(7) = +v. Das Argument gilt fiir jedes Intervall
I =[0,t1],, [t1,t2] oder [to,t3]. Deshalb erhalten wir 71,79, 73 mit 0 < 71 <
t1 <7 <ty <73 <tz<Lundd(r;)==v.

Nun wir bezeichnen 6, den eindeutigen Wert aus [0y, 0y + 27). for den
v = (cosfq,sinfy)! und 0y = 6 = m denjenigen mit —v = (cos b, sin 6)".
OEdA, annehmen wir an, dass 6o = 61 + m, ansosten tauschen wir die Rollen
von 01 unf 6s.

1. Fall. 68, > 6p. Dann muss 0 an den drei Stellen 71, 7o, 73 jeweils einen
der beiden Werte 6; oder 6> annehmen. Insbesondere muss 6 an wenigstens
zwei der frei Stellen gleich sein, z. B. 6(71) = 6(m2). Da 6 monoton ist
(0" = k > 0), muss 6 auf 11, 72] konstant sein. Also k = 0" = 0 auf [, 7).
Dann ist ¢|[;, ] ein Stiick von der Gerade.

2. Fall. 6; = 0y. Dann gibt es noch die Méglichkeit: 6(7m) = 61 = 6y,
0(12) = 62 und 0(12) = 6y + 2m. Wieder wegen der Monotonie muss 6 auf
dem Intervall [0, 71] konstant sein. Dann ist C|jo,,] €in Stiick von der Gerade.

|

Beweis von Lemma 1.47. [ |
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Theorem 1.48 (Isoperimetrische Ungleichung). Sei G C R? ein beschrink-
tes Gebiet, berandet von der einfach geschlossenen ebenen Kurve c. Sei A[G]
der Flicheninhalt des Gebietes. Dann gilt

4w A[G] < L[c]?.
Gleichheit hilt genau dann, wenn c ein Kreis ist.
Wir brauchen ein Hilfssatz.

Lemma 1.49. Sei G C R? ein beschrinktes Gebiet, berandet von der ein-
fach geschlossenen ebenen Kurve c. Sei c(t) = (z(y),y(t))! eine periodische
Parametrisierung von ¢ mit Periode L, die das Gebiet im mathematisch pos-

ttiwen Sinn umlduft, d.h., mit Umlaufzahl +1. Dann gilt:
L L 1 (L

AG) =~ [ aowoi = [ st @i = [ @oy0) -2 Qo)
0 0 0

Beweis. Es folgt aus dem Gaufschen Integralsatz

/GdivX dady — —/OL<X7n(t))dt

mit aukerem Normalfeld —n. Wihle X = (z,y)! in obiger Formel. Dann
haben wir

/ div X dzdy = / 2dxdy = 2A[G]
G G

und
r _ (" = —y'()
/0 (X,n(t))dt = /0 << y(t) >,( () )}dt
L
= [ et + oo
Aslo,
L
246 = [ (a(tn/ () — ')
Die beiden anderen Formeln folden durch partielle Integration. [

Beweis von Satz 1.48. Sei c(t)(x(t),y(t))! Parametrisierung von ¢ nach Bo-
genldnge mit Periode L. Es ist klar, dass L = L[c¢]. Wir nehmen an, dass ¢
das Gebiete im mathematisch positiven Sinn umldirauft, ansonst betrachten
wir ¢(t) = c(—t). Wir betracten die komplexwertige Funktion

L ., L
2:R—C, =z(t)= x(ﬂt) + Zy(% ).

z ist eine periodische Funktion mit Periode 2w. Wir entwicheln z in eine
Fourier-Reihe



mit den Fourier-Koeffiziten ¢, € C. Wir kénenn die Lange von ¢, Lic] = L
durch die Fourier-Koeffiziten ¢ ausdriichen

(1) L? = L[c]* = (2n)? i E%|cp|?.

k=—00

Fiir den Flicheninhalt von G, A[G], kénnen wir mit hilfe des Lemma 1.49
durch die Fourier-Koeffiziten ¢ ausdriichen

(2) AlGl =m Y Klel?

k=—o0

Von (1) und (2) erhalten wir

‘”G] 2 2 2
L < —
= § k|ck‘ = § k |Ck|

k=—o0 k=—00

LcJ?
(27m)?’
und damit

4w A[G) < Lid?.
Gleichheit gilt genau dann, wenn

> Hal = 3 Rl = 59

k=—o00 k=—o00

d.h., genau dann, wenn all ¢, = 0 fiir k£ # 0, 1. Die heifit gerade
Z(t) =co+ C?,

d.h., ¢ beschreibt einen Krei. [ |

Beweis von (1). Einerseits gilt
2m 2w 2
L Lt L
/ t th — / 7 2 /" 2 ———
|1 ora = [ GoRIe oI - 5
Andererseits gilt

2(t) = Z cpiket™
k=—o00
und damit
2m 2w 27 —
/ |2/ (t))?dt = / ZO)Z (H)dt = / > cparkle Dt
0 0 0

k,l=—oc0

2w
= / || 2k dt.
0

26



Beweis von (2). Geméaf Lemma 1.49 gilt

L
24[G] = / ((t)y/ (1) — o (D) (1))t
27Tt 27t 27t

_ / R(CTH 22 (2T ar
= 3‘3( (s)iZ'(s))ds

0
_ / E E zls
= cke 5 Cl ds

k=—00 l=—0c0
2w 0
= 3?/ Z leepe* D ds
k,l=—oc0
= > klaxfor.

k=—o00

1.5. Raumkurven.

Definition 1.50. Eine parametrisierte Kurve ¢ : I — R3 ist parametrisierte
Raumkurve. Analog sind reguldre parametrisierte Raumkuren, Raumkurven
und orientierte Raumkurven definiert.

Jetzt haben wir ein Problem, den Normalenvektor zu definieren.

Definition 1.51 (Kriimmung einer Raumkurve). Sei ¢ : I — R3 eine nach
Bogenldnge parametrisierte Raumkurve. Die Funktion k : I — R,k(t) :=
|l (#)|| heif Kriimmung von c.

Bemerkung. a) Die Kriimmung von c¢ ist somit eine numerisch Funktion auf
I, die nichtnegativ ist. Ferner, verschwindet ¢’ nirgends auf I, so ist kK € C°.

b) Jetzt die Orientierung hat “kein Sinn”. Sei ¢ : —I — R?® die durch
¢(t) := c¢(—t) definierte Abbildung, dann ist ¢ nach Bongldnge parametrisiert
und ihre Kriimmung & ist gegeben durch

R(t) = r(=t)

fiir alle t € —1.

¢) Da die Ebene im 3-dimensioanlen Raum enthalten ist, etwa als z — y-
Ebene, kénnen wir ebene Kurven auch als Raumkurven ansehen. Somit wir
jetzt fiir ebene Kurven zwei verschieden Definitionen der Kriitmmung. Ist ¢ :
I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte ebene Kurve mit Kriimmung
£:I — R, und ist ¢ = (¢,0) : I — R? dieselbe parametrisierte Kurve,
aufgefasst als Raumkurve mit Kriimmung « : I — R, so gilt

k() = " = 1(¢"(®), 0)ll = 1" (®)]| = |~ ().
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Definition 1.52 (Normalvektor). Sei ¢ : I — R? eine nach Bogenlinge
parametrisierte Raumkurve. Sei tg — I und k(tp) # 0. Dann heifst
C/l(to) C//(to)

nlto) = ") = (e

der Normalenvektor von ¢ in .

Definition 1.53 (Binormalvektor). Sei ¢ : I — R3 eine nach Bogenlinge
parametrisierte Raumkurve. Sei ¢ty € I und k(tp) # 0. Dann heift

b(to) = Cl(to) X ’n(to)
der Binormalenvetor von c in .

Definition 1.54. Die Orthonormalbasis {¢(to), n(to), b(to)} heilit begleiten-
des Dreibein von c in tg.

Definition 1.55 (Windung). Sei ¢ : I — R3 eine Bogenliinge parametrisierte
Raumkurve. Sei tg € I mit k(tg) # 0. Sei {¢/(to), n(to), b(to)} das begleiten-
des Dreibein von ¢ in tg. Dann heifst

7(to) = (' (t0), b(to))

die Windung (oder auch die Torsion) von ¢ in tg.

Beispiel. (Schraubenlinie). Sei c(t) := - (cost,sint,t) fir I = R. Aus

V2
d(t) = %(—sint,cost,t) folgt ||/ (t)|| = 1 fir alle ¢, d.h., ¢ ist nach Bogen-
lange parametrisiert. Aus ¢’ (t) = —%(cos t,sint, 0) folgt fiir die Kriimmung
1

K(t) = —.
(t) 7
Die Spur von [c] heifst die Schraubenlinie. Ihre Normalenvektor und bzw.
Binormalenvektor sind
1
n(t) = %c”(t) = —(cost,sint,0),
bzw,
1
b(t) = c'(t) x n(t) = —=(sint, — cost, 1).
(t) = ¢(t) x n(t) \/5( )

Aus n/(t) = (sint, — cost,0) gilt

1 1
7(t) = (0, b) = —=(sin’t + cos? t) = —.
(1) = (o', b) = o )= 7
Proposition 1.56 (Frenet-Gleichungen der Raumkurve). ¢ : I — R? eine
nach bogenlinge parametrisierte Raumkurve mit positiver Krimmung, x(t) >
0 fir alle t € 1. Sei (d,n,b) das begleitende Dreibein von c. Sei T die
Windung. Dann gilt

N\’ 0 K(t) ¢
n | = —x() 0 7(t) n
b 0 —7(t) 0 b



Beweis. Die Gleichung (¢/) = k- n ise gerade die Definition des Normalen-
vektors. Die zweite Spalte ergibt sich aus (n/,c) = (n,d) — (n,d") = —k
aus (n/,n) = (n,n)’ = 0 und aus der Definition von 7, d.h., (n/,b) = 7.
Wegen (b, n) = (b, ) —(b, ") = 0—r(b,n) =0, (t/,n) = (b,n) —(b,n') =
—7 und (V/,b) = 0, folgt die dritte Spalte. ]

?

Definition 1.57 (Die Schmiegebene). ¢ : I — R? eine nach bogenlinge
parametrisierte Raumkurve mit positiver Kriimmung, x(¢) > 0 fiir alle ¢ € 1.
Die von ¢/(t) und n(t) aufgespannte Ebene heifst Schmiegebene von c¢ in t.

Proposition 1.58 (Invarianz der Kriimmung und Torsion der euklidischen
Bewegung). ¢ : I — R3 eine nach Bogenlinge parametrisierte Raumkurve
mit positiver Kriimmung und A eine orientierungserhaltende euklidische Be-
wegung. Dann ist Aoc : I — R3 nach Bogenlinge parametrisierte Raumkurve
und es gilt fir die Krimmung bzw. die Windung von Ao c:

RKAoc = Ky TAoc = T-

Satz 1.59 (Hauptsatz der Raumkurventheorie). Sei I C R ein Intervall und
f,9: 1 — R C*® Funktionen, mit f > 0. Dann ezistiert eine nach bogenlinge
parametrisierte Raumkurve mit

k=f T=g.
Diese Kurve ist bis auf Dahinterschaltung von orientierungserhaltende eu-

klidische Bewegung, d.h., sind c1 und co zwei Lisungen, so existiert eine
eindeutige orientierungserhaltende euklidische Bewegung A von R3, so dass

co=Aocy.
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2. KLASSISCHE FLACHENTHEORIE
2.1. Regulire Flichen.

Definition 2.1 (Regulire Fliche). Sei S C R3 eine Teilmenge. S heiRt eine
requldre Fldche, falls es zu jedem Punkt p € S eine offene Umgebung V' von
p im R3 gibt, falls es ferner eine offene Teilmenge U C R? und eine glatte
Abbildung F : U — R3 gibt, so dass gilt

i) FU)=SNV und F : U — SNV ist ein Homdomorphismus.

(ii) Die Jacobimatrix D, F' hat fiir jeden Punkt v € U Rang 2.

Bemerkung. a). Eine regulire Fliche kann sich nicht selbstschneiden.
b). D, F(e1) and D, F(e2) sind unabhingig.

Definition 2.2 (Parametrisierung). Die Abbildung F' : U — SNV aus
Definition 2.1 oder auch als das Tripel (U, F, V) heifst lokale Parametrisierung
von S um p. Die Menge S NV heiltt Koordinatenumgebung von p. Die
Komponenten u! und u? von v = (u',u?) heifen dann auch Koordinaten

des Punktes F'(u) € S (bzgl. der Parametrisierung F).

Beispiel 2.3. 1). Affine Ebene.
Die affine Ebene durch den Punkt p € R3, aufgespannt durch die linear
unabhingigen Vektoren X,Y € R3 ist die Menge
S={p+u'- X +u? Y]|uu?cR}.
Wir kommen mit einer einzigen Parametrisierung aus. Setzt V := R3, U :=

RZund F:U — R3
F(u',u?) =p+u' -2 +u®- Y.

2). Funktionsgraphen.
Sei U C R? offen, f : U — R eine glatte Funktion. Der Funktionsgraph
von f ist definiert durch

S = {(.T,y,%) €R3|(‘T’y) € U,Z:f(l’,y)}.

Setzte V :=R3, F : U — R3, F(x,y) = (2,9, f(x,y)). Dann gilt F(U) =
S =SnNV. Fis glatt und ihre Umkehrabbildung G : S — U, G(z,y,2) =
(x,y) ist ebenfalls stetig. Also (i) ist erfullt. Fiir (ii) hat die Funktion

10
Dawf=| 2 .
By

Rang 2.

3). Die Sphére

S =8 ={(z,y,2) eR’|2® + y* + 2> = 1}.
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Setzte V = V3" = {(x,y,2) € R®|z > 0}. Dann ist S2 N V;" der graph
der Funktion

flz,y) =1 — (22 4+92) fiir 2> 4+9° < L.
Wie Beispiel 2) definiert
U= {(z,y) e R*|2® + 4> < 1}

F (z,y) = (z,y,/1— (22 +12)).

F?jr U —S%n V}f ist eine lokale Parametrisierung . Analog erhalten wir die
Punkte aus S?’NV;, V5~ := {(z,9, 2) € R*| 2z < 0} durch die Parametrisierung

und

Fy:U — R3
Ffﬂ_(x7y) = ('r7y7_ 1—($2+y2)).
Und auch
Vi = {(z,y,2) €R3| £z >0}
Vit = {(x,y,2) €R3| £y >0}

FfF U R Fi(y,z) = (£V(1 - (12 + 22),y,2)
Fy U =R Ff(z,2) = (¢, £y/1 - (22 + 22), 2).
Jeder Punkt p € S? kommt in wenigstens einer der Mengen VijE vor, also ist

S? eine regulire Fliche.

Proposition 2.4 (als Niveaumenge). Sei Vo € R® offen, sei f : Vo — R
eine glatte Funktion. Wir setzen
S ={(z,y,2) € V| f(z,y,2) = 0}.
Falls fiir allep € S gilt
gradf(p) # 0,

dann ist S eine regulire Fldche.

Beweis. Sei p := (z0,%0,20)" € S. Wgene der Voraussetzung

madf () = (52 (0 5 (). 5L ) 0.0,

konnen wir oBdA annehmen, dass

ggM#O

Nach dem Satz {iber implizierte Funktionen existiert es eine offene Umgebung
V C Vp von p, eine offene Umgebung U C R? und eine glatte Funktion
g:U — R mit

SNV ={(z,y. 9(z,y)" | (z,y)" € U}.
Setzen wir F': U — V mit

F(z,y) := (z,y,9(z,y))",
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so erhalten wir eine lokale Parametrisierung von S.

Beispiel. 4) Ellipsoid: S = {(z,y,2) € R3| & + % 4+ % = 1},
Setze Vo = R3 und f: R3 = R, f(z,v, 2) 3;—2

S ={(z,y,2) € R?| f(z,y,2) = 0}.
Wir kénnen iiberpriifen, dass

2¢ 2y 2z
a2’ b2 2
Proposition 2.5. Sei S C R? eine regulire Fliche und p € S. Dann gibt

es eine Umgebung V von p in R3, so dass SNV der Funktionsgraph einer
glatten Funktion ist, die eine der folgenden drei Formen hal: z = f(x,y),

y=g(x,2), x = h(y, 2).

gradf(z,y,2) = ( ) # 0 fiir (z,y,2) € 5.

Beispiel. Der Doppelkegel.
S ={(z,y,2) e R®|2? +y* =22}

ist keine reguldre Flache. Aber S\{0} ist eine regulire Fliche.
Beweis. Fliache S ist Nullstellengebilde der Funktion

f:R® = R
fle,y,z) = 2®+y* =22
definiert. Der Gradient
grad f(z,y,2) = (2z, 2y, —22)"

verschwindet nur in (0,0,0)!. Also man kann mit Proposition 2.4 zeigen,
dass S\{0} eine reguldre Fliche ist. Proposition 2.4 sagt dariiber nicht aus,
dass die Funktion f konnte fiir den Punkt (0,0,0)! ungeschickt gewihlt sein.
Angemonnen, dass S wire eine regulidre Fliche. Dann gébe es eine lokale
Parametrisierung (F,U,V) um p = (0,0,0)!. Setze ug = F~1((0,0,0)%).
OBdA koénnen wir annemhen, dass U eine Kreisscheibe mit Mittelpunkt ug
ist. Da V C R3 eine offene Umgebung von p = (0,0,0)¢, sind alle Vektoren
(x,7,2)" € R® mit hinrechend kleiner Linge in V enthalten. Insbesondere
liegen in S NV Punkte p; = (24, yi, 2)t (i = 1,2) mit 23 > 0 und 23 < 0.
Seien u; :== F~1(p;) (i = 1,2). In U verbinden wir u; durch einen stetigen
Weg ¢ mit us ohne durch ug zu laufen. Der Bildweg F o ¢, der p; und po
verbindet, muss aber, wegen des Zwischenwertsatzes, durch p = (0,0,0)! =
F(up) laufen. Ein Widerspruch ]

Proposition 2.6. Sei S C R? eine requlire Fliche. Sei (U, F,V) eine lokale
Parametrisierung von S. Sei W C R™ eine offene Menge, und ¢ : W — R3
eine Abbildung mit (W) C SNV. Dann ist ¢ als Abbildung von W nach
R? glatt genau dann, wenn F~'op: W — U C R? glatt ist.
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Beweis.
"= U= Flogist glatt, so ist ¢ = F o ¢ als Verkettung zweier glatter
Abbildungen ebenfalls glatt.

" = 7 Sei also o : W — R3 glatt. Setze g := (p) € SNV und
ug := F~Y(g) € U. Schreiben F(u!,u?) = (z(u',u?),y(ut,u?), z(ul, u?)).
Weil das Differential D,,F maximalen Rang hat, kiinen wir o.E.d.A. an-

nehmen, dass die 2 x 2- Matrix ( 8?5?’3)2) ,up) invertierbar ist. Definieren die

Abbildung:

G:U x R—=R?

Thr Differential an der Stelle (ul,u? t) = (u, u3,0) ist
%(uo) %(Uo) 0

D(u}),u& )G - @yl(uo) @y?(uo) 0

gor(uo) Foz(uo) 1

Die Determinante ist:
O(z,y)
det Dy u2,0)G = det(w(%)) #0
Nach dem Umkehrsatz haben wir eine offene Umgebung U; C U x R von
(u$,u3,0) und eine offene Umgebung Vi C V von g, so dass G, U — W1
ein Diffeomorphismus ist. Setze W; := ¢~ 1(V4). Dann ist W eine offene
Umgebung von p. Fiir alle p’ € Wy gilt:
G™lop(p) = (F o p(p').0)

denn G(F~ Yo p(p'),0) = Fo F~1op(p') = p(p’). Weil G~ o ¢ als Verket-
tung zweier glatter Abbildungen wieder glatt ist, ist F~! o ¢ als die Erste
der Zweite Koordinatenfunktionen auch glatt auf Wj. Nun ist Wj eine of-

fene Umgebung des beliebigen vorgegebenen Punktes p und die Aussage ist
bewiesen. [

Korollar 2.7. Sei S C R? eine requlire Fliche, seien (Uy, F1, V1), (Ua, Fy, V3)
lokale Parametrisierungen von S. Dann ist F{l o Fy : Ffl(Vl NV —
Fy ' (VvinWa) glatt.

Beweis. Anwendung von Prop.2.6. auf W = F; 1 (Vi NVa), ¢ = F; und
(U7F7V):(Vv27F27V2) L

Proposition 2.8. Sei S C R? ecine regulire Fliche, p € S, und f : S — R®
eine Abbildung. Dann sind dquivalent:

1). Es gibt eine offene Umgebung V von p in R3 und eine Fortsetzung f
von fsay auf 'V, die um p glatt ist.
2). Es gibt eine lokale Parametrisierung (U, F,V) mit p € V, so dass
foF :U —R™ um F~Y(p) glatt ist.
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3). Fiir alle lokalen Parametrisierungen (U, F,V) mit p € V, so dass
foF :U — R™ um F~1(p) glatt ist.

Beweis. R
a. "1. impliziert 3." Da F und f glatt um p sind, also ist auch

foF=foF

als Verkettung eine glatte Abbildung auf einer Umgebung von F~1(p)
b. "3. impliziert 2." trivialerweise

c. "2, impliziert 1." Aus dem Beweis von Prop.2.6. wissen wir, dass
G(ul,u?,t) = (z(ul,u?), y(ul, u?), z(ul, u?) + 1)
ein lokaler Diffeomorphismus ist. Wir setzen:
g(ul,u?,t) == fo F(u',u?) = f o G(u!,u?,0)
g ist glatt nahe (F~1(p),0). Setzen f := go G~!. f ist glatt um p und ist
eine Fortsetzung von f, denn:
f\SmV = f\SmV

Definition 2.9. Gelten die dquivalenten Bedingungen 1). bis 3). aus Pro-
postion 2.8, so nennen wir f glatt nahe p.

Definition 2.10. Seien Si,S2 C R3 reguliire Flichen. Sei p € S; und
f 51 — Sy eine Abbildung. We nennen f glatt nahe p, falls es eine lokale
Parametrisierung (U, F1, V1) von S7 um p gibt und eine lokale Parametrisierung
(Ua, F5, V) von Sy um f(p) derart, dass

F2_1 ofoly: Fl_l(f_l(VQ) nv) =V,
nahe p glatt ist.

Bemerkung. Sind neben (U, Fy, V;) auch (U1, F;, V;) lokale Parametrisierung
von S;, so ist mit F2_1 o f o Fy auch

ﬁ{lofoﬁl:(ﬁ{loFg)o(F{lofoFl)o(Ffloﬁl)
glatt ist.

Definition 2.11. Seien S;, S C R3 reguliire Flichen. Eine Abbildung f :
S1 — 8o heift Diffeomorphismus, falls f bijektiv ist und sowohl f auch f~!
glatt sind. Existiert ein solcher Diffeomorphismus f : S7 — S2, dann heifen

die Flachen S und Ss diffeomorph.
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Beispiele a). Sei S; = {(z,y,2) € R3: ﬁ—z + ‘z—z + %; =1}, a,b,c > 0 ein
Ellipsoid. Sei Sy = S? die Sphire. Dann sind S; und S diffeomorph. Als
Diffeomorphismus nehmen wir z.B.

f:Sl — SQ

f(x,y,z) = (27%7 )

(SRR

b). Sei Si := {(z,y,¢(x,y)) : (x,y) € U} der Graph einer C*°-Funktion
¢ : U — R. Sei Sy = U x {0} C R? das Ebenenstiick U, aufgefasst als
Fliche in R?. Dann sind S; und S diffeomorph vermoge des Diffeomorphis-
mus:

f!Sl — 52 f(l',y,Z):(ZL',y,O)
f_l : 52 — Sl f(SU,y,O) = (-f,y,@(x,y))
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2.2. Die Tangentialebene.

Definition 2.12 (Tangentialebene). Sei S eine regulidre Fliche, sei p € S.
Dann heift

T, — { X € R3 | es gibt ein € > 0 und eine glatte parametrisierte Kurve }

¢:(—e,e) =» S mit ¢(0) =pund (0) =X

die Tangentialebene von S in p. Die Elemente der Tangentialebene heifien
Tangentialvektoren.

Proposition 2.13. Sei S eine requldre Fldiche, sei p € S. Sei ferner
(U, F,V) eine lokale Parametrisierung von S um p. Wir setzenug := F~1(p) €
U. Dann gilt
T,S = Bild(D,, F) = D,,F(R?).
Beweis.
a. "D" Sei X € Bild(Dy,F), d.h. es gibt ein Y € R? mit X = D, ,F(Y).
Setze c(t) := F(up+1tY). c(t) ist eine glatte Kurve auf (—¢, ¢) fiir ein kleines
e > 0. Es folgt
c(0) = F(uo) = p
und p
4(0) = %F(ug + 1Y )i=o = Dy F(Y) = X.

Somit gilt X € T,,S.
b. "C" Sei X € T,S, d.h. es gebe eine glatte Kurve ¢ : (—¢,e) = S

mit ¢(0) = p und ¢/(0) = X. O.E.d.A. kénnen wir annehmedirn, dass ¢ ganz
in V verlduft. Gemaf Prop.2.6. ist

u:=Floc:(—e¢e)=>U

eine glatte (ebene) parametrisierte Kurve. Setze

Y :=/(0) € R
Dann gilt
d d
Dy F(Y) = %(F o U)=0 = 2 Cit=0 = X.
Somit gilt X € Bild(D,,,F). ]
Beispiele.

1. Sei S := pg + Ep eine affine Ebene und {z1,z2} eine Basis von Ej.
(U,F,V) V=RU=RYF:U — V,F(u1,u2) = po + u1z1 + ugx2 eine
globale Parametrisierung von S. Fiir p = F(ug) (ug = (u},ud) € U) gilt
aus Proposition 2.13,

T,S = D,,F(R?)
{ttey + 2xy ¢ (11,1%) € RY)
= FEg.
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2. Sei S der Graph einer C*°- Funktion f: U — R d.h. S = {(z,y, f(z,v)) :
(z,y) € Uy (U,FV) V =R® F(z,y) = (2,9, f(z,y)) eine globale
Parametrisierung. Sei p = F(ug) = (ud, ud, f(uj,u3)). Geméf Proposition
2.13,

T,S = D, F(R?)

0 0
= R(L 0, 8;01(1.0)) D R(L 0, 8252(1.0))

Korollar 2.14. Da D, F Rang 2 hat, bildet T,S C R3 cinen zweidimen-
stonalen Untervektorraum.

Proposition 2.15. Sei V C R? offen, sei f : V — R eine glatte Funktion,
sei S = f~1(0) C R3. Es gelte gradf(p) # 0 fiir alle p € S. Dann steht fiir
p € S der Gradient von f senkrecht auf die Tangentialebene

T,S = gradf(p)*.

Beweis. Sei X € T,S, d.h. es gebe eine glatte Kurve ¢ : (—¢,e) — S mit
¢(0) = pund ¢(0) = X. Da ¢ in S verlauft, gilt (f o ¢)(t) = 0 fiir alle
t € (—e,¢). Beim Ableiten haben wir:

d

0=~ (foc)=o=(VI(p),c(0) = (V(p), X).

Also XLV f(p). Wir haben somit gezeigt, dass T,S C Vf(p)L. Da beide
Untervektorrdume 7,,S und V f(p)+ des R? Dimension 2 haben folgt:

T, = Vf(p)'.

Beispiel. Die Sphire wird beschrieben durch $? = f~1(0) wobei f(z,y,z) =
22+ 9%+ 22 — 1. Man kann berechnen: Vf(z,y, z) = 2(z,y, z). Die Tangen-
tialebene T),5% = {v € R? : {(x,y, 2),v) = 0}

Definition 2.16 (Differential). Seien Si,S2 C R? regulare Flichen, sei f :
S1 — 59 eine glatte Abbildung, und sei p € S1. Das Differential von f in p
ist die Abbildung

df : Tp51 — Tf(p)Sz,

die gegeben ist durch folgende Vorschrift: Zu X € 7,51 wihle eine glatte
parametrisierte Kurve ¢ : (—¢,¢) — S7 mit ¢(0) = p und ¢(0) = X und setze

d
W (X) = 5| (fo) € TypSa
t=0
Proposition 2.17. Durch Definition 2.16 ist das Differential d,, f wohldefiniert,
d.h., d,f(X) hdngt nur von X ab, nicht aber von der speziallen Wahl der

Kurve c. Ferner ist das Differential d, f linear.
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Beweis. Sei (U, F1, V1) (bzw. Us, Fs, Va) eine lokale Parametrisierung von
S; um p (bzw. von S um f(p)). Nach eventueller Verkleinerung von Uj
und V; kénnen wir annehmen, dass f(S N V) C Va. Setze

f=FlofoF Ui = U,
und ug = F7Y(p) € Uy. Zur Kurve ¢ : (—e,e) — S1 mit ¢(0) = p und
d(0) = X setzen wir

w:=Floc:(—¢¢e) — Uj.
Wie im Beweis von Proposition 2.2 haben wir D, Fi(u(0)) = X. Es folgt

dpf(X) = %(foc)h:o jt(fOFl ou)li=0 = Z(onfou)h 0
= Dyy(Fro f)(u'(0)) = Duy(Fz 0 f) o (Dyg 1)~ H(X).

Bemerkung. Der Beweis hat gezeigt, dass das differntial d,f bzgl. der
loklaen Parametrisierungen (U, Fy, Vi) und (Us, Fy, V) durch die jocobi-

Matrix Dy, f beschreiben wird. Genauer gesagt, es kommutiert folgendes
Diagramm:

dpf
TpS1 —> T () Se
DuOFng gTDf*(uO)&
R? R?
Proposition 2.18 (Kettenregel). Seien S, S’, S” requlire Flichen und f :

S—5, g:58 — S" Abbildungen. Seip € S. Ist f differenzierbar in p und
g differenzierbar in f(p), so ist go f differenzierbar in p und es gilt

dp(go f) =dspgodpf.

Beweis. Sei (U, F,V) bzw. (U, F', V"), (U", F", V") eine lokale Parametrisierung
von S um p bzw. von S’ um f(p), von S” um go f(x), so dass f o F(U) C
"NV und F'(U") C (8" nV"). Dann gilt:

(F'Ylo(gof)oF=(F"Y ogo(F)o(F)Y tofoF

o oo
Wie im Beweis von Prop. 2.17 haben wir:
dy(gof) = DF"oD((F")'o(gof)oF)o(DF)™!
= DF'oD(F")logoF o(F)™! ofoF) o(DF)™!

DF"o D((F") "0 go F') o D((F') L o f o F) o (DF)~

Dy f

Ny,
K

_ DF" o D((F"Y Y ogo F') o (DF') o (DF')o D(F') o foF)o

o (DF)™!

df(p)g dp f
= df(p)g odyf
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2.3. Die erste Fundamentalform (Metrik).

Definition 2.19 (die erste Fundamentalform). Sei S eine reguldre Fldche
und p € S. Sei T),S die Tangentialebene von S in p. Die erste Fundamental-
form (oder Metrik) von S in p ist definiert durch

Ip(Xa Y) = gp(Xa Y) = <Xa Y>’

wobei (-,-) das kanonische Skalarprodukt in R? bezeichnet.

Bemerkung. Nach Definition ist g, die Einschréinkung des kanonischen Skalarpro-
dukts auf T),; insbesonders g, ist positiv-definite symmetrische Bilinearform
auf 7,,S.

Definition 2.20 (die Matrxdarstellung von der ersten Fundamentalform).
Sei S C R3 eine regulire Fliche und (U, F, V) eine lokale Parametrisierung
von S. Sind e; und e die Standardbasisvektoren von R?, so bilden D, F(e;) =
%(u) und D, F(es) = %(u), u = F~1(p), eine Basis von T,5. Beziiglich
dieser Basis ist die Matrxdarstellung von g, dann gegeben durch
9ij(u) = gp(DuF(e:), DuF(e;))
oF oF

fur alle 1 <14,5 < 2.

Beispiel. Sei S C R? eine Ebene, die von den Vektoren X und Y aufges-
pannt wird durch den Punkt pg.

F(u',v?®) = po+u' X +u*Y

Die erste Fundamentalform bzgl. dieser Parametrisierung

gulut?) = (S5t ?), 98 ) = (X, X)
golu ) = (08 (@), T8 () = (X,Y)
gn(u ) = (05l e?), I8t ) = (Y, X)
gnlu ) = (55t ?), () = (v,Y)

Ist S z.B. die z-y-Ebene und sind (u',u?) kartesische Koordinaten, d.h.
po =0, X =e1 und Y = ey, so wird die erste Fundamentalform durch die

Matrix
(9ij(w)ij = <(1) ?)

beschrieben. Man kann durch die z-y-Ebene durch Polarkoordinaten parametrisieren.

F: (0,00) x (0,21) = R3

F(r,p) = (rcose,rsing,0).
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Die erste Fundamentalform berechnet sich nun zu:

i OF oF osP)  [eose
gu(re) = (5-(re), 5-(re)) = (| sing |, | sing |) =1
0 0
i OF oF cos ¢ —rsine
g2(r,0) = (5-(1,9), 5 (r¢)) = (| sing |, | rcosp |)=0
® 0 0

) OF OF —rsing cos ¢

dailrg) = (5o () 5o (ng) = ([ reose | [sine |) =0
v 0 0

i OF OF —rsin @ —rsin @

922(r7 SD) = <67(7ﬂ7 80)7 67(7“7 80)> =< rcose ) rcose > = TQ‘
% ® 0 0

Die erste Fundamentalform bzgl. Polarkoordinaten ist:
- 1 0
atrs = (5 2)-

Beispiel. (Zylinderfliche). Wir betrachten Zylinderflache
S ={(z,y,2) e R®: 22 +¢* =1}.
Wir parametrisieren sie durch
F: (0,2r) x R—R3
F(p,h) = (cosep,singp,h).

Fiir die erste Fundamentalform ergibt sich bzgl. der Koordinaten (u',u?) =
(0, h):

o) = (G (o) 5 (e ) = _c%nf | Zi%nf -
maleh) = (G (o), (o) = c%nf),(co%o)>o
g21(p,h) = <?;:(90,h),gi(so,h)>:< § , _C(S)(%nw(p Y =0
g2(p,h) = <?}j(¢,h),g(ap,h)>:< § , § ) =1

Also die Matrix ist

(0 3)
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wie die von der Ebene.

Beispiel. Wir berechnen die erste Fundamentalform der Sphére

x
52{(3;) eR?: 2?2+ 2 +22 =1}
2

in Polarkoordinaten (u',u?) = (6, ¢) ergibt das insgesamt:

F: (—g,g) x (0,27) — R?
cos 6 cos

F0,p) = | cosfsing

sin 0

1 0
(9i(0,9))i; = <0 N 9>
Lemma 2.21. Sei S eine regulire Fliche und p € S. Seien (U F,V)
und (U, F, V) lokale Parametrisierungen um p, und gi;(u)i; bzw. (§ij(Q));
die lokale Darstellung von der ersten Fundamentalform bzgl. (U, F,V) bzw.
(U, F,V) wie in Definition 2.20. Setze

p:=FloF:F Y FU)NFU)) = F Y (FU)NFU))
wie wn Korollar 2.7. Dann gilt

k l
gi(0) = 3 920 Gup(w) (1= p(u).
k,l

In Matrizschreibweis lautet diese Gleichung

(95 (w))ij = (Dup)" - (Gra(p(w))rs - Dutp.
Beweis. Nach der Kettenregel haben wir:

gil) = I, o) (F=Foy)
A(F o ) O(F o'gp)

- 1w, S W)

k n l
= Xk <¢<u>>g;ji<u>,; o (o) 2 )

Kettenregel k
B ook 0y oF OF
= S (et )
Ik 9y
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2.4. Normalenfelder und Orientierbarkeit.

Definition 2.22 (Normalenfeld). Sei S eine regulére Fliache. Ein Normalen-
feld auf S ist eine Abbildung

N:S—>R?

so dass N(p) L T,S fiir p € S. Ein Normalenfeld auf S heifst Einheitsnor-
malenfeld, falls zusitzlich

IN()I =1
gilt fiir alle p € S.

Bemerkung. e Mit N auch —N ein (Einheits-)Normalenvektor ist.
e Stetige Einheitsnormalenfeld kann, muss es aber auf einer regulére Fliche
nicht geben.

Beispiel. Sei S = {(7,9,0) : x,y € R} die z-y-Ebene in R3. Dann ist
N(z,y,0) = (0,0,1) ein konstantes Einheitsnormalenfeld.

Beispiel. Sei S = S?. Dann erhalten wir ein Einheitsnormalenfeld durch
N =1d,dh. N(z,y,z) = (z,y, 2).

Beispiel. Sei S = S! x R die Zylinderfliche. Dann ist durch N(z,y,2) =
(z,y,0) ein Einheitsnormalenfeld definiert.

Beispiel. (Mobiusband). Das Mébiusband.

Definition 2.23 (orientierbare Fliche). Eine regulire Fliche S C R3 heifit
orientierbar, falls es ein glattes Einheisnormalenvektorfeld auf S gibt.

Bemerkung. Regulire Fliachen S im Kleinen sind stets orientierbar.

Sei (U, F,V) eine lokale Parametrisierung von S. Sei p € S und u =
F~l(p).
OF () = Dy F(e1) und % = D, F(es) sind 2 Tangentialvektoren. Definiere

oul
oF . oF
0 0
voy = BB
Haul X 8u2H

Definition 2.24 (Orientierung). Eine Orientierung auf einer orientierbaren
reguldren Fliche besteht aus der Wahl eines stetigen Einheitsnormalenfeld
auf der Fliche.

FEine orientierbare Fliche zusammen mit einer orientierung nennt man
orientierte Fldche.

Satz 2.25. Eine regulire Fliche S C R? ist genau dann orentierbar, wenn
eine eine Familie (U;, F;,V;)ier von lokalen Parametrisierung von S so ex-
istiert, dass
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e Uicr(SNV;) =S (die Vi S’s diberdecken S) und die V; N'S’s sind
zusammenhdngend,
o fiir alle i,j € I mit SNV;NV; # 0 und fiir alle w € F(SNV;NV;) gilt

det(Dy(F; ' o Fy)) > 0.
Beweis. Fiir die lokale Parametrisierung (U, Fj, V;) sei {DF_fl(p)F(el), DF_—l(p)F(€2>}
die Basis von T),S fiir p € V; N S. Sei
N — DFfl(p)F<€1) X DF;1(p)F(62)
HDFi—l(p)F(e]_) X DFi—l(p)F(GQ)H
Behautung: Fiir p € SNV; NV, mit u = F; *(p)
Ni(p) = Nj(p) ¢ det(Dy(F; ' o F})) > 0.

43

= 7 Angenommen S ist orientierbar. Sei N : S — R? ein stetiges
(glattes) Einheitsnormalenfeld auf S. Sei p € S und (U, F, V) eine lokale
Parametrisierung von S um p mit U zusammenhéngend (bis auf Einschréinkung
von U ist dies immer mgl). Aus Bemerkung vor der Definition 2.24 gilt dann:
entweder:

det(%(u),%(u),N(F(u))) > 0 YueU oder
det(%(u),%(u),N(F(u))) < 0 YueU

Im ersten Fall lassen wir (U, F, V) unverdndert. Im zweiten Fall ersetzen
wir (U, F,V) durch (U,F,V) wobei U := {(u',u?) € R? : (u?,u') € U},
F(u',u?) = F(u?,u') und V := V. Es ist klar, dass (U, F, V) eine lokale
Parametrisierung von S um p mit F( U) = F(U) und

oF oF . OF OF
det(w(u),w(u),N(F(u))) = det(@(u27ul)vﬁ(u27ul),N(F(U2,ul)))
_ 8i 2 .1 ai 2 1 2 1
= det(aul( LU, 502 (u”yu’), N(F(u®,u")))
> 0
“ <7 Klar. m
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2.5. Die zweite Fundamentalform. Sei S C R? eine orientierbare reg-
ulére Flache mit glattem Einheitsnormalenfeld N. Aufgefasst als Abbildung
zwischen Flichen, ndmlich N : S — S?, heift N auch Gaufi-Abbildung.

Definition 2.26 (Die Weingarten-Abbildung). Sei S C R eine orientierte
Fldache und p € S. Die Weingarten-Abbildung von S in p wird definiert durch
W, :T,5 — T,8
Wy(X) = —-d,N(X).

Bemerkung. Das Differential ist d,N : T,S — TN(p)SQ. Nun ist TN(p)82 =
N(p)t =1,9.

Beispiel. Sei S = {(z,v,0) : z,y € R} die z-y-Ebene, N(z,y,z) = (0,0,1)
konstant. Also

W,=0 Vpelbs.
Beispiel. Sei S = S2. Sei N das dukere Einheitsnormalenfeld, N(p) = p.
Dann ist
W, = —Id: T,S* — T,S%

Beispiel. Sei S = S! x R der Zylinder. N(z,y,z) = (x,9,0). In einem
Punkt p = (z,y, 2) € S wird die Tangentialebene T},S aufgespannt durch die
Basisvektoren (—y,z,0) und (0,0,1). Wahlen

(t) = (z,y,z+t) und
(t) = (cos(t+ tg),sin(t + tg), 2),

wobei (costp,sinty) = (z,y). Damit ergibt sich:

a1
€2

d
W,(0,0,1) = —d,N(0,0,1) = —%N(cl(t))]tzg
d
= L@y 0lmo =0,
d
Wp(—y,x,O) = —de(—y,x,O) = _7N(62(t))‘t:0

dt
d .
= —ﬁ(cos(t + o), sin(t + o), 0) |¢=0
= (sintg, —costp,0) = —(—y,z,0)
In der Basis (—y,,0) und (0,0, 1) hat W), also als Matrixdarstellung

(0 o)

Proposition 2.27. Sei S C R? eine orientierte Fliche mit der Weingarten-
Abbildung W, : T,S — T,S, p € S. Dann ist W), selbstadjungiert bzgl. der
ersten Fundamentalform, d.h.,

Ip(Xv Wp(Y)) = Ip(Wp<X)v Y)

fiir alle X,Y € T,S.
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Beweis. Sei N das Einheitsnormalenfeld von § und W, = —d,N. Wihle
eine lokale Parametrisierung (U, F, V) um p und setze u := F~1(p). Seien
X; := D,F(e;) = gf;- (u) fur ¢ = 1,2. Da N iiberall senkrecht auf S steht,
gilt:

oF
<8 Z(u+te]) N(F(u+te;))) =0
Beim Ableiten dieser Gleichung erhalten wir:
d OF
0 = dt<8 Z(u+te]) N(F(u+tej)))|i=o
d OF
= (o teg), N(F(u o+ ) imo
oF d
HE (o teg), TN (Fu -+ 1) g
82

\? <8uj8ui (u), N(p)) + (Xi, —W,(X;))

Es folgt also:

0’F
Ip(Xi, Wp(X;)) = (X, Wp(Xj)) = <W(U)aN(p)>~

Nach dem Satz von Schwarz haben wir:
Ip(Xi’ Wp(Xj)) = Ip(Xja Wp(Xi))-

Da {Xi, X2} eine Basis von T),S und (X,Y) — L,(W,(X),Y) bilinear ist,
gilt die Behauptung. [ |

Definition 2.28 (Die zweite Fundamentalform). Die zur Weingarten-Abbildung
gehorige Bilinearform heift zweite Fundamentalform (der Flache S in p):

IL(X,Y) = L,(W,(X),Y), X,Y€eT,S.

Definition 2.29 (Die Matrixdarstellung der zweiten Fundamentalform). Sei
(U, F, V) eine lokale Parametrisierung von S (orientierter regulérer Fléiche).
Dann wird fiir jedes u € U die 2 x 2 matrix (h;j(u);;) definiert durch

h”(u) = IIp(DuF(ei)7DuF(€j))
= L, (Wp(DyF(e)), DuF(ej))

2
= (o (), N (D))

Beispiel. Sei S der Graph einer glatten Funktion f: U — R. Auf S kann
das folgende glatte Einheitsnormalenfeld definiert werden:

or, oF — 25 (u)
N(p) = (u)x%} 2w _ 1 ),
HW wxge@l e %
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wobei p = F(u) € S und F(u) = (u',u?, f(u',u?)). Wir haben
0’F 0*f

und somit

9 2
hij(w) = <8Si§;j (u), N(p)) = /1 + vaHQ(afiéfuj (u)>ij.

46



2.6. Die Kriimmung. Nach Proposition 2.27 ist die Weingarten-Abbildung
Wy : T,S — T),S stets selfstadjungiert. Aus linear Algebra kénnen wir eine
Orthonormalbasis X1, X2 von 7,5 finden, so dass

Wp(XZ) = K; Xz = 1,2.
X; sind die Eigenvektoren von W), und x; die Eigenwerte von W,,.

Definition 2.30 (Hauptkriimmungen und Hauptkriimmungsrichtungen).
Die Eigenwerte k1 und ko heifsen Haupthkrimmungen von S im Punkt p.
Die zugehorige Eigenvektoren +X; und £X5 heiffen Hauptkrimmungsrich-
tungen.

Definition 2.31 (Normalkriimmung). Die Normalkrimmung in Richtung
X ist definiert durch

Knor = 11(X, X).
Lemma 2.32. Sei S C R? eine orientierte Fliche und p € S. Sei X €
T,S mit g,(X,X) = | X||*> = 1 und setze E := p + Span{X, N(p)} C R3.
Die Ebene Span{X, N(p)} trage die Orientierung der Basis {X, N(p)}. Sei,
fiir ein hinreichende kleines ¢ > 0, ¢ : (—e,e) — E NS nach Bogenlinge
parametrisierte Kurve mit ¢(0) = p und ¢/(0) = X. Dann gilt

I1,(X, X) = k(0),
wobei k die Krimmung von ¢ (als ebene Kurve) ist.

Beweis. Bemerke zuerst, dass eine solche nach Bogenléinge parametrisierte
Kurve c existiert. Es gilt:

(X, X) = (Wp(X),X) = —(d,N(X), X)

d d
= —<@Noc|t:07—X> = _<$Noc‘t:076/(0)>
d
- T at (N oc,d) =0+ (N oc(0),c"(0)),
=0

= K(0)(N 0¢(0),n(0))
wobei n : (—¢,€) — Span{X, N(p)} das Normalenfeld zu ¢ ist. Aber ¢/(0) =
X und {X, N(p)} ist p.o.n.B. von Span{X, N}. Also n(0) = N(p) und somit
Ip(X, X) = E(0)(N 0 ¢(0), N(p)) = £(0).

|
Beispiel. Sei S = {(x,y,0) : z,y € R} die z-y-Ebene. N(x,y,z) = (0,0,1)
und W, = 0,Vp € S. Also k1 = k2 = 0 und jede Richtung ist Hauptkriim-
mungsrichtung.

Beispiel. Sei S = S? die Sphire. Dann ist fiir das innere Einheitsnormalen-
feld die Weingarten-Abbildung W = id. Somit sind k; = ko = 1 und jede
Richtung ist Hauptkriimmungsrichtung.
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Beispiel. Sei S = S! xR der Zylinder. p = (z,y, z). Wie wir geschen haben,
hat die Weingarten-Abbildung W), bzgl. des inneren Einheitsnormalenfelds
und der Basis X; = (—y,z,0) und X2 = (0,0,1) die Matrixdarstellung

10
0 0/)°
Das heisst gerade, dass X; und Xy Hauptkriimmungsrichtungen zu den

Hauptkriimmungen k1 und k2 sind.

Beispiel. Sei S der Graph einer glatten Funktion f : U — R. Auf S kann
das folgende glatte Einheitsnormalenfeld definiert werden:

_of
R (OLS O NN ()
p)= 125 (u) x 25 (u)]| 5 —guz(u) |
Ou! o’ 1+ [V /]l 1

wobei p = F(u) € S und F(u) = (u',u?, f(u',u?)). Wir haben
0*F 0% f

und somit

9 2
hij(u) = <82i£j(u),zv(p)>: 1+||Vf||2<azguj(”))ij'

n.Def.

Definition 2.33 (Kriimmungslinie). Sei S eine regulédre Fliche, seic: 1 — S
eine nach Bogenlidnge parameterisierte Kurve. Falls ¢/(¢) fiir alle ¢ € i eine
Hauptkriimmungsrichtung ist, so heikt ¢ Krimmungslinie.

Beispiel. Auf den Zylinder S = S' x R sind die Kriimmungslinien horizon-
tale Kreislinien oder vertikale Geraden (oder Stiicke davon).

Definition 2.34 (die Gauk-Kriimmung und die mittlere Kriimmung ). Sei
S eine orientierte reguldre Fliche, sei p € S ein Punkt. Seien k1 und ko die
Hauptkriimmumgen von S in p. Dann ist

K(p) := k1 - kg = det(W))
die Gaufl-Krimmung von S in p. Ferner heifst

H(p) := %(m + Kg) = %Spur(Wp)

mittlere Krimmung von S in p.

Definition 2.35. Sei S eine orientierte regulére Fliche, sei p € S ein Punkt.
Mann nennt p

1) elliptisch, falls K(p) > 0.

ii) hyperbolisch, falls K(p) < 0,

iii) parabolisch, falls K(p) =0, aber W}, # 0,
Flachpunkt, falls W, =0, d.h. k1 = k2 = 0.

v
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Bemerkung zur Orientierung. Kehrt man auf einer orientierbare reguldren
Flache die Orientierung um, d.h. ersetzt man N durch —N, so geht W), in
—W,, iiber. Daher werden 1 und k2 durch —x1 und —ks ersetzt. Die Eigen-
vektoren von W), und damit die Hauptkriimmungsrichtungen bleiben diesel-
ben. H(p) geht auch in —H (p) tber, aber K (p) bleibt unverandert. Somit
die Figenvektoren, die Hauptkriimmungsrichtungen und Gaufs-Kriimmung
auch fiir nichtorientierbare Fliachen definiert, die Hauptkriimmungen und
die mittlere Kriimmung dagegen nur bis auf das Vorzeichen.
Das mattlere Kriimmungsfeld definiert durch

H:=H-N
bleibt auch unverdndert.

Beispiel. Die Ebene hat W, = 0 fiir alle p. Daher sind alle Punkte Flach-
punkte. Esist K = H = 0.

Beispiel. Fiir die Sphire S = S? mit der durch das innere Einheitsnormalen-
feld gegebenen Orientierung gilt W, =4d Vp € S, also K = H = 1. Somit
sind alle Punkte elliptisch. Das mittlere Kriimmungsfeld ist H(p) = —p.

Beispiel. Fiir den Zylinder S = S' x R haben wir x; = 0 und sy = 1. Also
gilt K =0 (wie fiir die Ebene!) und H = 3. Alle Punkte sind parabolisch.

Beispiel. Das hyperbolische Paraboloid (oder die Sattelfliche)
S={(z,y,2) eR*: z=9" —a?}

ist der Graph der Funktion

¢o:R? - R
o(xz,y) = y*—2° und somit
1 2z

= N(p) = -2y

(7) V1 +4z2 + 492 1

oF oF
X, = —=(1,0,-2 Xo=—=1(0,1,2
1 8X1 ( s Yy .Z') 2 8X2 ( s Ly y)

1 -2 0
hij(u) - 2 2 ( 0 2)
1+ 4=+ 4y
1+422 —dxy
gij(u) = < —Adzy 1+ 4y2) .

Also K = —4und H = 0.
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Zur Erinnerung:

hm(u) = Ip(Wp(DuF(ei))vDuF(ej))
2

= > W} w)I(DyF(ex), DuF (e;))

k=1

= Z W () gra(u

wobei (WF) = (hij)(gki) !
det(hi;)ij
det(gij)ij

H = %tr ((hij)ij(gz’j)if) :

K =

Satz 2.36 (Geometrische Interpretation der Kriimmungen). Sei S C R? eine
requldre Fliche, seip € S, und sei X1, Xo eine Orthonormalbasis von T),S.
Sei N glattes Einheitsnormalenfeld auf S, definiert in einer Umgebung des
Punktes p, so dass (X1, Xo, N(p)) eine positiv orientierte Orthonormalbasis
von R bilden. Dann gilt es eine lokale Parametrisierung (U, F,V) von S
um p, so dass
(1) (0,0) € U und F(0,0) =p

(7/7/) gl](o 0) = 62]7 Za] = 1727

(i) 9”(0,0)—0 i,j,k=1,2,

(iv) F(w) —p = ' X1 + 0*Xz + § 2, g0, 0)u'ud - N(p) + O([lul*).
Beweis.
a. Sei xg € U der Punkt fiir den Fi(xg) = p. Setze Vo :=Vy, Uy := Uy — 9

und Fo : Uy — Vo NS  Fy(x) = Fi(x + x0). Nun bekommen wir eine neue
Parametrisierung (Us, F», V2) mit F5(0,0) = p

b. Seien Y1,Y, € R? so, dass D(goFa(Y;) = X; j = 1,2. Wihlen wir
eine lineare Transformation A, so dass A(ej) = Y; j = 1,2. Setze V3 :=
Vo, Us := A1 (U3) und F3 := F, 0o A. Dann ist (Us, F3,V3) eine lokale
Parametrisierung von S um p mit F3(0) = p und

OF3

S —:(0,0) = Do Fs(ei) = Do) (F20 A)(e;)

= (D)F2 0 A)(ei) = Do) F2(Yi) = X;.

Und somit gilt:

OF;
ou?

0F;

955" (0,0) = (5.2(0,0), 52(0,0) = (Xi, X;) = 6.

c. Wir betrachten die Taylor-Entwicklung von F3 um (0,0) und bezeichnen
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die Koordinaten mit (v!,v?).

OF: OF
1 2 3,001 3
F3(v',v") —p = ﬁ(o)?f +W

£33 S (0 + Ol

(0)v?

1 & .. R
= o' X;+ 02Xy + = Z vl ( (0,0), Xi) Xg

2 < OvtOvI
1,,k=1

2 a2
3 30 oI (0,0, NEIN ) + Olol?)

d. Wir betrachten nun die Abbildung

U:U; — R?

1,1 i,j/ O0*F
\I/<’U1702) = (U +22vv](8vi83j(0)7X1>>

. V)
v? + % Zv’v’(a‘z,-ggj (0), Xs).

Es gilt offensichtlich

v(0,0) = (0,0)

1 0
und D(O,O)\Ij = (O 1) .

Nach dem Umkehrsatz gibt es Umgebungen U, C Us und U C R? von
(0,0), so dass ¥ : U, — U ein Diffeomorphismus ist. Durch Verkleinern
V4§ C V3 und Einschrinken F§ = Fi|y, erhalten wir eine weitere lokale

Parametrisierung (U}, F}, V4) von S um p. Nun setzen wir F := F} o ¥~}
und V := V4. Die Parametrisierung (U, F, V') besitzt alle Eigenschaften i) -

iv).
Zu i): F(0) = Ey(¥(0)) = F}(0,0) = Ey(0) = p.

Zu iv): Mit der Abkiirzung




erhalten wir

F(ul,UZ)—p = F(\I](Ulv 2))_]7
1

2
— k 1 i,7 82F3
B Z{v +2.ZIM (Guigr O X X

2 2
by D0 v (T 0), NN G) + Ool)

= Zuka+ ZMJM) N(p) + O(|Jv|1®).

i,j=1

Dabei bezeichnen wir h§f3)(0) = <a?,2i§3j (0), N(p)). Wegen

10

gilt auch
10,00 = 0
kz_:ook|6k’2 kz_:ookQ\CkIQ [C]) 00T = <é (1))7
und somit
o=+ O(|ul).
Also folgt

P!, w?) —p = Zukxk+ 3 (uiuﬂ'+o<||u||3>>h§f3)<o>N<p>+o<uu\3>

zyl

= Zu’“XH Zuuﬂh& N@) +O(ul?). ()

i,j=1
Ableiten von () erhalten wir
O’F
— (0
(0, N ()

h{)(0) = = (W (O)N (p), N(p)) = b1 (0).  (+)

Einsetzen von (#x) in (x) liefert iv).

Zu ii) und iii): Wegen iv) gilt
OF =Ny )
o) = X+ 3 why ON () + O(ul),

J=1
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Damit erhalten wir

2
gij(w) = (Xi+ Y u*h(0)N(p) + O(||ul?),
k=1

2
X;+ ) d'hu(0)N(p) + O(lul®))
=1

2

= (X, X;) + Y uFhi(0) (Xi, N(p))

k=1 ~

2
+> uhj(0) (Xi, N (p)) +O(||ull*)
=1 ~;
= 0+ O(||ul®)
und ii) und iii). [ ]
Korollar 2.37. Jede requlire Fliche kann lokal als Graph iiber ihre Tangen-
tialebene dargestellt werden.

Beweis. Zur Vereinfachung der Notation drehen und verschieben wir die
Fliche im R? so, dass p = 0 und die Tangentialebene T,S gerade von den
ersten beiden Einheitsvektoren e; und eg aufgespannt wird. Nach Satz 2.36
haben wir eine lokale Parametrisierung (U, F, V') von S um p mit

Plul,u?) = (ul,uQ,;mZ:l Wby (0,0)) + O([[ul®)-
Sei m: R3 — 7,5 = R? x {0} = R? die Orthogonalprojektion. Wegen
roFu'v?) = (u',u?) +O(||ul?)
gilt

10
D(070) (7T ¢} F) = <0 1> .

Nach dem Umkehrsatz existiert eine glatte Abbildung ¢ : U C 7,5 — R?
mit 70 F o = id. Dann gilt F(p(vl,0%)) = (v1,0%, (F 0 9)3(0,02)), d.h.
S ist nahe p genau der Graph der 3. Komponentenfunktion von Fop. &

Wenn wir Terme dritter Ordnung vernachlassigen, konnen wir die regulére

Fléche S in der Néhe eines Punktes p € S tiber der Tangentialebene 7,5 als
Graph der Funktion

2
]. i y
(ut, u?) — 3 Z u'u’ hij(0,0)
ij=1

angendhert darstellen.
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1. Fall: Sei K(p) > 0. Dann ist (hs;(0));; positiv oder negativ definit.

2. Fall: Sei K(p) < 0. Dann ist (h;(0));; indefinit. Somit wird S nahe p
durch eine Sattelfliche approximiert.

3. Fall: p ist parabolisch. Nahe p sieht S wie die Zylinderfliche tiber einer
Parabel aus.

4. Fall: p ist Flachpunkt k1(0) = k2(0) = 0. Dann ist (h;;)(0,0) = 0 fiir alle
1,7 = 1,2, und somit sieht S wie eine Ebene aus.

Satz 2.38. Sei S C R? eine kompakte nicht leere regulire Fliche. Dann

besitzt S einen Punkt p mit
K(p) > 0.

gzwg Zé R3 eine kompakte nicht leere reguliire Fliche ist, ist S insbesondere
beschrinkt und somit existiert ein R > 0, so dass
S c B(0,R) := {zx € R : ||z|| < R}.
a. Wéhlen Ry so, dass
Ry :=inf{R:S C B(0,R)}

und setzen S?(Rg) = 0B(0,Rg). Es gilt S C B(0,Ry). Wir behaupten:
SNS?(Ry) # (), denn: Angenommen, es wire falsch. Dann existiert € > 0,
so dass der Abstand

0 < e < dist(S,S*(Ry)) = inf{||lz — y|| : € S,y € S*(Ro)}.

Dann wire aber S C B(0, Ry — ¢) im Widerspruch zur Minimalitiit von Ry.
Also existiert p € S NS%(Ry).

b. Wir behaupten, dass S und S?(Rp) in p dieselbe Tangentialebene haben,
dh. T,S = T,S*(Ry). Denn: VX € T, 3Jc: (—g,6) = S : ¢(0) =
p & (0)=X. Wegen S C B(0, Ryp) gilt
Ro = [e(0)* = max_||e(t)[|*.
te(—e,e)

Es folgt (||¢[?)(0) = 0, d.h. (<(0),¢(0)) = 0. Also (X,p) = 0. We-
gen T,S?(Ry) = pt, gilt X € T,S*(Ry). Somit T,S C T,S*(Ry). Wegen
dim 7,5 = dim T,,S?(Ry) gilt die Behauptung 7,5 = T,S*(Ry).

c. Sei X € T,S mit || X|| = 1. Wir behaupten, dass die Normalkriim-
mung I1(X, X) von X groker gleich R%) > 0 oder kleiner gleich _R%) ist, d.h.
[II(X,X)| > R%]' Denn: Sei E eine Ebene, aufgespannt von N(p) und X.
Betrachten die Schnitte £ mit S und S?(Rp). Dann sehen wir, dass £ NS
immer im Inneren der Kreislinie £ N S?(Rp) liegt und diese in p beriihrt.

Wir haben schon bewiesen, dass die Normalkriimmung |I1(X, X)| = |k(0)],
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wobei k£ die Kriilmmung von einer nach Bogenlénge parametrisierten Kurve
¢:(—e,e) = S mit ¢(0) = p und ¢/(0) = X. Nach Hausaufgabe haben wir
1

k(0)| > —.

KO)] =
d. Also die Weingarten- Abbildung, als eine Matrix: W — 1 ~Id > 0 oder
W+ R%Id <0,dh W- Id ist positiv definit oder W + 5 Id ist negativ
definit. Es folgt

K:detW2%>0.
Rg
]

Korollar 2.39. Sei S eine kompakte regulire Fliche, sei ¢ € R3, seip € S
ein Punkt mit mazimalem (oder minimalen) Abstand von q. Dann ist ¢ — p
senkrecht auf T,S, d.h.

q — pLT,S.

Beweis. Ubung. |

In Koordinaten lassen sich K und H wie folgt ausdriicken:
_ det(hij) _ h11h22 — h%Q
det(gij) 911922 — 93

1
1 — 2 .
Z hijg” = Ydet(g) s (h1g22 — 2h12g12 + haag11)

55



2.7. Fléheninhalten und Integration auf Flichen. Sei S eine regulére
Fléche und (U, F, V) eine lokale Parametrisierung von S. Zunéchst betracteh
wir nur Funktionen f : S — R, die auferhalb des Koordinatenbereiches
verschwinden, d.h., f|s_y = 0.

Definition 2.40 (Lebesque-Integrierbarkeit). Eine Funktion f : S — R mit
fs—v = 0 heikt (Lebesque-)integrierbar, falls die Funktion

U —- R
(u',u?) — f(F(u',u?)) - /det(gij(ul, u?)),

(Lebesque-)integrierbar ist. Dabei (g;;) ist die Matrixdarstellung von der
ersten Fundamentalform. Der Wert des Integrals ist

/SfdA = /Uf(F(ul,u2)) -y /det(gi;(ul, u2))du' du®.

Man nennt den formalen Ausdruck
dA = y/det(g;j(u!, u?))du' du?
das Flachenelement.

det(g;;) heifit auch Gramsche Determinante und gibt die infinitesimale
Flachenverzerrung von F an, was durch den Ausdruck

dA = \/det(gi;(u!, u?))du'du?

deutlich gemacht wird. Ferner gilt det(g;;) = ||§’TF1 X %HQ (Ubung)

Lemma 2.41. Sei S eine regulire Fliche, seien (U,F,V) und (U,F,V)
lokale Parametrisierungen von S. Sei f : S — R eine Funktion mit fs,(
0. Es ist

vav) =

(fOF)- det(gij):U%]R
integrierbar genau dann, wenn
(foﬁ)- det(f]ij)tﬁ—)R
integrierbar ist, und in diesem Falle gilt
/(foF) -y/det(gi;)du' du® = /~(fof) -/ det(gi;)dut di?.
U U
Beweis. Sei ¢ := F~! o F die Parametertransformation. Zur Erinnerung:
die Beziehung zwischen (g;;) und (g;;) ist
(9i5) = D¢™(gij o) Dy
= det(gi;) = det(gij o p)(det(Dyp))’

= \Jdet(g) = \/det(@; o @) [det(D)]

56



Sei (f o F)y /det(gij o @) integrierbar. Nach der Transformation ist auch

(f o F o)y /det(gi o p) |[det(Dy)| = (f o F)y/det(gij)

integrierbar und (mit @ = @(u))

/f )/ det(gij (al, a2))dat di?
/f (u', u?))y/det(gij(ul, u?))du' du?.

Beispiel. Ist S = R? x {0} Cc R? die z-y-Ebene, so wihlen wir kartesis-
che Koordinaten U = R?, V = R3, F(x,y) = (z,y,0). Dann ist (g;;) die
Einheitsmatrix (I2) und somit dA = dxzdy. Also

[ raa= [ Z / Z F (o, y)dady,

wi~e das urspriingliche Integral {iber R2. Mit den Polarkoordinaten » und %
(F(r,p) = (rcosp,rsinp,0)) haben wir

(955) = <(7; (1]>, dA = rdrde.

/SfdA = /Ooo/o%f(ﬁ’(r,go))dgordr.

Definition 2.42. Sei S eine regulére Fliche. FEine Funktion f : S — R
heifst integrierbar, fall sich f schreiben lisst als endliche Summe

(3) f=h+fo++

wobei die f; : S — R integrierbare Funktionen sind, die jeweils auferhalb
einer Koordinatenumgebung verschwinden. In diesem Fall setzen wir ferner

/SfdA::zZ;/SfidA.

Eine Moglichkeit, zu einer integrierbaren Funktion f eine Zerlegung der
Form (3) zu finden, in der jedes f; integrierbar ist und aufkerhalb einer Ko-
ordinatenumgebung verschwindet, geht wie folgt. Wihlen eine iiberdeckung
von S, d.h. endlich viele Koordinatenumgebungen (U;, F;, V;);er so, dass
S C Uk ", Vi. Zu einer Teilmenge A C R3 sei y4 : R® — R die charakteristis-
che Funktlon d.h.

Also

1 fallsze A
0 andernfalls
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Jetzt definieren wir

fl = XV1f
f2 = XVQ*Vlf
Tk = XkaUf;fVif

Dann gilt f = f1 + - fr und jedes f; verschwindet auferhalb von V.

U 1. Zeigen Sie, dass alle f; integrierbar sind im Sinne von Definition 2.39,
falls f integrierbar ist im Sinne von Definition 2.41. (Ubung)

U 2. Zeigen Sie, dass der Wert des Integrals fs fdA in Definition 2.41 un-
abhiingig von der Wahl der Zerlegung f = fi + - - - fj ist. (Ubung)

— Sind f,g : S — R integrierbare Funktionen und «, 5 € R so ist
af + Bg: S — R integrierbar und es gilt

/S(aerﬁg)dA:a/SfdAJrﬁ/SgdA

— Sind f,g : S — R integrierbare Funktionen und gilt f < g, so

folgt
/ fdA < / gdA
S S

Definition 2.43. Eine Teilmenge N C S einer reguldren Flache heift Null-
menge, falls fiir jede lokale Parametrisierung (U, F, V') von S die Menge

FY(vnN)

(Ubung)

eine Nullmenge in U C R? ist.

U 3: Sei S C R? eine regulire Fliche, seien (Ui, Fi, Vi)i=1, +0o lokale
Parametrisierungen, die S iiberdecken, d.h. S C U,V;. Zeigen
Sie, dass eine Teilmenge N C S bereits eine Nullmenge ist, falls
F7Y(N) C V; Nullmengen sind.

1

Bemerkung. Ist S C R? eine regulire Fliche. N C S eine Nullmenge,
und sind f,g : S — R? Funktionen, die auf S — N iibereinstimmen (d.h
fs—~N = gs—n), dann gilt: Ist f integrierbar, so auch g und es gilt:

/fdA:/gdA.
S S
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Definition 2.44. Sei S eine reguldre Fliche. Ist die konstant Funktion
f = 1 integrierbar, so nennen wir

AlS] = / dA
S
den Fldcheninhalt von S.

Beispiel 1. Auf der z-y-Ebene S = R? x {0} divergiert das Integral

/l-dA:/ / 1-dxdy
S —00 J —00

d.h. die Funktion f =1 ist nicht integrierbar.

Beispiel 2. Sei I C R ein offenes Intervall. ¢ : I — R? eine ebene
parametrisierte regulire Kurve. Sei h > 0. Der verallgemeinerter Zylin-
der iber c ist definiert durch

S ={c(t)+ses:tel,se(0,h)}.
Fiir den Zylinder haben wir eine globale Parametrisierung
U=1Ix(0,h) CR? V=R3 F(t s)=c(t) + ses.

Berechnen wir

OF , OF
op (1s) = (c(1),0) —-(t,s) =es
Also gilt:
giult,s) = (@),<@®) =@
gi2(t,s) = (d(t),e3)
g21(t,s) = (es, c(1))
g22(t,s) = (es,e3) =1

S dA = \giigm = gigsr = |¢ ()| dtds.

Fir den Fliacheninhalt erhalten wir

h
AlS] = /I /0 |¢'(1)|| dsdt = hL[e].

Beispiel 3. Der Flicheninhalt von der Sphire S = S?. Wir benutzen
Polarkoordinaten:

U = (0,27) x (—g,g)

V o= R®—{(z,y,2):2 >0,y =0}

F(p,0) = (cospcos®,sinycosO,sinO).
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Da N =S?N{(x,0,2) : > 0} eine Nullmenge in S?, kénnen wir sie fiir die
Berechnung des Flicheninhalts ignorieren. Es gilt

—singpcos® —cospsin©
Do) = cospcos®  —sinpsin ©
0 cos ©
=g = co5°O g=g12=0 gp=1

Also der Fliacheninhalt von der Sphére ist
AlS] = — N]
3

A[S
2w

= / / cos OdOdyp
0 —

_ 277/2 c0s OO

jus
2

INIE]

= A4r.
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2.8. Einige Klassen von Flichen.
1. Regelfiichen

Betrachten wir eine regulire parametrisierte Kurve ¢ : I — R?® (wobei
I C R offenes Intervall ist) und weitere glatte Abbildung v : I — R3\{0}.
Setze
(4) F:IxR — R?

F(t,s) = c(t)+sv(t).
Bemerkung. Das Bild von F' kann so beschrieben werden: in jedem Punkt
c(t) betrachte die Gerade (oder Strecke), die durch ¢(t) lduft und v(t) als
Richtungsvektor besitzt. Das Bild von F'ist dann die Vereinigung aller diesen
Geraden. Ist dies eine reguldre Fliche? Um das zu iiberpriifen, berechnen
wir das Differential von F.

Dy ) F = (c(t) + sv'(t), 0(t))

Falls wir voraussetzen, dass v(t) und ¢(¢) linear unabhingig sind, dann
hat fiir festes ¢ die Matrix D(;)F den maximalen Rang. Somit existiert
dann eine offene Umgebung von (¢,0) in I x R derart, dass (U, F,S) eine
Parametrisierung der reguliren Fliche S = F(U) ist.

Definition 2.45 (Regelfliiche). Eine regulire Fliche S C R3, die durch eine
Parametrisierung der Form (4) darstellbar ist, heilst Regelfidche.

Beispiel 1. (Verallgemeinerter Zylinder iiber eine Kurve)
Ist ¢ : I — R? eine ebene parametrisierte Kurve ohne Selbstdurchschnitte,
c(t) = (c1(t), ea(t),0) und v(t) = (0,0, 1), so heisst die zugehorige Regelfléche

F(t,s) = | ca(t)

verallgemeinerter Zylinder iiber c.

Beispiel 2. (Der verallgemeinerter Kegel) Sei ¢ : I — R? wie in dem obigen
Beispiel. Zu einen festen Punkt p € R3 —(R? x {0}) setzen wir v(t) = p—c(t).
Der verallgemeinerter Kegel iiber c ist die Regelfliche definiert durch:
F:Ix(-00,1) — R?
F(t,s) = (1—s)c(t)+ sp
= c(t) +s(p—c(t)).
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Beispiel 3. (Das Mobiusband)

F:Rx(-1,1) —» R?
t

t t
F(t,s) = (cost+ scostcos i,sint+ ssint cos i,ssin 5)

) t . ot
= Ccost,s1mmt, S(COST COS —,SINt COS —, S — ).
(cost t,0) + s(cost 5 t 5 2)

Beispiel 4. (Rotationshyperboloid oder einschaliges Hyperboloid)
S = {(z,y,2) eR’: 1422 =2 + 4%}
c(t) = (cost,sint,0)
v(t) = (t)+e3 = (—sint, cost,1).
Beispiel 5. (Das hyperbolische Paraboloid)

S = {(z,y,2) €R3: 2z =ay}
c(t) = (¢,0,0)

1
o) = ==(0.10).

Satz 2.46. Sei S C R? eine Regelfiiche. Dann gilt fir die Gaufkrimmung
K <0.

Beweis. Zur Erinnerung:
. det(hl-j)
~ det(gi;)
Betrachten wir eine Parametrisierung der Form (4) in 2.8.1

F(t,s) = c(t) + sv(t).

Hieraus folgt insbesondere

O*F
—=0.
0s?
Also gilt:
0*F
hoo = (—,N)=0
2= (57 N)=0,

wobei IV die Flichennormale ist. Es folgt somit:
det(hij) = hi1has — hiy <0
Andererseits haben wir det(g;;) > 0, weil (g;;) positiv definit ist. Damit gilt
K <0.
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2. Drehflichen

Definition 2.47 (die Drehfliche). Eine Drehflache ist eine Teilmenge S C
R? der Form S = F(I x R) mit

F(t, ¢) = (r(t) cos p,r(t) singp, 1),
wobei (r(t),t) eine in der x-z-Ebene liegende Kurve ist.

Die Gaufs-Kriimmung und bzw. mittlere Kriilmmung ist
' (t)

K= oa s re

bzw.
_ 1r(®)r"(t) —1— r'(t)Z.

2 e+ r(0)?)2
Beispiel 1. (Der Rotationshyperboloid)
S = {(z,y,2) €eR?: 14 22 = 2% +4°}

F(t,s) = (V1+41t%2coss,V1+t?sins,t)
2t

V1412
2
2

J1+2

r’(t)
() (L +1'(2))?

H

Also

K =—- < 0 (hyperbolisch).

Beispiel 2. (Das Rotationsparaboloid)

S = {(z,y,2) €R3: 2z =2% +4°}.
F(t,p) = (Vicosp,Vising,t)
4
K = —
(1+4t)?
244
IR
Beispiel 3. (Der Drehtorus)
S = F(R?
F0,s) = ((2+coss)cosb,(2+ coss)sinb,sins).

Durch die Transformation ¢ = sin s, ist der Drehtorus eine Drehfléche.

F(0,t) = (r(t)cosb,r(t)sinf,t) 6 ¢€ (0,7)
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wobel
rt) = 24+ V1—-1+¢?
—t -1
=7r'(t) = & r'(t) = -
0 = sk )=
Vv1—t¢2 _ coss
24+vV1—#2 2+coss

3. Rohrenfliche

Sei ¢ : I — R3 eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve mit nicht
verschwindender Kriitmmung, x(t) # 0 fiir alle ¢t € I. Dann sind die Windung
7 und das Frenet-Dreibein (¢, n,b) definiert. Sei r > 0. Eine Réhrenfliche
mit Dicke 2r ist eine Teilmenge S C R3 der Form S = F(I x R) mit

F(t,p) =c(t)+7-(cosp-n(t) +sinp-b(t)).

Die Gauf-Kriimmung und bzw. mittlere Kriimmung ist

1 K(t)cosp

K=~ [0
r 1 —rcospk(t)
bzw.
_ 1 1-—2rcospk(t)
©2r 1—rcospr(t)
(Ubung)

Beispiel (Der Drehtorus) Die Rohrenfliche um die Kreilinie
c(t) = (cost,sint,0)*
mit Dicke 2r < 2 ist einer Drehtorus.
c(t)+ 7 (cosg-n(t) +sing-b(t)) =
(147 cos)cost, (1 +rcosyp)sint, rsinp)t.
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2.9. Minimalflichen.

Satz 2.48 (Variation des Flicheninhaltes). Sei S eine requlire Fliche mit
endlichem Flicheninhaolt. Sei H das mittlere Krimmungsfeld. Sei ® : S —
R3 ein glattes Normalenfeld auf S mit kompakten Triger. Dann ist fiir |t|
hinreichend klein die Menge Sy := {p + t®(p) : p € S} eine regulire Fliche
mit endlichem Flacheninhalt und es gilt:

d

& AlSijemo = 2 /S (®, H)dA.

Beweis. Zunichst betrachten wir den Fall, dass der Triager von ® ganz in
einem Koordinatenbereich enthalten ist. D.h. fiir eine lokale Parametrisierung
(U, F,V) gilt supp (®) C (SNV). Fiir S; ist die entsprechende Parametrisierung
gegeben durch (U, F;, V'), wobei

F:U — R
Fi(ut,u?) = F(u',u?) +t®(F(u',u?)),

fiir |¢| klein eine lokale Parametrisierung ist, denn die Injektivitét von Fy ist
eine offene Bedingung. Jetzt berechnen wir

OF, OF  O(foF) O(NoF)

oul  Oul ol oud
wobei ® = fN und N das durch die Parametrisierung gegebene Einheit-
snormalenfeld auf S NV ist. Wir haben die erste Fundamentalform von

S

(NoF)+(foF)

. OF, OF,
9k = <W’%>
A(foF) OF OF (N o F)
N <W,NOF> +t(fo F) <W’73uﬂ' )
-0 ——hy;
a(g;kF) (No R, Iy Lipomy BN F) OF 52
—————

= gk +1

t - _—
+ ouJ ouk  ’ oul

= grj — 2t(f o F)hgj + O(t?)

I
]~

(0 —2t(f o F)Y  hig® +O(?))gs;
i Zl: j

w
Il
—

—ap?
_wk

(6% — 2t(f o F)wi + O(t*)) gz,

I
[M]

I
Il
—

Benutzen wir die folgende Taylor-Entwicklung der Determinante:

det(Id + X) = 1+ Spur(X) + O(| X[|*) (%)
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und erhalten wir:
det(g};j) = det(gy;) det(Id — 2t(f o F)(wf) + O(t?))
= det(gi;j) (1 + Spur(=2¢(f o F)(wf) + O(t*)))
= det(gg;)(1 — 4t(f o F)H + O(t?)).

Nach v1+ 2 =1+ £ + O(z?) haben wir

det(g};j) = y/det(gr;)\V/1 — 4t(f o F)H + O(12)

= y/det(gr;)(1 — 2tfH + O(t?)).

Integration iiber S liefert nun

AlS)] = /Sl—QtfH+O(t2)dA

- A[S]2t/<<I>,H>dA+O(t2).
S

Damit ist der Satz bewiesen fiir den Fall, dass der Tréger von ® ganz in
einem Koordinatenbereich enthalten ist.

Fiir den allgemeineren Fall, haben wir endlich viele Koordinatensysteme
(Uy, F1, V1) ... (U, Fy, Vi), die den Tréger von @ iiberdecken. D.h. Supp(®) C
U§:1 V;. Wir wihlen eine untergeordnete Teilung der Eins, d.h. glatte Funk-

tion g; : R* — R mit 0 < p; < 1, Supp(g;) C V; und Z;?:l 0j = 1 auf einer
Umgebung von Supp(®). Nun setzen wir ®; := p;®. Dann gilt Z?Zl o, =9
und Supp(®;) C V;. Betrachten wir

!
Sttr,tr) =0+ th‘l’j(p) :p €S}
j=1

Nach dem oben bereits Bewiesenen wissen wir

0
aTjA[S(tl,...,tk)]\(tl,...,tk):(o,...,O) = —2/q<<bj,%>dA-

Nach der Kettenregel folgt daraus

k
d 0
G AlSt=0 = ; aTjA[S(tl,...,tk)]\(tl,...,tk):(o,...,())

k
- 2;/5@]-,%6&/1
_ 2/S<<I>,’H>dA.
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Korollar 2.49. Sei S C R? eine requlire Fliche mit kompaktem Abschluss
S. Wir nehmen an, dass S minimalen Flicheninhalt hat unter allen reg-
uldren Flichen S mit demselben Rand 0S = 0S. Dann gilt fiir das mittlere
Krimmungsfeld von S

# = (0,0,0).

Beweis. Angenommen #H(p) # (0,0,0) fiir einen Punkt p € S. In einer
Umgebung von p betrachten wir das glatte Einheitsnormalenfeld N, fiir das
(H(p), N(p)) > 0 ist. Es ist klar, dass gilt (H, N) > 0 auf einer kleinen
Umgebung V von p in S. Wihle eine glatte Funktion f : .S — R so, dass
Supp(f) CV, f >0 und f(p) > 0 und setze

__ [f(g)N(g) fallsge SNV
(9) = { (0,0,0) fallsgeS—V.

® ist ein glattes Normalenfeld auf S mit kompaktem Trager und

/S<H,<I>> > 0.

Andererseits nach Satz 2.48 gilt

d
EA[Stht:o =0.

Und das ist ein Widerspruch [ |

Definition 2.50 (Minimalfliche). Eine reguliire Fliche S C R3 heift Mini-
malfliche, falls die mittlere Kriimmung

H=0.

Bemerkung. Minimalflichen miissen nicht unbedingt Flichenminimierend
sein!

Bemerkung. Ist die Flache S orientierbar, so gibt es ein glattes Einheitsnor-
malenfeld N auf S und ‘H = HN, wobei H die mittlere Kriimmung ist. Die
Minimalflichenbedingung lautet dann H = 0.

Proposition 2.51. Sei S der Graph der Funktion ¢ : U — R, U C R2%-
offen. S ist genau dann eine Minimalfliche, wenn ¢ folgende partielle Dif-
ferentialgleichung erfillt:
9p .9, 0%p 0 dp ¢ 9,5, ¢
1+ (=))=—% —2=—— — ) )= =0.
( +(8y))8332 0$8y8m8y+( Jr(&n))@y?

Beweis. Ubung! ]

Lemma 2.52 (Ableitung der Determinante). Seit — g(t) eine differenzier-
bare Kurve von invertierbaren reellen n X n- Matrizen. Dann gilt:

d d
—1 = -1
o ndet(g) = Spur(g dtg)
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Beweis. Zunéchst weisen wir die Gleichung in ¢ = ¢¢ nach, falls g(tg) = Id.
Dann lautet die Behauptung einfach

%det(g(to)) - Spur(%t()))

Wegen
det Z Slgn 910(1 gna(n))

wobei die Summe iiber alle Permutatlonen o:{l,..,n} — {1,..,n} zu
bilden ist, haben wir

d . dgcr dgno‘n
Zdet(glte)) = Y sign(o)( =2 (t0) -+ Guou) () + -+ + G101 (t0) -+ 2 (ko)
dt ~ dt dt
d d’I’LTL
= SRH00)gan(t0) + -+ gua(to) -+ S (t0)

= Spur(‘ro(to))

Fiir den allgemeineren Fall, setzen wir h(t) := (g(to))"'g(t). Fiir h(t) gilt

det((g(10)) ") 5 det(glto)) = - det(h(to))
dh
= spur(P10))

= Spur((g(to)) ' —g(to))

at?
[ ]

Beispiel 1 Das einfachste und uninteressante Beispiel ist sicherlich eine
affine Ebene S C R3. Fiir diese gilt

K=H=0
Beispiel 2 Die Enneper-Fldche kann durch eine einzige Parametrisierung
beschrieben werden:
F:R* - R?
1)3 2\3
u U
( 3) + ul(u2)2’u2 o ( 3) + u2(u1)2, (u1)2 _ (u2)2)'
Beispiel 3 Die Kettenflache (oder das Katenoid):

F(u',u?) = (u! —

F(u',u?) = (coshu! cosu?, coshu' sinu?, u').
Beispiel 4 Die Wendelfliche (oder das Helikoid):

F(u',u?) = (u'sinu?, —u' cosu?, u?).

Satz 2.53. Fiir jede requlare Fldche gilt

K < H?.
68



Beweis.
A(H? — K) = (k1 + k2)* — dkrko = (k1 — k2)* > 0

Korollar 2.54. Sei S C R3 eine Minimalfliche. Dann gilt
K <0
Somit gibt es keine kompakte Minimalfiichen.

Beweis.
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Definition 2.55 (Konforme Parametrisierung). Sei S eine reguldre Flache,
und sei (U, F,V) eine lokale Parametrisierung von S. Wir nennen F(U)
paramerisierte Fldche, oder Fldchenstiick. In der Reste des Abschnitts be-
trachten wir den Flichenstiicke. F heifst konform oder winkeltreu, wenn die
erste Fundamentalform (g;;) bzgl. der lokalen Parametrisung ein skalares
Vielfaches der Einheitsmatrix ist, also wenn die Gleichung

(@) =30 g 1)

gilt mit einer gewissen Funktion A : U — R, A > 0. Eine konforme
Parametrisierung heift auch isotherm, die zugehdrigen Parameter heifen
isotherme Parameter. X heift konform Faktor von konformer Parametrisierung

(U,F,V).

Proposition 2.56. Fir eine konforme Parametrisierung (U, F, V') mit dem
konformen Faktor A gilt

AF =2\H =2)\H - N.
wobei
_0 9 9 9
~ Oul ul T Ou? Ou?
der Laplace-Operator ist. Insbesondere definiert eine konforme Parametrisierung

F genau dann eine Minimalfliche, wenn die drei Komponentenfunktionen
f1, f2, f3 von F harmonisch sind,

Beweis. Leiten wir die Gleichungen

OF OF oF OF oF OF

<waw>: ’ <W7w>: ) <waw>: )
ab und erhalten wir

0 OF OF 0 OF OF oOF 0 OF

uiou gut! = Guiaar 02! = ot Bz 9wz
Es folgt
oOF 0 OF 0 OF OF

Ap Sy 2o 9 of OF
< ’8u1> <6u1 8u1+8u28u2’8u1

) =0.

Analog, erhalten wir

oF
AF,—)=0.
(AF, 5 5)
D.h., AF steht senkrecht auf der Tangentialebene, ist also propotional zur
Einheitsnormalen N. Nun ist aber 2H = A2(gooh11 + g11ho2) = A (hiy +
ha2), folglich
0 OF 0 OF

70



Wir verwenden die folgende grundlegende Tatsache aus der Funktionen-
theorie: Eine komplexe Funktion
P(ur + tuz) = z(u1, uz) + iy(u1, uz)
mit reellen Gréfen uq, ug, x,y ist komplex analytisch oder holomorph genau
dann, wenn die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen gelten:
Or _ 0y Oz _ Oy
aul N aUQ7 BUQ N 8U1 '

Fur ein Parametrisierung (U, F,V) mit Komponenten F' = (fi, f2, f3)
definieren wir eine Abbildung ¢ : U — C? durch

) oF  OF
d(ug +iug) = 78’&1 — 278’112’
bzw.
. of;  .0f; .
¢j(u1+2u2):87u]1_187u‘;’ furj:1,2,3

Proposition 2.57. FEs gilt:

(a) F ist konform genau dann, wenn

() ¢F + ¢5 + ¢3 = 0.

(b) Falls F' eine konforme Parametrisierung ist, so ist F(U) eine Mini-
malfldche genau dann, wenn ¢1, ¢2, ¢3 holomorph sind.
(c) Falls umgekehrt ¢1, ¢2, 3 holomorph sind mit

o7 + 5 + 93 =0,

dann ist das durch die obigen Gleichungen definierte F' reguldr genau
dann, wenn

(6) |61 + [d2]* + [@3]* # 0.
Beweis. (a) Nach Definition gilt
oF OF o, 0F OF ,OF OF

¢%+¢%+¢§ = (w’ w>+l (w’ @>*2Z<w7 %> = g11—9g22—2ig12 = 0.

(b) Berechne die zweiten Ableitungen:

e = D mesy = Lamay
Wi~ D (imgy)

e 0 (regy) =~ tmay
denn ¢y holomorph sind. Daraus folgt es
2 2
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also AF = 0. Es folgt aus Proposition 2.56
H=0.

(c) Es ist leicht zu sehen, dass

L ) o OF OF OF OF
o= 30 (9 4 (G =

k=1 k=1

. . . OF _ OF _
mit Gleichheit genau dann, wenn 4. = 5, = 0.

Bemerkung. Der Beweis von (b) impliziert, dass F' harmonisch ist genau
dann, wenn ¢y, (k = 1,2,3) holomorphi sind.

Korollar 2.58. In einem einfach zusammenhéingendes Gebiet U C R? = C
seien drei holomorphe Funktionen ¢ : U — C (k = 1,2,3) gegeben mit
Bedingungen (5) und (6). Dann ist fir festes ug € U die durch

fu(z) = Re / OO, k=1,2,3

definierte Abbildung F : U — R3 ein reguldre Minimalfiiche (oder reguldres
Minimalflachenstiick).

Lemma 2.59 (isotherme Parameter). Wenn man von Krimmungslinienpa-
rametern (u',u?) einer Minimalfiiche mit K # 0 ausgeht (g12 = hi2 = 0),
dann kann man daraus durch einfache Integration eine konforme Parametrisierung

konstruieren, also isotherme Parameter.

Beweis:In Kriimmungslinienparametern gilt

ON OF
a0~ g
Das Ableiten von obigen Gleichung liefert
0?’N 0 oF 0 oF

Gulo ~ gt "2ga) =z Mgt
Setze k = K1 = —kg > 0 (da F Minimalflache ist). Es folgt

Ok OF O*F Ok OF

_— _— —_— = 0.
ou? dul N oulou? * oul Ou?
Das Skalarprodukt von der Gleichung mit % liefert
ok 0’F  OF ok
0= —gi1 + 26(c o, o)+ 0 = — (k- g11).
Fu2 I + H<8u18u2’ 8u1> + oul Ou? (k- gn)

Also ist k- g11 konstant in u?-Richtung, ist also eine Funktion nur von wu!.

Setze k- g11 = ®1(u') > 0. Analog ist k- goo eine Funktion nur von u?. Wir
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setzen k - gog = ®1(u?) > 0. Betrachte nun

vt ::/\/{)i(ui)dui, i=1,2

und die Transformation (u',u?) — (v!,v?), denn

(i“i) _ (Vo 0
ouwi’ L 0 P

hat den Maximalen Rang. Sei ¥ die Inverse der Transformation und setze
F = F o V¥ Der erste Fundamentalform bzgl. F' ist gegeben durch

(9ij) = (D‘If)*(gz'j)D‘P_1 §
- (0 ) () (0 )

_ 110
T g \0 1

Korollar 2.60 (Analytizitdt der Minimalfichen). Sei (U, F,V) ein Mini-
malfldchenstiick ohne Flachpunkte. Dann gibt es eine Parametrisierung de-
rart, dass die drei Komponentenfunktionen reell-analytisch, sind, also lokal
in thre Taylorreihe entwickelbar.

O

Lemma 2.61. Set U C C zusammenhdngend ist. Drei beliebig gegebenen
holomorphen Funktionen ¢p : U — C (k = 1,2,3) mit ¢3 + ¢35 + ¢3 = 0
(keines der ¢y identisch verschwindet) kann man eine holomorphe Funktion
f U — C und eine meromorphe Funktion h : U — C U {co} zuordnen
derart, dass fh? holomorph ist und

f

(7) o1 =5(1=h%, ¢2=i§<1+h2), ¢3 = fh.

Umgekehrt induziert jedes gegebene f und h mit den angegebenen Figen-
schaften ein entsprechendes ¢ mit qb% + (b% + qﬁ% =0.

Beweis:Setzen wir

_ , 3
f=¢1—i¢o, h—r_i@-

Dies ist wohldefiniert aufer in dem Fall ¢ = i¢o, woraus notwendig ¢3 = 0
folgt. Wir haben

fn?

2 2, 42
+ )
= ¢3. -4 .¢2 = —(¢1 +ig2),
¢1 — i ¢1 — i
also eine holomorphe Funktion. Die Gleichungen (7) verifiziert man leicht

anhand der Definition.
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Umgekehrt seien f und h gegeben, dann erfiillen die durch Gleichungen
(7) definierten ¢y (k = 1,2, 3) die Gleichung

3
> ¢=0.
k=1

Ferner sind ¢1, ¢2 holomorph, weil f und fh? holomorph sind. Folglich ist
#3 holomorph. Da ¢3 = fh meromorph ist, ist ¢3 holomorph. O

Satz 2.62 (Weierstrafs-Darstellung). Jede konform parametrisierte Mini-
malflache (U, F,V), die keine Ebene ist, lasst sich lokal darstellen durch
_ “J 2
fw) = Re [ L(-r2c
ug
fo(u) = Re/ zg

0

(14 h?)dc¢

fa(u) = Re /ufth

wobei f und h wie oben in Lemma 2.61 gewdhlt sind. Der Parameterbereich
muss dabei so gewidhlt werden, dass die auftretenden Integrale wegunabhdngig
sind (z.B. als eine kleine Kreis- scheibe oder ein einfach zusammenh
"angendes Gebiet).

Umgekehrt definiert jedes vorgegebene Paar (f(z),h(z)) mit holomorphem
f, meromorphem h und holomorphem fh? ein konform parametrisiertes Min-
imalflachenstiick F(U) . Dieses Flichenstick F ist jedenfalls dann reguldr,
wenn f héchstens an den Polar von h verschwindet und dort fh? # 0 gilt.

Beispiel 1. Die Weierstrafi-Darstellung der Enneper-Flache

13
F(ul,u2) — (ul o (US) + ul(u2)27 *U2 Sl u2(u1)2’ (u1)2 _ (u2)2).
ist durch f =2, h(z) = z gegeben mit ¢ = 1 — 22, ¢ = i(1 + 2?), ¢3 = 22.
Fiir die Wahl von f = 222, h = 27! ergibt sich ¢y = 22— 1, ¢ = i(2>+ 1),
¢3 = 2z und damit wieder (bis auf die Spiegelung f; — — f1) die Enneper-Fl
dche. Die Weierstrafi-Darstellung ist also im geometrischen Sinne keineswegs
eindeutig.

Beispiel 2. Das Katenoid F'(ui,u2) = (coshu; cosug, cosh uy sin ug, uy) ist
die von der Kettenlinie erzeugte Drehfliche. Hier gilt

o1(u1 + dug) = sinhwug cosug + icoshuy sinug = sinh(ug + iug)
¢2(u1 +iug) = sinhwugsinug — icoshuy cosug = —i cosh(uy + iug)
g253 (u1 + iUQ) =1
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Offenbar sind ¢y, (k = 1,2,3) holomorph mit ¢? + ¢2 + ¢2 = sinh? z +
i? cosh? z + 1 = 0. Nach 3.31 ist dann F eine konform parametrisierte Mini-
malfliche. Die Weierstral- Darstellung ist

f(z) =—€e"* h(z) = —€*.
Beispiel 3. Die Wendelfliche (oder das Helikoid) ist zugleich Regelfldche
und Minimalfliche:

F(ui,u2) = (0,0, —uy) + ua(—sinuy, cosui, 0) = (—ug sin uy, ug cosuy, —uy)
Wenn wir die Flache umparametrisieren als
F’(ul, ug) = (— sinh wu; sin ug, sinh uy cos ug, —usg),
dann wird die zugehorige ¢y,
¢1(z) =isinhz, ¢a(z) =coshz, ¢3(z) =1.

Dies sind nun -bis auf den Faktor i- genau dieselben Funktionen ¢ (k =
1,2,3) wie oben fiir Lias Katenoid. Wir sehen daran auch, dass das Katenoid
F und das Helikoid F' lokal isometrisch. (Die Definition wird spéter gegeben.)
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3. INNERE GEOMETRIE VON FLACHEN
3.1. Isometrien.

Definition 3.1 (lokale Isometrien). Seien S; und S regulare Flachen im
R3. Eine glatte Abbildung f : S; — Sy heifit lokale Isometrie, falls fiir jeden
Punkt p € 51 das Differential
dpf : TpS1 — Tf(p)SQ
eine lineare Isometrie bzgl. der ersten Fundamentalform, d.h.,
(dpf(X),dpf(Y)) = (X,Y)
fiir alle X, Y € T,,5:.
Beispiel 3.2. Sei 51 = {RQ} x {0} die z-y-Ebene, Sy = S' x R die Zylin-
derfliche. Die Abbildung
f:51 =5, f(z,y,0) = (cos(z),sin(z), y)
ist eine lokale Isometrie.
Beispiel 3.3. Sei 51 = {R?} x{0} die z-y-Ebene, Sy = {(£,7,¢) € R*&* + n* = %CQ, ¢>0}
die Kegelfliche. Die Abbildung

1
81— 8, flz,y,0) = ———= <x2 —y?, 2zy, V3 (2 +y2))
2¢/2? + y?
ist eine lokale Isometrie.
Beweis. Fiir ey, ep € T,51 und p = (o, yo,0)
(dpf(ei), dpf(e;)) = (e, e5)
wobei e] = %H (p +t(1,0,0)) = (1,0,0), es = (0,1,0).
We berenchen
d 1
dpf(er) = —
pf( 1) dt‘tzo (2 (960 +t)2 _|_yg
Zo

= (B 0 2000 VB (] + 47)) +
2(z2 + y3)2

((1‘0 +1)% — 3, 2(zo0 + t)yo, V3 (o +1)* + y%)))
1

— (2:60, 290, 2\/§xo>
2 (23 +13)>

1
= m (x% + 3z0y3, 25, V370 (2 + y%))
o + Yo

d 1
d -4 <27 £)?2,2 £), V3 (22 + t2>
pf(e2) dt |0 (2 o A (o +1)%, 20 (yo +1), V3 (a5 + (yo +1)°)
1
= —% (953 — Y3, 270Y0, V3 (963 + y%)) +— (—29072900, 2\/§yo)
2 (25 +43) 2 2 (23 +y5)*
1

- = (_a9p2,_,3 3 2 2
- Q(x(2)+y8) ( 31:02/ y072$0>\/§y0 (:EO_‘_Z/O))
Also (d,f(e1),dpf(e1)) = (dpf(e2),dpf(e2)) =1 und (d,f(e1),dpf(e2)) = 0.
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Bemerkung. Die Linge von Kurven, die auf der Fliche verlaufen, und der
Winkel zwischen zwei Tangentialvektoren hangen nur von der ersten Funda-
mentalform ab. Falls es also eine lokale Isometrie f gibt, verdndert sich die
Lange und der Winkel nicht durch die Abbildung f.

Definition 3.4 (Grofen der inneren Geometrie). Die geometrische Grofen,
die sich unter lokalen Isometrien nicht veréindern, heien Grifien der inneren
Geometrie.

Frage: Tst die Gaul-Kriimmung oder die mittlere Kriimmung eine Grofe
der inneren Geometrie, d.h. fiir jede lokale Isometrie f : S; — Sy gilt

Kg, =Kg,of oder Hg = Hg,o f?

Beispiel 3.5. Die mittlere Kriimmung ist keine Gréfse der inneren Geome-
trie, denn fiir die Ebene inst Hg = 0, wihrend fiir die Zylinderfliche Hy = %
gilt. Da Ebene und Zylinder lokal isometrisch sind, miisste Hz = Hgp o f
gelten, falls die mittlere Kriimmung eine Grofe der inneren Geometrie wire.
Die Hauptkriimmungen sind auch keine Grofen der inneren Geometrie.
Aber die Gaufs-Kriimmung ist dagegen eine Grofe der inneren Geometrie
(das Theorema Egregium von GauR).

Bemerkung. Da das Differential einer lokalen Isometrie insbesondere stets
maximalen Rang hat, ist nach dem Umkehrsatz eine solche lokale Isome-
trie stets ein lokaler Diffeomorphismus. Im allgemeinen ist sie jedoch kein
globaler Diffeomorphismus, d.h. nicht bijektiv.

Proposition 3.6. Sei f: 51 — Sy eine lokale Isometrie. Sei (U, F, V) eine
lokale Parametrisierung von S1. Ohne Finschrinkung der Allgemeinheit sei
VNS C Sy so klein, dass fyns, : VNS1 — f(VNS1) ein Diffeomorphismus
ist. Damit ist f o F' eine lokale Parametrisierung von Se. Dann iibereinstim-

men die Koeffizientenfunktionen der Matrizdarstllungen g;; : U — R von 51
bzgl. F' und g;j : U — R bezg. folF.

Beweis: Setze F := foF. Die Koeffizientenfunktionen der Matrixdarstellung
gij : v — R sind definiert durch

() = { Gz, o))

Und gij ist
i oF , . OF OF OF
i) = <am (), auj<“>> ~{or(5) o (7))
oF OF
=\ou w ) =990
denn f ist eine lokale Isometrie. O
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Definition 3.7 (Isometrien). Eine lokale Isometrie f :S; — Sa, die zusét-

zlich bijektiv ist, heift Isometrie. Existiert es eine solche Isometrie f : S —

S9, so heiffen die Flachen S7 und Sy isometrisch. Die Flachen S7 und Ss

heifsen lokal isometrisch, falls es zu jedem Punkt p € S eine offene Umge-

bung U; C S1 von p gibt, eine offene Teilmenge Uy C So und eine Isometrie

f Uy — Uy und umgekehrt, zu jedem Punkt ¢ € S; eine offene Umge-

bung U} C Sy von ¢, eine offene Teilmenge U; C S; und eine Isometrie

Uy = U

Bemerkungen.

o Ist f:S; — Sy eine Isometrie, so ist auch f~!: Sy — Sy eine Isometrie. (U)

e Der Zylinder und die Ebene sind lokal isometrisch. Aber sie sind nicht iso-
metrisch, da sie nicht einmal diffeomorph sind.

e Die Beziehungen “isometrisch” und “lokal isometrisch” bilden offensichtlich

Aquivalenzrelationen auf der Menge der reguliren Flichen.
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3.2. Vektorfelder und kovariante Ableitung.

Definition 3.8 (das Vektorfeld). Sei S C R? eine regulire Fliche. Ein
Vektorfeld auf S ist eine Abbildung v : S — R3, so dass v(p) € TS fiir alle
peSs.

Ein Vektorfeld ordent also jedem Punlt auf der Fliche einen Vektor zu,
der in diesem Punkt tangential an die Flache ist.

Beispiel 3.9 (Gradientenfeld). Sei f : S — R eine glatte Funktion. Da
die erste Fundamentalform nicht ausgeartet ist, existiert, bei festgehaltenem
Punkt p, genau ein Vektor v(p) € T,,S mit der Eigenschaft

dpf(X) = I(v(p), X)

fiir alle X € T7,S. Dadurch wird das Gradientenvektorfeld v := grad f
definiert.

Definition 3.10. Ein Vektorfeld v auf S ist stetig, bzw. glatt, fall v : S —
R? stetig bzw. glatt ist.

Sei (U, F,V) eine lokale Parametrisierung der reguléren Flache S. Fiir
jeden Punkt p € V NS bilden die Vektoren % (F‘l(p)) und % (F_l(p))
eine Basis von T,,S. Ein Vektorfeld v auf S ist fiir alle p € VNS in der Form

Z &p (w F~Y(p))

darstellbar. Da glatt sind, ist v auf V' N S stetig bzw. glatt genau dann,
wenn die Koefﬁmentenfunktlonen

£:VNS—-R

stetig bzw. glatt sind. Diese ist diquivalent zu der Aussage, dass £ o F stetig
bzw. glatt ist.

Beispiel 3.11. Das Gradientenvektorfeld grad f einer glatten Funktion f :
S — R ist glatt. Sei dazu (U, F,V) eine lokale Parametrisierung. Dann
ist f:= foF : U — R ebenfalls eine glatte Funktion. Wir miissen die
Funktionen &/ in der lokalen Darstellung

arad | = Ze o ()
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bestimmen. Wir berechnen

% (F~'(p)) = dpf <gfk (F‘l(p))>

el 1 <grad f(p), gj; (F_I(P)))

2 8 a
=1 | YW (o), o (F7 )
j=1
2
=Y &g (F~'(p))
j=1
Daraus folgt
2 of
_ k
ijF_ggj ouk

Damit sind die Funktionen &/ glatt, d.h. grad f ist ein glattes Vektorfeld.

Insbesondere, ist das Gradientenvektorfeld grad f

arad 1) = 35 E ) 2 ) 2 (0 )

7=1 k=1
in der lokalen Darstellung bzgl. (U, F,V).
Definition 3.12 (Richtungsableitung). Sei S eine regulire Fliche, p € S ein

Punkt, X, € T),S ein Tangentialvektor und f : S — R eine glatte Funktion.
Dann heifst

Ox,f = dpf(X,) = I(gradf, X,) € R

Richtungsableitung von f nach X,,. Ist X ein Vektorfeld auf S, so heifst auch
die Funktion

8xf S — R, axf(p) = ax(p)f
Richtungsableitung von f nach dem Vektorfeld X.

Seien (U, F,V) und (U, F,V) lokale Parametrisierungen der reguléren
Fliache. Ein Vektorfeld X auf S firpe VNV NS hat mit VNV NS #0
zwel Formen

2 2
® X =Y (G =Zé'

Setze @ := ¢(u) = F~' o F. Nach der Kettenregel folgt
2

OF () = )aqsf 2. OF @ O
out 3u7 ou? st owi N out’
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Wir erhalten also

Es folgt

(9) &(p) = Z €p)5.7 (F(P)-

Bemerkung 3.13. Weiter folgt es: 1. Seien (U, F,V) und (U, F, V) lokale

Parametrisierungen der reguldren Fliche S mit VNV NS # () uf SNV
(bzw. SN V) gibt es ein Vektorfeld

2 ~
. - OF /-~
J -1 — J -1
§ e Do (Fm), baw. X > 855 (Fw).
Falls (9) gllt dann existiert genau ein Vektorfeld Y auf SN (V' U V) mit
Y=Xauf SNUundY = X auf SNU.

2. Sei S eine regulire Fliche mit einer Uberdeckung UVjer = S von lokaler
Parametrisierungen (Uy, Fy, Vy ) (el ) Auf SNV, gibt es ein Vektorfeld

Zf” W F(p)).

Fiir alle SNV, NUg # 0 gilt

(10) Zﬁa )22 (1)

mit 4 = ¢ p(u) = Fﬁ_ o F,(u) und uw = F~1(p). Dann existiert genau ein
Vektorfeld Y auf S mit Y = X, auf SNU, fir alle o € I.

Seien X und Y Vektorfeldern auf S. Man kann zeigen, dass es genau ein
Vektorfeld Z auf S gibt, das fiir alle glatten Funktionen f: S — R

Ox(Ovf) —0y(0xf) =0zf

erfiillt.
Falls X und Y bzgl einer lokalen Parametrisierung (U, F, V') durch

2
X = Z@ N
=1
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gegeben sind, Z dann

2
- 877]' 853 6F
Z=2 (GG M) 50

ij=1
erfiillt. Mit Bemerkung 3.13 kann man zeigen, dass Z auf ganz S definiert.
Definition 3.14 (Lie-Klammer). Das Vektorfeld
Z=X,)Y]=XY-YX
heiflt Lie-Klammer von X und Y.
Das Vektorfeld [X,Y] ist also durch die Bedingung

fir alle f charakterisiert.
Bemerkung. Wenn X und Y Koordinatenfelder sind, d.h. X = gf;- und
Y = %(F’l(p)), verschwindet die Lie-Klammer

oF oF|

out’ ou |

(Der Satz von Schwarz).
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Definition 3.15 (das Vektorfeld lings Kurven). Sei S C R3? eine regulire
Fléche, sei ¢ : I — S eine parametrisierte Kurve. Ein Vektorfeld an S ldngs
c ist eine glatte Abbildung v : I — R3, so dass v(t) € TS ist fiir alle t € 1.

Beispiel 3.16. Das Geschwindigkeitsfeld v(t) = /() ist ein solches Vektor-
feld langs c.

Beispiel 3.17. Sei S eine Regelflache gegeben durch die Parametrisierung
F(t,s) = c(t) + sv(t) wie oben. Dann ist v ein Vektorfeld an S lings der
Kurve c.

Definition 3.18 (die kovariante Ableitung). Sei S C R3 eine regulire
Fliche, sei ¢ : I — S eine parametrisierte Kurve, und sei v : I — R3
ein differenzierbares Vektorfeld an S ldngs c¢. Fiir jeden Punkt p € S sei
I, : R® — T,S die Orthogonalprojektion, d.h., ist N(p) einer der beiden
Einheitsnormalenvektoren an S im Punkt p, so ist

I,(X) = X — (X, N(p))N(p)
Dann heifit v
av(t) = Iy (V'(1)),

t € I, die kovariante Ableitung von v.

Bemerkung. Yv(t) ist auch ein Vektorfeld an S lings c.

Beispiel 3.19. Sei S = R? x {0} die z-y-Ebene und ¢ eine parametrisierte
ebene Kurve, ¢(t) = (c1(t), c2(t),0). Ein Vektorfeld v an S lings ¢ ist dann
von der Form v(t) = (vi(t),v2(t),0). Damit ergibt sich

Beispiel 3.20. Sei S = S? die Sphiire. Berechne die kovariante Ableitung
des Geschwindigkeitsfeldes der Kurve
c:R— S, c(t) = (cos(t),sin(t),0).
Die gewohnliche Ableitung von ¢ ist ¢/(t) = (—sin(¢), cos(t),0) und ¢’ (t) =
(—cos(t), —sin(t),0) = —c(t). Wir wahlen ein Einheitsnormalenvektorfeld
N (c(t)) = (cos(t),sin(t),0)
V) = )~ (N (el6) N (elt)
= (—cos(t), —sin(t),0) — 1 (cos(t),sin(t),0) = 0.
(Die Kurve ¢ durchliuft gerade den Aquator von S? und ist Geoditisch).
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Lemma 3.21. Sei S eine requldre Fliche, ¢ : I — S eine parametrisierte
Kurve, sei f: I — R eine differenzierbare Funktion, und set ¢ : J — I eine
Umparametrisierung. Seien ferner v und w Vektorfelder an S lings c. Dann
sind auch v + w und fv Vektorfelder an S lings c und es gilt:

a) Additivitit: (U +w)(t) = th (t) + Yw(t),

b) Produktregel I: (fv)( ) = F(t)(t) + f() yo(t),

¢) Produktregel H. L I(v,w)(t ) I(Zo(t), w(t)) + I(v(t), Tw(t)),

d) Umparametrisierung:

Y o)1) = (v)o(t) - #(1) = ¢ (D g) o (1),

Mit Hilfe lokaler Parametrisierungen berechnen kann man die kovariante
Ableitung berechnen.

Sei (U, F, V) einer Parametrisierung der reguliren Flidche S. Die Vektoren

_E_(y) € R3 sind darstellbar durch die Basis 8F “1(u) OF (y) und N(F(u)):

Outous ’ Qul2
2
(1) O () = Ty () oo () + T >§FQ< ) + hig (W) N (F(u),

wobei (h;;) die Koeffizientenmatrix von der zweiten Fundamentalform ist.

Definition 3.22 (Christoffel-Symbole). Die Koeffizientenfunktionen
I} U =R,
1 <i,5,k <2, heilsen Christoffel-Symbole.

Bemerkung. Die Christoffel-Symbole sind symmetrisch in den unteren In-
dizes, d-h. T = T, da 5%05 = 5040,

Nun berechnen wir die lokalen Formel fiir die kovariant Ableitung. Sei
(U, F,V) einer Parametrisierung von S. Sei ¢ : I — S eine parametrisierte
Kurve mit ¢(I) C V. Setze ¢ := F~loc: I €U. Seiv: I — S ein glattes
Vektorfeld an S langs c. Wir driicken v in der durch die Parametrisierung

gegebnen Basis aus

1) = € (1) o (2(1)) + €2(0) o 2(1)

und berechnen.

Yol) = Tg(!(1)
2 2 )
= (3 E0 2 @) + €0 f;; @)
i=1
2
= Y@ + Y rhemens 25 @)
1= 4,5,k
- ¥ > Tk (t))gﬂ(é(t))
k=1 ]
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Ausgedrikt in der Koeffizientenfunktionen &' und €2 entspricht die Kovari-
ante Ableitung der folgenden Abbildung

(5 ) (€ ThE)E ()
¢ &+ 3, T E)EDE () )
Lemma 3.23. Fir die Christoffel-Symbole gilt die Formel

2
1 O%im  0Gim  09i;
Tk — ngm( gim  99; 93>

zj_§

m=

oul out oum’’

Beweis: Wir berechnen

8gjm_ 0 <8F 8F>

ou? Out \ Oud’ Oum

O*F N oF 0’F
duioud’ (9um oul’ OutOu™
2
oF oF OF oF oF
9NN = Yook o 9T Nk 9
(da <5u“ > 0 < — ”8uk’8um>+<8u1’; ’mauk>

= (F%gkm + Ffmgkj) :
b=

—_

Analog haben wir

2
a .

ow’ —
und
2
99 _ N~ (p r
aum - Z < zgkj + m]gk‘l) .
k=1
Es folgt

2
agjm OGim 89ij B k
out + ouw  Oum 2 Z:Pij k-

Hier haben wir bendtigt, dass Ffj = F?Z Durch Multiplikation mit (g*™)

erhalten wir
2
1 dg; dg; 0gi;
Tk = = Jm UL ) .
i 2mzl< oul 0w oun ) Ik

O

Bemerkung. Die kovariante Ableitung ist eine Grofe der inneren Geometrie.

Definition 3.24. Sei S eine reguldre Fliche, v ein Vektorfeld auf S, w, €
T,S ein Tangentialvektor. Dann ist die kovariante Ableitung Vv € T),S
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von v in Richtung w, wie folgt definiert: Wihle eine Kurve ¢ : (—¢,¢) — S
mit ¢(0) = p und ¢/(0) = w, und setze

\Y
Vi,V 1= %(v o ¢)(0).

Lemma 3.25. Diese Definition hangt nicht davon ab, welche Kurve ¢ mit
c(0) = p und ¢(0) = w, man nimmt.

(Ubung)
(Hinweis. Sie zeigen, dass die kovariante Ableitung in Richtung w, =

2
> k1 nk%(u)

OF ok 2 . OF
(12) pr(; fkw) = ;(; @(u)nl + 3221 I}¢ <u)nJ)W
gilt fiir v = Y7 _; €% (u) 25 (u).)

Lemma 3.26. Sei S eine requlire Fliche, seien c1,co € R, v,v1, v, w1, ws
und w Vektorfelder auf S, und sei f : S — R eine glatte Funktion. Dann gilt

a) Linearitit im zu differenzierenden Vektorfeld:
Vw(c1v1 + cav2) = 1 Vyv1 + 2V, 0.
b) Produktregel I:
Vu(fv) =df (w)v+ fVyv.
¢) Produktregel II:
dl(vy,v2)(w) = I(Vyvi,v2) + I(v1, Vyo2).
d) Linearitit in dem Vektorfeld, nach dem differenziert wird:
V(1w +eawz)V = €1V, U+ €2V, v.
e) Funktionen-Linearitit in dem Vektorfeld, nach dem differenziert wird:
Viwv = fVyv.

Der Beweis von d) und f) folgert leicht aus (12).
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3.3. Kriimmungstensor und Theorema Egregium.

Definition 3.27 (die zweite kovariante Ableitung). Die zweite kovariante
Ableitung von Z nach v und w ist durch

V?,’wz = Vy(Vuz) = Vy,wz
definiert.

Lemma 3.28. Sei S eine reguldre Fliche und v,w und z Vektorfelder auf
S. Sei (U, F,V) eine lokale Parametrisierung von S. Dann ist V%vwz in der

Basis 8%—1; gegeben durch die Koeffizienten

5% zm vind j j i 02 j
ENT +era kvw + wlv ZFUa viw
4. 1,5,k 1,5,k
ory: o
—l—Z( 3 Zj Fﬂféj))vlezk

bk m=1,2

Korollar 3.29. Der Wert der zweiten kovarianten Ableitung Vawz héingt
im Punkte p € S nur von v(p), w(p) und den Ableitung von z in p bis zur
Ordnung 2 ab.

Damit konnen wir fiir ein Vektorfeld z auf S das zweite kovariante Differ-
ential von z definieren als

V%2:T,8 x T,8—T,S
(vpawp) = (vizi,wz)(p>v

wobei v und u beliebige Vektorfelder auf S mit v(p) = v, und w(p) = w,
sind.

Beweis vom Lemma 3.28. Setze ¢F = Elg L4 D Fk 2wl (k= 1,2).
Aus (12) gilt

Vuz = Z ¢k 8uk
k

in der lokalen Parametrisierung. Fiir V,(Vy2) ergibt sich (fiir « = 1,2)
a (0%
T+ ST, 0

am
m Y By

_ Z( 82 “ wlvm_‘_aﬁawl Um)
- ouloum oul du™

(13) ’ ,
0z' ow’
1] z j e j Foz i
+;16u Z'wlo™ +”8 wlv™ + z—amv)
Z—wf v7 4+ Z F zw”zﬂ)
3B 03,87
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Fiir V,w setzen wir ¢F = 37, 9@ ot v +Zw I‘k w'v’/ (k = 1,2) und erhalten
fir Vy,wz (a=1,2)

+ Zrﬁ Z’B'l/}’y
0z
(14) = 2 5um auz + 3 Rl
Im a,Bm
- Z —v I‘ Ay Z F%ngviwjzﬁ.
LBy 0.3:8,
Bei Subtraktion von (13) und (14) heben sich die Terme weg, welche die
Ableitungen von w enthalten. [

Definition 3.30 (riemannscher Kriimmungstensor). Sei S eine reguldre
Fliche, p € S ein Punkt, v,, w, € T,,S Tangentialvektoren, und z ein Veck-
tofeld auf S. Dann ist der riemannsche Krimmungstensor definiert durch

R(vy, wy)z := V2 - V2

’Upva U’P’vlﬂ
Lemma 3.31. Der riemmansche Kriimmungstensor hat beziifilich der lokalen

Parametrisierung die Form wennn

OF
R(Upva Z Rzgk UO)U wj ka l( )
1,7,k,l=1

wobeil

ort, o
Rijk: 8UJZ - auljk Z(sz Jjk Fl m)
m

Korollar 3.32. a) Der Tangentialvektor R(vy,, wp)z hdngt an der Stelle p €
S nur von z(p) ab, nicht aber von den Werten des Vektorfeld z auf S — {p}.
Daher ist die Abbildung

R, : T,S xT,S = T,S
Ry (vp, wp)zp := R(vp, wp)z,

wohldefiniert, wobei z ein beliebiges Vektorfeld auf S mit z(p) = 2, ist.
b) R ist linear in jedem Argument, insbesordere

R(vp, wp)(f2p) = [ - R(vp, wp)zp.
¢) R, ist schiefsymmetrisch in der ersten beiden Argumenten
Ry (vp, wp)zp = —R(wp, vp) 2p.

Satz 3.33 (Gauk-Gleichung). Sei S € R3 eine orientiert Fliche, p € S.
Dann gilt fir v,w,z € T,S

R(v,w)z = I1I(w, 2)W(v) — II(v, z) W (w).
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Beziiglich einer lokalen Parametrisierung driickt sich dies folgenermaflen aus:

| o

Beweis: Sei (U, F, V) eine lokale Parametrisierung von S. Erinnerung: (11)

8F
rk
Z gk T i (NoF).

oul 8uﬂ

Differenzieren wir die Gleichung nach v/

3 k. 2
iz = S\ ad 0 o)
O (N oF)+hy fl(zvoF)
— Zk:(a;;gj gj; ,Lj Z F”fa + Normallenanteil)
+ Normallenanteil + h;; - (—W(%))

i 0
_ ;( J+Zr iy mw{’L)(?jn

+ Normallenantell

Nach Satz von Schwarz gilt
O3F O3F
oulduioud 8ui8ul€)uj

orm

m .
— E : ij . o
N m <8Ul 8u’ ZF Lk — ZFUP — hijwi" + hijw; >aum

+ Normallenanteil

oF )
= Z(RZLJ - hz’jw}n + hljwzn> Jum + Normalenanteil

0 =

m
Dauraus folgt
Ry — hijw™ + hyyw;™ = 0.
O

Satz 3.34 (Theorema Egregium). Die Gauf-Kriimmeng kann folgenermafen
aus dem riemannschen Krimmungstensor berechnet werden: Sei p € S ein
Punkt. Wibhle eine orthonormalbasis v, w von T,S. Dann gilt

K(p) = I(Rp(v,w)w,v).

Insbesondere ist die Gauf-Krimmung eine Grifle der inneren Geometire.
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Beweis: Geméaf der Gauf-Gleichung gilt
I(R(v,w)w,v) = I(II(w,w) - W(v)—I1I(v,w) W(w),v)
= II(w,w)II(v,v) — II(v,w)?
= det(W) =K.
([

Lemma 3.35. Sei S € R? eine requlire Fliche, p € S, seienv,w,z,y € T,S.
Der Krimmungstensor hat die folgenden Symmetrien:

a) R(v,w)r = —R(w,v)x.
b) I(R(v,w)z,y) = —I(R(v,w)y,x).
c) I(R(v,w)z,y) = I(R(z,y)v,w).
d) Bianchi-Identitat;
R(v,w)x + R(z,v)w + R(w, x)v = 0.
Beweis: a) ist trivial. c¢) folgt aus der Gauk-Gleichung
I(R(Uv w)$> y) = I(II(w> :B) ) W(’U) - II(’U, J)) ’ W(w)a y)
= I(w,2)I(0,y) — TT(0,2)T1(w,y),

denn dieser Ausdriick dndert sich nicht bei Vertauschung der Paare v, w und
x,y. b) folgt aus a) und c). d) folgt auch aus Gauf-Gleichung

R(v,w)z + R(z,v)w+ R(w,z)v = II(w,x)W(v)—1I(v,z)W(w)
+I (v, w)W(x) — II(z,w)W(v)
+I1(z,0)W(w) — II(w,v)W(x)

— 0
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Groken der inneren Geometrie

1. Fundamentalform I Jij
Flachenelement dA dA =1/ g11922 — g%Qdulalu2
: : 1 99jm . Ogmi _ 9gij
ko k im mi ij
kovariante Ableitung \% Iy = 5 ;gm ( i T o 8um)
l l
- L Rl = arﬂf _ %
flemannsc er R ijk B l ol l
Kriimmumgstensor + Z(sz =TT
m
1 _
Gauft-Kriimmung K K = B Zgijgjk

ijk

Grofsen, die nicht unter lokalen Isometrien invariant sind

2. Fundamentalform 11 hi;
Weingarten-Abbildung w wﬁ = Z hikg™
k
Hauptkriimmungen K
mittlere Kriimmung H =" —g 2
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3.4. Riemannsche Metriken.

Definition 3.36 (riemannsche Metrik). Sei S C R? eine regulire Fliche.
Eine riemannsche Metrik g auf S ordnet jedem Punkte p € S ein euklidische
Skalarprodukt g, auf der Tangentialebene 7,5 zu, so dass fiir jede lokale
Parametrisierung (U, F, V) von S die Funktion

gij - U—->R

gij(u) = gF(u)(gﬁ- (u), %(U))-

glatt sind.

Bemerkung. Die erste Fundamentalform ist natiirlich ein Beispiel fiir eine
riemannsche Metrik. Es gibt aber auch andere wichtige Beispiele von rie-
mannschen Metriken, die nicht erste Fundamentalform sind. Die riemannsche
Metrik also ist eine verallgemeinerte erste Fundamentalform.

Alle Grofen der inneren Geometrie, wie Fliachenelement, kovariante Ableitung,
Gaufs-Kriimmung und riemannsche Kriimmungstensor, sind auch fiir reg-
ulére Flache mit einer riemannschen Metrik definiert.

Definition 3.37. Sei S C R? eine regulire Fliche mit einer riemannschen
Metrik g. Wir definieren:

a) (Die Christoffel-Symbole)

1 mk 09im  Ogmi  09ij
= L O,

2
m

ou’ ouwl

oum

b) (Die kovariante Abletung) Fiir Vektorfelder v = >, v 35 und w =
S, w9 st die kovariante Ableitung definiert durch

Ou’

Vun(F() = S () ) + Xt el w)

k

oF

¢) (Der riemannsche Kriimmungstensor)

R(v,w)z Vawz - VQWJZ
= > .. R (u)viwjzka—F(u)
i,5,Jk,0 *Vigk oul )
ort, ot
l k k l l
ik = éhzi - Tulj + Z(sz‘ T — Do Th)
m

d) (Die Gauk-Kriimmung)
K(p) = g(R(v, w)w,v)
fiir eine Orthonomalbasis v, w von T},S bzgl g.
Beispiel 3.38. Der Torus mit der Parametrisierung

(1 —rcosyp)cost
(1 —rcosyp)sint
rsin ¢
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Fiir die erste Fundamentalform I erhalten wir

I %,% =gu1(t,p) =r?
(%5, %8) =gu(ty) =0

2
I(%’%) =g2(t,p) =(1—rcosp)”.

Also die beiden Vektoren %—f(t, ¢) und g—g(t, ) sind zwar eine Basis der Tan-
gentialebene Tp(; )5S, aber sie sind beziiglich der ersten Fundamentalform
i.A. nicht orthonormal. Nun definieren wir eine neue riemannsche Metrik,
so dass
oF OF _ oF OF —
grwe) (36 50) = 9Ir(e) (%a a?) =1
OF 9F\ _
9F(t0) (W? aTzs) =0.

Man muss nachpriifen, ob g wohldefiniert ist. In obiger Parametrisierung
hat die riemannsche Metrik die Komponenten

w=(0 1)

Da die g;; konstant sind, verschwinden alle Christoffel-Symbole, damit auch
der riemannsche Kriimmungstensor und die Gaufs-Kriimmung K = 0.
Aber die Gauk-Kriimmung fiir den Torus ist

1 cosyp

K(t,p) = —-— 8%
(t,¢) rl—rcosp

Also ist g keine erste Fundamentalform. Es ist auch nicht moglich, dass g
die erste Fundamentalform auf einer kompakten Flache, da dann die Gauf-
Kriimmung irgendwo positiv sein muss.

Definition 3.39 (zuriickgezogene riemannsche Metrik). Seien S; und So
regulidre Flachen, sei ® : S; — S ein Diffeomorphismus. Sei g eine rie-
mannsche Metrik auf Sy. Die zuriickgezogene riemannsche Metrik ®*(g) aus
S1 ist definiert durch

(2*(9))p(X,Y) := ga(p) (dp®(X), dp®(Y'))
fiir alle p € S1, X, Y € T,,51.
Bemerkungen.

(a) ¢*(g) ist eine riemannsche Metrik

(b) ¢*(g) ist eine eindeutige riemannsche Metrik auf Sp, fiir die ¢ :
S1 — S eine Isometrie ist.

(c) Ist F eine lokale Parametrisierung von Sj, dann ist ¢ o F' eine
solche von Ss.
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((qb*g)F(u))” (’LL) = (Qb*g)F(u) <§,§;’ §£>

Def.3.38 oF OF
= 9o F(u) (dpr <8u2> » dp@ (W))

(3(¢OF) 3(¢0F)>
GpoF(u) ot ow

= gij(u)
(d) K¢*(g) = Kg o ¢

Beispiel 3.40. Sei 5 = §” die Sphire. Sei S, = {% + % + % =1} ein
Ellipsoid. ¢ : S1 — Sa2, ¢(x,y,z) = (az, by, cz) ist ein Deiffeomorphismus.
Sei I die erste Fundamentalform von Se und g = ¢*(I) die zuriickgezogene
riemannsche Metrik. ¢ stimmt nicht mit der ersten Fundamentalform von
S? iiberein, da die Gauk-Kriimmung des Ellipsoids nicht konstant ist, und
damit auch nicht die zuriickgezogene Metrik g.
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3.5. Geodéatische.

Definition 3.41 (die Lénge). Sei S eine reguldre Fldche mit riemannscher
metrik g. Sei ¢ : I — S eine parametrisierte Kurve. Dann ist die Lidnge von
c (bzgl. (S,g)) definiert durch

Ll = [ o (@0t

Falls g die erste Fundamentalform ist, stimmt dieser Langenbegriff gegeben
frither iiberein.

Definition 3.42 (die Energie). Sei S eine regulére Fldche mit riemannscher
metrik g. Sei ¢ : I — S eine parametrisierte Kurve. Dann ist die Energie
von ¢ (bzgl. (5,¢g)) definiert durch

Bl 1= 5 [ gu (€. 0t

Lemma 3.43. e S eine reguldre Fliche mit riemannscher metrik g. Sei
c: [a,b] — S eine parametrisierte Kurve. Dann ist

L{c)* < 2(b — a)E|(]

und Gleichheit gilt genau dann, wenn c proportional zur Bogenlinge parametrisiert
ist, d.h., wenn

9oy (€ (1), (1)) = const.
Beweis: Nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt

v = ([ " oo @000 )
b

b
< / ey (€ (1), ¢ (1)) dt / 12 dt
=2(b—a)E[d].
Gleichheit gilt genau dann, wenn g, (c(t), ¢'(t)) konstant ist. O

2

Lemma 3.44. Sei S eine requldre fliche mit riemannscher metrik g. Sei
c:IxJ—=S8, (s,t) = c(s,t), eine glatte Abbildung. Dann gilt

Ve Voc
ds ot  Otds
Beweis: Da Ff‘j = %Zszl (agiT + 88973’]’” — 25?{) g™ wissen wir I‘fj = F;“Z
Sei (U, F, V) eine lokale Parametrisierung. Setze
E:IxJ—=U &=Floc
Es gilt also ¢ = F' o £ und nach der Kettenregel daher
80_2 OF Ok _Zf)fk OF
ot = 0out Ot — 0t ouk’
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Es folgt nach Definition

S S

ds Ot 05Ot Ouk Iy Yot 9s ouk’
Analog

A L L

dt Os Ot0s 8uk Pyt Y 9s Ot Ouk’
Nach Fk = I‘;“l, folgt dvs gg = %%.

Satz 3.45 (Variation der Energie).

mannscher Metrik g. Seien p,q € S. Sei c :

glatte Abbildung, so dass fiir cs :

]

Sei S eine regulire Fliche mit rie-

X [a,b] — S, eine

[a,b] — S, cs(t) == c(s,t), gilt cs(a) = p,

cs(b) = q. Sei V(t) = %(O,t) das so genannte Variationsvektorfeld lings
co = ¢(0,-). Dann gilt

d b v
Bl = [ a0 (540 V0) dt.

Beweis: Wir berechnen

= Eles
ds [C]szo

b V Oc
— [ g (3, 550006600
b
emmas3. V 80
L :344/(1 Geo(t) (dtas(o,t),cg(t)) dt

1/bd
2 ) ds|,_,

Ges(t) (Cls(t)7 Cls(t)) dt

_ /abgco(t) (ng),%@e)) dt

Wegen V(a) =

gralrechnung

d
— Eles
7o Bles]

S

b
= / gCo(t) (
-0 a

b
- / gCO (t)

\Y

EV(lt), cg(t)> dt

(V(t), Z%(t)) dt.
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Korollar 3.46. Sei S eine regulire Flache mit riemannscher Metrik g. Seien
p,q € S. Seic:[a,b] — S, eine Verbindungskurve von p nach q mit mini-
maler Energie, so gilt
v,
a0
Definition 3.47 (die Geodétische). Sei S eine reguldre Fliche, I ein Inter-
vall. Eine parametrisierte Kurve ¢ : I — S heiflt Geoddtische, falls

dt ©

(t) = 0.

(t) =0,
fiir alle ¢ € I gilt.

Beispiel 3.48. Sei S C R3 die z-y-Ebene mit der ersten Fundamentalform
als riemannscher Metrik. In diesem Fall stimmt die kovariante Ableitung
mit der gew6hnlichen Ableitung iiberein

\4 / o
pr (t) =c"(t).

Also sind die Geodétischen von folgender Form
c(t) =p+ zv.

Beweis: (Beweis von Korollar 8.46) Aus Stetigkeitsgriinden geniigt es, die
Behauptung fiir alle ¢ € (a,b) zu zeigen. Angenommen, fiir ein ¢ty € (a,b)
wire %c’o(to) # 0. Wir wihlen eine lokale Parametrisierung (U, F, V') und
d >0, so dass ¢(tg) € V und

° [to — d,t + 0] C (a,b)
CO(t) eV fiir alle t € [to —0,t + 5] .
Setze
w:lto—6,t+0] = U, wu(t):=F " (cot))
und

X:fto—06,t+0 = R% X(t):= (DyyF) " (ch(w) .

Aus der Definifition folgt also

V(1) = D PIX(1).

Wir wihlen eine glatte Funktion ¢ : [t — d,tp + 0] — Rmit ¢ > 0, p(tg) > 0
und Supp(y) CC [to — 0, tp + d]. Fiir hinreichend kleines € > 0 gilt fiir alle
t € [to—d,t0 + 0] und alle s € (—¢,¢), dass u(t)+sX(¢t) € U. Nun definieren
wir

cs(t) == F (u(t) + sp(t)X(t) cV CS
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fir alle t € [tg — 0,t0 4+ 6] und alle s € (—¢,e). Fiir alle s € (—e,¢e) und
t € [to — 0,t0 + d] setzen wir cs(t) := c(t). Das Variationsfeld ist

[0 fiir ¢t € [a,b] — [to — d,t0 + I
(15) V) { o) 3 (1) fiir ¢ € [to — 6, to + 0] .
Z.z.:(15); fur t € [a,b] — [to — 0, to + 0] gilt offensichtlich
d d
0= 5 0= g0+ 320X ()

KR \Y%
= DypyF (p(t)X (1)) = @(t)aclo@-
Nach dem Satz 3.45 erhalten wir

d b v
%E[CS] » = _/a Geo(t) <V(t)dtcf)(t)> dt

S=

fod \ v
_ ! R
- /t Peo(t) (@(t) dtCO(t)a dtCO(t)> dt

0—0

to+0 v v
- _ Vv v
= /t () geo (1) (dtco(t), dtCO(t)> dt < 0.

0—0
Wegen der Energieminimalitdat der Kurve ¢y muss
d
—F =0
allel
s=0
gelten, dies ist ein Widerspruch. ([l

Beispiel 3.49. Sei S = S? C R die Sphire, Wir haben bereits gesehen, dass
von den Breitenkreisen

c(t) = (costcosf,sintcosf,sin ),
6 fest, lediglich der Aquator = 0 die Geoditengleichung erfiillt.
Lemma 3.50. Geoddtische sind proportional zur Bogenlinge parametrisiert.

Beweis: Seil ¢ eine Geodéatische. Wir differenzieren und verwenden die Pro-
duktregel 11

9o (0.C0) = (e O.¢0)) + (¢, 3¢0) =o.
Also ist gy (¢/(t), ¢/ (t)) konstant. O

Lemma 3.51. Se: S eine requldre Fliche mit riemannscher Metrik g. Seien
p,q €S. Ist ¢y : [a,b] — S eine Verbindungskurve von p nach q. cq ist min-
1male Energie genau dann, wenn sie minimale Ldnge hat und proportional

zur Bogenldinge.
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Beweis: "=": Sei ¢y minimmale Energie. Angenommen, es gibe eine
Verbindungskurve von p nach ¢, so dass L[c¢|] < L[cg]. Da sich die Lange einer
parametrisierten Kurve bei einer Umparametrisierung nicht &ndert,kénnen
wir annehmen, dass ¢ proportional zur Bogenldnge parametrisiert ist. Somit

Llc] =2(b—a)E(c) > 2(b—a)E(co) > Llco],

ein Widerspruch. Es folgt also L[c] > L[cg] fiir alle Verbindungskurven.
Wiéhle nun eine Umparametrisierung ¢ : [a,b] — [a,b] so, dass ¢y = cpo ¢
proportional zur Bogenlinge parametrisiert ist. Wir erhalten

Lico] = L[] = 2(b— a) @) > 2(b— a)E(co).

Damit ist ¢y auch proportional zur Bogenlange parametrisiert.
"<": Fiir jede Verbindungskurve c gilt

1 Vor. 1
E(C) S or

= mL[C] > mL[Co] = E(Co).

langenminimierend und proportional

energieminimierend <= B i ..
zur Bogenlange parametrisiert

N3
Geodatische

¢

proportional zur Bogenldnge parametrisiert

Es existiert eine Geoditische, die nicht energieminimierend ist.
Die Geoddtengleichung in der lokalen Parametrisierung:

Fiir eine lokale Parametrisierung (U, F, V') von S und eine Kurve ¢ schreiben
wir, wo definiert, u := f~'oe¢, d.h., ¢ = Fou. Die Geoditengleichung lautet
dann

(16) ——uF + ng(u(t))aui(t)auj(t) =0, firk=1,2.

Diese ist ein System (nichtlinearer) gew6hnlicher Differentialgleichungen.

Satz 3.52 (Existenz von Geoditischen). Sei S eine requldre Fliche mit
riemannscher metrik g. Seien p € S, v € T,S unt to € R. Dann gibt es
ein Intervall I C R mit tg € I und eine Geoadtlische ¢ : I — S mit den
“Anfangsbedingung”

c(to) = p und ¢ (to) = v.

Beweis: Wir wihlen eine lokale Parametrisierung (U, F, V) so, dass p € V.

Setze ug :== F~(p) € U und X := (D, 0 F~') (v) € R?. Nach dem Exis-

tenzsatz fiir gewohnliche Differentialgleichungen hat die Geodétengleichung
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(16) mit den Anfangsbedingungen u(tg) = up und u(tg) = X eine Losung
u(t). Mit ¢ := F ou haben wir dann eine Geodétische mit den gewiinschten
Eigenschaften gefunden.

O

Satz 3.53 (Eindeutigkeit von Geodétischen). Sei S eine regulire Fldche
mit riemannscher Metrik g. Sei I C R ein Intervall, to € I. Seic: I — S
eine Geoadtische. Dann ist ¢ durch c(to) € S und c(to) € Tey)S eindeutig
festlegt.

Beweis: Wenn wir wiissten, dass die spur von ¢ ganz in einem Parame-
terbereich enthalten ist, konnten wir dhnlich wie im Beweis von Satz 3.52
argumentieren und bekommen die Eindeutigkeit der Geodétischen. Dies
kénnen wir jedoch nicht voraussetzen. Also benutzen wir ein Widerspruch-
sargument. Seien ¢; und ¢y Geodétische mit denselben Anfangsbedingungen
c1(to) = ca(tp) und ¢ (to) = c4(tp). Angenommen es existiert eint € I, ¢t > ¢
mit ¢1(t) # cao(t). Setze

t; = sup {t € I't > to,, so dass ¢1(7) = co(7) fiir alle 7 € [tg,t]} .

Nun wihlen wir eine lokale Parametrisierung (U, F, V) mit ¢1(tg) € V. We-
gen c1(t) = co(t) fiir alle t > ¢ gilt c(t1) = co(t1) und ) (t1) = ca(ty).
Der Eindeutigkeitssatz fiir gewGhnliche Differentialgleichungen sagt uns nun,
dass ¢1(t) = co(t) solange ¢1(t) € V und co(t) € V, damit ¢1(t) = co(t) fiir
(t1 — &,t1 + €) hinreichend ¢ > 0, ein Widerspruch. O

Satz 3.54 (Clairaut). Sei S eine Drehflache, gegeben durch die Parametrisierung
F(t,p) = (r(t)cosp,r(t)sinp,t). Wir nehmen die erste Fundamentalform

als riemannsche Metrik. Seic: 1 — S eine Geoddtische, c(t) = F(r(t), ¢(t)).

Sei 0(t) der Winkel zwischen ¢/ (t) und dem Breitenkreis durch c(t). Dann

15t

r(t) cos(0(t)) = const.

Beweis: Die erste Fundamentalform wurde im Abschnitt iiber Drehflachen
bereits berechnet. Sie ist

(935 (t, )5 = < 1+g(t)2 7’((2)2 ) .

_or o OF
’U—at u w_&p

Das Vektorfeld w ist stets tangential an die Breitenkreise und v an die Merid-
iane. Wir berechnen

#r N\ 1o joror\ 10
8@2’w 200 \0p dp/  20¢ 922) =%
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Da (v, w) = 0 gilt, ist der Tangentialteil von 2275 proportional zu v,
Ve = av

fiir geeignete Funktion a. Ahnlich haben wir
O*F 19 /OF OF 10
Ty = s 2 (OO = 2 (g =0
dpdt 20p \ Ot 0Ot 20p

Vuwt = pw
flir eine geeignete Funktion . Ferner haben wir

0= @ — Q 3£ aj Produktregel 11
T 0p  0p \ ot Dy =
= <6w7 U}> + <'U, av)

= Blw|* + afv]?.

und damit

(Vyv,w) + (v, Vyyw)

Fiir einen beliebigen Tangentialvektor z = yv 4 dw gilt

VZa:2vva 6vu)v
(Vaw, 2) =72 { wv>+v< wv>

=0 v

+ 79 < va,w> + 02 (Vw, w)
B
w =0
=70 (afv]* + Blw[?*) = 0.

Fiir eine Geodétische c gilt also

%@(C(t))vc’(t» = (Vemw,d(t)) + <“’<e<t>>, Ve (1) > =0.
— ————
-0 -0
Somit ist (w(c(t)), ' (t)) = const. cos(6(t))r(t) = const. 0

Lemma und Definition 3.55. Sei S eine orientierte requldire Fliche mat
riemannscher Metrik g. Sei c: I — S eine nach Bogenlinge parametrisierte
Kurve. Sein : I — R? das Einheitsnormalenfeld lings c, das ¢ zu positiv
orientierten Orthonormalbasen erganzt, d.h. fir jedes t € I ist (¢'(t),n(t))
eine positiv orientierte Orthonormalenbasis von T S. Dann gilt

<§tc’(t),c’(t)> =0,

d.h., %c’(t) ist proportional zu n(t). Wir nennen die Funktion

Kg = <Zc’(t),n(t)>

geoddtische Kriimmung von c in S bzgl. g. Aus der Definition ist klar, dass ¢
genau dann eine Geoddtische ist, wenn kg = 0. Die geoddtische Kriimmung
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st eine verallgemeinerte Kriimmung ebener Kurven. Falls S die x —y— Ebene
mit der ersten Fundamentalform als riemannsche Metrik ist, ist kg gerade
die Kriimmung von c.
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3.6. Exponentialabbildung. Sei S eine reguldre Flache mit riemannscher
Metrik. Sei p € S ein Punkt. Zu eimen Tangtialvektor v € T},S betrachten
wir die (eindeutige) Geodétische ¢ : I — S mit ¢(0) = p, ¢(0) = v und
maximalem Definitionsintervall I. Falls ¢ noch zur Zeit ¢ = 1 definiert ist,
d.h. falls 1 € I, setzen wir

(17) exp,(v) := ¢(1).

Ist exp, fiir v € T},S definiert und § € (0,1}, so ist exp, fiir dv € T)9
auch definiert. (Aufgabe: Sei S C R? eine regulire Fliche mit riemannscher
Metrik g, sei p € S und v € T,S. Sei ¢ die Geodidtische mit den Anfangs-
bedingungen ¢(0) = p und ¢/(0) = v. Sei § € R eine Konstante. Sie zeigen,
dass die Kurve é(t) := ¢(dt) die Geodétische mit den Anfangsbedingungen
¢(0) = p und &(0) = dv.) Diese Uberlegung zeigt, dass der Definitionsbere-
ich D, C T},S von exp,, eine bzgl. sternformige Teilmenge von 73,5 ist und
zZwar

cy(t) = exp,(tv).
Nach dem Satz iiber die Abhingigkeit der Lésung gewhnlicher Differential-
gleichungen von den Anfangswerten ist D, eine offene Teilmenge von 7,5
und ist
exp, : Dp — S
eine glatte Abbildung.

Definition 3.56 (Exponentialabbildung). Die Abbildung exp, : D, — S
heifst Ezponentialabbildung.

Beispiel 3.57. Sei S = R? x {0} die # — y—Ebene mit der ersten Funda-
mentalform als riemannsche Metrik. Sei p € S und v € T},S = R? x {0}. Die
geoditische ¢ in S mit ¢(0) = p und ¢(0) = v ist die Gerade c(t) = p + tv.
Also gilt Dy = T,S* = R? x {0} und

exp, v = p +v.

Beispiel 3.58. Sei S = S? die Sphire, wiederum mit der ersten Fundamen-
talform als riemannscher Metrik. Sei p € S und v € 1,5 = pt. Schreibe
v = dw, wobeil w € T),S ein Einheitsvektor ist, ||w| =1 und 6 = [jv]| > 0.
Die Geoditische ¢ ist in S mit ¢(0) = p und ¢/(0) = v ist gegeben durch den
Grofenkreis

c(t) = cos(dt)p + sin(dt)w.
Also gilt D, = T,,S und

i~

Lemma 3.59. Das Differential der Exponentialabbildung an der Stelle 0 ist
die Identitdt,

cos(||v|Dp + sin([|v[)) gy, v #0
D, v =0.

doexp, = id : T;,S — T},S.
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Beweis: Sei v € TpS. Geméf (17) ist die Geodétische ¢ mit ¢(0) = p und
d(0) = v gegeben durch

c(t) = exp,(tv).
Setze 7(t) = tv. 7 ist eine Kurve in 7,5 mit 7(0) = 0 und 7/(0) = v. Nach
der Definition des Differentials haben wir

do expy(v) = at exp, (7(t))],_y= dt exp, (tv)],_
d
= —c(t = /O = .
dtc()ﬂ 4(0) =

O

Nach dem Umkehrsatz gibt es eine Umgebung W von 0 € D,, so dass
XDy W — exp,(W) C S ein Diffeomorphismus ist.

Fiir eine lokale Parametrisierung (U, F1, V1) der Tangentialebene T,S er-
halten wir durch die Wahlen U := F{'(W), F := exp,oFjy und V C R?
offen mit V' NS = exp, (W) eine lokale Parametrisierung (U, F, V') von S.

Beispiel 3.60. Sei S eine regulidre Fliche mit riemannscher Metrik. Sei
p € S, und sei X1, X3 eine Orthonormalbasis der Tangentialebene T},S.
Wir nehmen die Parametrisierung durch kartesische Koordinaten fiir T},S,
nimlich U3 = R? und Fy(u!,u?) = Y. u’X;. Die entsprechende lokale
Parametrisierung von S,

Flut,u?) = exp, (3 uixy),
heifst Parametrisierung durch riemannsche Normalkoordinaten (um Punkt
p)-
Satz 3.61 (Eigenschaften der riemannschen Normalkoordinaten). Sei S eine
requldre Fliche mit riemannscher Metrik. Sei p € S, sei F eine lokale
Parametrisierung durch riemannsche Normalkoordinaten um den Punkt p.

Dann gilt fiir die zugehdrige Komponentenfunktionen der Metrik und die
Christoffel-Symbole

i) F(0,0)=p
i) gZ](O 0) = b5, 4,5 = 1,2
iii) 5 9” £(0,0) = 0 und I';(0,0) =0, 4,5,k = 1,2.

Beweis: Aussage 1) ist klar und Aussage ii) besagt gerade, dass dp exp,, eine
Identitét ist. Nun brauchen wir nur noch iii) zu zeigen. Nach der Definition
der Exponentialabbildung wissen wir, dass fiir beliebiges € R?, ¢ — tx eine
Geodétische in riemannschen Normalkoordinaten ist, d.h.

ka t:cxac]—() k=1,2.
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Speziell fiir t = 0 gilt somit
D TH(0)a'a? =0, k=12
'7j

. . k _ k

fiir alle . Wegen der Symmetrie I';;(0) = I'};(0), folgt
I'7(0,0) =0 fiir alle i, j, k.

Aus der Gleichung

0
ngm = Z (Ffjgkm + Ffmgkj)
k
folgt
agij
ouk

(0,0) =0 fur alle 4, 7, k.

Beispiel 3.62. Sei wie oben S eine beliebige reguldre Fliche mit einer
riemannschen Metrik, sei p € S, und sei X;, Xy eine Orthonormalba-
sis von 7,S. Wir nehmen diesmal Polarkoordinaten fiir 7,5, Fi(r,¢) =
- (cos(¢)X1,sin(¢)X2). Die zugehorige lokale Parametrisierung von S

F(r,p) = expp(r - (cos(p)X1,sin(p)X2))

ist die Parametrisierung durch geodatische Polarkoordinaten (um den Punkt
p)-

Satz 3.63 (Gauk-Lemma). Sei S eine reguldre Fldche mit einer riemannschen
Metrik. Seip € S, und sei ' eine lokale Parametrisierung durch geoddtische
Polarkoordinaten (r,p). Dann hat bzgl. dieser lokalen Parametrisierung die
riemannsche Metrik die Form

(9ij(r,0))ij = < (1) fQ(S, ) )

mit einer positiven Funktion f, die
li = lim = =1
lim f(ryo)=0 wund lim ——(r,p)
erfillt.

Beweis: Fiir festes g ist die Kurve ¢(r) = F(r,¢o) nach Definition der
Exponentialabbildung die Geoditische mit ¢/(0) = cosppX1 + sin@oXs.
Wir haben schon bewiesen, dass Geodétische proportional zur Bogenlinge
parametrisiert sind. Da ¢/(0) ein Einheitsvektor ist, so ist

g11(r, o) = g(c'(r),d(r)) = 1.
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Ferner gilt

@(r ) = 9
ar YT oy

)
(7”,900) 8T ’ 8@

=g (5 T o0). S (i) ) + 9 (G 00), o o 0)
=g or or 7()007880 » PO g or 7900787,880 , P0

g Yoy, Lo | 19 (e Y2 g0
=g aTC ), 84,0 T, ®o0 g 87“ T, ©0 767" (990 T, ©0
=0

= (o) -2 o)
=g or T, ¥o 78746%0 T, ¥o

_1o0 (or oF
_28gog or’ or
—_———

=1

Somit ist fiir festes ¢ = o die Funktion gio konstant in r. Setze Y7 :=
cos X1 + singXo und Yy = —sin X1 + cosppXo. Dies ist auch die
Orthonormalbasis von T,,S. Setze F(r,¢) = r (cos pX1 + sinpX5). Klar ist

—(r,00) =Y1 und —(p(r, o) = 1Yo.

Wir berechnen

oF oF )

}%912(7@ ®o) = }ig%g <T(Ta ®0), %(73 ©0)

: OF OF
= 7!1_1)%9 (dﬁ’(mﬂo) exp, (m(’f’, <,00)> ’dﬁ’(r,wo) C€XPp <8g0(r, @O)))

=limg (dﬁ(r’%) exp, (Y1), d iy ) expp(rYQ)>

r—0

— g (doexpy (). doexp,(0)) = 0.

Da gi12 konstant ist, ist g1o = go1 = 0. Also

@5 = (0 g )

106



Da die riemannsche Metrik positiv definit ist, ist goo > 0 und kann in der
Form g¢os = f2 geschrieben werden. Ahnlich wie frither berechnen wir

lim f? = }1_% g22(7, o)

r—0
. oOF oF
= lim g (dﬁ(n%) exp, (&o(r’ @o)) + A7) €XPp (&p(r’ %)))

=limg (dp(mo()) expy, (1Y1) , d ;. ) €XPp (rYg))

r—0

= g (do exp,,(0), do exp,,(0)) = 0.

Aufserdem gilt

. . f(r,¢0) . g22(7, 0)
lim ——(r,pg) = lim ———= = lim \/ =———=
7“1—>0 or (T’ 0) 7"1—>0 r 7‘1—>0 r2

= \/lim g <dﬁ(r7¢0) epr(Yg), dF(T,SOo) epr<Y2))

r—0

- \/g (do exp, (Ya), do exp,,(Y2)) = /g (Ya, Y2)
1.

O

Lemma 3.64. Seien die Bezeichnungen wie in Satz 3.63. Dann gilt fir die
Gaufi-Kimmung

1 0*f

K(F(r,¢)) = *mw(ra ©).

Beweis: Gemifs Satz 3.63 hat die riemannsche Metrik in geodétischen Po-
larkoordinaten die Form

(9i5(r,0));; = ( (1) fQ(S, ) ) '

Die inverse Matrix ist

0y = (o o )

Man berechnet durch die Formel Ffj =1 anzl (Bgfﬁ” + 65;% - %) g
of

ar

_1of
foe’
die Christoffel-Symbole, die nicht verschwinden. Die Vektoren %—f und %g—i

bilden eine Orthonormalbasis der Tangentialebene. Nach dem Theorema
107

F%Q =—f und F%Q = F%1



Egregium ist die Gauk-Kriimmung gegeben durch

_(w(PF 1OFY (10F oF
n= or’ fop ) \ fop or
1
:ﬁR%m
G gon, o,
2\ or Op
2

1 9 0?
:f2<_<a£) —f(97:§+0+0+F§2F§2>
1 afN*  LO*f . [Of\?
_f2<_<8r) _f(97’2+<8r2>>
_10%f
T for?

+ 11,5, — F%kF12€2>

Bemerkung. In geoditischen Polarkoordinaten ist die gesamte Information
iiber die riemannsche Metrik in der Funktion f enthalten. Falls die Gauf-
Kriimmung k = k konstant ist, d.h.,
1 o2 f( )
k=——- —5(r
flr @) or2 7
(mit den Anfangsbedingungen f(0,¢) = 0 und %(0, ¢) = 1) erhalten wir
1
NG sin(v/kr), k>0
f(ru ()0) = T, k=0,
1
V—FK
Da die riemannsche Metrik positiv definit ist, ist goo > 0 und kann in der
Form ¢o9 = f2 geschrieben werden.

sinh(v/—kr), K <O0.

Korollar 3.65. Sind S1 und So zwei requldre Fldchen mit derselben kon-
stanten Gauf-Krimmung k, so sind S1 und So lokal isometrisch.

Es gibt noch Koordinaten, die besonders an eine vorgegebene Kurve auf
der Fliache angepasst sind.

Lemma 3.66. Sei S eine requldre Fliche mit riemannscher Metrik. Sei
c: I — S eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve. Sein : I — R3 ein
Vektorfeld lings ¢ mit |[n(t)|| = 1 und (¢,n) = 0. Dann gibt es zu jedem
toel eine>0, so dass
F:(—ee) x (—g,e) = 8, F(t,3) = expyy(sn(t)),
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eine lokale Parametrisierung von S ist. Ldngs ¢ hat die riemannsche Metrik
beziiglich dieser Parametrisierung die Gestalt

(9:5(t,0));; = < (1) (1) ) '

Beweis: Wir berechnen

oF d o
E(t’ 0) = o expe(y)(0) = ¢'(t)
und
oF

55 (£:0) = dege) expey (n(t)) = n(2).

Die Vektoren %—f(t, 0) und %—f(t, 0) bilden eine Orthonormalbasis von T S.
Nach dem Umkehrsatz ist F' nach geeigneter Einschriankung eine lokale
Parametrisierung. Wegen der Orthogonalitét ist die Behauptung iiber g;;(¢, 0)
klar. ([
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3.7. Parallelverschiebung.

Definition 3.67. Sei S eine regulire Fliche mit einer riemannschen Metrik
g. Sei c: I — S eine glatte Kurve und v : I — R3 ein Vektorfeld lings c.
Dann heiftt v parallel, falls

\%

—v=0.

dt

Bemerkung. Somit ist eine glatte Kurve c eine Geodétische genau dann,
wenn das Geschwindigkeitsfeld ¢’ parallel ist.

Sei (U, F,V) eine lokal Parametrisierung, die die Spur der Kurve c en-
thalt, c¢(I) C V. Schreibe v(t) = >, 5’]"’(75)35c (u(t)), wobei Flou = ¢. Zur
Erinnerung

\Y%
@’U—O

ist dquivalent zu

2
d k i d i " _
3 (t)+i;1Fij(u(t))§ S (t) =0, fir k=12

wobei u(t) = F~1(c(t)).

Satz 3.68. (Existenz und Eindeutigkeit des parallelen Vektorfeldes) Sei S
eine requldre Fliche mit einer riemannschen Metrik g. Seic: I — S eine
glatte Kurve, to € I, vo € T,)S. Dann existiert genau ein paralleles Vek-
torfeld v langs ¢ mit v(ty) = vo.

Definition 3.69. Sei S eine regulére Fliche mit einer riemannschen Metrik
g. Sei c: [to,t1] — S eine glatte Kurve. Die Abbildung P. : Ty;,)S —
T, 1,)S, die vg auf vy (t) abbildet, wobei v das eindeutige parallele Vektorfeld
langs ¢ mit v(ty) = vy ist, heikt Parallelverschiebung langs c.

Proposition 3.70. Sei S eine reguldre Fliche mit einer riemannschen Metrik
g. Seic: [to,t1] — S eine glatte Kurve. Dann gilt:

i) Ist vo € Te(yy)S, danm ist das parallele Vektorfeld lings c mit v(to) =
vo gegeben durch v(t) = Py 4,1 (vo)-
i4) Die Parallelverschiebung P : Ty;)S — Te,)S ist eine lineare Isome-
trie.
ii1) Die Parallelverschiebung ist vertraglich mit Umparametrisierung von
Kurven, d.h. ist v parallel langs ¢ und ¢ : J — [to,t1] eine Umpara-
metrisierung von c, so ist v o @ parallel lings c o p.

Beweis: Punkt i) folgt direkt aus der Eindeutigkeit der Parallelverschiebung.
ii) Linearitét. Seien vy und wg aus Ti,)S, und v und w die parallelen
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Vektorfelder lings ¢ mit v(tg) = vg und w(ty) = wp. Seien «, S € R. Dann
ist das Vektorfeld z(t) := av(t) + Bw(t) parallel langs ¢, denn

\Y \Y
%Z = OK%'U + B w =0.
Das Feld z erfiillt z(tg) = avy + Pwy. Somlt gilt

P, (awp + Bwo) = 2(t1) = aw(ty) + Buw(t) = aPe(vo) + BPe(wo),

die Linearitdt der Parallelverschiebung.
Isometrie. Fiir zwei parallele Felder v und w langs c gilt

Zg(vjw)—g&z >+g< CZ)
—g(O,w)+g(v,0)
=0.

Damit ist gc(to)(v(tO)a w(tU)) = gc(t1)(v(t1)a w(tl))a d.h.

Ge(to)(W(t0), w(to)) = Ge(ty) (Pe(vo), Pe(wo))-

Punkt iii) folgt aus %(v op) = ((Zv o) =0. O

Aufgabe. Zeigen Sie, dass die Parallelverschiebung ein Konzept der inneren
Geometrie ist. Genauer heifst es: Ist ¢ : I — 57 eine glatte Kurve, v ein
glattes Vektorfeld léngs c und f : S; — S2 eine lokale Isometrie, dann ist
v parallel lings ¢ genau dann, wenn df o v parallel lings f o c. Folgern
Sie daraus ferner, dass fiir I = [to,t1], c(to) = p, c(t1) = ¢ das folgende
Diagramm kommutiert:

T,5, T,S

|ins |ins
Pfoc

Tp(p)S1 —— Tp(g)52

Beispiel 3.71. Sei S die Kegelfliche
~{enor

Sei § =R? x {0} die x — y—Ebene. Die Abbildung

(a:2 — 2. 20y, —/3 (xz 4 y2))

&+ = 3¢ ¢ <o)

f:8—=58,  f(z,y,0)=

2\/x2+y

ist eine lokale Isometrie. Wir betrachten die parallelen Vektorfelder lings
der Kurve

ci 0,7 > S, e(t) = % (sin(21) cos(2r), —V3)
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Fir die Kurve
¢:0,7] = S, ¢é(t) = (cos(t),sin(t),0)

gilt ¢ = foc. In der Ebene sind die parallelen Vektorfelder gerade die
konstanten Vektorfelder. So ist z.B. das Vektorfeld o(¢) = (1,0,0) parallel
langs ¢. Folglich ist v := df o © parallel langs ¢ in S. Nach dem berechnen
gilt

v(t) = (cos(t) <1 - ;cos(Qt)> ,sin(t)3, ?cos(t)) .

Insbesondere gilt v(0) = (%,0, @) und v(m) = (—%,O,—%) und v(3) =
(0,1,0).
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3.8. Jocobi-Felder.

Definition 3.72. Sei S eine reguldre Fliche mit einer riemannschen Metrik
g. Sei c eine Geoditische. Fin glattes Vektorfeld J langs ¢ heikt Jocobi-Feld,

falls vy
——J =—R(J,d).
dt dt (J:c)e
Bemerkung. Diese Jacobi-Feld-Gleichung ist eine lineare gewohnliche DGI
zweiter Ordnung an J. Daher kénnen wir fiir ¢p aus dem Definitionsintervall
I von ¢ die Anfangswerte J(ty) und %J(to) in Ti,) beliebig vorgeben und
erhalten dazu eine eindeutige Losung dieser Gleichung, definiert auf ganz I.
Die Menge aller Jacobifelder ist ein 4-dimensionaler Vektorraum.

Definition 3.73. Sei S eine regulére Fliche mit einer riemannschen Metrik
g. Sei cg : I — S eine Geoditische auf S. Eine geoddtische Variation von cq
ist eine glatte Abbildung c¢: (—e,e) x I — S, € > 0, so dass jede ¢5 : [ — 5,
cs(t) == c(s,t), eine Geodétische ist, s € (—¢,¢).

Proposition 3.74. Ist ¢ eine geoddtische Variation auf S, so ist das zuge-
horige Variationsfeld J(t) := %(O,t) ein Jacobi-Feld. Ist umgekehrt J ein
Jacobi-Feld lings einer Geoddtischen cy, und hat cg kompaktes Definition-
sintervall, so gibt es eine goeddtische Variation von co mit Variationsfeld

J.

Beweis: a) Sei J Variationsfeld zu einer geoditischen Variation c¢. Da jede
Kurve ¢, eine Geodatische ist, haben wir

V oc
p7 T 0.
Beim differenzieren der Gleichung nach s erhalten wir
~V Ve
T 9s 0t Ot
Def. riem.:Krﬁmmungiz@ R <8C (96) @
Ot 0s Ot ds’ ot ) ot
Lemma3.44 V V Oc R (80 c%) Jc
ot 0t 0s ds’ ot ) ot
An der Stelle s = 0 heift es
0= %%J+ R (J,¢p) cp,

die Jakobi-Feld-Gleichung.

b) Sei nun umgekehrt J ein Jakobi-Feld lings einer Geodétischen c¢y. Sei tg
im Definitionsintervall von ¢y. Wahle eine Kurve s — ¢(s) mit ¢(0) = co(to)
und ¢'(0) = J(tg). Sei s — X (s) das parallele Vektorfeld lings ¢ mit X (0) =
¥ J(to) und s — Y (s) das parallele Vektorfeld lings ¢ mit Y (0) = c{(to).
Wir definieren

c(s,t) = expy(s) ((t —t0)(sX(s) +Y(s))).
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Dann gilt

(0, £) = expy, (1g) ((t = to)co(t0)) = (1)
und fiir jedes s ist ¢ — ¢(s,t) eine Geoditische. Da das Definitionsintervall
I von ¢y kompakt ist, existiert eine hinreichend kleines € > 0, so dass ¢(s, t)
fiir (—e,e) x I definiert. Es ist klar, dass ¢ eine geodétische Variation von ¢y

ist. Nach a) ist das Variationsfeld .J von ¢ ebenfalls ein Jakobi-Feld, und ess
gilt

s Oc d .

J(to) = 5-(0,%0) = —= Szoexp¢(s)(0) = ¢/(0) = J(to).
und
V - V oc V Oc \Y VY
%J(tO) = ﬁa(oﬂfo) = %E(O,to) = s:O(SX(S) +Y(s)) = X(0)+E(0)
Somit gilt J = J. O

Wir haben zwel Arten von den Jacobi-Feldern.

1). Uninteressante Jacobi-Felder, die dann vorliegen, wenn die zugehérige
geoddtische Variation einfach durch Umparametrisierung der Geodétischen
cp zustande kommt. Mit ¢y ist auch ¢ — co(at + St) eine Geodétische mit
a, B € R beliebig. Wir definieren fiir a,b € R eine Geodé&tische Variation
von c¢g durch

c(s,t) := co(ast +t + bs).
Dann hat das zugehorige Jakobi-Feld J die Anfangswerte

Oc d

J(to) = %(OJO) =7 co(s(ato + b) + to) = (ato + b)cy(to)
s=0
und
V / / v /
Vi) = 2| ((at+b)ch®) = acht)(ato+b) | ch(t)
dt dt t—to t=to
=0
= ac)(t).

Da (at + b)cj(t) auch Jakobi-Feld mit den gleichen Anfangswerten, gilt
J = (at +b)cy(t).

2). Wir haben noch interssante Jacobi-Felder, die bilden einen zweidimen-
sionalen Untervektorraum. Die interssanten Jacobi-Felder sind solche, deren
Anfangswerte J(to) und ¥-J(t) beide Vielfache von n(ty) sind, die einer der
beiden Einheitsvektoren sind, die auf ¢{(to) senkrecht stehen.

Fiir ein solches interessantes Jacobi-Feld J(t) gilt

J(t) = f(t)-n(t),
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wobei n(t) von n(tg) durch Parallelverschiebung lings ¢y geliefert wird. In
diesem Fall erfiillt f

(18) F1(t) = —f () K(co(t)).

Beispiel 3.75. Ist die Gaubk-Kriimmung der Fliche konstant, K = k&, so
kann man (18) explizit 16sen. Setze

sin(v/kt) / VK, k>0 cos(vkt), k>0
5L 1= t, k=0 Cp 1= 1, k=20
sinh(y/|rt)/\/|6], K <0, cosh(y/|kt), K <0,
so gilt
() + wsp(t) = 1,
und

s.(t) = co(t) und () = 5.(t).
Insbesondere 16sen die Funktionen s; und ¢, die Gleichung
F1(t) = =k f(8).
Damit
J(t) = (a5, (t) + Bek(t))n(t).
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3.9. Der Divergenzsatz.

Definition 3.76. Unter einer Fliche-mit-Rand verstehen wir eine abgeschlossene
Teilmenge S einer reguldren Fliche Spep C R3, so dass es zu jedem Punkt

p € S eine lokale Parametrisierung F' : U — Syeg von Sreg gibt mit p € F(U),

so dass entweder

e F(U) C S(dann heift p innerer Punkt von S) oder

o FYS)={(z,y) €U|y >0} und F~(p) = (x,0) fiir ein 2 € R (dann heift
p Randpunkt von S).

Die Menge der inneren Punkte bildet das Innere von 5, die Menge der Rand-
punkte den Rand 0S.

Beispiel 3.77. Die abgeschlossene Kreisscheibe
§={(@.5,0)[2" +y* <1}
ist eine Flache-mit-Rand. Als reguldre Flache kénnen wir die  — y—Ebene
Sreg = R?x {0} nehmen. Die Punkte (z,y,0) mit 2°+y* < 1 sind die inneren
Punkte, denn wir erhalten durch U := {(¢,7) € R? | (€ — z)? + (n — y)* < r?}
und F(§,7n) = (§,7,0) eine lokale Parametrisierung von Syeg, deren Bild ganz
in S enthalten ist. Hierbei ist 7 := /1 — (22 + y?) > 0.
Die Punkte (z,y,0) mit 22 + y? = 1 dagegen sind Randpunkte, z.B. fiir den
(0, —1,0) wéhlen wir
11 .
Fi(—gp) x o) o Pl = (6 V- €.0)
eine lokale Parametrisierung von Syeg mit £(0,0) = (0,—1,0) und F~1(S) =
{(5777) € (_%7 %) X (_007 1) - R?) ‘ n = 0}

Bemerkunyg.

a) Regulidre Flachen S sind auch Flachen-mit-Rand, némlich gerade solche,
fiir die der Rand leer ist, 9S = 0.

b) Die Punkte aus F ({(z,y) € U |y = 0}) sind Randpunkte.

c) Sei p € 05, so ist ¢(t) := F(t,0) eine reguldre Kurve mit F(¢,0) € 0S.
Fiir ¢(tg) = p ist (to) € TpSreg. Somit gibt es genau zwei Einheitsvektoren
+v(p) € T)pSreg, diese nennen wir Einheitsnormalenvektoren an den Rand
von S. Es gilt (d,F) ™ (¢ (o)) = (1,0) fiir w = F~1(p). Da Sreg €ine reg-

ulédre Fléche ist, gilt <(aluF)71 (£v(p)), (0, 1)> # 0. Wahlen wir v(p) so, dass
<(duF)71 (v (p)), (0, 1)> < 0, so heifst v(p) duferer Einheitsnormalenvektor

an den Rand im Punkt p, —v(p) dagegen heilt innerer Einheitsnormalen-
vektor.

Definition 3.78. Sei S eine Fliche-mit-Rand. Sei f : S — R eine stetige
Funktion mit kompaktem Trager. Wir schreiben S NSuppf = C1U---UC,
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als disjunkte Vereinigung, wobei jedes C ein Stiick des Randes ist, das sich
durch eine regulire Kurve parametrisieren lasst. Wir wihlen Parametrisierun-
gen nach der Bogenlénge ¢; : I; — R3 mit ¢;(I;) = C; und definieren das

Randintegral
fds ::Z/ foc(t)dt
28 =

Zur Erinnerung: f: S — R, df : T,5 — R. Das Gradientenfeld grad f
ist definiert durch

dpf(X) = I(grad f,X), X €T,8S,

wobel I die erste Fundamentalform von S ist. Nun betrachten wir S mit
riemannscher Metrik g und definieren das Gradientenvektorfeld grad f durch

df(x) = g(grad f, X), VX € T,5.

grad f ist ein Vektorfeld auf S.
Sei X ein differenzierbares Vektorfeld auf S. Fiir p € S kénnen wir das
kovariante Differential von X als Endomorphismus von T},S auffassen

VX :T,5 = 1T1,8, Y, — Vy X.

Definition 3.79. Die Spur des Endomorphismus V.X nennen wir Divergenz
von X im Punkt p,

div X (p) := Spur (Y, — Vy, X) .

Lemma 3.80. Schreiben wir das Vektorfeld X beziiglich einer lokalen Parametrisierung

F als
Z& uN

so gilt fiir die Divergenz

div.X = Z < ;T Z iyfz> \/WZ oul (m J)

Beweis: Wir berechnen die Matrixdarstellung des Endomorphismus Y,
Vy, X in der Basis 25, 95

oul’ duZ:
OF
VX Vo (Zf )

06 OF .~ 4 OF
<8u3 Out +¢ ZF”@ k)

2
£ (5 werr) 2

117



Der Endomorphismus Y, — Vy, X ist also in der Matrixdarstellung

Spurbildung liefert

div X = Z ( -+ Z I/, ) :
Damit ist der erste Teil der Behauptung bewiesen. Wegen
Z B (\/ det(gx 53) = 851 Z 9 (111 (v det(gkl))) ¢

o0&’ j
8% +3 ; @ (In det(gx)) &’

folgt der zweite Teil aus dem ersten, falls wir zeigen kénnen, dass

1
fai (In (det(grr)) ZF

v/ det(gr)

Aus der Definition

1 Ogim | Ogim  0gij
Fk _ = ! Jm. J km
Y2 ; ( ou’ * ou’ awn) g

gilt

i O0gim agjm _ agij im
Zi:rji T2 Z < ou? 8u" aum )7

Ogim gim
8uJ

= 1S ur _170g
%P I oui
1 8

O

Satz 3.81. (Gaufscher Divergenzsatz) Sei Syey eine regulire Fliche mit rie-
mannscher Metrik g. Sei X ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf Sy,
mit kompaktem Triger. Sei S C Speq eine Fliche-mit-Rand. Seiv das dufere
Einheitsnormalenfeld von S. Dann gilt

/dideA:/ g9(X,v)ds.
S oS
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Beweis: Da supp X N S kompakt ist, kann supp X N S durch endlich viele
solcher Parameterbereiche iiberdeckt werden. Wir benutzen den Satz der
Einheitsteilung und erhalten glatte Funktionen p; : R? - Rmit 0 < p; <1
und ) . p; = 1 in einer Umgebung von supp X N S, so dass jeder Tréger
supp p; in einem solchen Parameterbereich enthalten ist. Wir setzen X; :=
p;iX. Esgilt X = Zj Xj auf S, und jedes X; hat seinen Tréger in einem
Parameterbereich. Wegen der Linearitdt des Integrals und der Divergenz
geniigt es, die Behauptung fiir die X; zu zeigen.

Nehmen wir also 0.B.d.A. an, dass supp X NS in einem derartigen Parame-
terbereich enthalten ist. Betrachten wir zunéchst den Fall, dass der Param-
eterbereich den Rand von S trifft. Die lokale Parametrisierung F : U — R3
hat also die Eigenschaft F~!(S) = {(u!,u?) € U|u? > 0} und supp XNS C
F(U). 0.B.d.A. nehmen wir ferner an, dass

F:U=(-a,a) x(—-a,a) = S

ein an c angepasstes Fermi-Koordinatensystem ist, wobei ¢ eine Bogenldngen-
parametrisierung von OSNF(U) sei. Hierbei ist das Fermi-Koordinatensystem
definiert durch

F(t,s) == expgy) (sn(t)) n(t) = —v(c(t)).

Es ist leicht zu zeigen, dass lings des Randes von S gilt

(05 0= (o 7 )-

Insbesondere gilt dann /det(gx; (u!,0)) = 1. Nach Lemma 3.80 rechnen wir
fiir X = >, &' 9F St

/ div X dA =

9 1
/ /_a \/MZ&LJ (x/det gr1)& ) Vv det(ggr) du du?

a a a .
= Z/ / — (x/det(gkl) ]) dut du?.
. 0 —a ou’
Jj=1
Den Summanden mit j = 1 integrieren wir zuerst iiber u! und erhalten

/28?& <m§1> du' = (\/M§1> a

da ¢(—a,u?) = ¢1(a,u?) = 0 wegen der Voraussetzung an den Triiger. Fiir
j = 2 integrieren wir ihn {iber u? und erhalten

/OQQ(MQM —(mg)

Also haben wir

=0,

€2 (ut,0).

/dideA =— [ &(u',0)du'du’.
S —a
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Fiir das Randintegral gilt

a

/g(X,y)dS: —&%(ut,0).
oS

—a
Wenn der Parameterbereich den Rand nicht trifft, zeigen die obigen Uber-
legungen
/ div X dA = 0.
S

O

Definition 3.82 (Laplace-Operaor). Sei S eine regulire Fliche mit rie-
mannscher Metrik g. Wir definieren einen Operator

Af :=divgrad f

fiir eine C?-Funktion f. Der Operator A heift Laplace-Operator. Eine
Funktion, die

Af=0

erfiillt, heifst harmonisch. In einem lokalen Parameterbereich nach Lemma

3.80 erhalten wir
Af=—F——=) =5 < det(grr) ) ¥ —5—(F ") |,
A /det(gkl) ZJ: ou’ ( ) ou
da grad f gegeben ist durch
O(foF), 4 OF
- ij il
gmf_%h au )0

Korollar 3.83. Sei S eine kompakte regulire Fliche mit riemannscher Metrik
g. Dann gilt fiir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld X und jede zweimal
stetig differenzierbare Funktion f auf S

/ﬁwxm&:oz/Aﬁm.
S S

Beispiel 3.84. Sei S C R3 eine Minimalfliche mit der ersten Fundamental-
form als riemannscher Metrik. Sei I : R> — R eine lineare Funktion, z.B. der
drei kartesischen Koordinatenfunktionen. Dann ist

f=ls:5—R
harmonisch. Wir schreiben [ als
I(X)=(X,2), vX

fiir einen Vektor Z € R3. Der Gradient von f an der Stelle p ist gegeben
durch Projektion von Z auf 7,5

grad f(p) = Z — (Z,N(p)) N(p),
120



wobel N eines der beiden Einheitsnormalenfelder an S ist. Diese Formel fiir
den Gradienten kénnen wir so zeigen:

(grad f(p),X)=0xf=(X,2), VX € T,S.
Fiir die kovariante Ableitung gilt
Vxegrad f =dgrad f(X) — (dgrad f(X),N)N
—(Z,dN(X)) N — (Z,N) dN(X)
+((Z,dN(X)) N,NYN + ((Z, N(X)) dN(X), N) N
=(Z,W(X))N+{(Z,N)W(X)—(Z,W(X)) N +0
= (Z,N) W(X).
Af =div grad f = spur (Y — Vygrad f) =2(Z,N) H.
Da S Minimalfliche ist, d.h., H = 0, folgt Af = 0. [

Definition 3.85. Sei S eine reguldre Fliche. Ein symmetrisches (2,0)-
Tensorfeld auf S ist eine Zuordnung, die jedem Punkt p € S eine sym-
metrische Bilinearform b, auf 7},S zuordnet, so dass beziiglich lokaler Parametrisierun-
gen F: U — S die Funktionen

F F
bij U — R, b”(u) = bF(u) (8 0 ) R

stets glatt sind.

Beispiel 3.86. Riemannsche Metrklen sind gerade diejenigen symmetrischen
(2,0)-Tensorfelder, die in jedem Punkt p € S positiv definit sind.

Definition 3.87. Sei nun S eine regulére Fliche mit einer riemannschen
Metrik g und einem weiteren symmetrischen (2, 0)-Tensorfeld b. Die Spur von
bist die Funktion Spurd : S — R, die beziiglich einer lokalen Parametrisierung
F' gegeben ist durch

(Spurd) o F = Z 97b;;.

Die Divergenz von b ist das Vektorfeld d1v b auf, das beziiglich einer lokalen
Parametrisierung gegeben ist durch

(div b ngl i (8ka Z (F%bak + F?kbaj)> .

’.7’ «

Bemerkung. Ist p € S fest, so gibt es zu der symmetrischen Bilinearform
b, auf T,S genau eunen beziiglich g, selbstadjungierten Endomorphismus
By : T,S — T,S mit b,(X,Y) = gp(B (X),Y) fiir alle X,Y € T,,S. In einer
lokalen Parametrisierung B} =>.9 bk] und es gilt

(Spurb) (p) = Spur (By).
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3.10. Variation der Metrik.

Definition 3.88. Sei S eine regulire Fliche, sei I C R ein Intervall. Eine
1-Parameter-Familie riemannscher Metriken auf S ist eine Zuordnung, die
jedem ¢t € I und jedem p € S ein euklidisches Skalarprodukt g;, auf 7,5
zuordnet, so dass fiir jede lokale Parametrisierung (U, F, V) von S die Ab-
bildung

%(U)a @(U)

oF F
I'xU =R, (ta ula u2) = gij(taulau2) ‘= 0t,F(u) < 0 )

glatt sind.

Beispiel 3.89. a) Sind zwei Metriken gy und g; gegeben, so ist
gt = (1 =1t)gop +tg1p, t€[0,1)

eine 1-Parameter-Familie riemannscher Metriken.

b) Gtp = tgp, t€(0,00)
c) Ist eine 1-Parameter-Familie riemannscher Metriken mit tg € I gegeben.
Schreibe diese als Taylorentwicklung

gij(tu',u?) = gij(u',u®) + (¢ — to)gi; (u',u?) + O ((t — to)?)
wobei g;; ein symmetrisches (2, 0)-Tensorfeld ist.

Lemma 3.90. Mit den oben gemachten Definitionen gilt:

(@) (@) == g7gyg"
il

Pl 99 9., 09
Fi_g) _ 1 ka ja ia _ Z7ij 8 ok
0 (1) =30 (Gt + o~ e~ Srioe

Beweis: Zum Beweis schreiben wir kiirzer 0; := 8‘32-. Die Formel fiir die
Christoffel-Symbole schreibt sich dann als

1
(19) IV = —0" (0igja + 0jgia — 0alij) -

2
(a) Wir differenzieren das Kronecker-Symbol und erhalten

/ N/ . N/
= () = (9ug™) = g™ + 915 () -

Ny ,
9ij <g]’“) = —gi;9"

und somit die Behauptung (a).

(b) Differentiation der Gleichung (19) nach dem Parameter ¢ liefert

/ 1 / 1
<FZ) =5 (9’”) (0igja + 0jGia — Oagij) + nga (0igjor + 0j e — Dagij)

Daraus folgt

1 1
= —59/3 g™ (Digja + 0jgia — Oagi) + 59’” (9igja + DiGia — Ougiy)
1
59" gl + 59 (0idfa + 060 — Dady)
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Lemma 3.91. Die Variation des Flichenelements ergibt sich zu
1
(dA) = Qspur(g') dA.
Beweis: Dies ist im Wesentlichen

¢ g det (gig)
(V) = 5 et

_ 9Mgjq det (gi5)

2+/det (gij)

= %sz)ur(g’)\/det (9i7)-

Bemerkung. Damit wissen wir bereits

d 1
20 oa = " dA.
p (S, g¢] 5 /S spur(g’)d

t=to
Lemma 3.92. Die Variation der Gouf-Krimmung ist gegeben durch
2K’ = div (div (¢')) — A (spur(g')) — Kspur(g').

Beweis: Sei p € S. Wihlen wir riemannschen Normalkoordinaten (bzgl.gs,)
um p.
(zur Erinnerung: Die Christoffel-Symbole:

) gii,j (0,0) = 0 und T5(0,0) = 0 4,5,k =1,2.)

Lemma3.90 liefert in p
%Réjk = aiﬂcj — il + T, kit Flaj .kj - foj ki — Flaj %
= 0l — Ty
= %galai (OkGjo + Ojdka — Oagrj) — @‘nggalgaﬁ
- %galaj (Okdio + OiGka — Oadi) + 0510 0% Gag

= %gal (0i0kGja — 0i0agrj — 0jOkJia + 050adki) — Rfjkgalgaﬂ-

Wegen K = %gijfjk erhalten wir ... (|
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Satz 3.93. Sei S eine kompakte requldre Fliche. Dann ist die Zahl

[ K
S

unabhdngig von der riemannschen Metrik.

Beweis:

jt/SKdA = /S {; (div (div (9)) — A (spur(g))) — ;Kspur(g)} dA

1
—|—/Kspu7“(g) dA
g 2
=0
(]

Korollar 3.94. Seien Sy und So reguldre Flichen mit riemannschen Metriken.
Sind Sy und Sy diffeomorph, so gilt

/ KdA = KdA.
S1 S2

Bemerkunyg. fT2 KdA =0, fS2 KdA =4r
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