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Aufgabe 1 (Unterlosung) (4 Punkte)
Seien n > 2, Q C R" offen und 7' > 0. Eine Funktion ¢ € C*!(Qr) heiit Unterlisung
der Wirmeleitungsgleichung, falls

Oy — A <0
in Qp gilt. Sei u € C%1(Q7) eine Losung der Wirmeleitungsgleichung. Zeigen Sie:

(a) Ist ¢ : R — R eine glatte konvexe Funktion, so ist v := ¢ o u eine Unterlosung
der Warmeleitungsgleichung.

(b) Ist zusitzlich u € C3%(Qr), so ist w = |Dul*> + u? eine Unterlésung der
Wiérmeleitungsgleichung.

Aufgabe 2 (Das Maximumprinzip) (4 Punkte)
Zeigen Sie Korollar 7.12: Seien n > 2, @ C R" offen, beschrinkt und zusam-
mendngend und T > 0. Weiter ldse u € C**(Qp) N CY(Qr)

u—Au = 0, in Qp
u = 0, aufdQx[0,T]
u = ¢, auf Qx{t=0}

mit ¢ : Q —= R, ¢ >0, aber ¢ Z 0. Dann folgt u > 0 in Q.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Seien n > 2, 2 C R" ein beschrinktes reguldres Gebiet!, T > 0 und eine Losung
u € C*(Qr) von

uy = Au, in Qr,
u = 0, auf (0,7 x 09,
uw(0,z) = ¢(x), z el
Wir nehmen an, dass u; € CY2(Qr) N CO(Qr), us e, (1) € CO(Q) fiir 1 < i < n gilt.

Die thermische Energie des Korpers 2 zur Zeit t ist definiert als

E(t) = u( )220

1Das heifit, dass der Rand von  regulir ist.



Beweisen Sie, dass fiir alles Zeiten ¢, 1,1 € [0, 7] mit 0 < t; <t <ty <T

to—t t—t1

E(t) < [E(t)]=71 [E(te)] =7 (1)

Die Eigenschaft von (1) heifit die log-Konvezitit der Funktion E. Hinweis: Man
studiere E'(t) und E"(t) und zeige

E"(t) = 4/(ut)2dx.
Q
Nun nutzen man die Holdersche Ungleichung, um
(E'(t))* < BE(t)E"(t)

zu zeigen. Als ndchstes nehme man zundchst E(t) > 0 an und betrachte f(t) =
In E(t). Man zeige, dass [ konvex ist, d.h. f” > 0 und nutze die dquivalente Formu-
lierung der Konvexitdt

fA =t +7t) < (1 —7)f(t1) +7f(t2)

firty,ta € [0,T) und 7 € [0,1] um die Ungleichung zu erhalten.
Fiir den allgemeinen Fall betrachte man In(E(t) + ¢) fir e > 0.

Aufgabe 4 (Satz von Liouville-Typ) (4 Punkte)
Sei u € C*1(R" x (—00,0)) eine Losung von

up—Au =0, inR" x (—00,0).
Weiter gelte fiir eine Konstante C' > 0 und ein m € NU {0}
lu(z,t)] < O+ |z| +V]t)™, ¥(z,t) € R x (—o0,0).
Zeigen Sie, dass u ein Polynom mit Grad degu < m in der Ortszeitvariable

r = (21, ..., Ty, t) ist.
Folgern Sie die folgende Verstikng des Satzes von Liouville:

Satz (Verallgemeinerung des Satzes von Liouville).
Sei u € C*(R™) harmonisch, also eine Lisung von

Au=0, inR"
Weiter gelte fir ein C' > 0 und ein m € NU {0}
lu(z)| < C(1 +|z|)™, VzeR"

Dann ist u ein Polynom mit Grad degu < m in x = (x1,- -+ ,T,).



