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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Sei Ω ⊂ Rn ein beschränktes C1-Gebiet, welches sternförmig bezgüglich 0 ist. Sei
u ∈ C2(Ω) eine Lösung von{

−∆u = |u|p−1u in Ω,
u = 0 auf ∂Ω.

Sei p > n+2
n−2

. Zeigen Sie, dass u = 0.
(Verwenden Sie die Pohozaev-Identität nicht direkt, sondern multiplizieren Sie die
Gleichung mit x · ∇u.)

Aufgabe 2 (4Punkte)

Sei Ω ⊂ Rn und F = F (z, p) : Ω×R×Rn glatt sowie unabhängig von x ∈ Ω. Sei u
eine Lösung der Euler-Lagrange Gleichung von F(u) =

∫
Ω
F (u,Du)dx. Zeigen Sie,

dass ∑
α

(∂pαF∂xβu− Fδαβ)xα = 0 für alle β = 1, · · · , n.

Aufgabe 3 (4+4 Punkte)

Seien B ⊂ R2 eine Kreisscheibe und X ∈ H1(B,R3) ∩ L∞(B,R3). Weiter sei V :
H1 ∩ L∞(B,R3)→ R ein Funktional gegeben durch

V (X) :=
1

3

∫
B

X · (Xu ∧Xv)dw, w = (u, v) ∈ B.

Zeigen Sie:

a) V ist wohldefiniert und C1. Hierbei ist H1(B,R3) ∩ L∞(B,R3) mit der Norm
| · |L∞(B) + | · |H1(B) ausgestattet.

b) Für alle X,ϕ, ψ ∈ H1 ∩ L∞(B,R3) gilt:

V (X + ϕ) = V (X) + 〈δV (X), ϕ〉+
1

2
δ2V (X)(ϕ, ϕ) + V (ϕ),

wobei

〈δV (X), ϕ〉 =
1

3

∫
B

{(ϕu ∧Xv +Xu ∧ ϕv) ·X +Xu ∧Xv · ϕ}dw,



Bitten wenden Sie

δ2V (X)(ϕ, ψ) =
1

3

∫
B

(ϕu ∧ ψv + ψu ∧ ϕv) ·Xdw

+
1

3

∫
B

(ϕu ∧Xv +Xu ∧ ϕv) · ψ + (ψu ∧Xv +Xu ∧ ψv) · ϕdw.

c) Falls ρ, ϕ, ψ ∈ C2(B,R3), und falls eine der Funktionen ρ, ϕ, oder ψ auf ∂B
verschwindet, dann gilt∫

B

(ϕu ∧ ψv + ψu ∧ ϕv) · ρdw =

∫
B

ϕu ∧ ρv + ρu ∧ ϕv) · ψdw.

(Hinweis: Benutzen Sie partielle Integration und die Schiefsymmetrie a∧b = −b∧a.)

d) V ist invariant unter orientierungserhaltenden Umparametrisierungen.

———————————————
Bitte schreiben Sie Ihre(n) Namen, die Matrikelnummer sowie die Nummer Ihrer
Übungsgruppe auf jedes Lösungsblatt. Abgabe ist am Dienstag, 15.1.2019, vor
der Vorlesung.
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