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Aufgabe 1 (Divergenz-Struktur, Null-Lagrange-Funktion) (4 Punkte)
a) Seien Q C R und w € C*(Q,R"). Man zeige
div (cof Dw) = 0,

d.h.,
0 .
E —(cof Dw);; =0, Vi=1,2,--- n.

b) Seien Q@ € R™ und u,v € W'(Q,R?) mit u — v € WyP(Q,R") (p > n). Man
zeige:

/Q det(Du)dz = / det(Dv)dz.

Q
(Bemerkung. Eine Funktion F' : R™ — R mit der Eigenschaft, dass [, F(Du)

nur von den Werten von u auf dem Rand 02 abhéngt, nennt man Null-Lagrange-
Funktion.)
Aufgabe 2 (4 Punkte)

a) Zeigen Sie, dass ein eindeutiges Minimum u € U von
1 2
F(w) = (é\Dw\ — fw)dz
Q

existiert, wobei f € L?(Q) und U := {w € H}(Q)||Dw| < 1 f. ii. in Q}.
b) Zeigen Sie die Ungleichung

/Du-D(w—u)da:z/f(w—u)d:L‘, Yw e U.
0 0

Aufgabe 3 (444 Punkte)

Sei D ={z=(z,y) e R?: |2] < 1}.

(a) Zeigen Sie, dass Wh2(D,S?) = {u € WY3(D,R3) : |u(z)| = 1 fast iiberall}
unter schwacher Konvergenz in W1?(D, R3) abgeschlossen ist.



(b) Begriinden Sie, dass das folgende Funktional fiir A € [—1, 1] unter dieser Kon-
vergenz unterhalbstetig ist (x bezeichnet das Kreuzprodukt):

1
Flu) = 5 /D | Dul? + )\/D<u,81u X Oqut).

(c¢) Berechnen Sie die Euler-Lagrange-Gleichung von F.

(d) Finden Sie ein Gegenbeispiel zur Unterhalbstetigkeit fiir ein hinreichend grofles
A> 1

Bitte schreiben Sie Ihre(n) Namen, die Matrikelnummer sowie die Nummer Ihrer
Ubungsgruppe auf jedes Ldosungsblatt. Abgabe ist am Dienstag, 3.12., vor der
Vorlesung.



