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Zusammenfassung

Die vorliegende Vorlesung wurde im Sommersemester 1998 vornehmlich fiir Studenten und Stu-
dentinnen des 4. bzw. 6. Fachsemesters gehalten. Sie befafit sich aussschliellich mit der Theorie
zweidimensionaler, parametrisierter Minimalfliichen in R®. Dieser Ausschnitt der Theorie der
Minimalflachen erschien besonders geeignet, weil er keine Vorkenntnisse in partiellen Differenti-
algleichungen und Maf3theorie erfordert, schnell zu interessanten, globalen Fragestellungen fiithrt
und nicht zuletzt die klassische Funktionentheorie weiterfithrt oder anwendet.

Aufgrund der unterschiedlichen Voraussetzungen begann die Vorlesung mit komplexer Analysis,
wobei auf den Integralsatz von Cauchy bewuflt verzichtet wurde. Das Zentrum bildet dann
die Losung des Plateauschen Problems nach Douglas bzw. Courant. Hier werden auch einige
schwierige Fragen andiskutiert. Im letzten Kapitel wird die WeierstraBldarstellung hergeleitet.
Leider konnte aus Zeitgriinden nicht systematisch auf die in letzte 15 Jahren neu gefundenen
Beispiele eingegangen werden.

Die Vorlesung konzentriert sich ganz auf einen Aspekt der Theorie. Es wird empfohlen, sich z. B.
in [13] einen Uberblick zu verschaffen.

Ich bedanke mich bei Frau L. Frei und Herrn W. Biirger fiir die exzellente Gestaltung des Textes
und der Bilder.
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Einleitung: Die Gleichung

Eine Fliache im dreidimensionalen Raum kénnen wir durch eine Abbildung f eines zweidimensio-
nalen Parametergebiets  in den R® beschreiben. Dabei nehmen wir stets an, daB f wenigstens
einmal stetig differenzierbar ist. Neben dieser analytischen Regularitit ist auflerdem eine geome-
trische Bedingung zu stellen, denn wir werden zum Beispiel eine konstante Abbildung nicht als
geeignete Flidche ansehen.

Definition. Eine Abbildung f € C1(©2,R?), Q C R? offen, heit in 2o € Q (geometrisch) regulir,
falls gilt:
of

rang df (z0) =2 & {gi(zo), a—y(zo)} linear unabhéngig.

Die Abbildung f heifit Immersion, falls sie in allen zg € Q2 regulér ist.

2y

Sei f eine Immersion. Dann kénnen wir die Léngen- und Winkelverhiltnisse im Tangentialraum
Bild df (z9) auf den R? iibertragen, indem wir das Skalarprodukt

9(20)(v,w) = (df (z0) - v, df (20) -w) (v, w € R?)

definieren. Die Abbildung df (zo) bildet den Skalarproduktraum (R? g(zo) (-, -)) lingen- und
damit auch winkeltreu auf (Bild df (z9), (-,-)) ab.

Beziiglich der Standardbasis wird g(zp) durch die Gramsche Matrix

Lo (oo
(95 (20)) = (9(20)(eir ¢)) = gjﬁ gi gfc gi/p
ooy’ Loy oy’

dargestellt. Indem wir zg als variabel auffassen, erhalten wir ein ortsabhéngiges Skalarprodukt
g(z) mit ortsabhéngiger Matrix (g;;(2)), eine Riemannsche Metrik. Diese beschreibt die Langen-
verhiltnisse auf der Fliche in folgender Weise: ist ¢ € C1(I,2) eine Parameterkurve, so ergibt



sich die Linge der Bildkurve foc:I — R? zu
Hioe) = [IG(reomld

- /Idf (t)] dt

- / a(e(t)(E(t), e(t)) e

I
:/ ZQU He() | dr.
4,j=1

Um den Flicheninhalt einer Immersion f zu berechnen, betrachten wir zunéchst den Fall einer
linearen Abbildung F : R? — R3 mit Rang F' = 2. Wir wihlen eine Orthonormalbasis {w1, ws}
vom Bild T und definieren die Isometrie R : Bild T — R? durch Rw; = e; fiir j = 1,2. Also folgt

(R*ij,wi) = (ij,Rwi> = <wj,wi)
bzw. R*R = 1. Fiir das Bild von Q = [0, 1)? ergibt sich

AFQ) = A(RFQ)=|det(RF)|
= /det((RF)*(RF)) = \/det(F*F)
= \/|F61|2\F62\2—<F61,F62)2.

In R3 148t sich dieses Ergebnis auch mittels des Dach- bzw. Kreuzprodukts formulieren, das
durch
(a Nb,c) :=det(a,b,c)

erklirt ist. Sei v = % die Einheitsnormale auf Bild F. Dann folgt

AFQ) = V{Fz+tr:ze€Q, 0<t<1}
= det(Fey, Fey,v)
= ]Fel/\Fegl.

Sei jetzt f € C*(Q,R3). Dann bildet f ein kleines Quadrat mit Kantenlinge Az = Ay in etwa
linear ab:

Ay & f(z) +Ay g f
7
—_
f(w) = f(2) + df(z) (w-2)
xy)=z ZtAX € f(2) f(z) +Ax g_f



Der Beitrag des kleinen Quadrats zum Flidcheninhalt des Bildes ist also ndherungsweise

At = ¢ <8f 6f>A Ay
ay

dx’ 0
= det g;j(2)AxAy

of|?
ox

Definition. Sei f € C'(Q,R?) und g;; = (24, 2L) (i,j = 1,2?). Der Flicheninhalt von f ist

= / \/det g;;(2) dx dy.
Q

Der Begrift Minimalfidche hat eine naive Interpretation als Fliche mit kleinstmoéglichem In-
halt. Allerdings ist dabei zu klédren, unter welchen Bedingungen der Flidcheninhalt minimiert
wird. In seinem Buch Statique expérimentale et théoretique des liquides soumis aux seules forces
moléculaires von 1873 berichtet der Physiker Plateau von Versuchen, bei denen ein geschlos-
sener Draht I" in Seifenlauge eingetaucht und wieder herausgezogen wird. Unabhéngig von der
Form von I" spannt sich dabei in den Draht eine Seifenhaut > ein. Da deren potentielle Energie
proportional zu ihrer Oberfléche ist, wird ¥ den Flicheninhalt bei gegebener Berandung I' mi-
nimieren. Préziser ist es fiir die physikalische Realisierbarkeit nur notwendig, dafl 3 ein stabiler
Gleichgewichtspunkt ist. Es konnte also durchaus andere Seifenhédute mit Rand I" und gerin-
gerem Flacheninhalt geben, aber hinreichend kleine Stérungen von ¥ unter Beibehaltung der
Randkurve sollen den Inhalt stets vergroflern. Im Kontext der parametrisierten Flichen kann
dies so ausgedriickt werden.

A(f) < A(f + ¢) fiir alle hinreichend Kleinen ¢ € C2°(€, R3).

Diese Definition ist jedoch nicht sehr praktikabel, weil sie eine globale Eigenschaft formuliert,
welche von der Fléche als Gesamtobjekt abhéngt und nicht dquivalent durch eine in allen Punk-
ten giiltige, lokale Bedingung ausgedriickt werden kann. Es hat sich deshalb als sinnvoll erwiesen,
auf die Minimierungseigenschaft in der Definition génzlich zu verzichten und lediglich die aus
ihr resultierende notwendige Bedingung zu verlangen.

Definition. Eine Immersion f € C2(Q,R3) mit A(f) < oo heilt Minimalfliche, wenn gilt:

d
d—SA(f +ed)|e=o = 0 fiir alle ¢ € C°(Q,R?).

Wir wollen dies in eine lokal formulierbare Bedingung, also eine Differentialgleichung, iibersetzen.
Dazu erinnern wir zunéchst an folgende Aussage.

Satz (Fundamentallemma der Variationsrechnung).
Sei F 6 C’O(Q R™) (bzw. allgemeiner F' € L{ (Q,R™)) und es gelte
Jo(F ))dx dy = 0 fiir alle ¢ € C2°(Q,R™). Dann ist F(z) = 0.

Ich will jetzt die in der Definition auftretende Ableitung ausrechnen. Fiir festes z € €2 sei

gij(e) = (0if(2) +0;¢(2), 0;f(2) +€0;0(2)),
9ij = (0if(2),0;f(2)),
9:;(0) = (0;i8(2),0;f(2)) + (9if(2),056(2)).

Es gilt die Formel

d _
- detg(e)le=o = det g - tx(g~'¢'(0)).



Ich verwende (g7 ');; =: g”/ und erhalte

d d 1
LA Hed)emo = /Q (det g(2))* dz dy

= [ (@eta)t 3067 (0,5.00) dody

4,J
1 ij 9.
- /Q<—Mzgj;ai< dotg g 8;1), ) dA,
_ / (—Agf, 8) dA,.
Q

Diese Rechnung gilt analog fiir beliebige (nicht notwendig affine) Variationen f(e, -):

d

0
i Nemo=6 = ZAUE Do == [ (Auf.0)d4,

Bemerkung. Der Vektor A, f steht in allen Punkten senkrecht auf die Fléche. Sei dazu X €
C2°(Q,R?) ein Vektorfeld und ¢ € C°(R x Q,Q) der zugehorige FluB:

0
F(t2) = X(p(t,2), @(0,2) = =
Q X=0 G =id

Da ¢; = ¢(t, -) Diffeomorphismus von Q, gilt A(f o ¢;) = A(f) wegen Invarianz gegeniiber
Umparametrisierungen; auflerdem haben wir % flee(2))]t=0 = df (z) - X (2). Es folgt

d
0 = %A(fo%)h:o

- /Q (Ayf,df - X)dA,
- - /Q g(df(Dgf), X)dA,.

Aus dem Fundamentallemma der Variationsrechnung folgt nun df*(A,f) = 0, das heifit

Ayf € kerdf* = (Bilddf)* fiir alle 2.



Definition. Sei f € C2(Q,R3) eine Immersion mit induzierter Metrik g. Dann heift H = Ayf
der mittlere Kriimmungsvektor von f. Damit gilt:

f ist Minimalfliche & H = A, f = 0.

Dies ist ein System von drei partiellen Differentialgleichungen fiir die Komponentenfunktionen
von f. Die Gleichungen sind untereinander gekoppelt und nichtlinear, da die Metrik g;; =
(0if,0;f) von f abhingt. Sei ¢ : Q* — Q ein C%Diffeomorphismus und g¢* die durch die
Umparametrisierung f o ¢ induzierte Metrik. Als Konsequenz der Invarianz des Flacheninhalts
unter Umparametrisierungen gilt dann allgemein

Ag*(f 0¢p) = (Agf) o ¢.

Insbesondere ist mit f auch fo@ eine Losung der Minimalflichengleichung. Es ist fiir die gesamte
Theorie der zweidimensionalen Minimalflichen entscheidend, dafl sich die Gleichung durch Wahl
geeigneter (Um-)parametrisierungen wesentlich vereinfacht.

Definition. Eine Metrik g auf Q heifit konform dquivalent zur Standardmetrik (-, -), wenn es
eine Funktion A : Q — (0, 00) gibt mit

g(z) = N2(2)(-, -) fiir alle z € Q.
Bemerkung. Dies ist genau dann der Fall, wenn der Winkel

9(v, w)
[v]lg lwllg

in allen z €  mit dem euklidischen Winkel iibereinstimmt.

<4(v,w) := arccos (v,w € R?)

Definition. Eine Immersion f € C(Q,R3) heifit konform parametrisiert, wenn die induzierte
Metrik konform &quivalent zur Standardmetrik ist. Aquivalent dazu:

3f
ox

P2 08
oy ox’ oy’
e Schneiden sich zwei Geraden in 2 im Winkel ~, so schneiden sich ihre Bildkurven auch
mit dem Winkel v ( Winkeltreue).

Zentrale Beobachtung. Fiir eine konform parametrisierte Immersion f € C?(Q,R3) sind
dquivalent:

e f ist Minimalfléiche
82 f 0? f

Beweis. Wir haben (0;f,0;f) = )\2(5ij und somit
1
Agf =33 Za 5”8 if) = 33 Af

O

Da harmonische Funktionen, also Losungen der Laplacegleichung Au = 0, Realteile holomorpher
Funktionen sind, ist hierdurch ein Zusammenhang von komplexer Analysis (i. e. der klassischen
Funktionentheorie) mit unserem Thema gegeben. In der Vorlesung sollen im wesentlichen zwei
Aspekte aus der Theorie der Minimalflachen vorgestellt werden, wobei sich der Bezug zu komplex
analytischen Funktionen jeweils als entscheidend erweisen wird:



(1) Ldsung des Plateauschen Problems

Ausgehend von Seifenhéuten und ihrer Auffassung als stabile Gleichgewichtspunkte des Fléchen-
funktionals sind wir zu der Minimalflichengleichung gelangt. In der Variationsrechnung sucht
man umgekehrt Losungen dieser Gleichung unter geeigneten Nebenbedingungen zu finden, in-
dem man das Fldchenfunktional minimiert. Die Nebenbedingungen sind vor allem Vorgaben
an die Randkurve. Diese konnte wie ein Draht fest vorgeschrieben sein (Plateauproblem), auf
einer Glasfliche entlangrutschen kénnen (freies Randwertproblem) oder durch einen seinerseits
im Raum beweglichen Draht fester Linge gegeben sein (Fadenproblem). Weiter kann man nach
Losungen unterschiedlichen topologischen Typs, z. B. solchen vom Typ des Mobiusbandes, so-
wie auch nach nichtminimierenden Minimalflichen fragen. Fiir die Losung des Plateauproblems
durch J. Douglas, die wir in einer Version von R. Courant vorstellen, wurde 1936 eine der beiden
ersten Fields-Medaillen verliehen. Der Ansatz von Douglas basiert auf folgender

Beobachtung. Fiir f € C1(,R3) sei

A(f) = / Vvdet(df*df)dxdy < oo der Fldcheninhalt
Q

1
E(f) = 5 /Qtr(df* df)dzdy das Dirichletintegral von f.

Dann gilt A(f) < E(f) sowie die Aquivalenz

A = B() e drtdf = ldrPT
6f2'8f2 of of

ac| |yl ~lara, T

Beweis. Sind Ap, A2 > 0 die Eigenwerte von df* df im Punkt zg € 2, so gilt dort

AL+ A2
2

mit Gleichheit genau fiir Ay = As. O

Vdet(df*df) = v/ Aihg <

= S tr(df* df)

Sei f € C'(B,R?) eine Immersion der Kreisscheibe B = {z € R? : |z| < 1}. Falls es einen Diffeo-
morphismus ¢ von B gibt, so daf§ die Umparametrisierung f o ¢ eine konform parametrisierte
Fléache ist, so folgt

() A(f) = inf{E(f o ¢) : ¢ € Diff(B)}.

Die Existenz einer konformen Umparametrisierung ist allerdings nicht trivial; ihr Nachweis er-
fordert zum Beispiel den Uniformisierungssatz von Koebe. Die schwichere Aussage (x) 148t sich
jedoch einfacher zeigen.

Ist nun C eine Klasse von Immersionen f € C!'(B,R3) der Kreisscheibe, so da8 mit f € C auch
fo¢ e C gilt fiir jeden Diffeomorphismus ¢ von B, und minimiert fy das Dirichletintegral in
C, so minimiert fo wegen (%) auch den Flicheninhalt in C, es gilt A(fo) = E(fo) und fy ist
konform parametrisiert. Der Versuch, das Flachenfunktional selbst in einer geeigneten Klasse
C zu minimieren, wire wegen der grofien Invarianzgruppe Diff(B) von vornherein zum Schei-
tern verurteilt. Wire etwa fy bereits das gesuchte Minimum, so sind die Umparametrisierungen
fo o ¢ fiir beliebiges ¢ € Diff(B) alle weitere Minima. Es wire deshalb nicht moglich, fiir eine
A-Minimalfolge geeignete Normen abzuschéitzen. Die Invarianzgruppe des Dirichletintegrals ist
dagegen nur die dreidimensionale Gruppe der Mobiustransformationen des Einheitskreises, und



die Kontrolle einer Minimalfolge erscheint viel aussichtsreicher.

(2) Konstruktion von Beispielen

Die Komponentenfunktionen einer konform parametrisierten Minimalfliche sind harmonisch.
Hieraus leitete Weierstrafl eine Darstellungsformel fiir Minimalflichen mittels zweier holomor-
pher Funktionen her. Vor allem sein Schiiler H. A. Schwarz fand hiermit eine Reihe neuer Bei-
spiele. In den sechziger Jahren zeigte R. Osserman, dafl die zunéchst lokal definierten Funktionen
in der Weierstra3darstellung als meromorphe Daten auf der zugrundeliegenden, kompakten Rie-
mannschen Fléche global erklart sind, sofern die Minimalfléiche endliche Totalkriimmung besitzt.
Auf dieser Grundlage sind in den letzten 15 Jahren eine Vielzahl neuer Fliachen gefunden worden:

e Bis 1984 hatte man vermutet, dal die Ebene und das Katenoid die einzigen eingebette-
ten, das heif3t selbstschnittfreien, Minimalflichen ohne Rand mit endlicher Totalkriimmung
sind. Das Katenoid ist rotationssymmetrisch, wodurch sich seine Berechnung auf die Lésung
einer gewohnlichen Differentialgleichung reduziert. Im genannten Jahr gelang C. Costa die
Konstruktion einer weiteren solchen Fliche, die durch elliptische Funktionen gegeben ist.
Seitdem hat man eine Reihe weiterer Beispiele gefunden.

e Beispiele fiir in drei Richtungen periodische Flachen stammen schon von Schwarz und sei-
nen Schiilern. Diese sind neuerdings auf grofies Interesse im Zusammenhang mit verschie-
denen Mikrostrukturen gestoflen, wie sie unter anderem bei Lipiden, Fliissigkristallen, Mi-
kroemulsionen und Block-Kopolymeren auftreten. Grob gesprochen tritt die Minimalfldche
in diesen Situationen als Trennfliche oder Phasengrenze zwischen zwei verschiedenen Stof-
fen oder Phasen auf und minimiert dabei eine Oberflichenenergie. Tatsédchlich mufl man
nicht nur Minimalflichen, sondern allgemeiner Flichen konstanter mittlerer Kriimmung
erwarten, weil das Volumenverhéltnis der beiden Stoffe oder Phasen vorgegeben ist. Je-
denfalls fand der Kristallograph A.Schoen 1970 mit teilweise heuristischen Argumenten
neue dreifach periodische Minimalflichen. Rigorose Existenzbeweise fiir diese und weite-
re Beispiele stammen von H. Karcher (1989), der zunichst einen Fundamentalbereich der
Flache durch Losung eines Plateauproblems bzw. freien Randwertproblems erhélt und die
gesamte Fliache durch fortgesetztes Spiegeln aufbaut. Auch hier lassen sich Weierstrafidar-
stellungen angeben, was allerdings fiir die meisten Beispiele ziemlich aufwendig ist.

Minimalflichen werden seit T. Young (An essay on the cohesion of fluids, 1805) und P. S. Laplace
(Traité de la méchanique céleste, 1805) untersucht. Einen guten Eindruck von den unterschied-
lichen Fragestellungen und vom Stand der Forschung vermittelt der soeben erschienene, von
Osserman herausgegebene Band der Enzyklopéidie der mathematischen Wissenschaften.



Kapitel 1

Grundlagen der komplexen Analysis

Vorbemerkung. Im folgenden ist Q C R? stets ein Gebiet, also offen und zusammenhingend
(Englisch: domain).  hat C!'-Rand, falls es zu jedem zq € 9Q eine offene Umgebung U und
einen Diffeomorphismus ¢ € C1(U, V) mit ¢(29) = 0 und ¢(UNQ) = {z € V : Im (2) < 0} gibt.

A

In zp € 09 gibt es dann eine eindeutig bestimmte, &uflere Einheitsnormale v(2g), definiert durch

o |v(z0)| =1, wv(z0) L Ty (09)

e cs gibt ein pg > 0, so dafl zp + pr(zo) ¢ Q fiir alle p € (0, pp).

Sei nun zusitzlich € beschréinkt. Dann besteht 92 aus endlich vielen geschlossenen C'! -Kurven
I'y,..., Tk, welche Parametrisierungen ; € C*([aj, b;], T';) mit 4;(t) # 0 fiir alle ¢ besitzen.




Fiir ¢ € 0%(9Q) setzen wir

[ e i/ ) 5(t) dt.

o0

Das Integral héngt nicht von der Wahl der v; ab.
Integralsatz von Gauf3 Sei Q beschriinkt mit C'-Rand und X € C*(Q,R?). Dann gilt

/diVX dxdy = /(X, v)ds.

Q o0

1.1 Harmonische Funktionen

Definition. Eine Funktion u € C%(Q) mit endlichem Dirichletintegral
E(u) = 3 [ |du(z)|? dz dy < oo heiit harmonisch , wenn gilt:

d
%E(u +ep)|le=o =0 fiir alle p € C°(Q).

Aus ld(u+ )2 = Hdul? + eldu, dg) + Se2|dpf? folgt

d
—E(u+ep)|e=0 = / (du, dp)drdy = — / (Au)p dxdy.
de Q Q

Folgerung u € C?(f2) ist genau dann harmonisch, wenn gilt:

2 2
Au = divgradu = g ZL + ng =0.

Im Gegensatz zum Flicheninhalt ist das Dirichletintegral nicht gegeniiber allen Umparametri-
sierungen ¢ € C2(2*, () invariant, wohl aber unter konformen Diffeomorphismen:

do*dp = dpde* = N1 mit A2 = |det dg|

= Bluog) = / tr(d(u 0 6)*d(u 0 ¢)) dudy

= 5 | (@6 du 0 0)(du 0 0)) dody
_ ;/*tr(du* du) o ¢ | det dé| dady

1
= = du* du) dédn = E(u).

5 | wntan* du dgan = B

Weiter gilt mit g = A?(-, -), der durch ¢ induzierten Metrik,

(Bu) 0 6= Agluod) = 1gALuoo).



Als Beispiel betrachten wir die durch die komplexe Exponentialfunktion gegebenen Koordinaten
o(s,9) = (e°cost,e’sindd), (s,9)€ R xR/27.
do(s,9) = ¢ <cos19 — sin 19)

sin?d  cosd

9 (10
o= o)
0? 0?
—2s
- By = oc (82+8q92)
Mit dem Separationsansatz u(x,y) = v(s)w(1)) ergibt sich

7)"(8) B w”(ﬂ)

v(s)  w(®)

= const.

Damit u(x,y) zweimal stetig differenzierbar auf R?\{0} ist, muB w einschlieBlich Ableitung 27-
periodisch sein. Es folgt const = k% mit k& € Ny und hieraus die Losungen

k=0 = wv(s) = ao+Pos, w()=ap
keN = v(s) = apel®+ pBre*s
w(¥) = aycoskd + by sin kv

Damit « im Nullpunkt regulir ist, mufl 8, = 0 sein. Wir erhalten die auf ganz R? harmonischen
Funktionen

u(r,9) = r¥(ay cos kv + by sin kv)

k sk k sk
VA ¥ —Z
= b
W T,
K — 1b k ay, + by ok
2 2
bzw.
u(z) = Re(cpz®)  mit ¢ = ay, — iby,
Der Fall k£ = 0 fiithrt zu der rotationssymmetrischen Losung g(r) = % logr, mit ¢'(r) = ﬁlr Sei

nun v € C?(Q), 2o € Q und G(2) = g(|z — 20|). Das Gebiet Q sei beschréinkt mit C'-Rand. Dann
gilt

- / GAudzxdy = /(uAG—GAu)da:dy
Q\Br(z0) Q\Br(z0)
= / div (ugrad G — G grad u)dzdy
Q\Br(20)
= /(ugf—GgZ)ds - fuds + g(r)/ %ds.
89 8By (z0) OB, (z0)
Su(z0) -0

Beachte nun

1 1
—/g(\z|)da:dy——/ plog,odp—>—/ plog pdp < oo fiir r \ 0.
T 0

r<|z[<1

10



Also ist nach dem Satz iiber monotone Konvergenz G' € L'(2) und es folgt aus dem Satz von
Lebesgue die Konvergenz der linken Seite fiir r N\ 0.

= |u(z) = /GAuda:aly—l—/(ugiTY —G’gz) ds
Q o0

(Darstellungsformel von Green)

Bemerkung. Ist u € C%(R?), so kénnen wir die Formel auf einer grofien Kreisscheibe anwenden
und erhalten

u(zo) = /GAud:cdy.
R2

Diese Identitdt notiert man auch in der symbolischen Form AG = §,,, wobei ¢, das Diracmaf
im Punkt zg ist.

Satz 1 (Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen).
Fiir u € L{ () sind dquivalent:

(1) vwelC>®() und Au=0.
(2) Fiir £2-fast alle z € Q gilt:

u(z) = ]Z u(')ds fiir £' — fast alle r € (0, dist (z,00)).
9B, (2)

Beweis.
(1)=(2): Fiir zunichst noch beliebiges u € C?(Q) spezialisiert sich die Greensche Formel auf
B, (z9) zu

(6 uleo) = [ (allz ) o) Audady + [ s
By (20) OBr(z0)

Fiir harmonisches u folgt die Mittelwerteigenschaft.

(2)=(1): Ich zeige zunichst u € C*>(Qy,), wobei
Doy = {z € Q : dist(z,00) > 2p}

bei beliebig gegebenem p > 0. Dazu betrachte ich die C*°(R)-Funktion

_ Ja-exp t—1p2 fiir t < p?
ﬁp(t) =
0 sonst.

o0
Dabei sei a > 0 so gewihlt, daB8 [ rn,(r?)dr = 1.
0
Ich multipliziere die Mittelwertidentitét mit 77,(r?) und integriere von 0 bis oo, fiir 2 € Qg

u(z) = ;ﬁ]onpw) [ s
0

8B, (2)

1
= 5 [ llz = Pt o’ ay
2T
R2

11



aA

Y

0 p2

Die rechte Seite ist aber glatt. Also ist u € C°°(£2) nach Abénderung in den Punkten, in denen
die Mittelwerteigenschaft nicht gilt. Mit Ausnahme dieser Punkte haben wir mit der Formel (%)

0= [ (o= = z0]) = 9(r)) Audray,
Br(z0) <0

Es muf dann in B,(zp) Nullstellen von Awu geben, und mit r» — 0 folgt Au(zp) = 0. Somit ist u
auch harmonisch. O

Bemerkung. Aus der Mittelwerteigenschaft bzgl. Kreisen folgt die entsprechende Mittelwert-
formel bzgl. Kreisscheiben, denn es gilt

T

1
][u(z)d:zdy = — /u(z)dsdp
o
BT(ZO) OaBp(ZO)
u(z
75702) /27Tpdp—u(20).

0

Folgerung. Harmonische Funktionen sind unendlich oft differenzierbar.

Satz 2 (Abschitzungen von Cauchy).
Zu k € Ny gibt es eine Konstante ¢, < oo mit folgender Eigenschaft: ist u € C'°°(€2) harmonisch
und B,.(z9) CC £, so gilt fiir jede Ableitung D“u der Ordnung |o| = k

C
D) < % ][ lu(2)| dzdy.
Br(20)

Zusatz. Man kann c; = (ck)¥ mit ¢ universell wiihlen.

Beweis. Fiir 0 < p <r und z € B,(2) gilt

Ou(z)] = | ][ (94)(¢) dé dn|
Brfp(z)
1
m| /diV(Uej)dde’
BT*P(Z)
1
= 77‘(‘(7“—/))2| /u(ej,y>ds\
OB, (2)

2

EHUHCO(BAZO))‘

IN
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(11) = ”ajuHCO(Bp(zo)) < r—p C’O(BT(Z())).

Sei jetzt r; = %r fir j = 0,1,..k und M; = lme}mﬁx [D%ul|co(m,. (z)), insbesondere My =
«@ -7 7

max |D%u(z0)|. Aus (1) ergibt sich fiir j <k —1

laf=

2 2k
My < ————Mjn = —Mjn
J+1 T T r
2k \ ¥
(12) = max Do)l < (%) o,

Nun ist fiir z € B, j2(20)

()] < /f u(Q)] dédn < 4 f u(¢)] dédn,

Br/Q(Z) B’I‘(ZO)

und durch Kombination mit (2) auf B, j5(20) folgt

max|Dau(zo)|§(4Tk>k4 ][ lu(z)| dady.

lo|=k
Br(z0)

Die Behauptung gilt also z. B. mit ¢, = (16k)F. O

Eine zentrale Anwendung dieser Abschitzungen sind Kompaktheitsaussagen fiir Mengen bzw.
Folgen harmonischer Funktionen.

Satz 3 (Konvergenzsatz von Weierstrafs).
Sei u,, € C?(Q) eine Folge harmonischer Funktionen, die in L{ () gegen u € L (£) konver-

loc loc
giert, also

/u — Up| dxdy — 0 fiir jedes Q' CC Q.
Q/
Dann ist v harmonisch und es gilt fiir jedes k € Ny
[u = unllor(gy — 0 mit n — oo.

Beweis. Ist K C ) kompakt, so gibt es ein p > 0 mit Q' := {z € R? : dist (2, K) < p} CC Q.
Fiir 29 € K folgt dann

IN

][ |un - um’ dxdy

BP(ZO)

|un(20) — tm(20)]
1 .
2/\un—um\dwdy <e firn,m> N.
TP
Q/

Nach evtl. Abdnderung von « in einer Nullmenge konvergiert u,, lokal gleichmdjf$ig gegen u und
es folgt

u(zp) = nh_}ngo Un(z0) = lim Un(z)ds = ][ u(z) ds.

n—o0
8Bp(z0) aBp(Zo)

13



Nach Satz 1 folgt u € C*°(2) und Au = 0. Weiter gilt mit Satz 2 fir |a| = k € Ny

Dt (a0) — (D))l < 5 ]l\un—um\dxdy
BP(ZO)

ck
< p2+k/\un—um\dmdy.
Q/

Also konvergiert auch D%u,, lokal gleichmifig gegen eine stetige Funktion ¢® € C°(Q), und es
bleibt g® = D%u zu zeigen. Fiir n € C°(Q) gilt

/(Do‘u)nda:dy = (—1)|°‘/u(D°‘n) dxdy
Q Q

= (=D lim | u, (D) dzdy

n—oo 9]

= lim [ (D%uy)ndzdy

n—oo Q
= / g“n dxdy.
Q
Die Behauptung folgt aus dem Fundamentallemma der Variationsrechnung. O

Satz 4 (Kompaktheitssatz von Montel).
Sei u,, € C*(Q) eine Folge harmonischer Funktionen, die in L{ () gleichmiBig beschriinkt ist,
d.h.

S:=sup [ |up|drdy < oo fiir jedes Q' CC Q.
neN J/

Dann gibt es eine Teilfolge u,, und eine harmonische Funktion u € C°°(Q2) mit

lu — un, — 0 fiir alle k € Ny, Q' cC Q.

||C'k(Q’)

Beweis. Wegen Satz 3 reicht es aus, eine lokal gleichméflig konvergente Teilfolge zu finden. Seien
K und ' wie im Beweis von Satz 3. Fiir zp € K gilt dann

S
un(20)] < ][ oy < 2
BP(ZO)

S
9 oy < 25,
p ™p

By (20)

[ Dun(z0)]

IN

Somit ist u, auf jedem Kompaktum K CC 2 gleichméfig beschrankt und gleichgradig stetig.
Die Behauptung des Satzes folgt aus dem Satz von Arzela-Ascoli. O

Der Vollstandigkeit halber sei dieser Satz hier wiederholt.

Satz (Arzela-Ascoli).
Sei K C R" kompakt und u, € CO(K) sei

o gleichméBig beschrénkt: C' = sup [|un o ) < o0
neN
e gleichgradig stetig:

w(d) =sup sup |un(z1) — un(z2)| — 0 mit 6 \, 0.

neN z1,2g€K
|21 —22|<6

14



Dann konvergiert eine Teilfolge gleichméfig auf K.

Beweis. Zu j € N gibt es eine endliche Menge K; C K, so dal K C (J By/;(2). Mittels eines
ZEKj

Diagonalverfahrens konnen wir annehmen, dal u, in allen Punkten z € U;’;l K; punktweise
konvergiert. Zu & > 0 gibt es ein § > 0 mit

|21 — 22| <0 = |up(z1) — up(z2)| < fiir alle n.

W m

Wihle j € N mit % < 4. Es gibt ein n. € N mit
2 € Kj = |un(2) —um(2)| <e/3  fiir n,m > n..
Zu zp € K wihle z € K; mit |29 — z| < 4. Fir n,m > n. ergibt sich

[un(20) — um(20)] < [un(20) — un(2)|  +lun(z) —um(2)]  +lum(z) — um(zo0)l.
< < <

wm
[SVl[0}

O

Bemerkung. Gelten die Voraussetzungen nur auf kompakten Teilmengen K C 2, so folgt die
Existenz einer lokal gleichmiBig konvergenten Teilfolge. Dazu wihlt man eine Ausschopfung
Ki C Ky C...,U2, K; = Q, durch kompakte Mengen und verwendet ein Diagonalfolgenargu-
ment.

Satz 5 (Lemma von Weyl).
Fiir u € L _(Q) gelte Au = 0 im Distributionssinn:

loc
/ uAndzdy =0 fiir alle n € C°(9).
Q

Dann ist u € C*°(§2) und harmonisch.

Beweis. Sei n € C(B1(0)), [n(z)dzdy = 1 sowie n(z) = n(—=z) fiir alle z € By(0). Mit
ne(z) = 5n (£) fiir 0 < € < p erhalten wir die auf Q, = {z € Q : dist(z,09) < p} unendlich oft
differenzierbare Funktion

(e)(z) = [ ez = O u(€) dgdn = (e = ().
Fir ¢ € C(Q,) folgt
/(AJsu)gp dedy = / Jeu A dxdy
Q Q
= /uJEAgo dzxdy (da n gerade)
Q
= /uAJggoda:dy =0.
Q

Nach dem Fundamentallemma ist AJ.u = 0 auf Q,. Aber Jou — u in L{ (), und die Be-
hauptung folgt aus dem Satz von Weierstraf. O

Der folgende Satz ist ebenfalls eine Regularitéitsaussage.

Satz 6 (Riemannscher Hebbarkeitssatz).
Sei a € Q C R?, v € C*(Q\{a}) harmonisch und

1 .
g(r) = T max [u(z)] — 0 mit » — 0.
log P |z—a|=r
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Dann ist die Singularitdt nur scheinbar vorhanden, das heifit u ist zu einer harmonischen Funk-
tion auf ganz §2 fortsetzbar.

Beweis. Es sei oBdA a = 0. Wir wollen die schwache Version der Gleichung Au = 0 aus
Satz 5 nachweisen, diirfen aber zundchst nur mit Funktionen testen, die in einer Umgebung
von a verschwinden.Wollen wir deshalb ein allgemeines ¢ € C2°(2) einsetzen, so miissen wir
es zunéchst nahe bei a ,abschneiden®. Sei dazu 1, € C*°(Q2) eine von einem Parameter p > 0
abhéngige Funktion, die in einer Umgebung von a Null ist. Es gelte 0 < 7, < 1 fiir alle z € €
und 7,(z) — 1 mit p — 0 fiir alle z € Q\{a}.

0 = / uA(1pp) ddy
Q
= /npuALpdxdy—i—Z/u(dnp,d(p) dxzdy
Q Q
+ /ugoAnpdz:dy.
Q

Da u € L'(Q), strebt das erste Integral mit p — 0 gegen JouApdrdy. Wir miissen also
erreichen, dafl die anderen beiden Integrale gegen Null gehen. Sei dazu n € C*°(R) eine Funktion

mit
() = 0 firt<o
=1 fiwe=1
Man iiberpriift leicht, daf die iibliche Wahl 7,(r) = n (%) hier nicht ausreicht. Stattdessen
wéahlen wir

es gilt also n,(r) = 0 fiir r < p?, n,(r) = 1 fiir 7 > p. AuBerdem berechnen wir:

1
) = )

P

1, , 11 1

Aﬁp(T) = ;(”Ip(T)) = ;log%ﬁ ('”)rlog%

1

R )

= n'(... 77“210g2%.

Wir konnen annehmen, da (-) monoton wachsend ist, andernfalls gehen wir zu £*(p) =

sup &(r) iiber. Es gelten die Abschétzungen
0<r<p

IN

‘ / U<dnp,d¢>dmdy‘
Q 2 71log

1 p 1
C'log /)26(,0)/ r——dr < Cpe(p) = 0,
p
1 P dr
upAn,drdy| < Clog—e(p) r—aT S Ce(p) — 0.
Q p p2 r4log 5
0

Die a priori-Abschitzungen sagen grundsitzlich aus, daf die gleichméflige Beschrinktheit einer
Folge harmonischer Funktionen bzgl. einer gewissen Norm auch Abschétzungen fiir jede andere
Norm nach sich zieht. In den Anwendungen kann man sehr oft Kontrolle iiber die Supremums-
norm bekommen, und zwar durch folgendes Resultat.
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Satz 7 (Mazimumprinzip fir harmonische Funktionen).

Sei Q C R? ein Gebiet und u € C%(Q) harmonisch. Falls es ein zy € 2 gibt mit u(zy) = sup u(z),
2€Q
so ist u konstant.

Beweis. Die Menge M = {z € Q : u(z) = sup u(z’) =: M} ist relativ abgeschlossen und nach
2'eQ
Annahme nichtleer. Ist z € M und B,(z) CC €, so gilt nach Satz 1
(w(z") — M) daz'dy’ = 0.
B (2)

Der Integrand ist stetig und nichtpositiv, also folgt u(z") = M fiir 2’ € B,(z). Folglich ist M
offen und aus Zusammenhangsgriinden u konstant gleich M. O

Folgerung. Ist  C R? beschrinktes Gebiet und u € C°(Q) N C?() harmonisch, so gilt
sup [u(z)] < sup [u(z)].

z€Q 2€00

1.2 Holomorphe Funktionen

Definition. f:Q — C heifit in zg € Q komplex differenzierbar, falls es ein ¢ € C gibt mit

o £) = (o) + ez = )

Z—20 zZ—Z0

=0.

Die Zahl ¢ := f/(zg) ist eindeutig bestimmt. Ist f in ganz Q komplex differenzierbar, so heifit f
holomorph.

Lemma 1. Genau dann ist f = w + iv : € — C holomorph, wenn f als reelle Abbildung
differenzierbar ist und die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen gelten:

ou v @_7@
oy oz’

dx ~ dy
0 -1

Durch Einfithrung der positiven 90°-Drehung J = <1 0

> lassen sich die Differentialgleichun-
gen auch so formulieren:
df - J=J-df & dv=—-du-J

< gradv = Jgradu
< df e R-S0(2).

Beweis.

e f holomorph
= df(z) entspricht Multiplikation mit f’(z) € C.
J entspricht Multiplikation mit ¢ € C
=df(z)-J =J-df(2).

e Seidf-J=J- df und z,y die Koordinatenfunktionen.
—du-J = —d(xof)-J = —dx-df-J=—dzx-J-df
= dy-df = d(yo f)=dv.
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Weiter ergibt sich aus dv = —du - J

(Jgradu, X) = —{(gradu,JX)=—du-JX
dv - X = (grad v, X).

In Koordinaten bedeutet gradv = J grad u
Ozv\ (0 =1\ (Ozu\ [—0yu
o)  \1 0)\ou) \ o)

a —b
R-SO(2)—{<+b a).a,bE]R}.
Aus den Differentialgleichungen folgt also df € R-SO(2) mit a = % und b = %.

Schliefllich folgt nun wieder die Holomorphie, und zwar mit

f'(z)

_%Jﬂ@x

_Ou  Ov _1/70f Of
- 2\ 0z Z@y

Geometrische Interpretation:
f holomorph < f reell differenzierbar
und orientierungstreu: det df (z) > 0
und konform: df*df = \°1.

Beispiel.  f(z) = z™ ist holomorph auf C fiir n € Nj.
f/(Z) — nzn717 f(rew) — 7JLei"m9

f@=2
—>

Allgemein gelten die Linearitidt der Ableitung, die Produkt-, Quotienten- und Kettenregel sowie
der Umkehrsatz analog zur reellen Ableitung. Zum Beispiel sind rationale Funktionen

p(2)  amz™+...+arz+ag
q(2) bz + ...+ b1z + by

aulerhalb der Nullstellen des Nenners holomorph. Trotzdem ist der Begriff der komplexen Dif-
ferenzierbarkeit nicht in Analogie zur reellen Differenzierbarkeit zu sehen, weil sich aus der
Definition die Giiltigkeit der obigen Differentialgleichungen ergibt. Dies wird noch deutlicher
durch die Beziehung zwischen holomorphen und harmonischen Funktionen.

Satz 1 (holomorphe / harmonische Funktionen).

(1) f=wu+iv e CY,C) holomorph
= Au=Av=0und f € C*®(Q,C)
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(2) u € C?(Q2) harmonisch,  einfach zusammenh#ngend
= es gibt u* € C?(Q) harmonisch, so dafi f = u + iu* holomorph ist. u* ist bis auf
eine additive Konstante eindeutig bestimmt und heifit die zu v konjugiert-harmonische
Funktion.

Beweis.

zu (1): Durch Multiplikation der Cauchy-Riemann Differentialgleichungen mit n € C2°(2) erhal-
ten wir die schwache Version

0 = /(8xu8yv)ndazdy = Jo(udpn — vdyn) dzdy,
Q)

0 = —/(@,u—@xv)ndl’dy = Jo(udyn —vdyn) dudy.
Q

Ersetzen wir 7 in der ersten Gleichung durch 0,7, in der zweiten Gleichung durch d,n und
addieren, so folgt [, u Andzdy = 0 und damit v € C*(Q), Au = 0, nach dem Weylschen
Lemma. Die Behauptung fiir v folgt durch Anwendung auf —if = v — iu.

zu (2): Sel w = —du - J = —(9yu) dx + (9yu) dy. w ist geschlossen wegen Au = 0, also existiert

eine Stammfunktion u* € C?(Q) : du* = w. Dann ist f = u + su* holomorph. O

1. Bemerkung. Wir haben tatsiichlich gezeigt: Ist f = u+iv € L () und gilt fiir n € C=°(9)

loc

/(u@mn — v0yn) dedy = /(uayn + v0,n) dedy = 0,
Q Q

so ist f € C*(Q,C) holomorph und harmonisch.

2. Bemerkung. Eine auf ) holomorphe Funktion f = u 4+ v ist dort unendlich oft komplex
differenzierbar. Sei dazu allgemein fiir f € C1(2,C)

of _ 1(0f or\ _ 1((ou ow\ (00 o
0z 2\ 0z Z@y 2\ \oz oy "\ oz oy) )’
oz 2\az 'ay) ~ 2\\az ay) T \axr " oy

Auf C%-Funktionen vertauschen % und %, genauer

00 _1(9 O0N(9 ,O0N_1,_ 0290
0z 0z 4\ 0z dy ) \ Oz oy) 4~ 0z 0z

Die Cauchy-Riemann-Gleichungen sind gleichbedeutend mit % = 0. Also haben wir
f holomorph < 8—{ =0
0z
0 of Of of
2 _—— = — — =
FeC) = %o " 005
of

= f'(z) = = ist holomorph.
Fiz) =57 p
Fiir viele Argumente in der reellen Analysis ist es wichtig, glatte Funktionen mit kompaktem

Trager zu haben. Dagegen gibt es keine komplex differenzierbaren Funktionen mit kompaktem
Trager: stimmen zwei komplex differenzierbare Funktionen auf einer offenen Teilmenge ihres
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Definitionsgebiets iiberein, so sind sie iiberhaupt gleich. Diese sogenannte Eigenschaft der ein-
deutigen Fortsetzbarkeit gilt allgemein fiir Losungen von elliptischen Differentialgleichungen.

Satz 2 (holomorph = komplex analytisch).
Fiir f € CY(9,C) sind #quivalent:

(1) f ist holomorph.

(2) Fiir alle zg € §2 gibt es ein r > 0, so daf gilt:

X £(n)
_ Z f ('ZO) (z — z9)" fiir alle z € B, (zp).
n!

Beweis. Ich zeige nur (1) = (2); genauer beweise ich die Konvergenz der Taylorreihe fiir z €
Byr(z0), wobei R < dist (29,0€) und 0 < 6 < ﬁ mit e = 2,718... und ¢ wie in Satz 2,
Abschnitt 3. Wir kénnen oBdA zy = 0 und eine Stelle z € (0, 0R) statt z betrachten, andernfalls
gehen wir zu f(¢) = f(z0 + €'¢) mit o = arg(z — 2¢) iiber. Fiir die holomorphe Funktion f und

¢ € (—0R,0R) gilt
o L(00_0rY o 0
ro=-3(3E-ig)e-go

aufgrund der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. Da die komplexen Ableitungen von
f ebenfalls holomorph sind, gilt weiter

FE) = (87 f)(€) fiir alle n € No, & € (—0R, 0R).

Es reicht nun aus, wenn wir fiir v = Re f die Taylorreihendarstellung

o0

() u(w) = Z —(@EN(0) 2", € (0,0R)

n=0

nachweisen. Denn durch Anwendung auf —i f folgt eine entsprechende Darstellung fiir v = Im (f)
und damit

flz) = ulz)+iv(z)

B z%nv@” u)(0 >f”+i§;<agu><o>xn
— i %(@?w + i) (0) 2" = i f(T;)L!(O) o
n=0 —0

Es gibt zu jedem n € N ein £ € [0, z], so daB gilt:

— 1
Z 7 (G0)(0) 2
k=0
](6 uw)(§)]|z|™ (Taylorsche Formel)

IN

IN

> lullco(py) (BR)™ (Cauchy-Abschétzungen)

) lllogisy)-

:L\H:’_\'—@_\H

<9
(cn
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Aber nach Wahl von 6 ist

Ant1 1 cn+1)\"" l 1—-0\"
an  (n+1)! 1-90 "\ chn
ch 1.5 cle
= 1+—-) < 1.
) 1<
Also ist (%) konvergent. O

Definition. Sei f: 2 — C holomorph und nicht konstant, 2 C C ein Gebiet. Dann gibt es zu
zo € 1 ein kleinstes n € N mit f (”)(zo) # 0. Diese Zahl ist die Ordnung, mit der f den Wert
f(z0) in zo annimmit.

Bemerkung. Die Ordnung ist wohldefiniert. Dazu betrachten wir die relativ abgeschlossene Menge
M={zeQ:f™(z)=0 firallen > 1}.

Nach Satz 2 ist M auch offen. Wire M # (), so folgt also M = Q und f wire konstant im

Widerspruch zur Voraussetzung.

Satz 3 (Lokales Abbildungsverhalten holomorpher Funktionen).

Sei 2 C C ein Gebiet. Die holomorphe Funktion f : 2 — C nehme in z5 € 2 den Wert wg € C
mit der Ordnung n € N an. Dann gibt es eine offene Umgebung U von 2y und eine biholomorphe
Abbildung ¢ : U — B,(0), so daB gilt:

Fle™1(Q)) = wo + ("

Beweis. Die nach Satz 2 giiltige lokale Potenzreihendarstellung von f hat die Form

[ = wot Y az—20)" (an#0)
k=n

[e.9]

= wo+ (2= 20)" D anpr(z — 20)*
k=0

=t wo+ (2 — 20)" g(2).
Da g(z0) = an, # 0, gibt es auf einer hinreichend kleinen Umgebung u von zp eine holomorphe
Funktion h: U — C mit h(z)" = g(z).
Begriindung. Die Abbildung
eXp:{CEC:—g<ImC<g}%{wEC:Re(w)>0}

besitzt ein holomorphe Umkehrfunktion log. Wéhle eine Zahl o mit o™ = a,, und setze

h(z) = aexp <% Jog (M» . zeU

(€29

Dabei sei U so klein gewihlt, dafl Re <M) > 0.

an
Jetzt betrachte ¢ : U — C, p(2) = (2 — 20) h(2). Es gilt ¢'(20) = h(20) = a # 0.Nach
dem Umkehrsatz konnen wir U so verkleinern, daf8 ¢ biholomorph auf eine Kreisscheibe B, (0)
abbildet. Es folgt
F™H () = wo + (= = 20) h(2) "],y 1) = w0+ ¢
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O

Bemerkung. In der Situation von Satz 3 besitzt jeder Punkt w € Bpn(wg)\{wo} genau n
Urbilder in U.

Satz 4 (Offenheit konformer Abbildungen).
Fine nichtkonstante holomorphe Funktion f : 2 — C bildet offene Mengen in offene Mengen ab.

Satz 5 (Identitdtsprinzip).
Sind f,g : © — C beide auf dem Gebiet 2 holomorph und hat {z € Q : f(z) = g(2)} einen
Haufungspunkt in €2, so sind f und g gleich.

Definition. Sei f: B,(z0)\{20} — C holomorph. Dann heiit die Singularitét zo

. hebbar < es gibt ein wy € C, so daf f durch f(zg) := wy
auf ganz B, (zp) holomorph fortgesetzt wird.
e wesentlich < fiir kein k € N ist zg eine hebbare Singularitét

von (z — 20)* f(2).
Sei zp weder hebbar noch wesentlich. Dann gibt es ein & > 1, so dafl zy hebbar ist fiir g(z) :=
(z—20)* f(2), nicht aber fiir Zg_(zz)o Ist dann g(z) = > o7 wn(2—2)" die Potenzreihendarstellung

von g bei zy, so folgt g(zp) = wy # 0 bzw.

a_k al—k a—

o0
n
L _ L0,
EEr R e +Z_zo+§:mdz 20)", a_y #

(%) f(z) =

n=0

Definition. FEine nicht hebbare und nicht wesentliche Singularitét heifit Polstelle. Die wohlbe-
stimmte Zahl k heiit Ordnung der Polstelle. Es gilt lim,_,., | f(z)| = oc.

Satz 6 (Casaroti-Weierstrafs). R
Ist zp € By (z0) wesentliche Singularitét von f, so ist f(B;(z0)\{z0}) dicht in C = C U {oo}.

Beweis. Wire f beschriankt, so wire die Singularitdt hebbar nach dem Riemannschen Hebbar-
keitssatz. Also ist co Haufungspunkt des Bildes von f. Wére ein a € C kein Haufungspunkt des
Bildes von f, so wire (nach Verkleinerung von r) die Funktion % = ¢g(z) beschrénkt, also

holomorph. Da g nicht die Nullfunktion ist, gibt es ein n € Ny mit g(z) = (2 — 29)™ h(z) und
h(zo) # 0. Es folgt

(z = 20)" h(2)
Widerspruch. O

(=0 1) = (= 20" (04 s )

1.3 Das Dirichletproblem fiir den Einheitskreis

Wir beschéftigen uns hier mit folgender Aufgabe:
Sei B = {2z € R?: |z] < 1} und ¢ : 9B — R. Gesucht ist eine Losung u : B — R des
Randwertproblems

Au=0in B, ulyg = .

Als erstes leite ich unter der Annahme der Existenz einer Losung ein Darstellungsformel her.
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Lemma 1. Sei u € C°(B) im Innern von B harmonisch. Dann gilt fiir z € B die Poissonsche
Integralformel
—VP

2w \C—ZP ds(C).

Beweis. Fir z € B sei h,(w) = f‘:;fu € Aut (B). Da u o h, auf B harmonisch ist, folgt aus der
Mittelwerteigenschaft

u(z) = u(h=(0))

= 11%1 u(h,(w))ds
0B,

= [ ulhetw) ds).

oB

Wir substituieren h,(w) = < w = h_,(¢). Es gilt

1-2¢—((—2)(=7) _ 11—z

(9 1-202 (-2
= ds(w) = |r_,(Q)]ds(C)
_ 1—|z|?
1 —2Re(20) + |22 ds(0)
= LB o
¢ =2 '

Wir kénnen allgemein die Poissonsche Formel als eine Abbildung

(%) £: LY(0B) — C=(B),
— 22
O e TG
B

auffassen. Es ist niitzlich, eine weitere Darstellung von £ zur Verfiigung zu haben.

Lemma 2. Die Funktion ¢ € L'(9B) habe die Fourierkoeffizienten

2m
1 4 .
= — [ o) e dy = a, —ib, (k>1)
™
1 2m
— i _. %
o = 27r/g0(e ) dv =: 5
0
Dann gilt mit z = re®
o a o0 )
(x%) Ep(z) = Re(chzk) = ?0 + ;rk(ak cos kO + by, sinkf).

Insbesondere ist £¢ harmonisch.

23



Beweis. Fiir z € B, ( = ¢ € OB gilt

1—z)? _ (C—CZ+(Z—22
¢ — 2|2 C—2)(C—-2)

I\

=
—_

,_.
|

ol AN IS
_|_
Al

I
ol
I[]e
N
YR
N—
Eal
HM8
R
VN
RS
N————
=

1
—_
+
[\
=
@
—~
bl
1M
i
a
1}
x>
S5
N
=
SN—

Da ¢ € L'(0B), haben wir

oo
. ) |z|
S e o) o) < ol om) < o0
1— 2|
k=1
Also konvergiert die Reihe in L!'(0B)und es darf gliedweise integriert werden. O

Die Cauchy-Integralformel driickt eine holomorphe Funktion f € C°(B) ebenfalls durch ihre

Randwerte aus,
1
16 = 5 [ L ac
oB

C_

Umgekehrt liefert sie zu gegebenem Randwert zwar stets eine holomorphe Funktion, nicht aber
eine Fortsetzung der Randwerte. Dies ist schon deshalb unméglich, weil eine solche Fortsetzung
nicht immer existiert. Die Diskussion der Poissonschen Intergralformel muf} sich deshalb auf die
Frage konzentrieren, ob £p die gegebenen Randwerte ¢ auch annimmt. Dabei kann danach dif-
ferenziert werden, welche Regularitét fiir den Randwert ¢ vorausgesetzt wird. Wir konzentrieren
uns auf zwei Fille:

e pc CY0B) (stetiger Kontert)
e ¢ besitzt eine ,Fortsetzung” v € C'(B) mit endlicher Energie

E(v) < oo (Energiekontext)

Wir beginnen mit dem ersten Fall, weil er konzeptuell gelaufiger ist.

Satz 1 (H. A. Schwarz).
Fiir ¢ € C°(9B) ist die Funktion

| 2

5 [ kb e(Qd¢ zeB
0B

©(2) z € 0B

(Ep)(2) =

stetig auf B; also gilt £ : C°(0B) — C°(B).
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Beweis. Wir zeigen lim.cp .., (£¢)(2) = ¢(20). Zu € > 0 wihle § > 0 mit [p(¢) — p(20)| < §
fiir |¢ — 20| < 9. Fiir |z — 29| < g gilt dann nach Lemma 1

— |z
£o(z) ~ Eplzo)] = o] / L (00— el )
1— |2
< — d
< o / o 20— ele0) [ ds(0)
[¢—20|<6 <e/2
1 1—2)?
t oo / WQHSOHCO((?B) ds(¢)
|C—Zo|>5
< 1e |z\2
= 5.5 W HSOHCO (8B)"
2
Jetzt lasse z — 2, also insbesondere |z| — 1, und dann € \, 0. O

Bemerkung. Aus dem Maximumprinzip folgt |€¢]|coz) = ll¢llcoom)-
Wir kommen jetzt zum Energiekontext und betrachten den Vektorraum

H'(B) = {v e CY(B) : E(v) = ;/B |dv|? dzdy < oo}.

Im allgemeinen sind Funktionen in H!(B)nicht auf B stetig fortsetzbar. Wir kénnen ihnen aber
trotzdem sinnvoll Randwerte zuordnen. Dazu verwenden wir fiir v € C*(B) die Notation

v () :=v(re”) (0<r<1).
Lemma 3 (Randwerte in H'(B)).
(1) ve HY(B) = Rv:= llfni v, existiert als Grenzwert in L?(0B).
(2) v € L*(0B) = [[(Ep)r — @l 12(9p) — O mit r 7 1.

Beweis. Fiir (1) zeigen wir, da8 v, eine Cauchyfolge in L?(dB) fiir 1 ist und schlieen dann
mit dem Satz von Fischer-Riesz. Fiir % <r; <ry<l1gilt

2 2w ro

/]v(rgem)—v(ﬁem)|2d19 = /‘/gv(rem)dr‘Qdﬁ
r

0 0

ro 2T

son [T

< 4(7“2 - 7‘1) E(“? BTZ\BTI)‘

ovl* re rdﬁdr

Um (2) zu zeigen, betrachten wir die Fourierpolynome

On = % + ;(ak cos kv + by sin k99)
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von ¢ und deren harmonischen Fortsetzungen

b (r,9) = % + Z ¥ (ay, cos k¥ + by, sin k)
k=1

sowie h = Ep. Wir erhalten die Abschitzungen

Iy o = 7 D0 #5048 < o~ enliaom,
k=n+1

H@n_(hn)rniz(aB) = T (1—rk)2(ai+bz)
k=1

< (1=r>?el 7208

Mit der Dreiecksungleichung ergibt sich

o~ rllizosy < o= @allie + n — gz + 1), — ol
< 2o = enllr2om) + A =r")¢ll L2098

= limsup (¢ = bl 295) < 20 = @nll1298)-
r, 1
Wegen der L2-Vollstindigkeit bei Fourierreihen geht die rechte Seite fiir n — oo gegen Null. [

Satz 2 (Dirichletsches Prinzip auf der Kreisscheibe).
Sei v € HY(B) und h = £(Rv) die harmonische Fortsetzung der Randwerte Rv € L?(9B). Dann
gilt E(h) < E(v), d.h. h minimiert zu den gemeinsamen Randwerten Rh = Rov.

Beweis. Der Beweis basiert auf der zatsache, daf kriﬂsche Punkte konvexer Funktionen not-
wendig Minima sind. Wire v € C1(B) und h € C?(B), so hiitten wir mit v = h + (v — h)
sofort

E(v) = EMh)+Ev—h)+ /(grad (v —h),grad hydxdy

B
= E(h)+E(v—h)-l—/div((v—h)gradh)da:dy
B
= E(h)+E(v—h)+/(v—h)gidszE(h).
>0 8B =0

Wir haben aber diese Regularitét bis zum Rand nicht zur Verfiigung. Fiihren wir das Argument
auf B, mit r < 1 durch, so bereitet der Grenziibergang r ,* 1 immer noch Schwierigkeiten.
Deshalb ersetzen wir noch h durch die endliche Summe

hy(r,9) = % + Z ¥ (ay cos kv + by sin kv9),
k=1

wobei ayg, by die Fourierkoeffizienten von ¢ := Rv sind. Wie oben bezeichnen wir mit ¢,, das
endliche Fourierpolynom auf dem Rand. Wir verwenden die Implikation

O N U LQ(OB) = <50k7¢k>L2(aB) - <90»¢>L2(a]3)'

/ (v — hy) 88}): ds=r /(v,« — (hn)r)(%h:)rds

0B, OB

Es gilt
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mit v, — (hp)r — @ — @p in L2(0B), ( ), — agn in CY(0B). Somit

Oh,, Ohy,

li —hy) —ds = — ©,) —— ds.

rI/Hi (v ) or y /(4,0 #n) or N
OB, OB

Nach dem Vollstiandigkeitssatz konvergiert ¢ — @, fiir N — oo in L?(0B) gegen ¢ — ¢,. Es
folgt wegen der Orthogonalitéitsrelationen

Ohy, Ohy,
OB 8B

= E()=E(hy,)+EM—hy,)
1 2 | 2
= 2/|dh d:cdy—n11_>rr0102/|dhn| dzdy < E(v).

B, B,

Hieraus ergibt sich mit » 1 die gewiinschte Ungleichung. O

Folgerung 1. Seien ay, by, die Fourierkoeffizienten von ¢ € L'(0B). Dann sind folgende Aus-
sagen dquivalent:

(1) Es gibt ein v € H1(B) mit Rv = ¢

EZk ak+b2
k=1

:1

Tatséchlich ist [¢]? die Energie der harmonischen Fortsetzung.
Beweis. Die harmonische Fortsetzung h = £ lautet
h(r,9) = 170 + 3702 r*(ak cos kU + by sin kd).
B / |grad h|? dzdy

B
1
= 3 /div(h grad h) dzdy

Aus dem Satz von Levi folgt mit r 71
1 2 T o 2 2 2
5 [ 1dhf* dudy = 2 > k(aq +b7) =[]
B k=1

Gibt es nun ein v € H(B) mit Rv = ¢, so gilt E(h) < E(v) < co nach Satz 2 und die Reihe
konvergiert. Ist umgekehrt die Reihe konvergent, so ist

llp — HL2 o =7y (ap +b}) <2[g],
k=1
also ¢ € L?(0B) und h € H'(B). Nach Lemma 3 ist Rh = ¢. O
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Bemerkung. Ist h : B — R harmonisch, so gilt nach Lemma 1 fiir 0 <r <1

1 [1—]z?
") =0 | T ap
B

h(r¢) ds(C)-
Ist h € H'(B) mit Randwerten ¢ = Rh € L%(0B), so folgt mit r /1 aus h, — ¢ in L?(0B)

—|Z B s
2ﬂ/ PO ds(0 = E)C).

Es gibt also hochstens eine harmonische Fortsetzung von ¢ mit endlichem Dirichletintegral,
némlich Ep.

Folgerung 2. Sei H[(B) = {v € H'(B) : Rv = ¢} # 0. Dann gibt es genau ein Minimum von
E in H} »(B), und zwar die Funktion E¢p.

Beweis. Es ist nur noch die Eindeutigkeit zu zeigen. Ist u € Hslo(B) ein Minimum und n €
C°(B), so gilt

d
0 = d—gE(u—i—en)\E:o
= /(gradu,gradn)dmdy
B

= /div (ugradn)da:dy—/ uAndzdy.
B B

=0

Aus dem Lemma von Weyl folgt v € C°°(B) und Au = 0. Nach obiger Bemerkung ist damit
u=Ep. O

Allgemein ist die Frage, inwieweit sich Regularitdtsannahmen fiir ¢ auf die Regularitéit von E¢
bis zum Rand auswirken, von grofler Bedeutung. Die Diskussion wiirde aber den Rahmen der
Vorlesung sprengen. Wir wollen jedoch zumindest die Situation behandeln, wenn die harmonische
Funktion auf einem Linien- oder Kreissegment bzw. allgemeiner auf einem analytischen Bogen
verschwindet. In diesem Fall kann die Funktion durch ungerades Spiegeln zu einer harmonischen
Funktion fortgesetzt werden. Dies ist wesentlich dafiir, daffi Minimalflichen an Geraden sowie
an Ebenen, auf die sie senkrecht auftreffen, gespiegelt werden kénnen. Im folgenden verwenden
wir folgende Notation:

BT = {z=a2+iyeC:|z|<1,y>0},
7:R* = R?, 7(x,y) = (z, —y) bzw. 7(2) = Z,
B~ = 7(BY)={:=x+iy:|z| <1,y <0},
I = (-,L1)cRCC,
L. (BTUIl) = {ueLi.(B"): / |u| dzdy < oo fir K CcC B}
B+NK

Satz 3 (Spiegelungsprinzip von H. A. Schwarz).
Sei u € C*°(B™") harmonisch und es gelte

e entweder u € CO(BY UT) und u|; = 0,
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e oderu € Li, (BT UI) und [, uAndzdy = 0 fiir alle ungeraden n € C°(B), also n(z) =
—n(7(2))-

Dann ist die durch ungerade Spiegelung fortgesetzte Funktion
ul(z) = u(2) fir 2 € Bt
—u(1(z)) furze€ B~
harmonisch auf der ganzen Kreisscheibe B.

Beweis. Wir behandeln zunéchst den Fall der zweiten Voraussetzung. Jedes n € C°(B) ist
Summe der geraden Funktion n*(z) = 1(n(z) + n(2)) und der ungeraden Funktion n~(z) =
3(n(2) = n(2)). Bs gilt

n gerade = /uAn dxdy = 0,

n ungerade = / ulAndxdy = 2 /
B

uAndxdy = 0, nach Voraussetzung.
Bt

Aus dem Weylschen Lemma folgt die Behauptung. Als zweites zeigen wir, daf} die erste Voraus-
setzung die zweite Voraussetzung impliziert. Betrachte dazu

ue(z,y) == u(z,y +¢) auf Q. = BTN (BT —cey).
Ist £ > 0 hinreichend klein, so gilt {(z,y) € sptn:y >0} C Q. UT und es folgt fiir ungerades n

0 = /nAuE dxdy
B+

= / div (ngrad u.) dedy — /(grad n, grad ue )dxdy
Bt B+

=0

= —/div (ucgrad n)dzdy + /ugAndxdy

B+ B+
= / ue Andxdy + [ ue n dx.
dy
Bt
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Mit € N\, 0 ergibt sich die zweite Voraussetzung und damit die Behauptung. O
Sei ¢ : B — U C C biholomorph. Man nennt dann ¢(I) =: T' C U ein analytisches Bogenstiick.

Ay

Wir haben den konformen Automorphismus o = ¢o7o¢~! von U. Sei u € C°°(U™T) harmonisch,
wobei Ut = ¢(BT). Es gelte
e entweder u € CO(UTUT) und ulp = 0,

e oderesseiue Ll (UTUT) und [ uAndzdy =0
U+
fiir alle n € C°(U),n ungerade bzgl. o.

Dann ist
u(z) = u(2) fir 2 € U™
—u(oz) firze U™

holomorph auf ganz U. Unter der ersten Annahme ergibt sich das direkt aus Satz 3. Gilt die 2.
Voraussetzung, so folgt fiir y € C°(B), x| = 0 mit n := y o ¢~ *

f(uocb)( )(AX)(C) ddn
= f(u0¢)() (n 0 ¢)(C) d€dn
(

B+
= f uo ¢)(C)(An) o ¢ |det dg| d&dn
= qund&dn:().

U+

Es ergibt sich die Behauptung auch in diesem Fall.

Beispiel. Kreise sind Bilder der z-Achse unter gebrochen linearen Transformationen. Die Spiege-
lung ist dann die Inversion, d. h. die am Einheitskreis gespiegelte Funktion erfiillt u(z) = —u (%)
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Kapitel 2

Das Plateausche Problem

In diesem Kapitel konstruieren wir zu einer gegebenen, geschlossenen Kurve I' C R? eine pa-
rametrisierte Fliche f : B = {# € R? : |z|] < 1} — R3, die von I' berandet wird und unter
allen gleichartigen Abbildungen kleinsten Flidcheninhalt hat. Wie in der Einleitung bereits fest-
gestellt, beschreibt diese Abbildung nicht notwendig eine absolut kleinste Fliche mit Rand I':
diese kénnte nicht orientierbar sein bzw. hoheres Geschlecht haben und damit keine Parametrisie-
rung durch B gestatten. Man spricht hier deshalb préziser von der Losung des Plateauproblems
vom topologischen Typ der Kreisscheibe.

Unsere Darstellung folgt dem von Douglas (1931) und Courant (1936) gefundenen Ansatz. Statt
des Flicheninhalts A(f) = [}, \/det(df*df) dzdy wird das Dirichletintegral E(f) = & [} tr (df*df) dzdy
minimiert. Wahrend A(-) bei Reparametrisierung mit beliebigen Diffeomorphismen gleich bleibt,
hat das Dirichletintegral lediglich die 3-Parameterschar der konformen Automorphismen

Aut (B) = {emm ca€R, 2 € B}

14 Zgz ’

als Invarianzgruppe. Deshalb 148t sich bei Minimierung von E(-) wesentlich eher eine Entartung
der Parametrisierung in einer Minimalfolge ausschlieflen. Die Tatsache, dafl unsere Lésung nicht
nur das Dirichletintegral minimiert, sondern auch den Flicheninhalt, folgt aus einem Satz von
C.B. Morrey, dem sogenannten e-Konformititslemma. Fiir diesen Zusammenhang miissen wir
z.B. auf [15] verweisen. Die Minimalflichengleichung kann aber dennoch mit einem Variations-
argument gezeigt werden. Wir beginnen nun mit der Konstruktion der Lésung und genauer mit
der mathematischen Formulierung der Randbedingung.

2.1 Konstruktion der Losung

Wir beschreiben den beim Seifenhautexperiment gegebenen Draht als geschlossene Jordankurve
I' C R?, das heifit als Bild eines Homeomorphismus

v: 8t 5T R
Fiir wy,ws € S und § = §(¢) > 0 gilt dann

|v(w1) — Y(we)| < § = w1 —wa| < e.
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o, (@)

()

Lemma 1. Zu ¢ € C°(S',T) existiert genau ein Lift # € C°(R) mit 6(0) € [0,27), so daB gilt:

() = y(e?D)  fiir alle 9 € R.

Bewess.
Eindeutigkeit: Seien 6,6, € C°(R) mit der Eigenschaft, also v(e2(") = ~(e? () fiir alle
v eR.

= i20)-00) =1 fiir alle ¥ € R,
= 0Oy (19) — 64 (19) =27k firein k € Z.
Wegen [02(0) — 61(0)| < 27 ist k = 0.

Ezistenz. Wir nehmen zuniichst an, daf die Funktion w(d) = v~ 1(¢(e™)) auf R stetig differen-
zierbar ist. Wihle 6y € [0,27) mit w(0) = € und setze

9
1 [W(7)
0(9) =6+ - d
=0+ [ S ar
0
d , _iow —io(v 1W'(0) | W(V)
— (et D)) = e PDy)(—i- =0
= ggl@ ") = O~ i+ )
= e Wy0) = e ?Ow(0) =1
- Ple”) = ()
Im allgemeinen ist nur w E CO(R, S1), aber fiir w. = e € C7(R, S1) gilt flw — wellcogy — 0
mit e \, 0 (Wobe1 ne(t) = 1n (L) der iibliche Gléttungskern ist). Nach obigem gibt es . € C*°(R)
mit w, = e . Wegen we(()) — w(0) = €% konnen wir 0.(0) — 6y € [0,27) annehmen. Das
nachfolgende Lemma liefert dann ein § € C°(R) mit den gewiinschten Eigenschaften. O

Lemma 2. Seien ¢y, € C%(S,T) mit [l — ¢illco — 0. Seien 6, € CO(R) mit pi(e™) =
’y(ewkw)) und 6x(¥9) — 6y fiir ein ¥y € R. Dann konvergieren die 6 gleichmiflig gegen eine
Funktion 6 € C°(R) mit (p(ew) = 'y(eie(ﬂ)) und 0(dg) = 6o.

0, (9) —

Beweis. Die Funktionen e 7~ pr(e™)) konvergieren gleichmiBig gegen w(1) = v~ (p(e)).

Fiir k,[ hinreichend grof§ gilt

el(gk(ﬁ)_el(ﬂ)) = {eia . —€ S o S 6},
|0k (00) — 01(V0)] < e.

Aus Stetigkeitsgriinden folgt |05 (9) — 6;(9)| < € fiir alle ¥ € R. Also konvergiert 6, gleichméBig
gegen ein # € C°(R), und die Eigenschaften folgen. O
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Definition. Die Umlaufzahl von ¢ € C°(S,T) ist

deg () i= 5-(0(2m) — 6(0)) € 2,

wobei § € CO(R) mit ¢(e™) = (e gewshlt ist.

Unser Ziel ist die Konstruktion einer Abbildung f € H!(B,R3) mit kleinstmoglichem Di-
richletintegral, die in I' eingespannt ist. Die Randbedingung wird hier so interpretiert, daf
Rf € C°(S',T) eine homeomorphe Parametrisierung ist. Ohne zusitzliche Annahmen kénnen
wir aber nicht erwarten, dafl die Extraktion einer geeignet konvergenten Teilfolge aus einer
Minimalfolge gelingt:

Beispiel. Fiir I' = S' sind die konformen Automorphismen

5 k(1) -1 (e B)

h =
k() 1+%z k(z+1)—z

Minima mit F(hy) = 7 (ohne Beweis). Fiir k& — oo gilt aber hi(z) — 1 fiir (z # 1), wéhrend
hip(—1) = —1. Die Minimalfolge h; konvergiert also nicht gegen das gewiinschte Minimum,
sondern gegen eine Konstante.

Allgemein operiert die dreidimensionale Gruppe Aut (B) = {h(z) = em% ca € R,z € B}
auf den zulissigen Flichen f : B — R3 bei Invarianz der Energie, E(foh) = E(f). Ist fx : B —
R3 eine gegebene Minimalfolge, so kénnen wir bestenfalls erwarten, da f, o h,;l bei geeigneter
Wahl der hy, € Aut (B) konvergiert. Wir werden die hy, so wihlen, dafl die Reparametrisierungen

einer sogenannten drei- Punkt-Normierung geniigen.

Definition. Seien p, := ’y(eiz?ﬂ”) € T fiir v € {0,1,2}. Dann heifit ¢ € CY(S,T') drei-Punkt-
normiert, falls gilt: 4,0(6"2?””) =p, flirv=0,1,2.

Wir hoffen jetzt, daB eine drei-Punkt-normierte Minimalfolge nach eventuellem Ubergang zu
einer Teilfolge konvergiert. Dabei ergibt sich folgende zusétzliche Komplikation: selbst wenn
die Randwerte R fi der Folgenglieder homeomorph sind und gleichméflig gegen die Randwerte
R f einer Grenzabbildung streben, mufl diese nicht notwendig injektiv sein. Wéhrend die Lifts
6, € CO(R), also (R fi)(e"?) = ~ (&), streng monoton sind, kénnte ihr monotoner Grenzwert
6 € C°(R) auf Intervallen konstant sein. Es erweist sich nicht als praktikabel, dies durch zusitz-
liche Modifikationen der Minimalfolge auszuschlieen. Stattdessen werden wir die Klasse der

zuldssigen Flichen um die so auftretenden Grenzwerte erweitern. Eine solche Vervollstindigung
hat sich in einer Vielzahl von Variationsproblemen als geeignet erwiesen.

Definition. Eine Abbildung ¢ € C°(S*,T') mit Lift § € C°(R) heiBt monotone Parametrisie-
rung, falls gilt:

e 0 ist (schwach) monoton wachsend

o deg(p) = 5= (0(2m) — 6(0)) = +1.

Satz 1 (Existenzsatz fiir das Plateauproblem).
Sei I' C R? eine geschlossene Jordankurve mit

EM) ={f e H'(B,R?) :Rf € C°(S',T) ist monotone Parametrisierung } # (.
Dann gibt es ein f € (T) mit E(f) = inf {E(f) : f € E()}.

Beweis. Wir kénnen eine Minimalfolge fr € &) wiihlen, die drei-Punkt-normiert ist. Sei
fr = E(R fi) die harmonische Fortsetzung der Randwerte von fi. Dann gilt:
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e Rfe=Rf (Kap.1.3, Lemma 3)
e 1, € CY%B,R% (Kap.1.3, Satz 1, von H. A. Schwarz)
o E(fr) < E(fk) (Kap. 1.3, Satz 2, Dirichlet-Prinzip).

Wir kénnen somit zu der Minimalfolge fj, iibergehen. Unser Ziel ist nun zu zeigen, daf} die Folge
frlsp gleichgradig stetig ist. Dazu brauchen wir folgendes

Lemma (Courant-Lebesgue).
Sei f € C°(B,R3) NHY(B,R3). Zu jedem zy € B und r € (0,1) gibt es ein p € (r?,7), so daB
gilt:

a7
log %

E(f)>%.

Wir verschieben den Beweis dieser Aussage und fahren mit der Argumentation fort. Zu e €
(0, \/§) gibt es ein 6 > 0 mit

osc(f,0B,(20) N B) < <

W tp) =7 Ng)| <e firlp—gq/ <5 (p.geT).

—4%2]5), é}, wobei wir E := sup E(fx) < oo setzen. Zu

keN

Wiéhle in dem Lemma r = min {exp (

jedem k € N und jedem 2o € OB gibt es dann ein p € (r2,7) mit

1
osc (fx, 0B,(20) N B) < (;MLZ>2 =0.
Og;

Bezeichnen wir die (von k abhéingigen) Endpunkte des Bogens 9B N B,(zp) =: C' mit w,w’ sowie
ihre Bildpunkte unter v~!o f, mit ¢, ¢’, so gilt also |¢ —(’| < e. Durch ¢, ¢’ wird der Einheitskreis
in einen kiirzeren und einen ldngeren Bogen geteilt. Wegen der Monotonie liegt das Bild von C'
ganz im Abschlufl eines dieser Bogen.

C
© c
Zo / C
Maoglichkeit 1
® g
C

Mdoglichkeit 2

Aber wegen der drei-Punkt-Normierung hat v~'o f; die Fixpunkte w, = ei%w”, v €{0,1,2}. Da
lw—w'| < 2p < 2r < /3, liegt auf C hochstens einer der drei Punkte. Andererseits enthilt der
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kiirzere Bogen zwischen ¢, ¢’ wegen |¢ —(’| < & < /3 auch hochstens einen der drei Punkte, und
dieser Bogen mufl dann das Bild von C' sein. Damit gilt fiir alle k&

diam (v~ o £3)(0B N Bs2(2)) < ¢,

und die gleichgradige Stetigkeit von fi|op ist gezeigt. Nach Arzela-Ascoli ist f|;5 nach Wahl
einer Teilfolge und Umnumerierung gleichméfig konvergent. Weiter liefert das Maximumprinzip

lfx — leCO(E) < |Ifx — leCO(aB) < e fir k,[ groB.

Also gibt es ein f € C°(B,R?) mit || f — fx] cog) — 0, und f |op ist eine monotone Parametri-
sierung von I'. Nach Weierstrafl konvergieren alle Ableitungen auf B lokal gleichméfig. Damit
folgt fiir r > 1

E(f,B,) = leIEOE(fk,BT)ginf{E(f):fe £()}, also

E(f) < f{E(f): [eEM)}
O

Beweis des Lemmas. Der Beweis beruht auf dem Prinzip, dafl ein Integrand nicht iiberall
grof} sein kann, wenn das Integral abgeschiitzt ist. Genauer existiert ein p € (r%,r), so da mit
C, = 0B,(2) N B gilt

(+) /. p

Dabei ist E = E(f) und % die Ableitung nach dem Bogenléngenparameter von C,. Wére (x)

falsch, so wire namlich
1 [ [lof
E>= -
T2 Cp

ein Widerspruch. Also gilt fir z,2" € C,

2
2F
ds < T
plog =

of

0s

2 T
1 2F d
dsdp>/ 1—p:E,
2) logy p
2

r

2 Nz [4rE\?
log -

Damit ist der Existenzbeweis komplett. Als néchstes zeigen wir, dafl ein Minimum f harmonisch
und vor allem konform parametrisiert ist. Gliicklicherweise miissen wir dazu nicht die Frage
beantworten, ob f auch den Fldcheninhalt minimiert, sondern kénnen ein Variationsargument
benutzen.

O

Satz 2. Sei f ein Minimum von E in £(T"). Dann ist f harmonisch und erfiillt die Konformitéts-
relationen,

Af =0 unddf*df = % |df |1

Beweis. Sei T'(z) = Z_T_—; € Aut (C). T bildet die obere Halbebene H biholomorph auf B ab, wobei

die Punkte 4,0, 1,00 auf 0,1,7, —1 gehen. Wir betrachten die Abbildung f : H — R3, die durch
Verkettung des Minimums in £(I") mit 7" entsteht.
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> 7 A
41] /y—)%\\\*
A, 7 AN
> 2> > >—>> >

Sei 7(z,y) = (z,—y) und X € CX(R% R?) ein Vektorfeld mit X o 7 = 7 o X, insbesondere
(X (x,0),e2) =0 fir z € R.

Betrachte den zugehorigen FluB ¢ € C°(R x R? R?), das heifit

gf(t z)=X(¢p(t,x)), ¢(0,2) ==z ( € R?)

Die Abbildung ¢; = ¢(t, -) ist diffecomorph mit Umkehrabbildung ¢_;. Aus dem Eindeutigkeits-
satz fiir das Anfangswertproblem folgt

o(t,7(2)) = 1(6(t, 2)) ((t,2) € R x R?).
Insbesondere ¢;(R) = R und ¢, bildet die obere Halbebene in sich ab. Es gilt

B(f 000 = 5 [ 14f(61(w) dos(w)]? dude
Wegen ¢_; = ¢; ' liefert die Substitution w = ¢_4(2)

(2.1) fod) = / \df (2) dop—y(2) 71| det dop_¢(2) dady.

Es folgt E(f o ¢) < oo. Weiter gilt ¢;(2) = 2 fiir 2 € R?\spt X und damit fo ¢, 0 T~! € £(T).
Die Minimumeigenschaft von f impliziert

(2.2) E(f) < E(fo¢) fiiralleteR.

Wir wollen jetzt in (2.1) die Ableitung nach dem Parameter ¢ bilden. Da d¢_4(z) = T fiir
z € R?\spt X, sind der Integrand und die t-Ableitung des Integranden fiir t € [—tg,to] durch
C|df|? € L'(H) majorisiert und die Differentiation unter dem Integral ist moglich. Wir berechnen

0
gdqb,t(z) : ’U‘t:O = gaigb (Z + Sv)|s:0,t:0

0 0
= £a¢7t(73 + 50)|420 =0
0
= —%X(z + 5v)| g

= —DX(z)-v
= (2.3) %dqﬁ_t(z)_l\tzo = DX(2), %detdqﬁ_t(z)]tzo = —div X(2).

Sei (A, B) = tr (A*B) das Hilbert-Schmidt-Skalarprodukt von A, B € Hom (R%,R™). Fiir C €
End (R?) gilt dann

(2.4) (A, BC) = tr (A*BC) = tr ((B*A)*C) = (B*A, ).
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Wir erhalten nun aus (2.1) bis (2.4)

d
0 = aE(foﬁbtﬂt:o

— /(<df,df-DX> — %\dﬂ?divX) dxdy
H

_ /<df*df — %]dfﬁﬂ, DX>dwdy (X =:(&m)

H

:/(

H

[ (@t 0,000 = 50,5 = 10,87)0,0) dody.
H

(102 f1? = 10y f[?) 0u€ + (Ou f. Oy £)0y€) ddy

N | =

Durch Wahl von Vektorfeldern X € CS°(H) folgt hieraus zunichst (vgl. Kap.1.2, Satz 1 und
Bemerkung)

(2.5) P = %(|8xf|2 — 10y f?) — (0. f,0y f) € L'(H, C) ist holomorph.

Als nichstes sei ¢ € C2°(R?) ungerade, also ¢(7(2)) = —p(2). Dann ist das Vektorfeld X =
(&,m) = (Oy¢p, Ozp) zuliissig, also X o7 =70 X, und es folgt

0= /((%cf, Iy f)Ayp dxdy.
H

Nach Schwarz kann (9, f, 0y f) durch ungerades Spiegeln zu einer harmonischen Funktion h €
C>(R?) fortgesetzt werden. Aber dann ist A € L'(R?), und die Mittelwertformel impliziert
h = 0. Wegen der Cauchy-Riemann-Gleichungen ist Ret konstant, also wegen ¢ € L'(H)
ebenfalls Null. O

Bemerkung. Aus den Konformitétsrelationen folgt
1
Jof = /det(df*df) = - |df .

ODb f eine Immersion ist oder ob es Punkte z € B mit df(z) = 0 gibt, bleibt noch zu kldren.

Bevor wir die Losung weiter untersuchen, wollen wir vorher noch ein hinreichendes Kriterium
fiir die Voraussetzung & (I') # () angeben.

Satz 3. ' C R3 rektifizierbar = & (I') # (). Fiir jede rektifizierbare Jordankurve ist das Plateau-
problem lésbar.

Beweis. Jede rektifizierbare Kurve I' besitzt eine Parametrisierung v : S' — T' proportional zur
Bogenlidnge, das heift fiir |5 — of < 7 gilt

() = ()] < LOy(e”)lazg<p)

LIT) ;
= 7\B—al<ﬁ\ew‘—e’5|.

Es reicht daher zu zeigen, dal die harmonische Fortsetzung einer Lipschitzabbildung endliche
Energie hat. Sei zunichst v € C'(9B, R") mit Fourierkoeffizienten ay, b,(k > 0). Nach Kap.1.3,
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Folgerung 2, gilt dann fiir die harmonische Fortsetzung h von ~

T [e.9]
By = 23 k(s + i)
k=1

IN

T o0
5 > K (|al + [bx])
k=1

1 2
< 5 [ WP <o,
2 Jo

letzteres nach der Besselschen Ungleichung. Fiir v € Lip (0B, R™) betrachten wir die Glattungen

%wwa/%www—ﬁMﬂ<mnnzm.

Ist L die Lipschitzkonstante von ~, so gilt

72(0) = 7(0")] < [ne(D)|y(0 — ) — (0" — )| dV
< LIo—9
= 9 < L

Seien h bzw. h. die harmonischen Fortsetzungen von v bzw. 7.. Dann gilt ||y — %HCO(aB) -0
und mit dem Maximumprinzip sowie dem Satz von Schwarz ||h — hel| o) — 0. Es folgt mit
dem Satz von Weierstrafl

1 1
2/|dh2da:dy = il\rj{l} z/ldh62da:dy

2

1

5 [ i)t a,
0

also E(h) < wL2. O

IN

Alternativ zu diesem Argument kann man folgende, auf Douglas zuriickgehende Darstellung des
Dirichletintegrals harmonischer Funktionen verwenden.

Satz 4 (Douglas-Funktional).
Sei h € C°°(B) die harmonische Fortsetzung von ¢ € L?(9B). Dann gilt, wobei dw als Abkiirzung

fiir ds(w) steht,
/|dh |2dxdy_//“p CP " do dc.

0B 0B
Beweis. Die Fourierkoefﬁmenten von ¢ sind

1
T

oB

:>ai+bz = CpCk

- ;//?wwm<ifma

0B OB

= —217T2//Isa(cv)—sD(C)2 (i)kdwdc.

0B OB
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Multipliziere mit kr* fiir 0 < r < 1. Mit z = % erhalten wir die Reihe

[e.9]

WG
;kz =z Z l—z = w02

k

Wegen r < 1 ist die Reihe auf 0B x 0B gleichméfig konvergent und es folgt

Zrkk (af +b3) = —//|¢ OPRe =5 _wa)Q dwd.

0B 0B

Wegen monotoner Konvergenz und Folgerung 1 aus Kap. 1.3 strebt die linke Seite fiir r 7 1
gegen E(h). In der rechten Seite miissen wir den Integranden weiter untersuchen:

rw — Re rwl(@? — 2rw( —&-I’zzz)
(w—r()? (w—=rQ) (@ —r())?
r(1+r?)(w, ) — 2r?
(141r2— 27’<w ¢))?
B E (Y-
20 (34— w.0)”

Re

Also gilt mit ¢ = F(r + 1)\, 1
1 )2 1 —Hw, ()
=gl [ [ o)~ QP G e
OB 0B

Bei der Untersuchung des Grenziibergangs t \, 1 konnen wir uns auf das Integrationsgebiet
{(w,¢) : (w,{) > 0} beschrinken. Dann ergibt aber ein separater Vergleich der Zahler und

Nenner ) )
1<t < _t<waC> > —S<UJ,C>

SUS ST T W O T (5= (w, Q)

Nach dem Satz iiber monotone Konvergenz folgt

E(h) = SF//‘*D dd(

0B 0B

o1 lp(w) — @(OlQ
= 47T//|W—C|2 dwd(.
OB OB

2.2 Regularitiats-Eigenschaften der Losung

Hier wollen wir einige einfachere Eigenschaften unserer Losung zeigen sowie iiber tieferliegende
Resultate ohne Beweis berichten. Unter einer Losung des Plateauproblems fiir eine Jordankurve
I' C R3 verstehen wir im folgenden eine Abbildung f € H'(B,R3) mit folgenden Eigenschaften:

« Af =0,
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o df*df = 3|df 1,

e Rf € C°(0B,T) ist monotone Parametrisierung.

Nach Kap.1.3, Lemma 3 und Satz 1, gilt f € C°(B,R3). In einer groben Unterscheidung in-
teressieren uns einerseits Eigenschaften jeder einzelnen Losung und andererseits Fragen, die die
Gesamtheit aller Losungen betreffen. Wir beginnen mit der Diskussion der Regularitit einer
Losung. Im Kontext der Analysis lautet die Frage hier: Inwieweit spiegelt sich eine zus#tzlich
angenommene Regularitdt von I' in der Regularitit der Minimalfliche f bis zum Rand wieder?
Die Antwort darauf lautet wie folgt:

Satz 1 (Hildebrandt & weitere Autoren, um 1969).

Sei I' € R3 eine Jordankurve von der Klasse C* fiir 0 < o < 1, k > 1. Dann ist jede Losung
f des Plateauproblems in C*®(B,R?). Ist ' reellanalytisch, so ist f in der Umgebung von
Randpunkten reellanalytisch.

Dieses Ergebnis ist fiir die globale Analysis des Plateauschen Problems, etwa fiir die Existenz in-
stabiler Losungen oder die Struktur der Menge aller Losungen, von zentraler Bedeutung. Fiir den
Beweis muf ich auf [4] verweisen. In einem sehr speziellen Fall kénnen wir die Randregularitét
allerdings beweisen.

Satz 2 (Spiegelungsprinzip fiir Minimalflichen)

Sei f € CO%(B* UI,R?) eine Minimalflziche, fiir die f(I) in einer Geraden L = {py + tv : t € R}
enthalten ist, wobei pg, v € R3 und |v| = 1. Es sei o, die Spiegelung an L. Dann ist die durch
Spiegelung an L fortgesetzte Fliache

o) = f(z,y) fir (z,y) € BT UI
f@) {mf(x, ~y)) fix (z,y) € B~

eine glatte Minimalfliche. Insbesondere ist f € C*°(B* U I).

Beweis. Durch Komposition mit einer Bewegung kénnen wir pg = 0 und v = e3 annehmen.
Dann gilt

1,2

O-L(:I" y L 7$3) = (_$1

,—x%, 423).
Also folgt fiir (z,y) € B~
fl(x7 _fl(xv _y) fiir i = 1727
fg(x7 = fg(xa _y)

Nach dem Spiegelungsprinzip von Schwarz (Kap. 1.3, Satz 3) sind f!, f2 € C°°(B) und harmo-
nisch. Weiter gilt wegen der Konformitétsrelationen auf B

Y)
Y)

of* o = Of1 Of

or oy _Zax gy 0 mitz el
aft o —Z 8f’ lafif
Oz oy oy
2 7
ZM)O Z Gf
1=1
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3

Gemeinsam folgt hieraus lim ——(z) = 0. Nun ist fiir y < 0
2\Zo 8y
afs 0
Ty($’ —y) = —af?’(x, —t)]1—y
0
= _&f?)(xv t)|t:y
of?
= _Ty(m’y).

Nach dem Spiegelungsprinzip von Schwarz ist %—Jj glatt auf ganz B. Aber dann ist

Yy
o 3
o) = Fag) = [0
0

stetig auf B und erfiillt g—g = 0 auf B\I; also gilt g(x,y) = f3(z,0). Da g auf B\I glatt ist, ist

auch f3(-,0) € C*(I) und damit schlieSlich
y
3 3 8f3 )

0 0

Bemerkung. Die Aussage von Satz 2 besitzt folgendes Pendant: Sei f € C'(B* U I,R3) eine
Minimalflsiche, fiir die f(I) in einer Ebene P = {p € R3 : (p — pp,v) = 0} liegt und diese
senkrecht trifft,

<3f of

%(LU,O) A a—y(m,O),v> = 0.
Sei op die Spiegelung an P. Dann ist

o) = f(z,y) fir y >0
Jesy) {apu(x,y)) fir y < 0

eine glatte Minimalflache auf B.

Als néchstes kommen wir zu Fragen der geometrischen Regularitit: sind Losungen des Plateau-
problems immergierte Flichen? Da f die Konformitétsrelationen erfiillt, sind singuldre Punkte
genau die Nullstellen der holomorphen Funktion

1
o.f = 5(8mf—z'8yf) : B — C3.
Nach dem Identitétssatz sind dies hochstens abzahlbar viele, in B isolierte Punkte. Wir wollen
das lokale Verhalten von f in der Nahe einer solchen Singularitit zp € B beschreiben. Sei oBdA

zo = 0. Es gibt ein ¢ = a —ib € C3\{0} und ein m € N mit 9.f = 2c2™ + .... Setzen wir das
Skalarprodukt komplex bilinear auf C? fort, so erhalten wir

(0:f,0:f) = (0uf —i0yf, 0uf — 10y f)

(102f1> = 10y fI* — 2i(0f, 0y f)) = 0.

[ N
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Es folgt 0 = {c,c) = |a|® — |b|? — 2i{a,b). Nun ist

Ouf = r™(acosmep + bsinmey) + O(r™ ),

oyf = r™(—asinmy + bcosmyp) + O(r™ 1),
= 0 f NOf = rPMaANb+ O,
Oxf N O,
Also besitzt die Fldchennormale v = M fir z — 0 den Grenzwert 222 Durch eine
|0y f A Oy f| (anb
geeignete Drehung, Verschiebung und Streckung kénnen wir wie folgt normieren:
f(0)=0, a=m+1le, b= (m+1)es.
Dann erhalten wir mit R? = C x R die asymptotische Entwicklung
f(z) = (2"10) + h(z), |h(z)| < CrmP2,
Das Verhalten von f bei z = 0 entspricht also in erster Ndherung dem einer holomorphen

Funktion in einer Nullstelle hoherer Ordnung. Deshalb bezeichnet man diese Singularitdten
von Minimalflichen als Verzweigungspunkte (der Ordnung m). Wir wollen die Struktur eines
Verzweigungspunkts in einem Beispiel ndher analysieren.

Beispiel (vgl. Osserman [12]).

f2) = (Re( = 37, Im (2 = 5. Re (5Y)

(
= 0.f = (:(1— 22), —iz(1 + 2°), 222)
(0.£,0.f) = 22(1—222+2%) —22(1+222 +2Y) + 42" =0.

Da auflerdem Af = 0 gilt, ist f eine Minimalfliche und hat im Verzweigungspunkt z = 0 die
Normale v = e3. Wir berechnen

(fl + ifQ)(’I"ew) — (reiﬁ)Q(l _ ie—ﬁiﬂ)
f3re?y = gr?’ cos(399)
f(reiz%) = r2(1+7;)(cosg,ising70),

[ bildet also die Strahlen mit Argument ¥ = (2k+1)% (0 < k < 5) in Strahlen mit Argument
0 = (2k + 1)% ab. Die Vorzeichenverteilung von f? ist dabei wie folgt:

sign (f 3)
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Mit diesen Informationen 148t sich schon ein gutes Bild des Verzweigungspunkts herstellen, wobei
der Schnitt der Fliche mit einem Vollzylinder dargestellt wird.

Zur Verbesserung der Anschauung ist die Fléche hier als Kegelfliiche dargestellt, tatséchlich wird
sie zum Ursprung hin flach. Durch dieses Beispiel ist zunéchst belegt, dafl Verzweigungspunkte
bei Losungen von

Af=0 und df*df:%\df?]l

in der Tat auftreten konnen. Andererseits wollen wir jetzt in zwei Schritten begriinden, daf
die Abbildung f : B — R3 sogar in der Klasse der Abbildungen mit gleichen Randwerten kein
Minimum des Flidcheninhalts ist.

Lemma. Fiir f € C°(B,R?) seien f |5+ beides Immersionen der Klasse C'. Gilt dann 9;f f(0) #
9, f(0), so gibt es eine stiickweise C'-Abbildung f : B — R3 mit f|op = flos und A(f) < A(f).

(Minima des Flicheninhalts haben keinen Knick)

Beweis. Der Beweis besteht wiederum aus zwei Schritten. Wir betrachten zunéichst den , linearen
Fall“, das heiBt mit AT € Hom (R?,R?) gelte

AT .z firImz>0
flz)=1¢ .
A" -z firImz<O0.

In diesem Fall kann f durch eine explizite Konstruktion, die den Knick léngs eines hinreichend
langen Stiicks abplattet, verbessert werden (Ausfithrung als Ubungsaufgabe).

Der allgemeine Fall soll durch blow-up auf diese Situation reduziert werden. Dazu betrachten
wir die Reskalierungen fj(z) = ;(f(Az) — f(0)) und

fo i R2—R3, fu(z) = 1&1{)1]")\(2:).
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f« hat die oben betrachtete Gestalt f.(z) = AT -2. Da f |§i stetig differenzierbar ist, gilt fiir
festes R > 0 und hinreichend kleines A > 0

[F2(2) = f«(2)]
|dfa(2) — A*]

Wir nehmen nun an, dafl f minimierend ist. Zu zeigen ist, daf sich diese Eigenschaft auf den blow-
up f, iibertrigt. Sei g : Br(0) — R? eine stiickweise stetig differenzierbare Vergleichsabbildung,
also glopp(0) = f+loBgro)- Um die Minimumeigenschaft von f bzw. f\ verwenden zu kénnen,
brauchen wir eine Interpolation zwischen f, und fy. Sei n € C*°(R) mit n(¢t) = 1 fir ¢ < 0,

n(t) =0 fiir ¢ > 1. Wir setzen auf {z: R < |z| =r < R+ p} mit n,(r) = n(r R)

e fiir alle z € Bg(0),

<
< ¢ firalleze Pﬁ(O).

h(z) = mp(r) fu(2) + (1= np(r)) fa(2)
dh(z) = mp(r)dfs(2) + (1= np(r)) dfa(2)

. h¢<T;R>dr®(ﬁ@>—fm@)

P
= Bh) < C- / (df.I? + |dfaP?) dady
Br+,(0)\Br(0)

C
+ o / 1£.(2) — Fr(2)[2 dady.
Br+,(0)\Br(0)

Jetzt wihlen wir als Vergleichsabbildung fiir f

g(z

fir 2| <R

)
)

a(z) =< h(z) fir R<|z|<R+p
M(z) fiir R+p <|z] < 5.
Es folgt
A(fx, Bryp) < A(g) + E(h).
Lassen wir hier erst A \, 0, dann p \ 0, so ergibt sich A(f., Br) < A(g). 0

In unserem Beispiel gehen von dem Verzweigungspunkt drei Strahlen aus, in denen sich die
Flache selbst schneidet. In der Parametrisierung wechseln sich die drei oberen und die drei
unteren Blétter der Flidche bei Durchlaufung der Kreise |z| = const ab. Wir wollen nun eine
Umparametrisierung der Fliche angeben, bei der zwei obere und zwei untere Blétter jeweils
léngs eines gemeinsamen Segments benachbart sind.

Die so konstruierte Abbildung (S. 45) hat folgende Eigenschaften:
e Ist 7 die Spiegelung an der y-Achse, so gilt
(@ov)(rz) =7((¢09)(2)).

* poilop =idop
Denn fiir e’ € OB, —7/2 <9 < 7/2, gilt

Y(e?) = 2cos?d + 2isind costd
= 1+ cos?® — sin? 9 + 2isin 9 cos
= 142

= p(p(e")) = e

44



c1>¢_i

O(—1+r €)= ri @2 O(l+red)=r ¥ (—mw<V<m)

W(X,y) = -2X(X,y) T v Y(X,y) = 2X(X,y)

e ¢ o1 ist auBerhalb des Segments o = (—%, %) stetig und auf o einseitig stetig mit

(o) (x,0) = £(1 — 2()?)i.

o po1) bildet {z € B:Rez#0, z ¢ 7} difftomorph auf {z € B : Rez # 0}
0 - 9 .0
a—f(l—l—rew) = cosger +Sln§€2
10¢ 9 1 .U
27N 7 — —(_ hd hdl
7"819( +re’) 2( Sln2€1+C082€2),
bzw. bei Umrechnung in die Standardbasis
9 1.9 .
i [cosg —gsing cos?  sind
d¢(1 +re ) - <sing %COS% ) (_ sin?d cos 19)
. o (0 FA/(-1 0\ _ [0 *i
m de(l+re) = <il 0)\o —1)7\51 o

45
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Weiter gilt, wobei wir uns ebenfalls auf den Bereich Re z > 0 beschréinken,
422 0
Damit ergeben sich die einseitig stetigen Fortsetzungen

asonon = (W0} r=ysy

dootw0) = (44 o) O=os

Jetzt betrachte fo ¢ o) : B — R3. Es gilt fiir v > 0

F(0,40) = (u2(1+%u2),o,o),
(0uf)(0,£v) = (0,£20(1 — v?), —40?).

Also ist die Verkettung stetig (sogar Lipschitz-stetig), und wir berechnen lings des Segments o
mit v:=1-2(x)2 >0

O (fogo)(x,0) = df(0,+v) - ey
= +2(0,£2v(1 — v?), —4112)
= (0,2zv(1 —v?), Fdz v?).

Die Fldche f o ¢ o1 hat also einen Knick. Nach dem Lemma ist sie kein Minimum des Flachen-
inhalts und folglich auch nicht f selbst.

Die hier betrachtete Fliche stellt einen repréasentativen Spezialfall dar. Genauer kann man durch
Analyse der asymptotischen Entwicklung in einem Verzweigungspunkt folgende Alternative be-
weisen:

o entweder es gibt wie im Beispiel eine von dem Verzweigungspunkt ausgehende Selbst-
schnittkurve und die Ubertragung des obigen Arguments ist moglich,

e oder es gibt eine biholomorphe Abbildung ¢ : U — B,(0) einer Umgebung des Verzwei-
gungspunkts und eine minimale Immersion f : By (0) — R3 mit

f(2) = fle(2)").

Im zweiten Fall ist das Bild von f eine reguldre Flache; man spricht von einem falschen Ver-
zweigungspunkt. Fir das Plateauproblem lassen sich diese durch topologische Argumente aus-
schlieflen und es gilt insgesamt der

Satz 3 (Osserman 1970).
Ist f € £(I') minimierende Losung des Plateauproblems zu I' C R3, so ist f eine Immersion.

Die Frage der geometrischen Regularitét stellt sich ebenfalls am Rand von dB. Man kann zei-
gen, dafl Losungen des Plateauproblems aufler in endlich vielen Punkten am Rand immergiert
sind, sofern die Randkurve I' hinreichend glatt ist. In diesen Punkten erh&lt man der inne-
ren Situation vergleichbare Entwicklungen, das heifit Randsingularititen haben auch den Typ
von Verzweigungspunkten. Im Gegensatz zum Innern erfordert der Nachweis dieser Aussagen
anspruchsvollere Techniken aus den partiellen Differentialgleichungen, u. a. Sdtze von Hartman
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und Wintner. Es ist bis heute unbekannt, ob minimierende Lésungen des Plateauproblems am
Rand Verzweigungspunkte haben konnen oder nicht.

Hinsichtlich des Verhaltens am Rand machen wir hier nur folgende einfache Beobachtung.

Satz 4. Sei f € £(I') eine Losung des Plateauschen Problems. Dann ist f : 0B — I ein
Homeomorphismus.

Beweis. Wire f : 0B — T nicht injektiv, so gibe es einen Bogen o C 9B mit f(w)=p €T
fiir alle w € 0. Wir kénnen f dann durch Spiegelung an einer Geraden L als Minimalfliche auf
den durch o bestimmten Sektor fortsetzen, sieche Satz 2.

Nun ist fiir z € o aufgrund der Konformitétsrelationen |g—£(z)‘2 = %(z)’Q = (. Somit ist die
holomorphe Funktion 0, f ldngs o Null, nach dem Identitétssatz also 0,f = 0 bzw. f konstant.
Widerspruch zu f € € (T'). O

2.3 Globale Eigenschaften der Losung

Hier beschiftigen wir uns mit der Frage nach der Eingebettetheit (Injektivitit) von Losungen
des Plateauproblems. Diese dridngt sich schon deshalb auf, weil Seifenh&ute keine Selbstdurch-
dringungen aufweisen. Allerdings kénnen jene Formen annehmen, die in unserem Modell der
Flachen vom Typ der Kreisscheibe nicht erfafit werden. Insbesondere kann der Fldcheninhalt bei
Selbstschnitten durch das Bohren von Lochern verringert werden:

In unserem Rahmen steht ein solches Argument nicht zur Verfiigung und die Injektivitéit der
Losung stellt ein delikates Problem dar, das zudem eng mit der Frage der Eindeutigkeit der
Losung verbunden ist. Das Hauptergebnis, nach Teilresultaten von Gulliver-Spruck, Tomi-Tromba,
Almgren-Simon, lautet hier

Satz 1 (Meeks-Yau).

Die Jordankurve I' liege auf dem Rand 0K € C? eines Korpers K. Der mittlere Kriimmungs-
vektor von 0K zeige iiberall nach innen (z.B. K konvex). Dann ist jede minimierende Losung
des Plateauproblems fiir I" eingebettet.

Wir beweisen einen einfacheren und wesentlich dlteren Satz, der aber in dieselbe Richtung geht
und als Prototyp gedient hat.
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Satz 2 (Radd).

Sei D C R? beschriinktes, konvexes Gebiet und 7 : R®> — R? die Orthogonalprojektion. Es sei
v:0B — I' C OD x R eine geschlossene Jordankurve, so dal w o : 9B — 0D eine monotone
Parametrisierung ist. Dann gilt:

(1) Eine Losung des Plateauproblems ist als Graph iiber D darstellbar.

(2) Hat I" nur endlich viele vertikale Stiicke, so ist die Losung eindeutig bestimmt.

Der Satz ist durchaus nicht trivial. Wir beginnen mit einigen topologischen Vorbereitungen, die
wir auch dazu nutzen, eine Version des Riemannschen Abbildungssatzes zu formulieren.

Die Umlaufzahl einer Kurve ¢ € C°(S*,R?) bzgl. eines Punkts 29 € R%\Bild (c) kann wie folgt
erklirt werden. Nach Kap.I1.1, Lemma 1, existiert ein Lift § € C°(R), so daB gilt

c(e”) = 2o+ 7(9) €9 fiir alle ¥ € R.
Die Definition lautet nun

deg (c, 2) = %(9(2@ —9(0)) € Z.

Aus Kap.II.1, insbesondere Lemma 2, ergeben sich die folgenden Eigenschaften der Umlaufzahl:

e deg(coT,z) = deg(c, ) fiir orientierungstreue Umparametrisierungen 7 : S — S1.
e deg (c, -) ist auf Komponenten von R?\Bild (c) konstant.

e deg (c1,20) = deg(c2, 20), falls die Kurven cp, ¢ in R2\{z¢} homotop sind.

Sei G(z) = % log |z| die Fundamentallgsung von A. Betrachte die 1-Form

1 zdy —ydx
=—dG - J=———F—.
v 2 a2 + 32

Aus der Polardarstellung ¢(t) = zy 4 r(t) e?®) folgt

&= (£+Z-9')T€i9:;(c—zo)qLéJ(C*Z()).
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Weiter ergibt sich mit 7,,(2) = z — 2o

(Tw)(c)-¢ = w(c—z)-¢
1 c—2zg T . 0
= —27T<|CZO|27TJ(C_ZO)_9(C_ZO)>—27T

= | deg (c, 20) :/T;Ow
&

Sei nun v : S! — I' C R? eine einfach geschlossene Jordankurve. Dann hat R?\I' genau ei-
ne unbeschrinkte Komponente, die wir als Auflengebiet A von I' bezeichnen. Da die gesamte
Jordankurve von einem weit entfernten Punkt unter einem kleinen Winkel erscheint, gilt

deg(vy,2) =0 fiir alle z € A.

Der Jordansche Kurvensatz besagt nun folgendes:

e R2\T hat genau eine beschrinkte Komponente D, das Innengebiet von T.
e [ ist der gemeinsame Rand der beiden Gebiete, also 0D = 0A =T.

e deg(v,z) = +1 fiir alle z € D bei geeigneter Orientierung von .

Wir werden den Satz aus Zeitgriinden nicht beweisen. Nimmt man zusétzlich z.B. an, dal T’
eine topologische Untermannigfaltigkeit ist [d. h. zu jedem wq € T" gibt es eine offene Umgebung
U und einen Homeomorphismus ¢ : U — B mit ¢(I'NU) = (—1, 1)], so ist der Beweis nicht allzu
schwer. Insbesondere sieht man sofort, da8 9Q = I gilt fiir jede Komponente Q von R?\I" und
daf} es folglich hochstens eine beschriankte Komponente gibt. Fiir die Existenz von D kann man
etwa zeigen, dafl die Umlaufzahl von Punkten, die in der lokalen Darstellung auf verschiedenen
Seiten von I' liegen, nicht gleich sein kann.

Unser néchstes Ziel ist eine Formel, die die Anzahl der Urbilder eines Punkts unter einer Abbil-
dung mit der Umlaufzahl der Randwerte in Beziehung setzt. Dabei miissen die Urbilder ,alge-
braisch® gezahlt werden.

Definition. Sei Q C R? und f € C9(Q,R?). Fiir zg € Q gebe es ein r > 0, so daB f(z) # f(z0)
gilt fiir 0 < |z — 29| < r. Dann heiit die Zahl

deg (f,20) = deg (flop, (z): f(20)) € Z

der lokale Grad oder Index von f in zj.
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Beispiele.
a) Sei f :  — C holomorph mit Taylorentwicklung f(z) = wo + a(z — 20)" + g(z), wobei
n € Nya € C\{0} und |g(2)| < C|z — 2o|"*! fiir |2 — 29| < 70. Betrachte
fi(z) = f(z) —tg(z), 0<t<1.
la]

Fﬁr0<\z—z0\:r<6gﬂt

[fe(z) —wol = a7 = O™ =" (1 - 2) > 0.

= deg(f,20) = deg(folas,(z)>wo)
= deg(filaB,(z), wo) = N,

wobei letzteres direkt aus der Definition folgt.

b) Ist f € C*(Q,R?) und det df (29) # 0, so gilt deg (f, z0) = sign det df (z0) (Ubungsaufgabe).
Man zeigt wie in a), dafi deg (f,z0) = deg(A4,0) mit A = df(zp) gilt. Nun ist A = RD,
wobei D symmetrisch und positiv definit und R € O(2). Indem wir D(t) = (1 —¢)D +¢1
betrachten, folgt deg (f, z0) = deg (R, 0). Schliefllich kénnen wir R in O(2) entweder mit I
oder mit (éfi) verbinden. Hieraus folgt leicht die Behauptung.

Lemma 1. Sei f € CY(B,R?) N C?(B,R?). Der Punkt wy € R?\ f(0B) habe hochstens endlich
viele Urbilder in B. Dann gilt

deg (flop,wo) = Y deg (f,z0)-
z:f(z)=wo

Beweis. Seien z1,. .., 2, die endlich vielen Urbilder von wy. Beachte d f*r; w = f* 75 dw =0
auf D\{z1,...,2}. Wende auf D, = {z € B: |z] <1 —¢, |z — z;| > ¢} mit € > 0 hinreichend
klein den Satz von Gaufl-Stokes an:

0 = / df*T:;Ow

= [ w—z f*r

9B, (0] 6BE(ZJ)

B /foBBl <( Z/foaBg z]

= deg (f|8B1_€([))7w0) - Zdeg (f|8Bg(2j)7w0)'

j=1
Mit € N\, 0 folgt die Behauptung. O

Satz 3 (Riemannscher Abbildungssatz).

Sei I' C R? eine geschlossene Jordankurve mit £(T') # () (z. B. rektifizierbar), und sei D das
Innengebiet von T'. Dann ist die Losung des Plateauproblems eine konforme Aquivalenz

f: B =5 D und insbesondere f : B — D homeomorph.

Erliuterung. Ublicherweise geht man von einem einfach zusammenhiingenden Gebiet D C C aus,
wobei iiber die Regularitéit des Randes 0D # () nichts vorausgesetzt wird. Unsere Version zeigt,
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dafl das Innengebiet der Kurve I' einfach zusammenhéngt und homeomorph zur Kreisscheibe
ist. Ferner ist f auf dem Abschluf} stetig.

Beweis. Die Menge {z € B : 9,f # 0} ist zusammenhéngend. Nach evtl. Davorschaltung der
Spiegelung an der z-Achse ist f : B — C holomorph. Ist wy € R?\TI', so gibt es hochstens endlich
viele Urbilder z1, ..., 2z, mit Grad ny,...,n, > 1. Es gilt nach dem Lemma

deg (flap, wo) = an > 0.

Nun ist f|sp eine Parametrisierung von I', und nach dem Jordanschen Kurvensatz ergibt sich

0 falls wo € R?\D

deg (flop, wo) = {1 falls wy € D

Also haben Punkte im Auflengebiet kein und Punkte im Innengebiet genau ein Urbild, in dem die
Ableitung von f nicht verschwindet. Schliefilich ist nach Abschnitt 2, Satz 4, die Randabbildung
f : 0B — T homeomorph und damit auch f: B—+ D = DUT. O

Der Beweis des Satzes von Radé beruht auf dem Studium der Nullstellenmengen harmonischer
Funktionen.

Satz 4 (M. Kneser).

Die Funktion h € C°(B) sei auf B harmonisch und habe in zy € B eine Nullstelle der Ordnung
k € N, das heiit h, Dh, ..., D*~1h verschwinden in zp. Dann hat die Menge {z € 9B : h(z) > 0}
mindestens k& Komponenten.

Beweis. Fiir M C B setzen wir M™ = {z € M : h(z) > 0} und M? = {z € M : h(z) = 0}. Wir
gliedern den Beweis in mehrere Schritte.

Schritt 1 FEs reicht aus zu zeigen, dafi BT mindestens k verschiedene Komponenten hat.

Ist néimlich Q eine Komponente von B, so ist 9Q N (0B)" # (). Andernfalls wire h < 0 auf 99
und somit h < 0 auf ganz Q nach dem Maximumprinzip, ein Widerspruch. Zu zo € 9Q N (0B)*
gibt es ein p > 0 mit h(z) > 0 fiir z € B,(20) N B. Also gilt [B,(20) N B] C Q und folglich
[By(20) N 0B] C [0Q N (0B)"]. Da andererseits 92 abgeschlossen ist, besteht QN (IB)* aus
Komponenten von (9B)". Sind nun 3,y verschiedene Komponenten von B*, so sind die
Mengen 9€2; N (OB)", i = 1,2, disjunkt. Also liefern k verschiedene Komponenten von Bt auch
k verschiedene Komponenten von (0B)*.

Schritt 2 Beschreibung der lokalen Situation bei zg.

Sei g : B — C die holomorphe Funktion mit & = Re (¢) und g(z9) = 0. Nach Kap. 1.2, Satz
3, gibt es eine Umgebung U von zp und eine biholomorphe Abbildung ¢ : U — B, (0) mit
g(¥(¢)) = ¢* fiir ¥ = ¢~ '. Die Menge U™ zerfillt in die k disjunkten Sektoren

U = {4() \argg——] <%} 0<j<k—1).

Der Satz ist bewiesen, wenn wir folgendes zeigen:

Schritt 3 Die Sektoren U]-Jr gehdoren zu verschiedenen Komponenten von BT .

Wir nehmen indirekt an, daf zwei Sektoren U, Uy, (I # m) zur gleichen Komponente von B
gehoren. Wéhle zwei Punkte p; € Up, py, € Uy, mit max{|¢(p)|, |¢(pm)|} < p. Wir kénnen einen
Polygonzug ¢ von p; nach p,, bestimmen, der in B™ verlduft und dabei eine minimale Anzahl N
von Unterteilungspunkten hat. Dann ist ¢ auf keinem Teilintervall [t;_1,¢;] konstant, denn sonst
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konnte dieses bei Verringerung von N um Eins ausgelassen werden. Weiter ist die Einschrankung
von c¢ auf [tj_1,t;41] injektiv: andernfalls ist beispielsweise ¢([t;,¢;+1]) C ¢([tj—1,¢;] und es gibt
ein 7 € [tj_1,t;] mit ¢(7) = c(tj41). Auslassen von [7,t;11] reduziert N wieder um Eins, ein
Widerspruch.

Gébe es nun a < f mit ¢(a) = ¢(f), so miifite also [«, 3] mindestens zwei Unterteilungspunkte
enthalten und N wiirde durch Weglassen von [« 3] erneut um mindestens Eins verkleinert. Auch
die letzte Moglichkeit fiihrt also auf einen Widerspruch, und folglich ist ¢ eingebettet.

Durch Weglassen eines geeigneten Anfangs - und Endintervalls erhalten wir jetzt einen einge-
betteten Polygonzug in BT \¢(B,(0)), der zwei Punkte

$(Q) € U, (Cm) € U mit |G = G| = p

miteinander verbindet. Wir erhalten eine geschlossene Jordankurve 7 in Bt U {29}, indem wir
am Anfang bzw. am Ende die radialen Segmente ¢ (£(;), 0 <t <1 bzw. ¢((1 —t)¢n), 0 <t <1,
hinzufiigen.

Die geschlossene Jordankurve v berandet ein Innengebiet D C B. Aufgrund des Maximumprin-
zips gilt h > 0 auf D. Durch die radialen Segmente wird 1(B,(0)) in zwei Komponenten zerlegt.
Eine von diesen gehort notwendig zu D. Aber beide Komponenten enthalten einen negativen
Sektor von h, ein Widerspruch zu h|p > 0. O

Wir kommen nun zum Beweis der Grapheneigenschaft im Satz vom Radé. Wir erinnern zunéchst
an folgende Eigenschaft konvexer Mengen.

Lemma 2. Sei D C R? offen, beschriinkt und konvex sowie wg € D. Dann ist die Abbildung

w — W
9D — St w) = ——
pw() 7pw0( ) ‘w wo,
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ein Homeomorphismus. Ist v : S' — 0D eine monotone Parametrisierung, so folgt deg (v, wg) =
+1.

Beweis. Fiir v € St sei t(v) > 0 das maximale ¢ > 0 mit wo+tv € dD. Es gilt dann wo+tv € D
fiir 0 <t < ¢(v). Denn fiir By(wg) C D und w € D gilt By, (two + (1 — t)w) C D.

Durch Wahl einer Folge w; € D und Grenziibergang folgt By,(wo + (1 — t)t(v)v) C D fiir
0 <t < 1. Somit ist py, : 0D — S! bijektiv und stetig. Wir konnen die Umkehrabbildung
Y0 := (Pwglop) ™t : St — 0D als Referenzparametrisierung der Jordankurve 9D wiihlen. Indem
wir die Orientierung von 7 nétigenfalls umkehren, gilt

Y — Wo

1 = deg (7) = deg (pw, © ) = deg (‘7 — w0|) = deg (7, wo).

Beweis des Satzes von Radé (Grapheneigenschaft):

Sei v : 81 — I' C R3 eine Jordankurve, die als (verallgemeinerter) Graph iiber D erscheint.
Fiir eine Losung f € C°(B,R?) des Plateauproblems betrachten wir die harmonische Abbildung
H =rmof e C%B,R?), wobei m: R = R? die Orthogonalprojektion ist. Das Maximumprinzip
impliziert H(B) C D. Wir behaupten detdH(z) # 0 fiir alle z € B. Andernfalls gibt es ein
20 € B und ein v € R?,|y| = 1, mit

(%) (dH (20) - v,v) =0 fiir alle v € R%

Die Gerade {w : (w — H(z0),v) = 0} schneidet 0D in genau zwei Punkten. Nun ist nach
Voraussetzung H : 0B — 0D eine monotone Parametrisierung. Setzen wir h(z) = (H(z) —
H(zy),v), so ist die Menge

(0B)t ={2€ 0B :h(z) >0} = H "{we€dD: (w— H(z),v) >0}

zusammenhéngend. Aber wegen (x) gilt dh(z9) = 0, und nach Satz 4 hat (O0B)™ mindestens zwei
Komponenten, ein Widerspruch.

Nach evtl. Komposition mit einer Spiegelung gilt det dH > 0 auf B. Z&hlen wir die Urbilder von
w € D wie in Lemma 1, unter Beachtung des dortigen Beispiels b), so ergibt sich mit Lemma 2

+1 = deg (H|pp, w) = card H H{w} > 0.
Also ist H diffeomorph. Setzten wir H~! =: G : D —+ B, so folgt

(foG)(w) = ((H o G)(w), f*(G(w))) = (w, (f* 0 G)(w)).
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Dies ist die gesuchte Graphendarstellung. O

Bemerkung 1. Das Nichteintreten von (%) bedeutet, dal f keine vertikale Tangentialebene,
aber auch keinen Verzweigungspunkt hat.

Bemerkung 2. Ist I' Graph iiber 0D, also ohne vertikale Segmente, so ist H : B — D homeo-
morph nach Satz 4 in Abschnitt 2. Es folgt dann fiir die Graphenfunktion f3 o G € C°(D).

Die Findeutigkeitsaussage des Satzes von Rado ergibt sich aus allgemeinen Tatsachen iiber mi-
nimale Graphen. Sei f(z) = (z,u(z)) eine Minimalfliiche mit v € C?(Q2), also

d
d—SA(f +ed)|e=o = 0 fiir alle ¢ € C°(Q,R?).

Die Wahl ¢ = pe3 mit p € C°(Q) fithrt auf

d
0 = %A(f+69063)|s=0

d
— /\/1+|du+5d<p|2dacdy|szo
de Q
du

= My
/Q<\/1 + |dul? 4

Es folgt fiir u die (sogenannte) nichtparametrische Minimalflichengleichung

Ydxdy.

du

S
V14 |dul?

div

Setzen wir T : R™ — R"™, T'(p) =

\/%W’ so gilt

DT(p) = ——— (1 PEP

./1+yp|2( 1+ p)?

In ausdifferenzierter Form lautet die Gleichung daher

Oiu)(0ju)

2
1 (
- O — G )
1+ |dul? ”zjl( T 14 |dul?

)8i2ju =0.

Wir beweisen nun folgendes allgemeine Eindeutigkeitsresultat.

Satz 5. Sei Q C R2 offenes und beschriinktes Gebiet mit

1
= limsup —£%{z € Q : dist (2,00) < r} < 00
™No T

(zum Beispiel Q konvex oder 90 € C?).

Seien u1,us € C%(Q)NC?%(Q) Losungen der Minimalfliichengleichung mit (u; —us)|sq = 0. Dann
folgt w1 = uo.

Beweis. Wir wéhlen als Variation ¢ = n(u; —ug) mit n € C°(Q2), n > 0. Dann folgt fiir i = 1,2

(*) /Q<T(dui),du1 — dug)n dxdy + /Q<T(dui), dn)(u1 — ug) dxdy = 0
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Wir verwenden nun die Tatsache, dal das Fldchenintegral eine konvexe Funktion des Graphen
u ist. Genauer gilt DT (p) > (1 + |p|?)~3/2 1, woraus mit W (py, p2) = max 1+ |pi|? folgt:
=1,

(T'(p1) — T(p2),p1 — p2)

1
= / )(tp1 + (1 = t)p2) - (p1 — p2),p1 — p2) dt

0

2
> / lp1 — p2| p
(1 + [tpr + (1 = t)p2[?)2
|p1 — pof?
W (p1,p2)?

Sei x € C*°(R) mit x(s) =1 fiir s > 1, x(s) = 0 fiir s < 0. Wir wihlen dann als Testfunktion
Np(2) = X(% dist (z,09)), also insbesondere |dn,(z)| < 5+ Durch Subtraktion der Gleichungen
(%) fiir ¢ = 1,2 ergibt sich

\dul dUQ‘Q

1o = anal ded
W (duy, dug)3 "
Q

< /(T(dul) — T(dug), duy — dug)n, dxdy
0

2/ |ur — ua| |dn,| dzdy

IN

2c

{z:dist (2,00Q)<p}

IN

|up — ug| dedy — 0 mit p N\, 0.

O

Bemerkung. Der Beweis ist auch dann noch giiltig, wenn u; € C9(Q\A), wobei A C 99 eine
endliche Ausnahmemenge ist. Dies kann zum Beispiel im Satz von Radé angewandt werden,
wenn I endlich viele vertikale Stiicke hat.
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Kapitel 3

Geometrie und Beispiele von
Minimalflichen

Das Hauptziel dieses Kapitels ist die Herleitung einer auf Weierstraf3 zuriickgehenden Darstel-
lungsformel fiir Minimalflichen. Bei Eingabe zweier holomorpher Funktionen ergibt sich aus
der Formel die konforme Parametrisierung einer bei geeigneten Voraussetzungen vollstdndigen
und randlosen Minimalfliche. Die erfolgreiche Anwendung héngt dabei wesentlich davon ab,
wie gut geometrische Eigenschaften der Fliache als analytische Eigenschaften der Eingabedaten
interpretiert werden konnen.

3.1 Geometrische Grundbegriffe

Wir wollen hier vor allem die Kriimmung einer Fliche im R? definieren. Fiir tiefergehen-
de Information siehe zum Beispiel Klingenberg [7]. Wir betrachten folgende Grundsituation:
f:Q — R3 sei C®-Immersion (2 C R?), v : Q — S? C R3 zugehdrige Einheitsnormale,
9(X,Y)=(Df-X,Df-Y) induzierte Metrik* mit Koeffizienten g;; = g(e;,e;), Bild Df = {v}+
Tangentialraum von f in z € €.

Lemma 1. Sei X € (9, R3) mit (X, v) = 0. Dann gibt es fiir jedes z € Q genau ein X (z) € R?
mit Df(z) - X(2) = X(2) und es gilt X € C>°(Q,R?).

Beweis. Nur die letzte Aussage ist zu zeigen. Es gilt

2
XFgi = ZXk<Df’€ijf'€k>
k=1
(

Df : 6j,X>.

B
I N
—_

Multipliziere mit g% und summiere iiber j:

2 2
Xi=>" XFg9gp =) g9(Df-e;, X) € C™Q).
jh=1 =1

*auch: erste Fundamentalform
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Bezeichnung. Fir X € C>(Q,R?) bezeichnen wir das zugehorige tangentiale Vektorfeld mit
X=Df-X.

Der Begriff der Kriimmung von Fliachen soll durch Betrachtung von Parallelflichen eingefiihrt
werden. Mit dem orientierten Abstandsparameter € € (—gq, o) lautet diese

fe(z) = f(2) +ev(z) (2€9).

Der mittlere Kriimmungsvektor H = A, f gibt an, in welcher Richtung und wie schnell das
Flachenelement der Parallelflichen zu- bzw. abnimmt. Da der Vektor H stets normal ist, ist er
durch eine Funktion, die mittlere Krimmung

H=-H,v) & Ajf=H=-Hv

eindeutig bestimmt. Wéare die Kriimmung von Fléchen allein durch diese Funktion zu beschrei-
ben, so miifite H = 0 nur auf (Stiicke von) Ebenen zutreffen, das heiflt es géibe keine interessanten
Minimalflachen. Es muf also fiir eine Flidche noch weitere Kriimmungsgrofen geben. In der Tat
ist eine Flédche im allgemeinen in verschiedenen Richtungen verschieden stark gekriimmt. Dies
duBert sich darin, daB die Anderung des Lingenelements bei Betrachtung der Parallelflichen
abhingig von der Richtung unterschiedlich grof} ist. Beispielsweise wichst die Lénge eines hori-
zontalen Kreises fiir den Zylinder S' x R beim Ubergang zum parallelen Zylinder im Abstand e
um 27e, wihrend eine vertikale Strecke {¢’} x [a,b] in der Linge gleich bleibt.

Noch drastischer sehen wir das beim Katenoid: Im Bild (S. 58) wird der Kreis an der Taille langer,
wahrend die ,,Langengrade“(Meridiane) kiirzer werden. Da das Katenoid eine Minimalfliche ist,
miissen sich diese Effekte so kompensieren, dafl der Flidcheninhalt in erster Ordnung bzgl. € weder
zu- noch abnimmt. Wir wollen diese Beobachtungen nun in Formeln umsetzen.

Sei 29 € € ein fester Punkt und X € R2. Dann gilt (v(2),v(2)) =1

= 0 = SOxm))

= (Dv(z0) - X,v(20)).
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Somit gibt es einen Vektor S(X) € R? mit

Duv(zy) - X = Df(20) - S(X)
Wihlen wir statt X den Vektor AX + uY mit X,Y € R? und A\, u € R, so folgt

Df(z0) - SAX +unY) = Duv(z) - (AX +puY)

ADv(zp) - X + pDv(zp) - Y
ADf(z0) - S(X) + uD f(z0) - S(Y)
D f(z0) - (AS(X) + pS(Y))
= SAX+uY) = AS(X)+uSY).

Also ist S linear, S € End (R?). Nun l#t sich S natiirlich fiir jedes z € § erkliren.
Definition. Die eindeutig bestimmte Abbildung S : 2 — End (R?) mit
Dv(z)- X =Df(2)-S(2) X (2€Q,X € R?)
heifit Weingartenabbildung der Immersion f.
Wiéhlen wir in der Definition X = eg, so folgt

Dv-e,=Df-Seg

2

(Lemma 1) = |(Se)' = Zgij<5jf7 Oxv)
j=1

Dies ist eine Formel zur Berechnung der Matrix (S%) von S bzgl. der Standardbasis und zeigt
insbesondere S € C*(Q2, End (R?)).

Beim Umgang mit Flachen bzw. Untermannigfaltigkeiten sind zwei Grundprinzipien stets zu
befolgen:

1. Alles muf$ in tangentiale und normale Komponenten aufgespalten werden.

2. Orthogonalititsrelationen sind zu differenzieren, um mehr Gleichungen zu produzieren.

Die zweite Regel haben wir mit Differentiation von (v,v) = 1 befolgt. Aber es gilt auch

(Df(2)-Y,v(2)) =0 (Y eR?).
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Hieraus ergibt sich durch Differentiation nach X € R? und Auswertung im Punkt zg € Q
0 = (Ox(Df-Y,v)(2)

(D% y f)(20),v(20)) + (Df(20) - Y, Dv(z) - X)

= (D% yf(20),v(20)) + (Df(20) - Y, Df(20) - S(20)X)

(Dx.y f(20),v(20)) + 9(20) (S(20) - X, Y).

Definition. Die der Weingartenabbildung S bzgl. g zugeordnete Bilinearform
b(20)(X,Y) = g(20)(S(20)X,Y) (X,Y €R? 2 € Q)
heifit zweite Fundamentalform der Immersion f.

Lemma 2. Es gilt in allen Punkten z €
b(X,Y) =g(SX,Y)=—(Dxyf,v).
Insbesondere ist die zweite Fundamentalform b symmetrisch bzw. die Weingartenabbildung bzg].
der induzierten Metrik g selbstadjungiert.
Wir konnen jetzt die Anderung von Lingen beim Ubergang zu Parallelflichen berechnen. Es
gilt
9:(X,X) = (Dfe-X,Df. X)

— ((Df +=Dv)X, (Df +=Dv)X)

= (Df(I+4+e9)X,Df(I1+¢e5)X)

= g((I+e9)X,(I+¢e9)X)

= 9(X,X)+2e9(SX,X) +e29(SX, SX).

Hieraus folgt VX, X)=1 = 5 \/ (X, X)|e=0 = b(X, X)

Fiir eine Kurve ¢ : [a,b] — Q in Bogenldngenparametrisierung 1/g(c’, ) = 1, das heifit
|(f oc)(s)| =1, bedeutet das

d b
CTEL(faoc)‘a:O :/a b(c, ) ds.

In einem festen Punkt zp nimmt die quadratische Form b(zp)( -, -) auf der Sphére S = {v €
R? : \/g(20)(v,v) = 1} ein Maximum und ein Minimum an. Die zugehérigen Vektoren {vy, v}
heiflen Hauptkriimmungsrichtungen, die Extremalwerte heifilen Hauptkrimmungen {31, s2}. Es
gilt

S’Uj = %jvj, g(vi,vj) = 5@‘

Dagegen heilen Vektoren v mit b(v,v) =0 (und g(v,v) = 1) Asymptotenrichtungen. Es gilt
(Agf,v) = m<2@( det g g 9; 1), v)

= Zg” tey |

= —Zg” De, f, De,v)
= —Z’:Sf

_ us
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= ’H = trS = 1 —|—%2‘ (mittlere Kriimmung)

Die andere elementarsymmetrische Funktion der Hauptkriimmungen ist

’K = detS = %2‘ (Gaufssche Kriimmunyg)

Auch diese hat eine einfache geometrische Bedeutung. Dazu beachten wir, daf§ durch die Wahl
der Normalen v das Gebiet Q eine induzierte Orientierung erhilt. Eine Basis {v1, v} von R? ist
diesbeziiglich positiv, wenn {v, Df - v1, Df - vo} positive Basis von R? ist. Je nach Wahl von v
stimmt diese Orientierung mit der Standardorientierung iiberein oder nicht. Die Oberflichenform
w auf S? ist gegeben durch

w(é)(U,V) =det(&,U, V) (€€ S% U,V € TeS?).

Wir ziehen w mit der Normalenabbildung (Gaufabbildung) v : Q — S? zuriick und werten den
pullback auf der positiv orientierten Orthonormalbasis {v1,v2} der Hauptkriimmungsrichtungen
aus:

(v*'w)(vi,v2) = w@)(Dv-v1,Dv-v9)
= w)(Df-Svi,Df - Svg)
= w)(Df v, Df - s003)
= ssedet(v,Df -vi,Df - v9)

=11

= K

Bezeichnen wir mit dA die positiv orientierte Fldchenform von g, also dA(vy,vy) = +1, so folgt

v'w = KdA

Bemerkung. Ist S? durch die #ufiere Normale und  bzgl. der Normale v induziert orientiert,
so gilt:

orientierungstreu S K >0

v:Q— 5% st { &

orientierungsumkehrend << K <0

Beispiel. das Katenoid
Das Katenoid entsteht durch Rotation der Kettenlinie (cosht,0,¢) um die z3-Achse. Eine Para-
metrisierung lautet also

cosp —singp 0 cosht cosht - cosp
flt,p) = |sing cosp O 0 = | cosht-sinp
0 0 1 t t
sinht - cos ¢ —cosht-sing
(O f)(t,) = |sinht-sing |,(0.f)(t,) = | cosht-cos¢p
1 0
= [0S = 10pf" = cosh®t, (0], 0,f) =0

Die Parametrisierung ist konform, es gilt g;;(t, ¢) = cosh?t ;5. Als Einheitsnormale erhilt man

O 2 RIS S Y
’ 0uf NOGfI - coshit | .y
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Bei dieser Wahl der Normalen ist die induzierte Orientierung von €2 = R? die Standardorientie-
rung, denn {v, 0, f,0,f} ist positiv. Weiter gilt

sinht - cos ¢ sin ¢
= sinht - sin ¢ O,V = ! —Cos
! cosh?t 1 T cosht 0

Damit ergibt sich fiir die Matrix von .S bzgl. der Standardbasis

1
$1 = 9" Ouf 0w+ g7 (Baf 0w) = —
————r cosh”t
=1 _0
Sy = g" (Onf, 0ov) + 912 (O2f,02v) =0
0
=0 —
St = g (01f,01) + g* (Oaf Ov) =0
=0 =0
1
S35 = g*' (01f,0av) + g* (Oaf, Oov) = ———
N —_—— cosh*t
=0 =1
Also lautet S bzgl. der Standardbasis
1 1 0
S=——-
cosh?t <0 —1)
Die normierten Hauptkrﬁmmungsrichtungen sind v; = Coslh 7 €1, V2 = Coslh ; €2 zu den Haupt-

krﬁmmungen 0 = =0, also ist f Minimalfliche. Ferner ist

K_

—— bzw. 39 = —
Cosh
bzw. mit dA = cosh?¢ dt /\ dcp

cosh4t ’
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(e 9]

/ . / dt
vVw = =27 5
cosh“t

(—00,00) % (0,27) —00
[ 2sd
sdas
= _47T/(32+1)2 (t =logs)
0

1 o0
= —Ar|——— = —4m.
[ 32"‘1}0

Dies entspricht der Tatsache, daB jede Richtung v € S?\{4e3} genau einmal angenommen wird,
die Abbildung v wegen K < 0 aber die Orientierung umkehrt.

3.2 Die Weierstraf3darstellung

Im Folgenden betrachten wir nur solche Parametrisierungen, fiir die {v, 01 f,d2f} positiv ori-
entiert ist. Die induzierte Orientierung ist also die Standardorientierung. Es gibt dann zu der
Riemannschen Metrik g = (gi;(2)) eine punktweise definierte 90°-Drehung im positiven Sinn.
Wir bestimmen diese mit dem Gram-Schmidt-Verfahren.

'é2 = 62 f— 9(62 671) 61 — 62 J— 'gﬁ el
’ V9117 /911 gi1

2 2 det
912 | 912 _ Y

g(é2,62) = go—2
g11 gi11 gi11

1
= Jey = ——=(—giee1 + g11e
1 \/m ( gi12 €1 T gi1 2)
él = e1 — g(el 672) €2 = €1 — gﬂ €9
’ V922" /922 g22
- . 2 2 det
g(é1,é1) = g11—2@+@:—g
g22  g22 g22
= J 1 ( + )
ey = —gog € e
2 M g22 €1 T gi11€2
1 —912 —922> 1 (912 —911>
:> J g = det
Vdet g < g1 g12 g g? —g"
Sei nun v : Q — R eine Funktion. Wir berechnen dann fiir « = —du - J
ale) = —du(\/detg(g12 e1 + g*? 62))
= —y/detg(g" O1u+ g** dau)
aleg) = fdu(\/detg (fg11 e —g'? 62))
= /detg (g" du+ g'% )

= da = 62[\/detg(92131u+g2232u)} dz A dy
+ O [\/detg (g™ du + g'? Oou)] dx A dy

= d(—du-J) = (Agu)-dA,
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Sei nun auflerdem wu eine g-harmonische Funktion und €2 einfach zusammenhéngend. Es gibt
dann eine Funktion v : Q@ — R mit dv = —du - J. Wir kénnen u und v zu einer komplexwertigen
Funktion ¢ = u 4 iv : Q@ — C zusammenfassen. Wegen J? = —1 gilt dv - J = du und somit

de-J = du-J+idv-J
= —dv+idu
= i(du+idv)

= ’dgo-J = idcp‘

Weiter gilt, wenn ¢ als R2-wertige Funktion aufgefat wird, fiir g(X, X) =1

(do-X,dp-X) = |du-X|*+|dv- X|?
= |du- X|* +|du- J X|?
= g(gradu, X)% + g(gradu, JX)?
— Jlgradul? g(X, X)

= |(de- X,dp-Y) = |gradul’ g(X,Y)

Damit bildet ¢ : @ — R? = C orientierungstreu und winkeltreu ab, sofern grad v nicht ver-
schwindet,und es ist gezeigt:

Satz 1. Sei (2, g) kanonisch orientiert und einfach zusammenhéngend, J die 90°-Drehung von
g, und u :  — R harmonisch bzgl. g.

(1) —du - J besitzt eine Stammfunktion v.
(2) Ist gradu(zo) # 0, so ist ¢ = u + iv eine orientierungstreue konforme Aquivalenz
¢:(Ug) — (V.{-, )g)
von geeigneten Umgebungen U von zy bzw. V' von ¢(zp).

(3) Ist g die Metrik einer Immersion f : Q — R3, so ist in der Situation von (2) fo~!:
V — R3 konform parametrisiert.

Seien nun ¢; : U; — V; (i = 1,2) zwei orientierungstreue, konforme Aquivalenzen bzgl. der
Metrik g:

Es ist dann 9 o gol_l : 1(Ur NU) — pa(Up N Uz) eine konforme Aquivalenz und orientie-
rungstreu, also biholomorph. Wenn wir ganz ) mit einem System solcher offenen Mengen U;
iiberdecken kénnen, so lafit sich der Begriff der holomorphen Funktion auf (£2,g) definieren:
1 :  — C heifit holomorph, wenn v o gpi_l : V; = C holomorph ist fiir alle 7. Dies ist un-
mifiverstindlich, weil alle Umparametrisierungen ¢; o gpi_l biholomorph sind. Man beachte hier
folgendes: € ist zwar als Teilgebiet von R? angenommen worden, die holomorphen Funktio-
nen héngen aber von g ab und stimmen im allgemeinen nicht mit den ,,iiblichen“holomorphen
Funktionen {iberein. Sei etwa g11 = 2, go2 = 1 und g12 = ¢go1 = 0. Dann ist

1 /0 -1
=502 9)
Die harmonische Funktion u(z,y) = z fithrt auf v(z,y) = \% y, also p(z,y) = = + ﬁy Das

ist natiirlich keine holomorphe Funktion bzgl. der Standardstruktur auf C. Der hier beschrie-
bene Weg zur Gewinnung einer komplexen Struktur aus einer Riemannschen Metrik liefle sich
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auch dann und vollig analog beschreiben, wenn {2 eine abstrakte zweidimensionale Mannigfal-
tigkeit mit Orientierung und Riemannschen Metrik g wére. Ein solches Objekt sieht nur lokal
aus wie ein Gebiet in C. Die obigen Ausfithrungen kénnen so interpretiert werden, dafl sie in
einer dieser lokalen Parametrisierungen gegeben wurden, der Ubergang zu einer anderen lokalen
Beschreibung aber kompatibel ist.

Es stellt sich nun die Frage, ob sich harmonische Funktionen mit grad u(zp) # 0 zu gegebenem
zgp finden lassen.

Satz 2. Sei f : (Q,9) — R3? Minimalfliche mit Normale » und 90°-Drehung .J. Dann gibt
es zu jedem zp € § eine orientierungstreue konforme Aquivalenz ¢ : (U,g) — (V,{-, -)). Die
Parameterwechsel g o gpfl 2 01(Ur NU3) = w2 (U N Usz) sind biholomorph. Damit wird © zu
einer eindimensionalen komplexen Mannigfaltigkeit (Riemannschen Fliche).

Beweis. Wihle einen Vektor v ¢ (Bild df(z9))*. Dann gibt es ein X € R?, so daB fiir u(z) :=

(v, f(2)) gilt:
Du(z0) - X = (v, Df(z0) - X) £0.

Also ist u eine g-harmonische Funktion wie in Satz 1 gefordert. O

Lemma. ¢ : (£2,g9) — C holomorph <  D¢(z) J(z) =i D¢(z) fiir alle z € Q.

Beweis. Sei p~! =1 : V =5 U eine der lokalen Parametrisierungen. Wir hatten schon gezeigt,

daB dp(z) - J(2) = idp(z) bzw. dy(w)ide(z) = J(z), wobei w = ¢(z). Damit folgt
¢ o1 holomorph
D(¢od)(w)i = iD(¢op)(w)
De(2)Dyp(w)i = i Do(z) Dy (w)
Do(2)Dip(w)i Dp(z) = i Do()
Do(z) - J(2) = iD¢(2).

(RO

O

Im Folgenden sei f : (Q,9) — R3 Minimalfliiche mit 90°-Drehung und Normale v, ) einfach
zusammenhéngend*. Nach Satz 1 gilt

d(—df* - J) = (A, f") dA, = 0.

*Andernfalls kann f auf einer geeigneten Uberlagerung € von Q erklirt werden.
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Also existiert f: Q — R3 mit Df = —Df - J.
Lemma.

o f: (92, g) — R3 ist isometrische Immersion mit Einheitsnormale 7 = v.

A~

e f ist ebenfalls Minimalfléche.

Beweis. |Df-X|2=|Df-JX|?=g(JX,JX) = g(X,X). Weiter ist Bild D f = Bild Df und
det(v,Df - X,Df - JX) = det(v,Df - JX,Df - J?X) > 0.
Schliefllich folgt N N ' 4
AgfldAy = d(—df" - J) = d(df* - J*) = —ddf' = 0. O

Definition. Eine holomorphe Abbildung ¢ : (2, J) — C3 heifit Nullkurve, wenn mit (Z, W) =
S ZIW fir Z,W € C? gilt:

(Dp-X,D¢-X)=0 fiir alle X € R?.

In einer lokalen Parametrisierung F(w) = ¢(¢(w)) gilt dF(w) = F'(w) dw und die Nullkurven-
eigenschaft bedeutet

3
0= (F'(w), F'(w) = >_ (FY (w))*.

i=1

Satz 3 (Minimalflichen = Nullkurven).
Sei Q) einfach zusammenhéngend.

a) Ist f : O — R3 eine Minimalflziche, so liefert obige Konstruktion eine Nullkurve ¢ = f+i f .
b) Ist ¢ : (Q,J) — C3 eine Nullkurve, so ist f = Re¢ eine Minimalfliche mit Metrik
9(X, X) = 3ldé - X|*.
Beweis. Fiir ¢ = f 4 if berechnen wir

dop-J = df -J+idf-J,
idp = —df+idf
(dp- X,dp-X) = |df - X|* —|df - X" +2i(df - X,df - X).

Unter Voraussetzung a) ist d f = —df - J nach Definition von f. Es folgt ¢ holomorph und, da
J die 90°-Drehung von g, auch (d¢ - X,d¢ - X) = 0.

Ist umgekehrt ¢ holomorph, so folgt d f = —df - J. Aus der Nullkurvenbedingung schlieffit man,
dal J die 90°-Drehung der induzierten Metrik g(X, X) = (df - X, df - X) ist. Dann folgt weiter

(A f)dA, = d(—df* - J) = ddf = 0.
Also ist f Minimalfliche und

1 1 .
5lde- X = (df - XP +|df - X|) = g(X, X).

Folgerung (assoziierte Schar).
Sei f: (9, g) — R3 Minimalfliiche mit zugehériger Nullkurve ¢. Dann ist ¢y = e~*’¢ ebenfalls
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eine Nullkurve und fy = Re(¢y) : Q — R? eine Einparameterschar von Minimalfliichen mit
folgenden Daten, wobei Jy = cos 91 + sin¥J die Drehung bzgl. ¢ um den Winkel 9 bezeichnet:
dfy = df - J;l, g9 = g (also fy isometrisch bzgl. g), vy = v (gleiche Normale) und Sy = Jy - S.

Beweis. Die Minimalflicheneigenschaft folgt sofort aus Satz 3. Es gilt

D¢y = e Wdgpy
= costvd¢ —sintdide
= d¢(cosv —sind J)
= dp-J_y=d¢-J,*
= dfy = df‘Jf}_l. Weiter
df -S = Dv=Dvg=dfy-Sg=df -J;"' Sy
= Sy = JyS.

O
Beispiel.
cosht - cos
f(t,p) = [ cosht-singp (Katenoid)
t
2 0 -1
gij = cosh®td; = J= Lo )= J (standard)
R cosht - sin
Of = —0,f=|—cosht-cosyp |,
0

sinht - cos ¢
Of = O0,f=|sinht-sinp |,

1
R sinht - sin
= f(t,o) = | —sinht-cosp |, (Helikoid)
¥
cosh (t +ip)
p=f+if = |[—isinh(t+iyp)| eC?
t+ip

Die Weingartenabbildung von fy = Re(e™"¢) lautet

g, — cost —sind _ 1 1 0
v = \sin9 cosd¥ cosh?t \0 —1

1 .
5, — (cosﬁ 511179).

cosht? \sind — cos?d

Das Katenoid kann isometrisch in das Helikoid verbogen werden, sogar durch eine Schar von
Minimalfiachen.

Durch Satz 3 ist die Minimalflichengleichung in eine rein funktionentheoretische Formulierung
gebracht worden. An holomorphen Funktionen steht uns ein grofler Vorrat zur Verfiigung, z. B.
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auf C alle rationalen Funktionen auflerhalb Threr Nullstellen. Um dies einzusetzen, formen wir
die stérende Nullkurvenbedingung noch geeignet um.

Im Folgenden nehmen wir an, da f : Q — R3 nicht eine horizontale Ebene (bzw. ein Stiick
davon) beschreibt. Wir betrachten die holomorphe 1-Form, das Héhendifferential,

n=df*—idf* J

Ist Q einfach zusammenhingend, so ist 7 in der Tat das Differential von ¢3 (der Realteil ist
sowieso die Ableitung der z3-Komponente von f).

In einer lokalen konformen Koordinate w = ¢(z) gilt

a = dft —idf'-J = a(w)dw,
B = dfP—idf?*-J = bw)dw, (w=p(2))
n = h(w)dw.

Ist nun n(z9) # 0 < h(wy) # 0, so erhalten wir in einer Umgebung von zy die holomorphe

Funktion
a(w) + ib(w)

h(w)
Aber fiir v € R?\{0} gilt wegen dw(v) = v! + iv?

(a(z) +1if(2)) -v
n(z) v

9(2) = — (w = ¢(2)).

9(z) = —

g ist also unabhéngig von der Wahl der Koordinate definiert. Nach Annahme sind die Nullstellen
von 7 isoliert mit endlicher Ordnung. Damit ist g eine wohldefinierte, meromorphe Funktion

g:Q— C=CuU{c0}

Nun ergibt sich aus der Nullkurvenbedingung

0 = a®+b>4hn?
= (a+ib)(a —ib) + h?

= a4+ = —gh, a—ib=—

1/1 1

1/1 (1
df—idf.J:<(—g>,Z<+g>,1>n
— \2\y 2 \y

Bemerkung. Fiir immergiertes f mufl n in einer k-fachen Nullstelle oder Polstelle von g eine
k-fache Nullstelle besitzen.

Damit folgt:

Dies ist die sogenannte WeierstraBldarstellung von Minimalflichen. Sie erlaubt die Angabe vieler
Fliachen ohne Rand mit expliziten Formeln. Dabei ist so vorzugehen, dafl man sich zunéchst fiir
ein Parametergebiet {2 mit einer holomorphen Struktur entscheidet. Im einfachsten Fall ist das
C U {oo}. Schon einfache Wahlen von ¢g und n kénnen dann auf interessante Flidchen fiihren.
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Beispiel. FEnneperfliche

g(z) = =z, n(z)= z»dz
w = <;(1 — 2%, %(1 + 22),z) dz

fz) = ReQﬁ%—i%é@+iﬁj§).

Um die Darstellung erfolgreich anzuwenden, miissen Kenntnisse dariiber erarbeitet werden, wie
die ,, Weierstrafldaten“g, n mit der Geometrie der Fliche korrespondieren. Die erste Aufgabe ist
die Berechnung der geometrischen Daten.

Satz 4. Sei f : Q — R?® immergierte Minimalfliche mit induzierter Metrik ds?(-, -)* und
zugehorigen Weierstrafidaten g, n. Dann gilt:

(1) g ist die stereographische Projektion der Normale v vom Nordpol, also

29 lg|* — 1

PSP R

1
) ds = 5(1al+ ) ol
2\ Jdg/gl?
@)K:_<M+;> CE
dg(W)

wmmm_m< mm)

9

Folgerung. S sei Weingartenabbildung von f, b die zweite Fundamentalform.

(1) X Asymptotenrichtung (Richtung, in der die Flidche nicht gekriimmt ist): b(X, X) =0

e X yx)eR

(2) X Krimmungsrichtung < SX =, X
& “hx)eRr
Satz 5 (Osserman 1965).
Sei Q eine zweidimensionale, orientierbare Mannigfaltigkeit und f : @ — R3 eine immergierte
Minimalflache mit folgenden Eigenschaften:

a) f ist vollstindig, d.h. (€, d) ist vollstindiger metrischer Raum **. Aquivalent dazu: Verl:ifit
~v:10,1) — Q jedes Kompaktum, so ist L(y) = +o00. Die Bedingung besagt grob, dafi nicht
willkiirlich ein Stiick der Fliche weggelassen wurde.

b) f hat endliche Totalkriimmung [ K dA > —co. Dann wird © durch Hinzunahme von end-
lich vielen Punkten {p1,...,px} zu einer kompakten Riemannschen Fléche Q. Die Punkte
p; entsprechen Enden der Flache Die Gauflabbildung g : Q — Cist meromorph, und 7 ist
meromorphes Differential.

*Die Bezeichnung ¢ in den WeierstraBdaten ist historisch bedingt, daher wechseln wir bei der Metrik zu ds>.
**Der Abstand zweier Punkte ist das Infimum der Léngen ihrer Verbindungskurven.
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Tatsache. Die kompakten, orientierbaren, zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten besitzen fol-
gende Diffeomorphie-Typen:

Geschlecht p

p=0 Sphére

p=1 Torus (Fahrradschlauch)

p=2 Torus mit zwei Lochern (Brezel)
p==k Torus mit k& Lochern

Damit hat eine Minimalfliche endlicher Totalkriimmung zwei topologische Invarianten, ndmlich
das Geschlecht p der zugrundeliegenden Riemannschen Fléche sowie die Zahl r der Enden (Punk-
tierungen).

Bei festem p, also fester topologischer Struktur, gibt es im allgemeinen mehrere komplexe (bzw.
konforme) Strukturen. Zum Beispiel erhiilt man einen Torus durch Division von R? durch ein
Gitter Ze; @ Z7 und die in dem Streifen {r € C : |7| >},0 < ReT < %} liegenden 7 liefern
paarweise komplex indquivalente Tori. Fiir p = 0 gibt es aber nur eine komplexe Struktur.
Wir kénnen als Modell der Sphiire C U {oo} nehmen. Die meromorphen Weierstra3daten g und
1 = h(z) dz sind dann gebrochenrationale Funktionen.

Fiir die sich nun ergebenden Beispiele, etwa die in der Einleitung erwiahnte Costafliche, miissen
wir auf [6] verweisen.
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