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16 Topologie im R"

Das griechische Wort Témog bedeutet soviel wie Ort oder Lage. Mathematisch geht es in
der Topologie um Mengen mit einem Konvergenzbegriff, sogenannte topologische Raume,
und um die stetigen Abbildungen zwischen diesen Réumen. Das ist ein sehr allgemeiner
Ansatz, wir werden uns hier auf metrische Rdume konzentrieren. Unser Hauptziel ist dabei
die Wiederholung der Konzepte im R™. Im Laufe der Vorlesung werden weitere Beispiele von
metrischen Réumen eine Rolle spielen.

Definition 16.1 (Metrischer Raum) FEin metrischer Raum ist eine Menge X mit einer
Funktion d : X x X — [0,00), die fir alle x,y,z € X folgende Eigenschaften hat:

Positivitét: d(z,y) > 0 mit Gleichheit genau wenn x =y,
Symmetrie: d(y,z) = d(z,y)
Dreiecksungleichung: d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2).

Wir nennen d(x,y) auch den Abstand von x und y.

In dieser Definition kann X eine beliebige Menge sein, insbesondere muss X kein Vektorraum
sein. Betrachten Sie als Beispiel die Menge X aller Bahnhofe in Frankreich und

minimale Fahrzeit von x nach y iiber Paris  fiir x # v,

(16.1) d(z,y) = {

0 fir z = y.
Viele interessante metrische Rdume sind normierte Vektorrdume.

Definition 16.2 (Norm) Eine Norm auf dem reellen (oder komplexen) Vektorraum X ist
eine Funktion || - || : X — R mit folgenden Eigenschaften:

Positivitédt: ||z|| >0, mit Gleichheit genau wenn x = 0.
Halblinearitét: ||Az| = |A|- ||z||  fir alle A € R, z € X.
Dreiecksungleichung: ||z +y|| < |lz|| + [lyl| ~ fir alle 7,y € X.

Das wichtigste Beispiel ist natiirlich die Euklidische Norm auf dem R™:

1
n 2
(16.2) || = (Z xf) fir z = (21,...,2,) € R"™.
i=1

Wir verwenden oft doppelte Betragstriche, einfache jedoch fiir die Euklidische Norm, auf
R oder C ist diese ja gleich dem Betrag, also keine Verwechslungsgefahr. Positivitdt und
Halblinearitét sind fiir die Euklidische Norm klar, die Dreiecksungleichung folgt aus der Un-
gleichung von Cauchy-Schwarz, siehe Analysis I, Satz 5.4. Andere Normen auf R™ sind zum
Beispiel die 1-Norm und die Maximumsnorm

n

(16.3) Izl = Z |z;| und [|z]c = max |x4|.

; 1<i<n
=1



Jeder normierte Vektorraum (X, ||-||) wird zu einem metrischen Raum, indem wir den Abstand
von zwei Punkten x,y erkldren durch

(16.4) d(z,y) =z —y| firz,yeX.
Denn offensichtlich gilt d(x,y) > 0 mit Gleichheit nur fiir x = y, sowie

d(y,z) = |y -zl =[O -yl = =Dl llz -yl = d(z,y),
d(z,2) = |z =zl =[x -y) + @y =2 <z -yl +ly - 2]l = d(z,y) +d(y, 2).

Insbesondere ist R™ ein metrischer Raum mit dem iiblichen euklidischen Abstandsbegriff.

Definition 16.3 Sei X ein metrischer Raum. Die offene Kugel um xo mit Radius r > 0 ist
B (z0) ={z € X : d(z,z0) < r}.

Beziiglich der Euklidischen Norm auf R™ gilt also wie gewohnt
By (z9) ={x € R" : |x — xo| < 7}.

Es ist instruktiv, sich die Kugeln B,(xg) fiir die franzosische Eisenbahnmetrik aus (16.1)
sowie die Kugeln B;(0) fiir die Normen || - ||; und || - ||oc auf R™ zu iiberlegen.

Definition 16.4 (Offene Mengen) Sei X eine metrischer Raum. Eine Menge Q@ C X
heifst offen, falls zu jedem x € Q ein ¢ > 0 existiert mit B.(z) C Q.

Beispiel 16.1 Die Kugel B, (x) ist offen in X, vgl. Analysis I, Beispiel 5.3. Sei ndmlich
x € By(xg) gegeben. Dann ist ¢ = r — d(z,z9) > 0 und fiir y € B.(z) folgt

d(yv l’o) < d(y7 J?) + d(l’, :UO) <e+ d(ZL', -7;0) =T
also B:(z) C B,(xp), was zu zeigen war.

Satz 16.1 (Topologie) Das System der offenen Teilmengen eines metrischen Raums X
bildet eine Topologie, das heifit es gelten folgende Eigeschaften:

(a) 0,X sind offen.
(b) Der Durchschnitt von endlich vielen offenen Mengen ist offen.
(¢) Die Vereinigung von beliebig vielen offenen Mengen ist offen.

BeEwEIS: (vgl. Analysis I, Satz 5.8) Aussage (a) ist klar. Fiir (b) sei z € ﬂf\il Q;, wo-

bei Q,...,Qn endlich viele offene Teilmengen von X sind. Dann gibt es ¢; > 0 mit

B, (z) C Q. Es folgt ¢ = minj<;<ny &; > 0 sowie B.(z) C B, (x) C Q; fiir jedes 4, das heifit
% <i<

Be(l‘) C mi:l Q;.

Fiir (c) sei nun € [Jycp 21, wobei A eine beliebige Indexmenge ist. Dann ist z € Q) fiir
(mindestens) ein A\g € A. Da 2, offen, gibt es ein ¢ > 0 mit B.(z) C Q),, also erst recht



Ein abzdhlbarer Schnitt von offenen Mengen muss nicht offen sein. Zum Beispiel sind die
Kugeln B1(0), n € N, offen im R™, nicht aber der Schnitt

N B1(0) = {0}.
n=1

Eine offene Menge ) C X mit x € €2 nennt man auch offene Umgebung von x. Insbesondere
wird die offene Kugel B.(z) als e-Umgebung von = bezeichnet.

Lemma 16.1 (Hausdorff-Trennungseigenschaft) In einem metrischen Raum X gibt es
zu zwei Punkten x,y € X mit x #y ein e > 0 mit B:(z) N B:(y) = 0.

BEWEIS: Sei z € B:(z) N B:(y). Dann folgt d(x,y) < d(x,2) + d(z,y) < 2e. Also ist die
Behauptung richtig fiir jedes ¢ < %d(x, Y). O
Definition 16.5 (Konvergenz) Sei X ein metrischer Raum. Die Folge (xy)ren von Punk-
ten x € X konvergiert gegen x € X, falls gilt:

Fiir alle e > 0 gibt es ein K € R mit x, € B:(z) fir alle k > K.
Aquivalent dazu ist d(zy,x) — 0 mit k — oo.

Der Grenzwert ist eindeutig bestimmt, denn wire y # x ebenfalls Grenzwert von (zy), so
wéhlen wir € > 0 wie in Lemma 16.1 und erhalten fiir £ hinreichend grofl den Widerspruch

x € B:(z) N B:(y) = 0.

Definition 16.6 (abgeschlossene Teilmenge) Fine Teilmenge A eines metrischen
Raums X heifit abgeschlossen, wenn folgende Implikation stets gilt:

v, €A xp—x = x€A

Die Eigenschaften offen und abgeschlossen sind nicht Gegensétze. Die leere Menge und der
ganze Raum X sind sowohl offen als auch abgeschlossen. Es gilt aber folgende Komplemen-
taritat.

Satz 16.2 In einem metrischen Raum X gilt fiir jede Menge M C X :
M offen <  X\M abgeschlossen.

BEweEIs: Im Fall X = R"™ wurde das in Analysis I, Satz 5.7, gezeigt. Das Argument gilt
analog fiir jeden metrischen Raum X. O

Folgerung 16.1 Fir die abgeschlossenen Teilmengen eines metrischen Raums X gilt:
a) 0,X sind abgeschlossen.
b) Die Vereinigung von endlich vielen abgeschlossenen Mengen ist abgeschlossen.

¢) Der Durchschnitt von beliebig vielen abgeschlossenen Mengen ist abgeschlossen.



BEWEIS: Folgt aus Satz 16.1 und Satz 16.2. O

Die Vereinigung von unendlich vielen abgeschlossenen Mengen ist nicht notwendig abgeschlos-
sen, zum Beispiel (J7°[1,1] = (0,1] C R.

Beispiel 16.2 (induzierte Metrik) Ist (X, d) metrischer Raum, so ist jede Teilmenge M C
X selbst ein metrischer Raum mit der induzierten Abstandsfunktion

(16.5) dyr e M x M — [0,00), dy(z,y) = d(z,y).

Zum Beispiel ist die Sphire S"! = {z € R" : |z| = 1} ein metrischer Raum mit dem
Euklidischen Abstand dgn-1(x,y) = |z — y|. Fiir die Kugeln beziiglich der induzierten Ab-
standsfunktion gilt allgemein

BM(z)={ye M :dy(y,z) <r}={y € M :d(y,z) <r} = MnN B,(x).

Die offenen Mengen in (M, dpr) sind genau die Mengen M N U mit U offen in X. Denn ist
z € MNU, so gibt es ein & > 0 mit B.(z) C U, also BM(z) € M NU. Die Mengen des Typs
sind also offen. Ist umgekehrt U C (M, dyy) eine beliebige offene Menge, so gibt es zu jedem

x € U ein e(x) > 0 mit Bé‘{x) (x) C U. Es folgt

zeU zelU zeU
—_———
offen in X

Weiter gilt: die abgeschlossenen Mengen in (M, dys) sind genau von der Form M N A mit A
abgeschlossen in X. Denn es gilt

M\(MNA)=Mn(X\A) = offen in M.

Also M N A abgeschlossen in M nach Satz 16.2. Und jede in M abgeschlossene Menge hat
diese Form, denn fiir U offen in X ist

A=M\(MNU)=Mn (X\U) .
N——
abg. in X

In der eindimensionalen Analysis wurden meist Funktionen auf einem Intervall I mit Rand-
punkten a < b betrachtet. Im mehrdimenionalen Fall werden wir oft Kugeln B,(x) oder
achsenparallele Quader I7 x ... x I, betrachten, bisweilen aber auch kompliziertere Mengen.
Dafiir sind die folgenden Begriffe niitzlich.

Definition 16.7 Sei X ein metrischer Raum und M C X. Dann definieren wir

intM = {xeM:3e>0 mit Bs(x) C M} (Menge der inneren Punkte von M ),
M = {z€X:Ve>0ist B-(x)NM #0} (Abschluss von M),
OM = {xe€X:Ve>0 sind Bo(x) N M, B-(z) N (X\M) #0} (Rand von M ).

Trivialerweise gilt int M € M C M. Auflerdem ist int Q = € fiir Q C X offen sowie M = M
fir M C X abgeschlossen.



Beispiel 16.3 Auf dem R" mit der euklidischen Abstandsfunktion d(z,y) = |z — y| gilt fiir
die Kugel B, (z) = {y € R" : d(y,z) < r}:

By (x)={yeR":d(y,z) <r} und IB,(x)={zeR":d(y,z)=r}.
Beweis Ubungsaufgabe.

Satz 16.3 Sei M Teilmenge des metrischen Raums X.
(a) int M ist offen, und es gilt die Implikation

Q offen ,QCM = QCintM.

(b) M ist abgeschlossen, und es gilt die Implikation

A abgeschlossen ,AD> M = AD M.

(c) OM st abgeschlossen und es gilt OM = M \int M.

BEWEIS: Fiir (a) sei € int M, also B,(z) C M fiir ein » > 0. Fir y € B,(x) gilt dann
B.(y) C By(x) C M mit e =r—d(y,z) > 0, vgl. Beispiel 16.1. Es folgt B,(z) C int M, damit
ist int M offen. Sei nun § offen und Q C M. Zu x € Q gibt es ein € > 0 mit B.(x) C Q, also
auch B.(x) C M, das heifit x € int M.

Fiir (b) verwenden wir (a) und Satz 16.2. Nach Definition ist X\M = int (X\M), al-
so ist M = X\int (X\ M) abgeschlossen. Ist nun A C X eine beliebige abgeschlossene Menge
mit A D M, so ist X\ A offen sowie X\A C X\M, also X\A C int (X\M) nach (a), und
somit A D M. Dies beweist (b).

Nach Definition gilt weiter OM = M N (X\M), also ist OM abgeschlossen nach (b)
und Folgerung 16.1. Ferner ist ebenfalls nach Definition X \int M = X\ M, folglich

OM = M N (X\int M) = M \int M.

O

Im Abschluss von M koénnen noch zwei Sorten Punkte unterschieden werden, die
H&ufungspunkte und die isolierten Punkte.

Definition 16.8 FEin Punkt x € X heift

Héufungspunkt von M < fiir jedes € > 0 ist M N B.(x)\{z} nichtleer,
isolierter Punkt von M <& es gibt ein € > 0 mit M N B.(z) = {z}.

Ist z € X Haufungspunkt von M, so enthélt B.(x) N M\{x} sogar unendlich viele Punk-
te. Denn wiirde die Menge nur aus endlich vielen Punkten wi,...,yny bestehen, so ist
d = minj<;<y d(y;,x) > 0 und dann Bs(x) N M\{z} = 0, ein Widerspruch. Insbesondere
konnen wir eine Folge z € M\{z} bestimmen mit z; — x.

Definition 16.9 FEine Teilmenge M eines metrischen Raums X heifit dicht, falls M = X.



Bekanntes Beispiel sind die rationalen Zahlen Q im metrischen Raum R, beziehungsweise die
rationalen Punkte Q" im R".

Definition 16.10 (Stetigkeit) Eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Rdumen
heif$t stetig im Punkt xg € X, wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt mit

d(f(z), f(xg)) <e  fir alle x € X mit d(x,x9) < 9,

oder dquivalent mit f(Bs(zo)) C Be(f(z0)). Die Funktion f heifst stetig, wenn sie in jedem
Punkt xg € X stetig ist.

Wir miissten hier eigentlich dx(-,) und dy(-,-) schreiben, denn im allgemeinen sind X
und Y verschiedene metrische Rdume, jedoch fithrt die einfachere Notation nicht zu Mis-
verstdndnissen.

Definition 16.11 (Lipschitzstetigkeit) Fine Abbildung f : X — Y heifst Lipschitzstetig
mit Konstante L > 0, falls

d(f(z), f(2")) < Ld(z,2") fir alle z,2' € X.
Beispiel 16.4 Die Abstandsfunktion von einem Punkt xy € X, das heifit
f: X =R, f(x) =d(z,x),
ist Lipschitzstetig mit Konstante L = 1, denn aus der Dreiecksungleichung folgt
f(x) =d(z,z0) < d(z,2') +d(2', 20) = d(x,2") + f(2').
Durch Vertauschen von z und 2’ folgt | f(z) — f(2')] < d(z,2") wie gewiinscht.

Die folgende Umformulierung der Stetigkeit ist unverzichtbar in allgemeinen topologischen
R&umen.

Satz 16.4 (Charakterisierung stetiger Abbildungen) Fine Abbildung f : X — Y zwi-
schen metrischen Rdumen ist genau dann stetig, wenn fiir jede offene Menge V C Y das
Urbild f=Y(V) offen in X ist.

BEWEIS: Sei f stetig, V C Y offen und ¢ € f~1(V). Dann ist yo = f(z0) € V, also gilt
B.(yo) C V fiir geeignetes ¢ > 0. Es gibt dann ein 6 > 0 mit f(Bs(zo)) C B:(yo) C V, also
Bs(zg) C f~Y(V) wie verlangt.

Umgekehrt sei yg = f(z0) und € > 0 gegeben. Nach Voraussetzung ist dann f~!(B.(yo)) offen,
das heifit es gibt ein 6 > 0 mit Bs(zo) C f~1(B:(yo)) beziehungsweise f(Bs(x0)) C Be(yo). O
Im Gegensatz zur Definition 16.10 der Stetigkeit, die in jedem Punkt des Definitionsbereichs
einzeln tiberpriift werden kann, bezieht sich Satz 16.4 auf die Funktion als Ganzes, die Cha-
rakterisierung ist nicht lokal.

Aus Analysis 1 wissen wir, dass es neben offen und abgeschlossenen Mengen eine dritte
wichtige Klasse gibt.

Definition 16.12 (Folgenkompaktheit) Ein metrischer Raum X heifit folgenkompakt,
wenn jede Folge (zy)ren in X eine Teilfolge (zy,)pen hat, die gegen ein x € X konvergiert.

6



Eine alternative Charakterisierung der Kompaktheit mittels Uberdeckungen kommt spiter.
Zunichst beziehen wir uns stets auf Definition 16.12. Jede Teilmenge des R"™ ist metrischer
Raum mit der induzierten, also Euklidischen Metrik. Das folgende niitzliche Kriterium wurde
in Analysis I, Satz 10.2, gezeigt.

Satz 16.5 (Kompaktheit im R") Eine Menge M C R"™ ist genau dann kompakt, wenn sie
abgeschlossen und beschrinkt ist.

Diese Aussage ist in vielen metrischen Rdumen falsch, das heifit es kann abgeschlossene und
beschrankte Mengen geben, die nicht kompakt sind. Folgende Aussagen iiber Stetigkeit und
kompakte Mengen sind oft niitzlich.

Satz 16.6 (Bilder kompakter Mengen) Sei f : X — Y stetige Abbildung zwischen me-
trischen Rdumen, und X sei kompakt. Dann gilt:

(1) f(X) ist kompakte Teilmenge von Y .

(2) Ist f injektiv, so ist f=1: f(X) — X stetig.
BEWEIS: Sei (yg) eine Folge in M = f(X), also yr = f(zx). Da X kompakt, gibt es eine
Teilfolge mit xy, — = € X. Aus der Stetigkeit von f folgt yx, = f(zx;) — f(z) € M.

Sei nun f injektiv. Angenommen f~! ist in y = f(z) unstetig. In metrischen R#umen
kann Stetigkeit {iber Folgen definiert werden, vgl. Satz 7.1 in Analysis 1. Also gibt es
eine Folge yr = f(xg) mit yp — y, aber dx(xp,x) > ¢ fir alle k. Da X kompakt, gibt
es eine Teilfolge z, — 2 € X und es gilt d(2',2) > e. Aber f ist stetig in 2/, also
f(2') =limj o0 f(z1,) =y, im Widerspruch zur Injektivitét von f. O

Satz 16.7 (Extrema) Fine stetige Funktion auf einem kompakten metrischen Raum X ist
beschrinkt und nimmt ihr Infimum und Supremum an.
BEWEIS: vgl. Analysis I, Satz 10.1. O

Beispiel 16.5 Sei X metrischer Raum und K C X kompakt. Dann gibt es zu jedem xg € X
einen nichsten Punkt z € K, das heif3t

d(z,x0) = ylél[f{ d(y, zo) = dist(zg, K).

Der Punkt x ist nicht notwendig eindeutig, betrachte etwa K = {1,—1} C R und xg = 0.

Satz 16.8 (GleichmifBlige Stetigkeit) Sei X kompakter metrischer Raum. Dann ist jede
stetige Abbildung f: X — 'Y sogar gleichmdifig stetig.

BEWEIS: vgl. Satz 14.4 in Analysis I. Wére f nicht gleichméfig stetig, so gibt es ein € > 0 und
Ty, x), € X mit d(zp,z),) — 0, aber d(f(xy), f(x])) > . Da X kompakt, konvergiert die Folge
xy, nach evtl. Auswahl einer Teilfolge gegen ein x € X. Wegen d(x),, z) < d(x},, z,) + d(zp, x)
konvergiert dann auch die Folge z/, gegen z, und es gilt aufgrund der Stetigkeit

e < d(f(an), f(2},)) < d(f(zn), f(2)) + d(f(2), f(2},)) = O,
ein Widerspruch. O






17 Partielle Ableitungen

Fiir Funktionen auf dem R"™ gibt es mehrere Ableitungskonzepte. Die partiellen Ableitun-
gen sind am einfachsten, es sind die eindimensionalen Abeleitungen in Richtung der Ko-
ordinatenachsen. Im Folgenden bezeichnet eq,...,e, die Standardbasis des R", also e; =
(0,...,1,...,0) mit der 1 an der j-ten Stelle.

Definition 17.1 Sei Q@ C R" offen und f : Q@ — R™. Die partielle Ableitung von f nach x;
an der Stelle x € Q ist der Grenzwert (falls existent)
flx+tej) — f(z) d

0
Andere Bezeichnungen: %(l‘) oder fy; ().
J

Sei lokal f auf einem Quader 2 = I x ... x I, gegeben. Halten wir alle z; € I fest mit
Ausnahme von k = j, so ergibt sich die Funktion einer reellen Variablen

fr,j : Ij — Rv fx,](x]) = f(xlv sy Lj—15 LGy Tjply e - - 7$n)'
Die gewohnliche eindimensionale Ableitung von f ; ist

fglﬁ7j(1'j) _ }llli% f:v,j(l’j + h})l - f:v,j(xj) _ }llli% f(.CC + he;L) - f(x) _ ij(x)

Bei der Berechnung der partiellen Ableitung 9; f koénnen wir also die gewohnte eindimensio-
nale Ableitung nach x; bilden und dabei die anderen Variablen als Konstanten behandeln.

Die wohlbekannten Differentiationsregeln fiir Funktionen einer Variablen ergeben in
diesem Kontext direkt folgende Aussagen.

Satz 17.1 (Ableitungsregeln) Sei Q@ C R" offen und x € 2. Die Ezistenz der partiellen
Ableitungen 0; f(x) und 0jg(x) sei hier stets vorausgesetzt. Dann gelten folgende Aussagen:

(a) Linearitét: fir f,g: Q — R™ und a, B € R gilt
Oj(af + Bg)(x) = a0 f(x) + B Ojg(x).

(b) Komponentenweise Differentiation: fir f : Q — R gilt, wenn eine der Seiten existiert,
m
0jf(x) =) _0;filx)e:
i=1

(¢) Produktregel: fir f: Q — R™ und g : Q@ — R gilt
9;(f9)(x) = (0;f)(x)g(x) + f(x)(9;9) ().
(d) Quotientenregel: fir f: Q — R™ und g : Q@ — R mit g(x) # 0 gilt

NEAYRSS 95 f)(@)g(x) — f(2)(0;9)()
o <9> (@) g(z)? ‘




(e) Kettenregel: sei f reellwertig. Ist I offenes Intervall mit f(Q) C I und ¢ : I — R
differenzierbar, so gilt

(o f(x) = ¢'(f(2))0;f (x)-

Beispiel 17.1 Wir betrachten die Euklidische Abstandsfunktion vom Nullpunkt

r:R" 5 R, r(x) = |z|=/22 + ... +22.

In x # 0 existieren die partiellen Ableitungen, und zwar gilt mit der Kettenregel

2z ; ZT;
air(x) = J = fir r =r(x) = |x|.
ir(®) 2@+ ..+ T (@) = lal

Im Nullpunkt sind die partiellen Ableitungen dagegen nicht definiert, denn r(0 + te;) = |¢|
ist in ¢ = 0 nicht differenzierbar. Die Funktion 0;r ist in z # 0 wieder partiell differenzierbar,
und wir erhalten mit der Quotientenregel die zweiten partiellen Ableitungen

Oixi)r —xz;0r 1 T
Au(0yr) (a) = 0T — i =~ (0 - 25,

r2 r r2

Ist ¢ : (0,00) — R zweimal differenzierbar, so berechnen wir weiter fiir f = por: R"* - R

0if(x) = ¢ (Mo =¢ ()=,

r

T '(r T
0i(0;f)(x) = ¢@"(r)0irdjr+ ' (r)0;(9;r) = (p”(r)i;; + (pi ) ((52‘]' - ;2]) )
Wir betrachten nun den Laplaceoperator Af = Y7 | 92 f. Die Gleichung A f = 0 spielt in der
komplexen Analysis, der Theorie der Minimalflichen und der Elektrostatik eine zentrale Rolle,
ihre Losungen heiflen harmonische Funktionen. Wir rechnen jetzt die rotationssymmetrischen

harmonischen Funktionen aus, und zwar erhalten wir die Gleichung

SOI(T) — plon (Tnilcp/(r))/.

Diese Gleichung hat die Losungen, mit Integrationskonstanten a,b € R,

n—1

0= Af(r) ="(r)+

r

T2—n

a +b firn>3

p(r)=9q 2-n
alogr+b firn=2.

Fir n =3 ist f(z) = —% das Coulombpotential einer Punktladung.

Wir wollen zweite und hohere partielle Ableitung nochmal allgemein einfithren. Sei fiir f :
1 — R™ die Ableitungsfunktion 9;f : 2 — R™ erklart. Ist diese im Punkte x € Q nach z;
partiell differenzierbar, so setzen wir

82 f

;0 5

(17.1) 8i2jf(:v) = 0;(0; f)(x) (alternative Notation (z) oder fu,qz,(x)).

Entsprechend fiir Ableitungen beliebiger Ordnung: ist fiir iq,...,4; € {1,...,n} die Ablei-
tungsfunktion 821“1 i € = R definiert und ist diese in x €  nach x; partiell differenzier-
bar, so setzen wir

(17.2) opt  f(z) = 0i(0F i, ).

19710k 010k
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Die folgenden Klassen von Funktionen spielen in der Analysis eine wichtige Rolle. Die Tat-
sache, dass die partiellen Ableitungen nicht nur existieren sondern auch stetig sind, ist in
nahezu allen Anwendungen wesentlich.

Definition 17.2 (C*-R&ume) Sei Q@ C R" offen und k € Nog U {oo}. Wir bezeichnen mit
Ck(Q,R™) die Menge aller k-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf Q mit Werten im
R™, das heifst alle Ableitungen 831ml-jf der Ordnung j < k (bzw. j < o0 im Fall k = c0) sind

definiert und stetig auf Q0. Im reellwertigen Fall, also m = 1, setzen wir C*(,R) = C*(Q).
Wir wollen nun zeigen, dass die Operatoren J; und 9; auf C?-Funktionen vertauschen. Aus

der Existenz der partiellen Ableitungen 0;0; f und 0;0; f allein folgt das nicht:

22 — 12

a2 fiir (z,y) # (0,0)
0 fir (x,y) = (0,0)

(17.3) flz,y) =

Fiir diese Funktion ist 0102 f(0,0) = 1, aber 020; f(0,0) = —1. Beide Ableitungen existieren,
aber sie sind nicht gleich.

Satz 17.2 (von Schwarz) Sei Q C R" offen. Ist f € C2?(Q), so vertauschen firl <i,j <n
die Ableitungen nach x; und x;:

0;0;f = 0;0;f  auf L.

Bewels: Fir g : © — R ist die Ableitung 0;g(z) Grenzwert der Differenzenquotienten
Afg(z) = L(g(z+se;)—g(x)) fiir s — 0. Wir betrachten den zweifachen Differenzenquotienten

A (A5 f)(x)

L (Ao 4 5er) — AL f ()

f(x+ se; +tej) — f(x + se;) — f(x +tej) + f(x)
st '

Offenbar gilt Af(A;f)(x) = A;(Aff)(:z) Es reicht also fiir s,¢ > 0 zu zeigen:

(s,t}g?o,o) AlAs D) = 0,0 (x).

Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung liefert allgemein die Darstellung
d
(Aig)(z) = %g(x + s€;)|s=0 = 0ig(xz + 0e;) fiir ein o € [0, s].

Um das auf g = A; f anzuwenden, berechnen wir die Ableitung

if(aj—ksei + tej) —f(a:—i—sei)’ _ Oif(x +tej) — 0; f(x)
ds t =0T 3

Bi(ALf)(x) = = A0 f) ().

Wir wenden den Mittelwertsatz zweimal an. Es gibt dann o € [0, s], 7 € [0, t] mit
Af(Azf)(ac) = Oi(Azf)(ac +oe;) = A?(@if)(ac +oe;) = 0;(0:f)(x + oe; + Tej).

Da 0;(0; f) stetig im Punkt  ist, folgt A(ALf)(x) — 9;(9if)(z) wie behauptet. O
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Folgerung 17.1 Fiir eine Funktion f € C¥(Q,R™) vertauschen die partiellen Ableitungen
bis zur Ordnung k, das heifst fir jede Permutation o € Sy gilt

aio’(l) e alo.(k)f - 8@1 . e alkf'

BEWEIS: Nach Satz 17.2 kénnen benachbarte Operatoren 0;, 0; vertauscht werden. Die sym-
metrische Gruppe wird durch Vertauschungen erzeugt (siehe Lineare Algebra). O

Der Begriff der partiellen Ableitung allein ist nicht geeignet, um die mehrdimensionale Diffe-
rentialrechnung zu entwickeln. Entscheidendes Manko ist, dass aus der Existenz der partiellen
Ableitungen 0, f,..., 0, f in x € Q nicht die Stetigkeit von f im Punkt z folgt.

Beispiel 17.2 Sei Q = R? und
zy
fog) = A Pt (z,y) #0
0 (z,y) = (0,0).

Dann gilt f(z,0) = 0 = f(0,y), insbesondere 9; f(0,0) = 0 = J2f(0,0). Aber fiir ¢(t) = (¢,1)
gilt f(c(t)) = 1/2 fiir alle t # 0, das heifit f ist nicht stetig im Nullpunkt.

Also kann die Verkettung f o ¢ mit einer Kurve unstetig sein. Aber dann ist f o ¢ auch nicht
differenzierbar, siche Analysis I, Satz 9.1, und eine Kettenregel kann es nicht geben. Die De-
finition der partiellen Ableitungen macht explizit von den Koordinaten auf R™ Gebrauch. Es
wére denkbar, dass sich ein besserer Ableitungsbegriff ergibt, wenn alle Richtungen gleichbe-
rechtigt betrachtet werden. Dies fithrt auf den Begriff der Richtungsableitung.

Definition 17.3 (Richtungsableitung) Sei Q@ C R" offen und f : Q@ — R™. Die Rich-
tungsableitung von f an der Stelle x € Q in Richtung v € R™ ist der Grenzwert (falls existent)
flx+tv)— f(x) d

Oy f(x) = lim . = %f(fvﬂv)\t:o-

Beispiel 17.3 Die Richtungsableitung von r(z) = |z| in 2 € R™\{0} in Richtung v € R™ ist

d
Or(x) = =/lal? + 2t{a,v) + 2o |i—o= <%v>

Es gibt aber wieder schlechte Nachrichten: selbst wenn in x €  alle Richtungsableitungen
existieren, kann die Funktion im Punkt z trotzdem unstetig sein.

Beispiel 17.4 Betrachte jetzt auf Q = R? die Funktion

221>

fay) =L 24yt @Y7 (00
0 (z,y) = (0,0).

Dann existieren im Punkt (0,0) alle Richtungsableitungen, denn fiir v = (a,b) # (0,0) ist

2ab> b2/a fiir a # 0
8vf(07 0) %g% a2 + t2b4 fiir a = 0.

Dennoch ist f im Nullpunkt unstetig, denn fiir c¢(t) = (¢2,¢) gilt f(c(t)) = 1 fiir alle t # 0.

12



18 Die Ableitung

Das Konzept der mehrdimensionalen Ableitung beruht auf dem Ansatz, dass eine differen-
zierbare Funktion mit einer affin-linearen Funktion lokal in erster Ordnung iibereinstimmt,
siehe Analysis I, Lemma 9.2. Zur Abgrenzung von den partiellen Ableitungen verwendet man
auch den Begriff der totalen Ableitung. Wir betrachten hier Abbildungen zwischen R™ und
R™, den Raum der linearen Abbildungen bezeichnen wir mit L(R™,R"). Die Definition ist
aber auch fiir beliebige normierte Rdumen X, Y sinnvoll, nur muss dann L(X,Y") als Raum
der stetigen linearen Abbildungen erkliart werden. Man spricht von Differenzierbarkeit im
Sinne von Fréchet.

Definition 18.1 (Ableitung) Sei Q@ C R" offen. f : Q — R™ heifit differenzierbar in
xo € Q, falls es ein A € L(R™,R™) gibt, so dass gilt:

(18.1) iy @) = (o) + Az — 20))

T—TQ ’{E — xo‘

=0.

Mit der Substitution h = x — xq erhalten wir die dquivalente Fassung

(18.2) i @0+ ) = (f(wo) + Ah)

=0.
h—0 ’h|

Die Abbildung A € L(R™,R™) ist durch (18.1) eindeutig bestimmt, siehe Satz 18.1, und heifst
Ableitung von f in xg. Notation: D f(xg) = A.

Eine Basis kommt in der Definition nicht explizit vor. Zum Rechnen werden aber in aller Regel
die Standardbasen benutzt. Eine lineare Abbildung A € L(R™,R™) hat dann eine zugehorige
Matrix a € R™*" und zwar gilt

m n
Azx = E E Qi Tj €;.
i=1 j=1

Umgekehrt entspricht jeder Matrix a € R™*™ durch diese Formel eine lineare Abbildung
A e L(R™,R™). Oft wird zwischen linearer Abbildung und Matrix gar nicht unterschieden.

Satz 18.1 (Berechnung und Eindeutigkeit der Ableitung) Die Funktion f : ) — R™
sei in xg € Q differenzierbar. Dann hat f in xg die Richtungsableitungen

(18.3) Opf(xo) = Df(zo)v  fiir alle v € R™,

und Df(xo) hat beziiglich der Standardbasen die Matrizdarstellung (Jacobimatriz)
O fi(wo) ... ... Onfi(wo)

(18.9) Ofieo) = | | erm
O fn(@0) oo s Onfnlo)

Insbesondere ist die Ableitung durch (18.1) eindeutig bestimmdt.



Bewers: Fiir v = 0 sind beide Seiten von (18.3) nach Definition gleich Null. Fir v # 0
berechnen wir mit A = D f(z),

f(@o +tv) — f(xo) Aol = ‘f(l’o +tv) — (f(xo) + A(tv))’
t t]

| f(zo + tv) — (f(zo) + A(tv))]
v

[]-

Fiir t — 0 geht die rechte Seite gegen Null nach (18.1), also folgt 9, f(x¢) = DF(x¢)v. Setzen
wir v = e; ein und berechnen die Ableitung komponentenweise, siche Satz 17.1, so folgt weiter

Df(z0)e; = 0;f (wo) = Y 9; fi(wo)ei.
=1

O

Um die Differenzierbarkeit einer Funktion f : Q — R" im Punkt z € 2 C R” zu zeigen, kann
man in zwei Schritten vorgehen. Erstens berechnet man die Jacobimatrix, also die partiellen
Ableitungen im Punkt z. Zweitens priift man, ob die Entwicklung (18.1) gilt, wenn A die
Jacobimatrix ist. Nach Satz 18.1 ist das die einzig m&gliche Wahl.

Beispiel 18.1 Die komplexe Funktion f(z) = 22 lautet in reellen Koordinaten

. 22— y? . (=
f.]R2—>R2,f(z)—< 2y ) wobelz—<y>.

Wir schreiben die Punkte im R? hier als Spaltenvektoren, zwecks Konsistenz mit der Notation

der Jacobimatrix. Diese ist
2z -2y
A= ( 2y 2z > '
Damit berechnen wir fiir ¢ = (757) nach (18.1) den Approximationsfehler

X 2 2
f+Q—(f()+ACQ) = <(2J(rx€)r£)(:ij++n@) )

B 2 — 9 n 2r —2y 13
2zy 2y 2z n
& —n?
- ( 2 ) '
Mit |¢| = (€2 +n?)'/2 ist die Norm rechts abgeschiitzt durch C'|¢|?, also folgt

fz+¢) = (f(2) + AQ)
Iq

Beispiel 18.2 (Lineare Abbildungen) Sei Q@ C R” offen und A € L(R™,R"™). Dann ist

— 0 mit { — 0.

f:Q—=R™ f(xr)=Az fir alle z € Q,

in allen g € Q differenzierbar mit Ableitung D f(xg) = A. Dies folgt sofort wegen f(zo+h) =
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Beispiel 18.3 (Quadratische Formen) Sei b : R" x R” — R symmetrische Bilinearform.
Wir betrachten die quadratische Form

1
f:R" >R, f(z) = ib(:v,x).
Um die Ableitung im Punkt x € R™ zu bestimmen, entwickeln wir

fle+h) = %b(m+h,x+h) — @)+ b h) + = b(hh)

affinlinear in A

1

2

——
quadratisch in h

Es folgt Df(x)h = b(x, h), denn der Restterm hat die Abschitzung

[b(h, )] < D [bleis e5)| 1Bl [ < ClRI*  mit C = [b(ei, e5)].
i,j=1 i,j=1

Beispiel 18.4 (Funktionen einer Variablen) Natiirlich muss das Konzept auch in die-
sem Fall Sinn machen. Die Funktion f : I = (a,b) — R™ habe in € I die Ableitung
f/(x) € R™ im Sinne von Analysis 1. Dann ist f differenzierbar in # im Sinne von Definition
18.1 mit

Df(z) :R—R™, Df(x)h = f'(x)h.

Denn es gilt fiir h # 0, siehe auch Lemma 9.2 in Analysis I,

o) = () + ] _ Sl 1) = 1o

7] Y — f'(z)| = 0 mit h — 0.

Fiir reelle Funktionen f : Q — Rist Df(x) € L(R™,R), also Element des Dualraums von R".
Es ist anschaulicher, den zugehorigen Vektor im R™ zu betrachten.

Definition 18.2 (Gradient) Sei Q C R" offen und f : Q — R differenzierbar in x € ).
Der Gradient von f im Punkt x ist der Vektor

n 61f(l‘)
grad f(x) = Zajf(m)ej = : e R™
i=1 Onf(x)
Formal gehen wir vom Zeilenvektor D f(z) zum Spaltenvektor grad f(z) mit denselben Ein-

tragen iiber. Eine Charakterisierung ohne Koordinaten ist wie folgt: der Gradient ist der
eindeutig bestimmte Vektor im R™ mit der Eigenschaft

(18.5) (grad f(x),v) = Df(z)v fir alle v € R".

Dabei ist (-,-) das Standardskalarprodukt. Ist grad f(z) = 0, so heifit x kritischer Punkt von
f. Ist 2 nicht kritisch, so ist die Richtung von grad f(z) diejenige, in der f am stéirksten
ansteigt. Denn fiir v € R™ mit |v| = 1 folgt aus der Ungleichung von Cauchy-Schwarz

grad f(x)

(18.6)  Opf(z) = (grad f(x),v) < |grad f(x)|, Gleichheit genau wenn v = Terad F(2)]
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Beispiel 18.5 Der Gradient der Funktion f(z) = ¢(r) mit r(z) = |z| ist nach Beispiel 17.1
grad f(x) = go’(r)% fiir  # 0.
Beispiel 18.6 Sei b: R™ xR™ — R symmetrische Bilinearform und B € R™*" die zugehorige
Matrix, also B;; = b(e;, e;5). Es gilt dann, da B symmetrisch,
b(x,y) = (Bx,y) fir alle x,y € R".

Wir betrachten wieder die quadratische Form

fR" SR, f(zx) = %b(z,x).
Nach Beispiel 18.3 gilt fiir alle v € R"

(grad f(z),v) = Df(z)v = b(z,v) = (Bz,v).

Also ist grad f(x) = Buz.

In Analysis T haben wir die Ableitung mit der Existenz der Tangente an den Graphen
der Funktion motiviert. Im n-dimensionalen erwarten wir analog die Existenz einer n-
dimensionalen Tangentialebene. Eine reellwertige Funktion f auf Q@ C R™ kann immer als
Hohenfunktion einer Landschaft iiber der Grundfliche €2 interpretiert werden. Betrachte da-
zu den Graph der Funktion

G={(y,fy):yeN} c QxR c R*"

Wir wollen zeigen, dass der Graph im Punkt p = (z, f(x)) eine Tangentialebene hat, wenn f
im Punkt x differenzierbar ist. Betrachte dazu fiir A > 0 die Mengen

1 y—a f(y)—f(w)>

Gpv)\ A (G p) { ( \ \ Yy <
Der Graph G wird um —p verschoben, wobei p = (z, f(x)) im Nullpunkt landet, dann wird
mit dem Faktor % gestreckt. Wir wollen die G,y wieder als Graphen schreiben. Substituieren
wir y = o + Az, so folgt mit Q, \ ={z: 2+ Az € Q}

Gpr={(2, fur(2)) 1 2 € Qe fiir  for(2) = flo+ /\i) — fx)

Da 2 offen, gibt es ein ¢ > 0 mit B.(x) C Q. Es folgt Br(0) C Qx fir A < §. Fiir A >0
hinreichend klein ist f, x(2) also definiert, und es gilt

li =D fiir all R™.
)\1{‘% Jz(2) f(z)z furalle z €

In diesem Sinn konvergieren die reskalierten Graphen G, \ gegen die Menge
T,G = {(2,Df(z)z) : z € R"} c R"*..

T,G ist das Bild der linearen Abbildung z +— (2, Df(z)z), also linearer Unterraum von R+
mit Basis (e1,01f(2)),..., (en, Onf(x)). Einheitsnormale von T,,G ist

) (Camad ().
P = T grad f)P

fiir p = (z, f(x)).
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Im Beweis der Differentiationsregeln brauchen wir eine Abschétzung fiir lineare Abbildungen
A € L(R™, R™) aus Analysis I, Beispiel 7.10. Und zwar hatten wir mit Cauchy-Schwarz

(18.7 \Ax|—|ZxJAeJ\<(ZrAe]|) ()" = 1

7=1

1/2
Dabei bezeichnet |A| = (Z?Zl ]AejP) die Euklidische Norm von A € L(R"™, R™). Es folgt,
dass jede lineare Abbildung A : R™ — R™ Lipschitzstetig ist mit Konstante |A|, vgl. Analysis
I, Beispiel 7.10:
|Az — Ay| = [A(z —y)| < [A] |z —y].

Die optimale, also kleinstmogliche Norm ||A|| mit einer Abschétzung (18.7) heiit Operator-
norm. Fiir uns reicht die Euklidische Norm aus, die Optimalitéit spielt keine Rolle. Wird R”
durch einen unendlichdimensionalen Raum ersetzt, so gilt (18.7) im allgemeinen nicht und
lineare Abbildungen sind dann nicht automatisch stetig.

Satz 18.2 (Differenzierbarkeit = Stetigkeit) Sei Q C R™ offen. Ist f : Q@ — R™ diffe-
renzierbar in xq, so ist f stetig in zq.

BEWEIS: Wie soeben besprochen, sind affinlineare Funktionen stetig auf R™. Es reicht daher
zu zeigen, dass die Funktion ¢p(z) = f(z) — (f(wo) + Df(z0)(z — 20)) stetig in zo ist. Aber
(o) = 0, und nach Definition der Differenzierbarkeit gilt

B p(z)
7o |x — 20|

— 0 mit z — xp.

Wir miissen jetzt die Differentiationsregeln erarbeiten.

Satz 18.3 (Kettenregel) Seien f : U - R™ und g : V — RP mit U C R", V C R™
offen und f(U) C V. Sind f in xy und g in f(xg) differenzierbar, so ist auch go f in xg
differenzierbar und es gilt die Kettenregel

D(go f)(x0) = Dg(f(x0))Df(x0).

Fir die zugehérigen Jacobimatrizen bedeutet das mit yo = f(z0)

(gofi Z 891 afg

:co) firl<i<p 1<k<n.
8$k

BEWEIS: Sei yo = f(x0), Df(zo) = A, Dg(yo) = B. Wir definieren fiir hinreichend kleine
¢ € R"\{0}, n € R™\{0} die Funktionen

flzo +€) — (f(zo) + AE)

9(yo +n) — (9(yo) + Bn)
H '

ef(§) = m

und  g4(n) =
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Mit €¢(0) = 0 und £4(0) = 0 sind beide Funktionen nach Voraussetzung im Nullpunkt stetig.
Offensichtliche Kandidatin fiir die Ableitung von g o f in xg ist BA, also berechnen wir

(g0 f)zo+&) — ((go.f)(w) + BAE)

€]

_ 9+ AL+ ] £4(9) — (9(wo) + BAE)
€]

_ o) + Bt lnleg(n) — (9o) + BAE 0 ey €16
€]

- Bef<5>+'|’g’eg<n>.

Wegen |Bef(§)| < |Bller(§)] und |n] < (JA] + |e£(€)])[€] < C|€] konvergiert die rechte Seite
wie gewiinscht gegen Null. O

Beispiel 18.7 Spezialfall ist die Verkettung f o ¢ einer Kurve ¢ : (a,b) — © C R™ und einer
Funktion f:Q — R. Ist ¢ differenzierbar in ¢ € (a,b) und f differenzierbar in ¢(t), so folgt

U 09) gy 50 O sy,

bezichungsweise in vektorieller Form

(foo)(t) = Df(c(t))d (t) = (grad f(c(t)). < (t)).

Ist foc konstant, so folgt grad f (c(t)) L (t). Anschaulich: der Gradient von f steht senkrecht
auf Kurven in der Niveaumenge {z €  : f(x) = const.}, also auf die ganze Niveaumenge.
Im Fall n = 2 kann man sich die Niveaumenge als Hohenlinie vorstellen.

Wie bei Funktionen einer Variablen kann die Ableitung vektorwertiger Funktionen auf die
einzelnen Komponenten zuriickgefithrt werden.

Satz 18.4 (komponentenweise Differentiation) f: Q — R™ ist genau dann in xy € Q
differenzierbar, wenn alle Komponenten f; : Q@ — R, ¢ =1,...,m, in xqg differenzierbar sind.
Ist P; : R™ — R Projektion auf die i-te Koordinate, so gilt D f;(xog) = P; D f(x0).

BEWEIS: Es gilt nach Definition

Df)=A & lim f(x) = (f(zo) + Az — x0))

=0.
T—xTQ ’{L‘ — xo‘

Die Konvergenz im R" ist gleichbedeutend mit der Konvergenz aller Komponenten. Durch
Anwendung von P; ergibt sich daher weiter die d4quivalente Formulierung
i(x) — (fi FiA(x —
(18.8) i i) (fi(zo) + PiA(z — 20))
T—T0 ’x — q:()’

Aus Df(xg) = A folgt somit D f;(xg) = P;A. Sei umgekehrt Df;(xg) = A; firi =1,...,m.
Wir definieren A € L(R",R™) durch Av = )", (A;v)e;. Dann ist P;A = A;, also gilt (18.8)
und somit D f(zg) = A. O

Wir zeigen schlieBlich die weiteren klassischen Ableitungsregeln.

=0 firallei=1,...,m.
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Satz 18.5 (Ableitungsregeln) Sei Q C R™ offen, und f,g : Q@ — R seien differenzierbar
im Punkt x € Q. Dann gelten folgende Aussagen:

(a) Linearitét: fir a, f € R ist af + Bg in x differenzierbar mit Ableitung
D(af + Bg)(z) = aDf(x) + fDyg(x).

(b) Produktregel: fg ist in x differenzierbar mit Ableitung
D(fg)(z) = Df(x)g(x) + f(x)Dg(x).

(¢) Quotientenregel: ist g(x) # 0, so ist f/g auf einer Umgebung von x definiert und

I\ . Df@g(x) - f(x)Dg(x)
P <g> ()= g(@)?

Bewels: Wir setzen Df(x) = A, Dg(x) = B, und fiur h # 0

() = fx+h) _\f({((x) +Ah)’ () = g(z +h) —”(j(x) + Bh)

Nach Voraussetzung gilt ef(h) — 0, g4(h) — 0 mit h — 0. Mit der jeweils behaupteten
Ableitung ist nun fiir A — 0 der Grenzwert in (18.2) nachzupriifen. Fiir (a) gilt

(af + Bg)(z +h) — ((af + Bg)(z) + (A + BB)h)
|h|

= agf(h) + Pey(h) — 0.

Fiir (b) berechnen wir mit etwas mehr Miihe
(Fo)(z +h) — ((f9)(x) + (Ag(x) + f () B) h)
Id
(f(:c) + Ah + ef(h)|h]) (g(x) + Bh + sg(h)\h|) — (f(x)g(ac) +g(x)Ah + f(a:)Bh)
|l

(Ah)(Bh) +e(h) (9(z) + Bh + gg(h)|h]) + €4 (|h]) (f(z) + Ah).

1
Id

Wie in (18.7) bemerkt gilt |Ah| < |A||h| sowie |Bh| < |B||h|, also geht die rechte Seite mit
h — 0 gegen Null. In (¢) kénnen wir m = 1 und f = 1 annehmen, denn sonst schreiben wir
f/g = f(1/g) und verwenden (b). Es gilt

1 1 1 Bh
|| <g(:v+h) - (g(w) B g(w)2)>

1 1 g(x + h)
= (g(x)— (g(x) + Bh+e,(h)|h]) + LY gy
1 g(x+h) Bh >
= —1)— —¢4(h) | .
e (e ) -
Wegen g(x) # 0 und g(x + h) — g(z) mit h — 0 nach Satz 18.2 geht die rechte Seite wieder
gegen Null mit A — 0. O
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Die Quotientenregel kann auch eleganter mit der Kettenregel gezeigt werden: man verwendet
1/g = hog mit h(y) = L. Fiir die Produktregel gibt es ein dhnliches Argument: es ist

Y
fg = hoo mit ¢(z) = (f(z),9(x)) € R? und h(y1,y2) = y1y2. Nach Satz 18.4 ist ¢
differenzierbar, und h nach Beispiel 18.3.

Wie besprochen kann aus der Existenz der partiellen Ableitungen nicht auf die Diffe-
renzierbarkeit geschlossen werden, ja nicht einmal auf die Stetigkeit. Das ist schade, denn
die partiellen Ableitungen sind so schon einfach auszurechnen, wihrend die Definition
18.1 eventuell schwierig zu verifizieren ist. Zum Gliick kénnen wir aber doch die partiellen
Ableitungen einsetzen.

Satz 18.6 (stetig partiell differenzierbar = differenzierbar) Sei Q2 C R" offen. Die
Funktion f: Q — R™ sei in Q nach x1,...,x, partiell differenzierbar. Sind die Funktionen
O0;f : @ = R™ in x € Q) stetig, so ist f in x differenzierbar.

BEWEIS: Wegen Satz 18.4 koénnen wir m = 1 annehmen. Mit Satz 18.1 kennen wir bereits
die einzig mogliche Kandidatin fiir die Ableitung, ndmlich

n
AR >R, Ah=> 0pf(z)h.
k=1
Fiir h € R™ hinreichend klein ist f(x + h) mit f(z) + Ah zu vergleichen, dazu wollen wir den
Mittelwertsatz verwenden. Da wir nur in Achsenrichtungen differenzieren kénnen, laufen wir
lings der Kanten des Quaders, das heifit wir betrachten die Punkte p, = x + Zle h;e; mit
k=0,...,n. Es gilt fiir geeignete s; € [0, 1]

flor) = f(pr—1) = f(Pr—1 + hiex) — f(pr—1) = Ok f(Pr—1 + Skhier) -
Es folgt nun

f(a+h) _|l§!f(x) =l \f1L| > (Fn) = Fprr) = D ()|
k=1

_ |f1L| ) z”: (3kf(pk—1 + skhier) — akf(x)) h’“‘
k=1

n k—1
< Z ‘akf(a: + Z hie; + Skhkek) - akf(x)‘
k=1 i=1

Die rechte Seite geht mit h — 0 gegen Null, da O f im Punkt z stetig ist. O

Es gibt differenzierbare Funktionen, die nicht stetig differenzierbar sind. In Analysis I, Serie
13, Aufgabe 4 hatten wir das Beispiel

2 1 .
x-cosy fiirx #0,

f:R%R’f(x):{O fiir x = 0.

Aber hier gilt: Ausnahmen bestétigen die Regel, in den meisten Féllen ist Satz 18.6 das Mittel
der Wahl, um die Differenzierbarkeit einer Funktion zu begriinden. Dabei ist hilfreich, dass
die Ableitungsregeln auch in der Klasse der C*-Funktionen gelten.
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Folgerung 18.1 Sei k € Ny U {oo}.
(a) Mit f,g € C*(Q,R™) gilt af + Bg € C*(Q,R™) fiir o, B € R.
(b) Aus f,g € C*(Q) folgt fg € C*(Q), sowie f/g € C*(Q) falls g # 0 auf Q.

(c) Sind f € CK(U,R™), g € C*(V,RP) mit U C R™, V. .C R™ offen und f(U) C V, so ist
go f € CFU,RP).

BEwels: Im Fall £ = 0 sind die Aussagen wohlbekannt. Die Behauptungen (a) und
(b) folgen nun aus den Rechenregeln fiir die partielle Ableitung, siehe Satz 17.1, mit
Induktion iiber k. Sind zum Beispiel f,g € CF(Q) fiir ein & > 1, so gilt induktiv

0;(fg9) = (9;f)g + [(9;g) € C*1(Q), also fg € C*().

Fiir £ > 1 sind die Abbildungen f und g aus (c) differenzierbar nach Satz 18.6. Dann ist
g o f ebenfalls differenzierbar wegen der Kettenregel, Satz 18.3, mit partiellen Ableitungen

Z 891 afj
&L‘k 8yj &rk'

Nun sind 9y f; € C¥~1(U), 9;9; € C*~1(V') nach Voraussetzung, also d;g;o f € C¥~1(U) nach
Induktion. Es folgt dx(go f); € C*~1(U) mit der Produktregel aus (b), also ist g o f von der
Klasse C*. O
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19 Schrankensatz

Ein Grundproblem in der Analysis ist es, Informationen iiber die Ableitung in Eigenschaften
der Funktion zu iibersetzen. Fiir Funktionen einer Variablen, also f : [a,b] — R, stehen dazu
zwei Argumente zur Verfiigung:

a) der Mittelwertsatz (Analysis I, Kapitel 10):
f(b) — f(a) = f'(r)(b—a) fiir ein 7 € (a,b);

b) der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (Analysis I, Kapitel 15):

= /ab f/(t)dt

Der Mittelwertsatz hat den Nachteil, dass er keine Kontrolle der Zwischenstelle liefert, zum
Beispiel bei Abhéngigkeit von weiteren Parametern. Auch gilt er so nicht fiir vektorwertige
Funktionen, wie das Beispiel f(t) = (cost,sint) auf [0, 27] zeigt. Deshalb verwenden wir im
Folgenden meistens den Hauptsatz, allerdings muss f(t) dazu eine C''-Funktion sein. Genauer
reicht es wenn f(t) stetig auf [a, b] und stiickweise C! ist. Denn sei a = tg < ... < ty = b eine
Unterteilung, so dass f’ auf den offenen Teilintervallen stetig ist und einseitige Grenzwerte
hat, nicht notwendig gleich. Dann gilt

N

F0) = F@) = 37 (F) — f(tr) Z/'“f /f

k=1 te—1

Wie kann dieses eindimensionale Argument nun fiir Funktionen mehrerer Variabler f : Q@ — R
mit Q C R" eingesetzt werden? Die einfache Antwort: indem f lings Kurven  : [a,b] — €,
v = (), ausgewertet wird.

Lemma 19.1 Sei~y : I = [a,b] — Q stetig und stiickweise C'. Dann gilt fiir f € C1(Q,R™)

b
(19.1) FO®) — £ (@) = / Df (4(t))7/(t) dt

BEwEIS: Nach Folgerung 18.1 ist die Funktion f o+ stiickweise C', und mit dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung und der Kettenregel gilt

b b
£O0) - 16@) = [ 5 10w)dt = [ DG@)Y @

O

Im Beweis trat das Integral einer vektorwertigen Funktion auf. Dieses kann komponentenweise
erklirt werden, das heifit fiir v € C°([a, b], R™) ist

b b, m m b
/av(t)dt:/a <;vi(t)ei> dt:;(/a vi(t)dt>ei.

Alternativ kann man priifen, dass die Definition des Integrals in Analysis I, Kapitel 14, mittels
Riemannscher Summen ohne Anderung auch fiir Funktionen mit Werten im R™ funktioniert.
Man kann sich so oder so davon iiberzeugen, dass der Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung ganz analog fiir vektorwertige Funktionen gilt.
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Definition 19.1 FEin metrischer Raum X heifft weqweise zusammenhdngend, falls es zu je
zwei Punkten xo, x1 € X eine stetige Abbildung c : [0,1] — X gibt mit ¢(0) = zo, ¢(1) = z;.

Ein nur stetiger Weg kann unanschaulich kompliziert sein, zum Beispiel kann er die Fléche
eines Quadrats iiberdecken (Peano 1890). Um den Hauptsatz wie in Lemma 19.1 anzuwenden,
brauchen wir einen stiickweise C' Weg, dazu das folgende Lemma.

Lemma 19.2 Sei Q) C R"™ offen und weqweise zusammenhdngend. Dann gibt es einen Poly-
gonzug, also einen stetigen, stiickweise linearen Weg « : [0,1] — Q mit v(0) = xo, y(1) = 1.

BEWEIS: Sei ¢ € CY([0,1],9Q) mit ¢(0) = z¢ und ¢(1) = x1 gegeben. Betrachte die Zerlegung
ty = k/N fir k=0,..., N des Intervalls [0, 1], und definiere einen Polygonzug ~ : [0,1] — R”
mit y(tx) = c(tx) fur alle k durch

tp —t
C(tk,1) +

-k L () fiir € [teoq, til.
ty — tk—1 bty — tp—1 (t) [ ]

v(t)

Wir wollen zeigen, dass dieser Polygonzug fiir N hinreichend grof3 ganz in Q verlduft. Da
¢([0,1]) kompakt ist und R™\2 abgeschlossen, gibt es ein ¢ > 0 mit

|z — c(t)| > o fur alle t € [0, 1], x € R™\Q.

Denn sonst gibt es Folgen z; € ¢([0,1]), y; € R™\Q mit |x; — y;| — 0. Nach Ubergang zu
einer Teilfolge gilt x; — x € ¢([0,1]), und weiter y; — x, also € R™\Q, ein Widerspruch.
Da c gleichméBig stetig auf [0, 1] ist, gilt

osc(e,0) = sup{|e(t) —e(s)|: 0<s,t <1, |t—s] <6} -0 mit o — 0.

Daraus folgt, dass v gleichméBig gegen ¢ konvergiert mit N — oo: fiir t € [0,1] sei k €
{1,..., N} mit ¢t € [t_1, 1], also

ty —t t—th
[y (#) = c@)] ———le(te—1) — c(O)| + ———le(tr) — (b))
tr — -1 te — th—1
1
< osc(e, N) — 0 mit N — co.
Fiir N grof ist also |y(t) — ¢(t)| < o fiir alle ¢ € [0, 1], und damit ([0, 1]) C Q. O

Satz 19.1 (Konstanzsatz) Sei 2 C R™ offen und weqweise zusammenhdngend. Dann gilt:
Df(x)=0 firallexeQ = [ ist konstant.

BEWEIS: Zu zg,z; € Q gibt es nach Lemma 19.2 einen Polygonzug v : [0,1] — Q mit
7(0) = 29 und (1) = 2. Da 7 stetig und stiickweise C*, folgt aus Lemma 19.1

1
f(1) — f(zo) = /0 DF (v (1) (1) dt = 0.

Definition 19.2 Fine Menge M C R"™ heifit konvex, falls folgende Implikation gilt:

xo, 01 €M = (1 —t)xg+txy € M fiir alle t € [0,1].
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Satz 19.2 (Schrankensatz) Sei Q) C R" offen und konvez, und f € C*(Q,R™). Es gebe
ein L < oo mit |Df(x)| <L fir alle x € Q. Dann folgt

|f(x1) — f(xo)| < L|xy — 9| fiir alle xp, 21 € Q.

BeEwels: Fiir jede stetige Funktion ¢ : I = [a,b] — R™ gilt die Ungleichung

(19.2) ‘/:cp‘ S/:\sol-

Dies folgt durch Anwendung der Dreiecksungleichung auf die Riemannschen Summen. Sei
nun y(t) = (1 — t)xg + tog fir 0 <¢ < 1. Aus (19.1) und (18.7) folgt, da ~'(t) = 1 — o,

1 1
|f(x1) — f(z0)| = /0 Df(y(t))(z1 — o) dt‘ < /0 |Df(v(t) (1 — zo)| dt < L|z1 — .

O

Die folgende lokale Variante des Schrankensatzes ist ebenfalls oft niitzlich.

Folgerung 19.1 Sei Q C R" offen und f € C1(Q,R™). Dann gibt es zu jeder kompakten
Menge K C Q) eine Konstante L < oo mit

|f(x) = f(y)| < Lz —vy| firallex,ye K.

BEWEIS: Angenommen nicht, dann gibt es zu jedem k € N Punkte xy, yr € K mit

If(xr) — flur)] > klzp —ye|  fiir k=1,2,....

Da f stetig auf der kompakten Menge K ist, gibt es ein M < oo mit |f(z)| < M fiir alle
x € K nach Satz 16.7. Weiter kénnen wir nach Wahl einer Teilfolge und Umnummerierung
annehmen, dass xx — ¢ € K mit £k — co. Aber

1 2M .
|$k*yk|<%|f($k)*f(yk)|§TH0 mit k — oo,

also folgt yx, — x mit k — oo. Wihle nun ein r» > 0 mit B,(z) C Q. Da Df stetig ist, gibt es
wieder nach Satz 16.7 ein L < oo mit

IDf(y)| < L fir alle y € B,(z).
Fiir hinreichend grofe k gilt xy, yx, € By(z), also liefert Satz 19.2

Eloey —ye| < |f(zr) — f(ye)] < Llxk — yil,

ein Widerspruch fiir £ hinreichend grof3. O
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20 Extremwerte und konvexe Funktionen

In diesem Abschnitt diskutieren wir lokale Extrema von Funktionen mehrerer Variabler, und
verallgemeinern die notwendigen und hinreichenden Kriterien aus Analysis 1. Dabei spielt
die zweite Ableitung eine entscheidende Rolle. Wir behandeln im Anschluss Grundtatsachen
iiber konvexe Funktionen. Als bekannt setzen wir voraus: auf einer kompakten Teilmenge des
R™ nimmt eine stetige Funktion ihre Extremwerte an.

Definition 20.1 Die Funktion f: M — R, M C R", hat in x € M ein lokales Minimum,
falls es ein § > 0 gibt mit

) > f(x) fir alle y € Bs(x) 0 M.
Ist sogar f(y) > f(z) firy € Bs(z)\{z}, so heifit das Minimum isoliert. Ein (isoliertes)

lokales Mazximum ist entsprechend definiert.

Satz 20.1 (notwendige Bedingung fiir Extrema) Sei Q C R” offen, und f : @ — R
habe in x € Q ein lokales Extremum. Ist f differenzierbar in z, so folgt D f(x) = 0.

BeEwels: Fiir v € R™ hat die Funktion ¢ — f(x 4 tv) ein lokales Extremum bei ¢ = 0, also

folgt aus der eindimensionalen Version und Satz 18.1

0= %f(:v + tv)|i=0 = Df(x)v fiir alle v € R™.

Definition 20.2 FEin Punkt x € Q mit Df(x) = 0 heifst kritischer Punkt von f.

Kritische Punkte sind also Kandidaten fiir Extremalstellen. Es gibt aber auch andere kritische
Punkte, das zeigt schon das eindimensionale Beispiel f(z) = 2® im Punkt z = 0. Um die
Situation genauer zu analysieren brauchen wir die zweite Ableitung.

Definition 20.3 Sei f € C%(Q) mit Q C R" offen. Die zweite Ableitung von f im Punkt
x € Q) ist die Bilinearform

D2f(z) : R" x R" — R, D?f( Z )i w;.
t,j=1

Die Matrix (ﬁfjf(x)) € R™ " heifst Hessematriz von f an der Stelle x, und als Hesseform
bezeichnet man die zugehérige quadratische Form

v D2 f( Z (%f Jviv;.

i,j=1

Die Hessematrix ist symmetrisch und D2 f(z) ist symmetrische Bilinearform. Denn nach Satz
17.2 gilt 0, f 2 fiir f € C?(Q), und daraus folgt

D? f( Z T)viw; = Z z)w;v; = D? f(z)(w, ).

i,j=1 i,j=1

Als erstes wollen wir die Formel fiir die zweite Ableitung lings Kurven herleiten.
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Lemma 20.1 Sei Q C R" offen, f € C*(Q) und v € C*(1,9). Dann gilt
(20.1) (foy)"(t) = D2 F(v(£)) (+/(£),7'(£)) + DF (v(1))7" ().
Bewgis: Nach Kettenregel ist (f o v)'(t) = >_7_; 0;f(v(t))7}(t), und weiter
(fon)(t) = OFFOOY(E) + D 9 f (V)] (t).
ij=1 j=1
Wir benétigen nun eine lokale Entwicklung, die die zweite Ableitung mit einbezieht.

Lemma 20.2 Sei Q2 C R" offen und f € C*(Q). Dann gilt

flz+h) = (f(z) + Df(x)h + 5D*f(x)(h, h))

A2 —0 mith— 0.

BEWEIS: Setze v(t) = x + th, das heifit nach Lemma 20.1 gilt
(fo)(t)=Df(z+th)h und (for)'(t) = D*f(x+th)(h,h).

Wir berechnen mit dem Hauptsatz und partieller Integration

1
(Fon)1) = (For)(0)+ / (f o)/ (t) dt
0
1
= (Fom)0) +(for)(0) + /0 (1= 1)(f 0" (t) dr.
Einsetzen von 7(t) = x + th liefert

1
(20.2) f(z+h) :f(a:)+Df(x)h+%D2f(a:)(h, h)+/0 (1—t)(D?f(z+th)—D*f(z))(h, h) dt.

Wir schitzen den Integranden ab. Nach Cauchy-Schwarz gilt fiir @ € R™*"”

) z”: Qijhihj‘ = ‘zn:(Qh)ihi
=1 i—1

7’7]:

= [(@h, h)| < |Qh| |n| < |Q||h|>.

Zu e > 0 gibt es ein § > 0 mit |D?f(y) — D?f(z)| < ¢ fiir |y — 2| < J. Es folgt
|(D?f(z +th) — D*f(x))(h, h)| < e|h|* fiir |h| <.

Damit ist das Lemma bewiesen.

Als zweites Hilfsmittel brauchen wir folgende Tatsache {iber quadratische Formen.
Lemma 20.3 Sei b: R" x R" — R eine symmetrische Bilinearform, und
A =inf{b(z,z): z € R", |z| = 1}.

Dann gibt es ein v € R™ mit |v] =1 und b(v,v) = .
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BEWEIS: Die Funktion f: R™ — R, f(z) = b(z,x), ist stetig auf R™, denn es gilt

f(l‘) = Z bijxixj wobei bi]’ = b(ei, ej).
1,j=1

Da {z € R™: |x| = 1} kompakt ist, existiert ein Minimierer v nach Satz 16.7. O

Das Lemma gilt allgemeiner auf jedem Euklidischen Vektorraum V mit n := dim V' < oo, und
zwar wird dies auf den Fall R reduziert durch Wahl einer Orthonormalbasis B = {v1,...,v,},
also (vj, v;) = d;5. Eine Orthonormalbasis lésst sich aus einer beliebigen Basis mit dem Verfah-
ren von Gram-Schmidt explizit konstruieren (Ubungsaufgabe). Fiir gegebenes b: V x V — R
haben wir dann die induzierte Bilinearform

bg : R" x R" — R, bg(z,y) = b(zp,yg) wobel zp = levl
i=1
Nach Wahl von B gilt ||zg|| = |z|. Durch Substitution v = xzp folgt
inf{b(v,v) : ||v|]| = 1} = inf{bg(z,x) : |x| = 1}.

Das Infimum wird rechts in einem Punkt z angenommen, also links im Punkt v = zp.

Definition 20.4 FEine symmetrische Bilinearform b : R® — R"™ — R heifst positiv definit
(bzw. positiv semidefinit), falls gilt:

b(v,v) >0  (bzw. b(v,v) >0)  fir alle v € V\{0}.
Notation: b > 0 bzw. b > 0. Entsprechend fiir negativ (semi-)definit.

Beachten Sie, dass definit die strikte Ungleichung bedeutet, anders als zum Beispiel bei der
Monotonie von Funktionen, wo wir zum Auschluss der Gleichheit den Begriff streng monoton
verwenden. Wir bemerken auch, dass es sich nur um eine teilweise Ordnung handelt, es muss
nicht einer der Félle b > 0 oder b < 0 gelten. Fiir b(z,y) = z1y1 — x2y2 auf R2 gilt zum
Beispiel b(e1,e1) > 0, aber b(ez, e2) < 0.

Satz 20.2 (Lokale Extrema) Sei f € C?(f2), Q C R" offen und x € 2.
(a) Wenn f in x ein lokales Minimum hat, so ist D*f(x) positiv semidefinit.
(b) Ist Df(x) = 0 und D?f(x) positiv definit, so hat f in x ein isoliertes lokales Minimum.

Beweis: In (a) gilt Df(x) = 0 nach Satz 20.1. Fiir v € R" beliebig hat ¢t — f(z + tv) bei
t = 0 ein lokales Minimum, also folgt aus dem eindimensionalen Fall und (20.1)

2
0< %f(:ﬂ + tv)|4=0 = D*f(z)(v,v).

Fiir (b) verwende (20.2): zu € > 0 gibt es ein 6 > 0 mit
1
flx+h)— f(z) = §D2f(x)(h, h)+ R(h) mit |R(h)| < e|h|? fiir |h| < 6.
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Nach Voraussetzung ist D?f(x)(h,h) > 0 fiir h # 0, wir brauchen aber hier eine quantitative
Version. Nach Lemma 20.3 gibt es ein v € R”, |v| = 1, mit

A= Ii?fl D2 f(x)(w,w) = D*f(x)(v,v) > 0.
Wir wihlen € < % Mit dem zugehorigen § > 0 gilt

A A
flo+h) = f(x) = Ih* = elhf? = (5 - 5) 0|2 > 0 fiir 0 < |A] < 4.

O

Um die Funktion in der Nahe eines kritischen Punkts zu verstehen, ist der folgende Satz aus
der Linearen Algebra niitzlich.

Satz 20.3 (Hauptachsentransformation) Sei b : R" x R — R symmetrische Bilinear-
form. Dann g¢ibt es eine Orthonormalbasis vy,...,v, und A1 < ... < A, so dass gilt:

b(vi,vj) = >\z (5@' f’[i’f’ alle i,j = 1, A

BEWEIS: Setze A = inf{b(x,z) : || = 1} und wihle v € V mit |v1| = 1 und b(v,v) = A, siche
Lemma 20.3. Wir behaupten

(20.3) b(v,w) = Av,w) fiir alle w € R™.

Die Gleichung stimmt fiir w = v, und die Menge der w € R™ mit (20.3) ist ein Unterraum.
Es reicht daher, die Gleichung fiir w € R™ mit (v,w) = 0 und |w| = 1 zu zeigen. Dann ist
|(cost)v + (sint)w|? = 1 fiir t € R, und aus der Minimumeigenschaft folgt wie behauptet

1d
b(v,w) = o b((cost)v + (sint)w, (cost)v + (sint)w) =0 = 0 = A(v, w).
Jetzt konstruiere induktiv \; < ... < A, und orthonormale v, ..., v, mit

b(vi, w) = \j(v;,w) fiir alle w € V.

Mit w = v; ist das die Behauptung des Satzes. Fiir £ = 1 nehmen wir A\ = A und v; = v wie
oben. Seien nun vy,...,v; und A\ < ... < A schon bestimmt fiir 1 < k£ <n — 1. Setze

A1 = inf{b(z,2) : x € Vi, |z| =1} mit Vi, = {v1,..., v}

Es gilt V41 C Vi und damit Ay > Ax. Nach Lemma 20.3, angewandt im Raum Vj statt
R™, gibt es ein vg11 € Vi mit |vgs1| = 1 und b(vg41, vg+1) = Agt1- Aus (20.3) folgt

b(vgt1,w) = g1 (Vks1,w)  fir alle w € Vj,.
Aber da b symmetrisch, gilt induktiv fir 1 <i <k
b(Vk+1,vi) = b(vi, Vp41) = Ai{vi, Vpt1) = 0 = Agr (Vi1 vi).-

Es folgt b(vg41,w) = Agg1(vk, w) fiir alle w € V', der Induktionsschluss. O
Jede lineare Abbildung B : R™ — R"™ induziert die Bilinearform

b(v,w) = (Bv,w) fiir v,w € R".
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B heifit symmetrisch, wenn b symmetrisch ist. Wegen b(v, w) — AMv,w) = (Bv — Av,w) ist
Gleichung (20.3) gleichbedeutend mit

Bv = v,

das heift v ist Eigenvektor von B zum Eigenwert A € R. Satz 20.3 besagt: symmetrische
Endomorphismen des R™ sind diagonalisierbar, genauer gibt es eine Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren. Diese Konzepte haben eine unendlichdimensionale Verallgemeinerung, den
Spektralsatz, der zum Beispiel in der Quantenmechanik von Bedeutung ist. Der Eigenvek-
tor zum kleinsten Eigenwert heifit dort Grundzustand, die weiteren Eigenvektoren sind
die angeregten Zustédnde. Ein anderes Beispiel sind Schwingungen mit Grund- und Oberténen.

In den Koordinaten x = xiv1 + ...x,v, beziiglich der Eigenvektorbasis von b hat die
quadratische Form die Darstellung

b(x,z) = Z)\lm? mit A\ < ... < A\,
=1

Fiir n = 2 wollen wir die Mengen M, = {z € R? : b(z, z) = ¢} beschreiben; dabei kénnen wir
nach Ubergang zu —b annehmen, dass Ay > 0 ist. Es ergeben sich drei Fille:

A1 > 0: Im Nullpunkt hat b(z,z) ein globales, isoliertes Minimum und fiir ¢ > 0 ist
M, eine achsensymmetrische Ellipse mit Scheiteln in (£+/¢/A1,0) und (0, £+/c/A2).

A1 = 0: Auch hier ist im Nullpunkt ein globales Minimum, allerdings ist M, die ge-
samte x1-Achse; fiir ¢ > 0 besteht M. aus den parallelen Geraden xzo = ++/c/ 2.

A1 < 0: My ist Vereinigung der beiden Ursprungsgeraden zy = =£4/—A1/A2x;. Fiir
¢ > 0 ist M, eine nach oben und unten gedffnete Hyperbel mit Scheiteln (0,4+/c/A2) und
My als Asymptotenlinien. Fiir ¢ < 0 erhalten wir ebenfalls eine Hyperbel mit Asymptoten
My, die aber nach links und rechts gedffnet ist und die Scheitel (£+/¢/A1,0) hat.

Betrachten wir in den drei Féllen die zugehorigen Graphen im R3, so haben wir fiir
A1 > 0 anschaulich eine Mulde, fiir Ay = 0 einen Hohlweg und fiir A\; < 0 einen Sattel. Aus
der Mulde wird fiir —b eine Kuppe. Ein kritischer Punkt x einer Funktion f heifit nicht
degeneriert, wenn die Eigenwerte \; von D?f(z) alle ungleich Null sind. In diesem Fall
bezeichnet man die Anzahl der negativen Eigenwerte als den Index des kritischen Punkts.
Fiir f(x) = b(z, z) sind die drei Fille oben der Reihe nach Index Null, degeneriert und Index
FEins, die Kuppe ist Index zwei.

Definition 20.5 (konvexe Funktion) Sei K C R" konvex. Dann heifst f : K — R konvez,
falls fir alle x,y € K gilt:

(=t +ty) <(1—-t)f(z)+tf(y) firallete[0,1].
[ heifst strikt konvez, falls die strikte Ungleichung gilt fir x # y und t € (0,1).
Wie man leicht sieht, ist Konvexitédt von f dquivalent dazu, dass der Epigraph
GT(f) ={(z,2) e K xR: 2 > f()}

eine konvexe Menge im R"! = R x R ist.
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Satz 20.4 (Konvexititskriterien) Sei O C R™ offen und konvez, und f € C'(Q). Die
folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) f ist konvez.
(b) f(y) = f(z) + Df(x)(y — x) fir alle z,y € Q.
(c) (Df(y) = Df(x))(y — =) >0 fiir alle z,y € Q.

Ist sogar f € C%(Q), so ist auferdem dquivalent:
(d) D2f(x) >0 fir alle x € Q.

BEWEIS: Die Aussage wird jeweils auf den eindimensionalen Fall reduziert, indem wir fiir
z,y € Q die Funktion ¢(t) = (1 —t)f(z) + tf(y) — f((1 — t)z + ty) betrachten. Unter
Voraussetzung (a) hat ¢ in ¢ = 0 ein Minimum, daraus folgt (b):

0<¢'(0) = f(y) — f(z) = Df()(y — ).

Aussage (c) folgt aus (b) durch Vertauschen von x und y und Addition. Die Implikation
(c) = (a) zeigen wir durch Widerspruch. Angenommen ¢(¢) hat in 7 € (0, 1) ein Minimum
(1) < 0. Fiir 1 < to gilt nach (¢) mit z(t) = (1 —t)z + ty

1
to — 11

¢'(t1) — ¢ (t2) = (Df(x(t2)) — Df(x(t1))) (x(t2) — x(t1)) > 0.
Fiir t < 7 folgt ¢/(t) > ¢'(7) = 0, und hieraus ¢(0) < p(7) < 0, ein Widerspruch.

Sei nun f € C%(Q). Nach (20.2) wissen wir
1
flx+h)=f(z)+Df(x)h + / (1 —t)D?f(z + th)(h, h) dt.
0
Mit h = y — z folgt die die Implikation (d) = (b). Umgekehrt folgt (d) aus (b) mit Satz 20.2,

denn die Funktion g(y) = f(y) — (f(z) + Df(z)(y — z)) hat in 2 ein Minimum. O

Eine Funktion f mit f((1 —t)z +ty) > (1 —t)f(x) + tf(y) fiw alle z,y € Q, ¢ € [0,1], heiBt
konkav und es gelten entsprechende Aussagen mit umgekehrten Ungleichungen.
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21 Taylorentwicklung

Wir wollen nun die Taylorentwicklung von Funktionen zunéchst einer und dann mehrerer
Variabler herleiten. Die Idee der Taylorentwicklung ist es, eine gegebene Funktion f mit
einem Polynom zu vergleichen, das mit f an einer festen Stelle z( ,,von héherer Ordnung*
iibereinstimmt, das heifit einschliefflich einer Reihe von Ableitungen. Dieses Polynom sollte
dann auch nahe bei ¢ die Funktion gut approximieren, und das will quantifiziert werden.
Fiir lineare sowie quadratische Polynome haben wir das in den vorigen Abschnitten schon
behandelt.

Zur Erinnerung: eine Funktion P : R — R heifit Polynom vom Grad k£ € Ny, wenn
es ag, . ..,a; € R gibt mit ag # 0, so dass gilt:

k
P(z) = Zajxj fiir alle z € R.
=0

Im Raum aller Funktionen f : R — R ist die Menge P; der Polynome vom Grad < k
der durch 1,z,...,z" erzeugte Unterraum. Es gilt: fiir jedes £y € R bilden die Funktionen
1,z —xg,...,(x — x0)* eine Basis von Pj. Wegen dim P < k + 1 miissen wir nur die lineare
Unabhé#ngigkeit zeigen. Dazu verwenden wir die Ableitungsregel

k .
(21.1) Pa) = aj(o -z = (%) P(@)|oay = il as.
j=0

Ist P(x) die Nullfunktion, so folgt a; = 0 fiir i = 0, ..., k wie behauptet.

Lemma 21.1 Sei [ = (a,b) C R, xg € I und k € No. Zu f € CF(I) gibt es genau ein
Polynom P € Py, mit P (xo) = f@(x0) fiiri =0,1,...,k, und zwar

koG (g .
(21.2) Pu(z) =" / j(! 0) (z — 20’
=0

Py heifit Taylorpolynom der Ordnung k von f mit Entwicklungspunkt x.

BEWwEIS: Fiir das in (21.2) definierte Polynom gilt P (z¢) = ) (z0) fiir i = 0,...,k, wie
man mit (21.1) sicht. Zur Eindeutigkeit sei P € Py, mit P%)(z¢) = 0 fiir alle i = 0,. .., k. Wie
oben gezeigt gilt eine Darstellung P(x) = Z?:o aj(z — mp)’ fiir alle z € R. Mit (21.1) folgt
a; =0 firallei=0,...,k. O

Folgerung 21.1 Das k-te Taylorpolynom mit Entwicklungspunkt xy eines Polynoms f vom
Grad hochstens k ist f selbst.

In der Situation von Lemma 21.1 heifit die Funktion

(21.3) Ry :(a,0) = R, Ri(z) = f(z) — P(z)

das Restglied k-ter Ordnung der Taylorentwicklung in zo. Knackpunkt bei der Taylorent-
wicklung ist die Abschitzung dieses Restglieds und damit eine Aussage dariiber, wie gut die
Funktion durch das Taylorpolynom approximiert wird. Hierfiir gibt es verschiedene mdogliche
Darstellungen von Ry.



Satz 21.1 (Integraldarstellung des Restglieds) Sei f € C*(I) fiir ein k € Ny, und

Py(z) = Z?:o f(j)j(!xo) (x — o)’ das k-te Taylorpolynom im Punkt o € I. Dann gilt

f@) = Pla) + Bela) it Ru(o) = o7 [ (o= ) 1) dy

BEWEIS: Durch Induktion iiber k € Ny. Fiir k£ = 0 folgt aus dem Hauptsatz
xr
£@) = Flan) + [ Fw)d.
o
Fiir £ > 1 folgt induktiv mit partieller Integration, vgl. Lemma 20.2 fiir den Fall k = 1,

f@) = P+ g [ :<x—y>“f<k><y>dy

- Aaw+ g (-] [ g )

= R+ [ @0 ) dy

Die zweite Darstellung des Restglieds ist vielleicht etwas populérer.

Satz 21.2 (Lagrangedarstellung des Restglieds) Sei f € C**1(I) fiir ein k € Ng. Dann
gibt es zu xo,x € I ein € zwischen xg und x, so dass gilt:

EorG) (g ) (k+1)
(21.4) f(z) = ZO / j(! 0) (x —xo)! + Rp(z) mit Rp(z)= m(az — z)k L.

j=

BEWEIS: Wir verwenden den Mittelwertsatz der Integralrechnung mit Gewicht, siehe Folge-
rung 14.2, Analysis I: ist ¢ € C°(I) mit ¢ > 0, so gibt es zu f € CO(I) ein & € I mit

/Ifwzf(é“)/lw-

Sei nun z > z¢. Dann kénnen wir I = [x9,z] und ¢(y) = (x — y)* wihlen. Es folgt

L[ k p(k+1) L ks /x K FED() k1
= _ dy — — oV dy = LS
. (@ —y)" T y) dy = 7 (8 . (x—y)"dy ] (z —x0)"",
fiir ein & € [z, x]. Der Fall x < x( ist analog, der Satz ist bewiesen. O

Beispiel 21.1 Betrachte fiir z € (—1,1) die Funktion f(z) = (1 — )~ %/2, mit Ableitungen

Fla)= 50 -0) ™ wd @) =202

Es gilt f£(0) =1 und f’(0) = 1/2, also lautet das Taylorpolynom der Ordnung Eins in zg = 0

Pi(e) = £(0) + f(0)s = 1+ o,
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mit der Lagrange-Restglieddarstellung
1
/ 2(5)332 = g(l —£6)7%222  fiir ein € € [0, 2].

Als Anwendung erhalten wir fiir die relativistische Energie eines Teilchens mit Ruhemasse
mo und Geschwindigkeit v, wenn wir 5 = v/c setzen,

Ri(x) =

2 "
__Mmwc 2 1 9 f7(E) 1\ _ 2, 1 2
E= m—moc (14—26 +72 B)—moc +2mov + AFE.

Dabei ist der erste Term die Ruheenergie und der zweite die klassische kinetische Energie. Fiir
den relativistischen Korrekturterm ergibt sich aus der Restglieddarstellung die Abschéitzung
AE
Ekin

= (€)% < f"(8%)8% < 0,008 fiir 5 <0,1.

Bei Geschwindigkeiten v < 1—106 betrégt die relativistische Korrektur weniger als ein Prozent
der klassischen kinetischen Energie.

Allgemein gilt folgende Approximationseigenschaft des Taylorpolynoms.

Satz 21.3 (Approximation durch das Taylorpolynom) Sei f € C*(I) fiir k € Ny, und
Py das k-te Taylorpolynom von f mit Entwicklungspunkt xo € I. Dann ist Py das eindeutig
bestimmte Polynom vom Grad héchstens k mit

i (@) = Pila)

T—TQ ($ — I'O)k

= 0.

BEWwWEIS: Nach Satz 21.2 gibt es zu « € [ ein £ zwischen xg ud z mit

fﬁ)_—;};y) _ f(x()x - Zko_);@) — 2 F®a0) = (1O — P a)).

Da ) stetig, ist | £ (&) — f*) ()| < € fiir |z — 20| < §, womit die Konvergenz gegen Null

bewiesen ist. Fiir die Eindeutigkeit ist zu zeigen, dass fiir P(x) = Z?:o aj(z — zo)’ gilt:

P
lim L)k:O = a=...=a,=0.
T—TQ (:L‘ — ﬁ[,‘o)
Sei induktiv schon ag = ... = a;_1 = 0 gezeigt mit 0 < j < k. Dann folgt

aj = IILIZI (x — 20) 7 P(z) = lim (x — x0)" (2 — xo) " P(x) = 0.
0 T—T0

O

Wir haben bis jetzt die Differenz f(x) — Py(z) fiir festes k und z — x¢ untersucht. Jetzt
nehmen wir einen anderen Standpunkt ein und fragen uns, ob die Folge Py(x) die Funktion
f(z) fiir K — oo approximiert.

Definition 21.1 Fir f € C*(I) und xo € I heifit die Reihe

J!

L) (g :
P(x):Zf ( 0)(56_1,0)]
§=0
Taylorreihe von f mit Entwicklungspunkt xg.
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Die Taylorreihe ist eine Potenzreihe, mit Entwicklungspunkt o € R. Nach dem Satz vom
Konvergenzradius gibt ein R € [0, o], so dass die Reihe fiir |z — 20| < R absolut konvergiert,
fir |x — x9| > R dagegen divergiert, siche Analysis I, Satz 13.1. Selbst wenn die Reihe
einen positiven Konvergenzradius hat, muss sie aber keineswegs gegen die gegebene Funktion
konvergieren.

Beispiel 21.2 Betrachte f : R — R mit

Fa) = {e_alv firz >0

0 firz <0

Es gilt f € C°(R) nach Folgerung 11.2, Analysis I, insbesondere £)(0) = 0 fiir alle j € Ny.
Also sind die Koeffizienten der Taylorreihe alle Null und damit auch alle Partialsummen, die
Reihe konvergiert somit gegen die Nullfunktion, nicht gegen f. Ubrigens hiitten wir dies auch
aus dem Identitétssatz fiir Potenzreihen, Satz 13.7, Analysis I, schlieen konnen, denn die
Menge f~1{0} hat einen Hiaufungspunkt in = 0.

Definition 21.2 (analytische Funktion) f: I — R, I offen, heifit analytisch, wenn jedes
xo € I eine Umgebung (xo — d,xg + 0) hat, auf der f durch eine konvergente Potenzreihe mit
Entwicklungspunkt xo dargestellt wird:

o0

f(z) = Zak(m — mo)k fiir alle x € (xg — 6,29 + 0).
k=0

Die darstellende Potenzreihe kann nur die Taylorreihe sein. Denn f ist C*° auf (xg— 4, zo+9)
nach Satz 13.5, Analysis I, und gliedweise Differentiation der Reihe ergibt

f(i) (zg) = Z Ok Klag, = ila;.
k=0

FEine Funktion ist also genau dann analytisch, wenn sie C'*° ist und fiir jedes zo € I gilt: die
Taylorreihe mit Entwicklungspunkt xg konvergiert punktweise gegen f nahe bei xg.

Die mehrdimensionale Taylorentwicklung orientiert sich am Fall n = 1, nur ist der
Notationsaufwand grofier. Sei Q@ C R™ offen und konvex. Fiir f € C*(Q) definieren wir die
k-te Ableitung D f(x) im Punkt 2 € Q als k-Linearform D¥ f(x) : R” x ... x R® — R, wobei

n
(21.5) DEf(a)(vr,eeyoe) = D (O @) (00 - (0
Betrachte jetzt fiir zg, z € Q die C*-Funktion, vgl. Folgerung 18.1,
¢ :[0,1] = R, p(t) = f(zo +th) mith=1x— x.
Wir zeigen durch Induktion die Formel

(21.6) e P (t) = D* f (o + th)(h, ..., h).
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Fiir kK = 1 gilt das nach Kettenregel und Satz 18.1, denn

@' (t) = Df(xo + th)h = > 0;f(wo + th)hi.
=1

Fir k£ > 2 ergibt sich induktiv mit Satz 17.2 von Schwarz
d - _
e®(t) = 7 > @ N@o+th) ik,

Uyt —1=1

= Z Z(azkl...ik_lif)(xﬁ +th) hiy .. hi_ hi

i1yeenyip_1=11=1
= DFf(xo+th)(h,...,h).

Satz 21.2, angewandt auf die Funktion ¢, liefert sofort eine erste Fassung der mehrdimensio-
nalen Taylorentwicklung.

Lemma 21.2 Sei Q C R” offen und konvez, und sei f € C*TY(Q) fiir ein k € Ng. Dann gibt
es zu xg, ¢ € Q ein & = (1 —71)xg+ 72, T €[0,1], so dass mit h = x — g gilt:

N DI f(ao)(h,... k)  DFLFE)(R,... h
f@=2 (0);! L (l(w)r(m g

BewEIS: Wir wenden auf die C*¥T'-Funktion ((t) = f(xo+th) die eindimensionale Taylorsche
Formel an, mit Entwicklungspunkt ¢y = 0. Nach Satz 21.2 gibt es ein 7 € [0, 1] mit

k .
)=y 2O )
; J! (k+ 1)
7=0
Einsetzen von (21.6) liefert die Behauptung. O
Die k-te Ableitung D* f(x)(h,...,h) ist eine Summe von n* Termen, von denen viele aber
gleich sind wegen der Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen. Es ist 6konomischer, die
Summe danach zu ordnen, wie oft nach den einzelnen Variablen x4, ..., x, differenziert wird.
Gleichzeitig fithrt das wie im Eindimensionalen auf eine Taylordarstellung mit Basispolyno-
men. Fiir einen Multiindex a = (o, ..., ay) € Nj setzen wir
la] = ai1+...+a, Ordnung von «,
al = (a)!-...-(ay)! a-Fakultit,
z* = z'-...-2p" Monom mit Exponent a,

D = 9.9 (D°=1d).

Im Operator D* wird also «; mal nach z; differenziert.

Satz 21.4 (Taylorentwicklung im R™) Se: Q@ C R" offen und konvezr, und sei f €
CHY(Q) fiir ein k € No. Dann gibt es zu xg, © € Q ein &€ = (1 — T)xg + 72, T € [0,1],
so dass gilt:

f(l‘): Z Daf(xO)(I—x())a—l— Z Da@{[(&)(x_mo)a'

|
.
| <k |a|=k+1
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BEWEIS: Sei a Multiindex der Ordnung |a| = k. Wieviele Tupel (i1, ...,ix) gibt es, in denen
jedes i € {1,...,n} genau a; mal vorkommt? Wihle a; Stellen fiir i = 1, aus den iibrigen «ay
Stellen fiir ¢ = 2, etc. Das ergibt die Zahl

(Oljl> . <k ;20‘1> <k_ “ +O;T-L-+0‘n1)> N (al)'k‘(an)' N %

Die behauptete Entwicklung folgt nun aus Lemma 21.2 und der Vertauschbarkeit der parti-
ellen Ableitungen, siche Folgerung 17.1. O

Sei I(n, k) die Menge aller n-Multiindizes mit |a| = k. Es gilt dann

k
Itn+1,k) = J{(e, ) : 0 € I(n, k — )}
£=0

Also gilt #I(n+ 1,k) = Z?:o #I(n,k — /), und induktiv folgt leicht #1(n, k) < (k+ 1)"~L
Fiir groBe k ist das viel kleiner als die Zahl n* aus der vorigen Darstellung der Taylorformel.

Eine Funktion P : R" — R heifit Polynom vom Grad k > 0, wenn es a, € R, |a] < k, gibt
mit a, # 0 fiir mindestens ein |o| = k, so dass gilt:

P(z) = Z aqgx®  fiir alle z € R™.

laf<k

Fiir zg € R™ beliebig bilden die Monome (x — z¢)® mit 0 < |a| < k eine Basis des Raums P,
der Polynome vom Grad < k. Dies folgt wie fiir n = 1 aus der Ableitungsregel

Pl@)= Y aglx —w)® = DP(xy)=ala, fiir |a| <k
1BI<k

Es folgt analog Lemma 21.1): das k-te Taylorpolynom
_ Daf(l‘()) «
(21.7) Pe(z)= Y (& — )
o<k

ist das eindeutige Polynom vom Grad hochstens k& mit D*P(zg) = D f(xo) fir |a| < k.

Folgerung 21.2 Das k-te Taylorpolynom mit Entwicklungspunkt xy eines Polynoms f vom
Grad hochstens k ist f selbst.

Beispiel 21.3 (Polynomialformel) Die Funktion f(z) = (21 + ...+ x,)" ist ein Polynom
vom Grad k, und es gilt

k! falls |o| =k,

0  sonst.

D f(0) = {

Mit Folgerung 21.2 (oder direkt durch Abzéhlen) ergibt sich

(14 ... +an) = Z — .

|a|=k
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Auch im Mehrdimensionalen approximiert das k-te Taylorpolynom bis auf Terme hoherer
Ordnung, nur miissen wir jetzt im Nenner Betrége setzen, da bekanntlich durch Vektoren
nicht dividiert werden kann.

Satz 21.5 (Approximation durch das Taylorpolynom im R") Sei f € C*(Q) fir k €
No, und Py das k-te Taylorpolynom von f mit Entwicklungspunkt xo € Q. Dann ist Py das
eindeutig bestimmte Polynom vom Grad hochstens k mit

i 1@ = Pl)

T—TQ |,’I,' — ,1,’0|k

=0.

BEWEIS: Nach Satz 21.4, mit k statt k + 1, gibt es zu x € Q ein £ zwischen xy und x mit

D f(€) — D f (o)

al

f(z) = Pula) = )

laf=k

(x — @)~

Da D°f stetig und |(z — 20)®| < |z — z0|*, folgt die Konvergenz gegen Null. Fiir die Eindeu-
tigkeit zeigen wir fiir ein beliebiges Polynom P(z) vom Grad < k folgende Implikation:

lim P(z)

T—TQ |;E — $0|k

=0 = P(x)=0 fur alle x € R".

Angenommen es gibt 1 € R"” mit P(x1) # 0, oBdA x1 # zo. Mit 2y = xo +t(z1 — z9), t € R,
ist p(t) = P(z;) eindimensionales Polynom vom Grad < k, und wegen lim;_,o z; = ¢ folgt

o(t) k_ Pla) k_ Plxt) .
P ey — wof T = 2y — zo)f Y 50 mit £ — 0.
L e

Nach Beweis von Satz 21.3 ist ¢(t) = 0, im Widerspruch zu ¢(1) = P(z1) # 0. O

Um das relative Verhalten von Funktionen bei Grenzprozessen zu beschreiben, werden oft die
Landauschen Symbole O und o benutzt. Seien f, g zwei Funktionen, die auf Bs(zg) definiert
sind, und es gelte g(x) # 0 fiir z nahe bei zy. Dann schreibt man

=o(g(x)) firx — @ m]f(a;)|:
fla)=olg(o) firo a0 & lim Lo
f(z) =0(g(x)) firz — 29 <  limsup /()] < 0o

o—ao  |9(2)]

In Worten: die Funktion f(z) ist klein-o von g(z) beziehungsweise gro-O von g(z) fir z — xo.
Diese Begriffe sind analog fiir Grenzwerte || — oo usw. erkldrt. Im obigen Approximati-
onssatz gilt f(x) — Py(x) = o(|z — xo|¥) fiir 2 — x0, aber hiufig wird das in Form einer
Entwicklung geschrieben:

f(z) = Py(2) + o(|x — xo|¥)  fiir 2 — 0.

Beispiel 21.4 Wir berechnen hier mit der Multiindexnotation die Taylorentwicklung erster
Ordnung im Punkt (1, 1) fiir

flz,y) = i;z
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Es ist f(1,1) = 0, und die partiellen Ableitungen der Funktion lauten

DO f(z y) = (x—2i—yy)2 DON f(z,y) = _@_2::1/)2

Das Taylorpolynom erster Ordnung ist somit

Pi(z,y) = f(1,1)+ DY f(1,1)((z,y) — (1, 1)) + DOV £(1,1) (2, y) — (1,1)) "

1 1

BT T

Das Restglied lautet in Lagrangedarstellung mit Zwischenpunkt (£, n)

DO f(¢m) DIV f(E,n)

Faz,y) o (@) = (1) + =R (@) - )"
(0,2)
AP DS () - 1,10
= eV - - 1)+ — 1Y),

Eine Funktion f : 2 — R, die in der Néhe jedes Punkts zg € 2 durch eine Potenzreihe

P(z) = Z Z ao(r — 20)*  mit aq € R

k=0 |a|=k

dargestellt werden kénnen, heifit reell-analytisch. Unsere eindimensionalen Uberlegungen las-
sen sich auch in diesem Punkt verallgemeinern, worauf wir jedoch aus Zeitgriinden verzichten.
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22 Parameterabhingige Integrale

In diesem Abschnitt behandeln wir Integrale, deren Integranden von zusétzlichen Parametern
abhingen. Dies ist eine typische Problematik in zahlreichen Anwendungen. Sei €2 C R” offen
und [ = [a, b] ein kompaktes Intervall. Fiir eine gegebene Funktion f : QxI — R, f = f(z,y),
betrachten wir die neue Funktion

(22.8) ¢:Q =R, ¢(x /fxy

Diese Funktion wird als parameterabhéngiges Integral bezeichnet, wobei die Parameter hier
die Punkte = (z1,...,2,) € Q sind. Damit ¢ wohldefiniert ist, miissen die Integrale existie-
ren, also sollte fiir jedes x € 2 die Funktion f(x,-) : I — R,y — f(z,y), Riemann-integrierbar
sein. Wir interessieren uns fiir die Stetigkeit und Ableitung der Funktion ¢(z). Ein niitzlicher
Begriff ist dabei die Oszillationsfunktion einer Funktion f: D — R:

osc(f,8) = sup{|f(x) — f(2')| : x,2" € D, |z — 2’| < 6}.

Die Funktion f ist genau dann gleichméBig stetig, wenn limg_,g osc(f,d) = 0.

Satz 22.1 (Stetigkeit von Parameterintegralen) Sei f: Qx I — R, f = f(z,y), wobei
Q C R"™ offen und I = [a,b] kompakt. Ist f € C°(2 x I), so ist die Funktion

6:0 R, éc /fxydy,

wohldefiniert und stetig.

BewEis: Die Funktion ¢(x) ist wohldefiniert, denn fiir z € Q ist f(x,-) € C°(J) und damit
Riemann-integrierbar (siehe Satz 14.5). Wir berechnen fiir x, 2’ € Q

6(z') !</!fﬂ: D) = Fawldy < 1] suplf'9) — Flap).

ye

Wiihle R > 0 mit Bg(z) C Q. Dann ist f(z,y) gleichmissig stetig auf Br(z) x I, vgl. Satz
14.4, insbesondere folgt fiir |2/ —z| < < R

Sup!f(af y) = f(a,y)| < ose(flg iy, 00) =0 mit § — 0.
yel

Wir gehen direkt weiter zur Differenzierbarkeit und Berechnung der Ableitung.

Satz 22.2 (Differentiation unter dem Integral) Sei f: Q x I —» R, f = f(x,y), wobei
Q C R"™ offen und I = [a,b] kompakt. Es gelte:

(a) f(x,-) ist Riemann-integrierbar fir jedes x € (2.

(b) Die partielle Ableitung ggf existiert und ist stetig auf Q0 x I.
J



Dann ist ¢ : Q@ = R, ¢(x f[ x,y) dy, nach x; partiell differenzierbar, und zwar gilt

88;5]() gf( ,y)dy  fir alle x € Q.

Sind f und — 8f 97 in CO(Q x I), so ist p € CL(Q).
Ox1’ 7 Oxy,
BeEwEIs: Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt

ﬂx+Mpw—f@w)_1/ld /
. =%, dsj‘"(sc—l—she]7 )ds = 8% (x + shej,y) ds.

Sei wieder Br(z) C Q und |h| < 6 < R, dann schétzen wir wie folgt ab:
T+ he;) — o(x 0 x4+ hej,y) — f(a, 0
9( i) —d(x) f(xy dy‘ _ ‘/ f( Jz) f( y)_if(x’m dy‘

h 1 Oz
= ‘//1 ((%C(x%—shej,y)—(i;i($,y))d3dy‘

of

< |1\Obc( e XI,&)%O mit § — 0.

Damit ist die Vertauschung der Ableitung mit dem Integral gerechtfertigt. Satz 22.1 impliziert
weiter 687‘;2 € C%(Q). Sind nun f und alle 887}; in C°(Q2 x I), so folgt ¢, % € C%(Q) aus Satz
22.1 bzw. wie gerade gezeigt. O

Beispiel 22.1 Wir berechnen hier das Integral der Gaufischen Dichtefunktion (das friiher
auf 10-Mark-Scheinen zu finden war)

/ e dy = N
—0o0

Der Beweis ist trickreich, ich wére wohl selbst nicht drauf gekommen. Setze

F:[0,00) = R, F(z) = (/0 e-€2d§)2,

und berechne mit Hauptsatz und anschliefender Substitution £ = xy, also d§ = zdy,

/ —z2 * —¢2 ! —(1+y?)xz? 18f
F'(z) =2e ; e S dE = ; 2ze dy = ; %(x,y)dy,

wobei f(z,y) = —e~(1+¥)7* /(1 4 42). Da f auf (0 ,oo) [0, 1] glatt ist, konnen wir nach Satz
22.2 den Operator 8% herausziehen, und mit ¢(x) = f f(z,y) dy folgt

Lof
, O

Nun gilt F(0) — ¢(0) = fo (1 + y?)"tdy = arctan1 = 7/4, also F(x) = ¢(z) + 7/4 fiir alle
x € [0,00). Aber |¢(z)| < —a

o(x)= [ F=(x,y)dy = F'(x).

e — 0 mit £ — oo, und so

/ e dr = lim F(x) = ﬁ
0

T—r00 2
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In dieser Vorlesung werden wir aus Zeitgriinden kein mehrdimensionales Integral behandeln,
dies soll in Analysis 3 ausfiihrliches Thema sein. Immerhin kénnen wir als niitzliche Anwen-
dung hier die Vertauschbarkeit der Integrationsreihenfolge in Mehrfachintegralen folgern.

Satz 22.3 (Kleiner Fubini) Seien I = [a,b], J = |«, 8] kompakte Intervalle. Dann gilt

/j(/abf(x,y)dx> dy:/ab(/jf@’y)dy) dr  fir f € COI x J).

BewEeIs: Wir betrachten die Funktionen ¢, : [a,b] — R mit

o) = /B( /jf(f,y)df) dy wd  (z) = /( /aﬁf@,y)dy) d.

Nach Satz 22.1 sind y — ff f(&, y) d¢ sowie & — ff f(&,y) dy stetig, und damit beide Seiten
wohldefiniert mit ¢(a) = 1(a) = 0. Wir zeigen ¢'(z) = '(z) fiir alle z € I, woraus die
Behauptung ¢(b) = ¢(b) folgt. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung liefert

B
() = / f(y) dy.

Weiter hat die Funktion F(z,y) = [ f(£,y) d¢ die partielle Ableitung %—i =feC%I xJ),
und aus Satz 22.2 folgt

B B
0@ = [ Sewdy= [ Jew.

O

Alternativ kann der kleine Fubini auch durch Approximation mit Riemannschen Summen in
beiden Variablen bewiesen werden.

Wir kommen jetzt zu einer Anwendung in der Variationsrechnung, und zwar betrach-
ten wir Integrale des folgenden Typs:

F:CYHI,R") =R, ]:(u):/bf(t,u(t)m’(t)) dt.

Abstrakt ist F eine reelle Funktion auf dem Raum C!(I,R"). Da es sich aber nicht um
eine Funktion von endlich vielen reellen Variablen handelt, wie wir sie bisher hatten, wird
meistens die Bezeichnung Funktional oder Variationsintegral benutzt. Das Funktional F ist
dabei definiert durch die Lagrangefunktion

fIxR"xXR" =R, f=f(t,z,v).
Hier ein paar Beispiele.
Beispiel 22.2 Die Bogenlinge von u € C'(I,R") ist das Funktional

b
F(u) :/ |u/(t)|dt, also f(t,z,v) = |v]|.
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Die Formel kann wie folgt motiviert werden: fiir eine Zerlegung a = tg < ... < t ergibt sich
als Ndherung der Bogenlénge

N N
D lults) —ultia) =Y ' (t:)| At
i=1 =1

Rechts steht aber die Riemannsche Summe fiir die Funktion |u/(t)].

Beispiel 22.3 Soll der Kalorienbedarf beim Querfeldeinlauf ermittelt werden, so spielt nicht
nur die Lange der Strecke eine Rolle, sondern auch die wechselnde Qualitidt des Bodens. Dies
konnte durch eine Gewichtsfunktion als Faktor beschrieben werden:

b
F(u) = / w(u(t)) |/ (¢)|dt, also f(t,x,v) = w()lv].

Beispiel 22.4 Hier beschreibt u € C''(I,R") die Bahn eines Teilchens der Masse m in einem
Kraftfeld mit Potential V : R” — R. Es ist dann Z'|«/(t)|? die kinetische und V'(u(t)) die
potentielle Energie des Teilchens zur Zeit t. Das Wirkungsintegral bildet die Differenz aus
kinetischer und potentieller Energie, integriert auf I:

b m m
Flu) = / (Elu’(t)P — V(u(t))) dt, also f(t,xz,v) = 5\1}]2 —V(x).

Funktionen, fiir die ein Funktional einen kleinsten oder grofiten Wert annimmt, sind natiirlich
von zentralem Interesse. Wir werden zeigen, dass eine extremale Funktion eine gewisse Diffe-
rentialgleichung erfiillt, die Euler-Lagrange Gleichung. Unser Ansatz besteht darin, Variatio-
nen u(e,t) der extremalen Funktion u(t) zu betrachten, die von einem Parameter abhéngen:

u: (—ep,e0) x I = R", wu=u(et), wobeiu(0,-)=u.

Ableitung der Variation nach dem Parameter ergibt das zugehorige Vektorfeld

ou
p: I =R @t) = g((),t).

Lemma 22.1 (Erste Variation) Sei f = f(t,x,v) Lagrangefunktion mit f und D, f stetig
differenzierbar auf I x R™ x R™. Fiir u € C’Q((—so, go) X I, R™) betrachte

b u
6() = Flu(e, ) = / f(t,u(e,t),%(e,t))dt.

Dann gilt mit p = g—Z(O, ) : I — R" die Formel

b t=
(22.9) Lo = [(wgdes [(Dof )],

t=a '

Dabei ist (-,-) das Standardskalarprodukt im R™ und L¢(u) : I — R™ ist gegeben durch

d
L¢(u) = Dyf(t,u,u') — pn [Dy f(t, u,u)].
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BEWEIS: Die Verkettung (e,t) — f (¢, u(e, ) u (¢ t)) ist von der Klasse C'. Deshalb kann

Ot
nach Satz 22.2 unter dem Integralzeichen differenziert werden. Es folgt mit der Kettenregel
du; of 0P
o2 0,1 tu, —o,t)dt.
/ (b 0) G2 0.0) + 5 ) 50,

Mit p(t) = %(0, t) folgt, indem wir hinten die Ableitungen vertauschen,

of
(22.10) / t u,u )i (t) + = B0, (t,u, u') ol (t )) dt.
Schlieflich mit partieller Integration im hinteren Term
of n of
/ ‘ of N
/ Z 8331 dt[avz(tuu)D (Pzdt‘i‘[;avi(t?uyu)@z]

=Lyg(u);

Die Behauptung des Lemmas folgt, indem wir die Summen als Skalarprodukte schreiben. O]

t=b

t:a'

Um eine optimale Funktion zu charakterisieren, miissen wir sie mit hinreichend vielen Varia-
tionen vergleichen. Das folgende Lemma gibt an, wieviele wir tatséichlich brauchen.

Lemma 22.2 Sei I = (a,b). Fir f € C°(I,R") gelte

b
(22.11) / (fop) =0 fir alle p € C°(1,R™).

Dann ist f die Nullfunktion.

BeEwEIs: Wir zeigen das Lemma erst fiir n = 1. Es gibt eine Funktion n € C°°(R) mit

n(s) =0 fur |s| >1, n>0 und /77:1,
R

Ein konkretes Beispiel ist, bei passender Wahl von a > 0, die Funktion

1 ..
a exp —— fur |s| <1
ns) = ¢ P ol
0 sonst.

Angenommen es ist € := f(tg) > 0 fiir ein tp € I. Dann gibt es ein 6 > 0 mit f(¢) > ¢/2 fiir
t € [to — 0,10 + 6] C I. Betrachte die reskalierte Funktion

ms® =50 (5

Dann gilt n, 5(t) = 0 fiir |t — to| > §, sowie fR Mto,5 = 1. Nach Voraussetzung

b to+0 b
0= /a f(@) neg0(t) dt = /t f(@) mo,5(t) dt > ;/a Nto.6(t) dt = %,

0—9

ein Widerspruch. Im Fall f : I — R" liefert die Vorausetzung, fiir alle ¢ € C2°(I),

0:/ab<f790€i> :/abfi‘p'

Aus obigem folgt f; =0 fiir i = 1,...,n, das Lemma ist bewiesen. O
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Satz 22.4 (Euler-Lagrange-Gleichungen) Sei F(u) = ff f(t,u,u’) ein Variationsinte-
gral mit f € C?2(I x R* x R"), f = f(t,z,v). Seiu € C*(I,R"™) stationdrer Punkt, d. h.

d
—F(u+ep)|le=0 =0 fir alle p € C°(I,R").

de
Dann gelten die FEuler-Lagrange-Gleichungen
af of .
L = N —— N = iri=1,...,n.
f(u)=0 < 8:ri(t,u,u) o 8Ui(t,u,u) 0 firi=1,...,n

Bemerkung. Es handelt sich um ein System von n Differentialgleichungen zweiter Ordnung,
wie man durch Ausdifferenzieren des zweiten Terms sieht.

Bewels: Die Randterme in (22.1) verschwinden, da ¢(a) = ¢(b) = 0 nach Vorausset-
zung. Die Aussage folgt dann aus den Lemmas 22.1 und 22.2. O

Beispiel 22.5 (Bogenlinge) Wir betrachten die Bogenlénge aus Beispiel 22.2
b
Fu) :/ W) dt fiir u € C2([a, b, R™).

Die Lagrangefunktion und ihre Ableitung sind

flt,z,v) =v|, Dyf(t,z,v) = ﬁ falls v £ 0.
v

Die Euler-Lagrange-Gleichungen lauten somit

d o
Lyu)=—< " =0
) = =Gt 1]
% konstant ist. Es ist nicht schwer
zu sehen, dass u(t) dann die Strecke von wu(a) nach w(b) durchlduft. Allerdings wird zur
Herleitung der Euler-Lagrange Gleichungen gebraucht, dass '(t) # 0 fiir alle ¢ € [a, ).

Die Gleichung sagt aus, dass der Einheitstangentenvektor

Beispiel 22.6 Bewegung eines Massenpunkts in einem konservativen Kraftfeld:

b
‘F(u) = / <%|’U/’2 - V(C(t))> dtv f(t,a:,v) = % |/U|2 - V(Q?)
Das zugehorige Kraftfeld ist gegeben durch F(x) = —grad V(z); das Minuszeichen ist in der
Physik {iblich. Dann ergibt sich

gi;(taxav) :Fz(l'), gq{;(tﬂvv):mw'
Die Euler-Lagrange-Gleichungen lauten somit F(u) — mu” = 0, es sind die Newtonschen
Bewegungsgleichungen.

Viele interessante Parameterintegrale sind uneigentliche Integrale, zum Beispiel bei der De-
finition der Gammafunktion oder der Fouriertransformation. Aus Zeitgriinden koénnen wir
darauf jetzt nicht eingehen, werden aber Parameterintegrale nochmals innerhalb der Theorie
des Lebesgue-Integrals im dritten Semester aufgreifen.
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23 Kurvenintegrale

Wir kehren hier zur eindimensionalen Analysis zuriick und interessieren uns zunéchst fiir
Kurven im R™. Man bezeichnet jede stetige Abbildung eines Intervalls in den R™ als Kurve.
Dies hort sich zunéchst verniinftig an, allerdings lisst die Forderung der Stetigkeit noch
Abbildungen zu, die anschaulich weit entfernt davon sind, eine Kurve zu sein. So hat G.
Peano 1905 stetige Kurven konstruiert, die das Intervall [0, 1] surjektiv auf die Fliche eines
Dreiecks abbilden. Wir sollten also lieber etwas mehr verlangen als nur Stetigkeit.

Definition 23.1 (C!'-Kurve) Ist v € CY(I,R"), I Intervall, so heift v C1-Kurve im R™.

Beispiel 23.1 Fiir p,v € R" mit v # 0 ist y(f) = p + tv eine parametrisierte Gerade. Der
Fall v = 0 ist jedoch durch Definition 23.1 nicht ausgeschlossen. Die Kurve

v:R = R% () = (rcost,rsint) mitr >0,

durchlduft den Kreis vom Radius 7 um den Nullpunkt unendlich oft. Durch Hinzufiigen einer
dritten Komponente entsteht die Schraubenlinie

v:R = R3 ~(t) = (rcost,rsint,at) fiir a > 0.
Bei einem Umlauf wéchst die dritte Komponente um die Hohe 27wa. Das Bild der Kurve
v :R — R? ~(t) = (cost,sin 2t)
sieht aus wie eine etwas deformierte Acht.

Definition 23.2 (Bogenléinge) Die Bogenlinge einer Kurve v € C1(I,R"), I = [a,b], ist

L) = [ Wl

Eigentlich miisste diese Formel durch Approximation von v mit Polygonziigen, deren Linge
elementar definiert ist, begriindet werden. Fiir eine Zerlegung a = tg < ... < ty = b sollte
ndherungsweise gelten:

N N 4 N
Sohtt) -t =Y | [ v~ wise~ [l
i=1 i=1 Jti-1 i=1 I

Wir verzichten aber hier darauf, dieses Argument rigoros zu machen.

Beispiel 23.2 Die Linge von v(t) = (rcost,rsint,at), 0 <t < 2, ist

2
L(v) = / |(—rsint,rcost, a)| dt = 2mv/72 + a2.
0

Die Schraubenlinie verlduft auf dem Mantel des Zylinders 22 + y? = 72, und man kann das
Ergebnis durch Abrollen des Zylinders mit dem Satz des Pythagoras bestétigen.

Anschaulich besteht eine Kurve aus ihrem Bild im R"™ und einem Fahrplan, wie dieses Bild
durchlaufen werden soll. In der Physik spielt der Fahrplan eine wesentliche Rolle, zum Beispiel
fiir unsere Jahreszeiten. Die Bogenlénge ist jedoch eine geometrische Grofie, und sollte nicht
vom Fahrplan abhéngen. Das soll nun prézisiert werden.



Definition 23.3 (Umparametrisierung) Seien v12 : I12 — R" parametrisierte Kurven.
Dann heifit o Umparametrisierung von 1, falls eine Bijektion ¢ € C1(Iy, I) mit @' # 0
ezistiert, so dass yo = Y1 0 .

Die Bijektion ¢ nennt man auch Parametertransformation. An dieser Stelle ergibt sich die
Frage, warum wir die Bedingung ¢’ # 0 verlangen. Eine Antwort ist, dass wir jedenfalls
die Differenzierbarkeit der Parametertransformationen verlangen wollen, aulerdem sollte die
Sache symmetrisch beziiglich 7, und 2 sein. Die Bedingung ¢’ # 0 ist aber dquivalent dazu,
dass die inverse Parametertransformation ¢! differenzierbar ist. Tatsichlich ist die Relation
Y1 ~ 72, falls 49 Umparametrisierung von -1, eine Aquivalenzrelation (Ubungsaufgabe).

Lemma 23.1 (Invarianz der Bogenléinge) Sind v12 € C1(I12,R™) und ist y2 eine Um-
parametrisierung von 71, so folgt L(v2) = L(v1).

BEWEIS: Sei 72 = 71 0 ¢ fiir ¢ € C(I2,I1) mit ¢’ # 0. Dann folgt je nach Vorzeichen von ¢
()] = i)' ()] = £ (e®)l¢' (),
also liefert die Substitution s = ¢(t) fiir I1 = [a1, b1] sowie Iy = [ag, ba]

ba ba o(b2)
L(s) = / (1) dt = + / ()] (1) dt = + / ()] ds = Lim).
)

as a2 (a2)
O

Es ist eine naheliegende Frage, ob fiir eine gegebene Kurve eine besonders schéne Umpara-
metrisierung existiert. Was dabei besonders schon sein soll, sagt folgende Definition.

Definition 23.4 (Parametrisierung nach der Bogenléinge) FEine Kurve ¢ € C'(I,R")
heifit nach der Bogenlinge parametrisiert, wenn gilt:

Id(s)| =1 fir alle s € 1.

Physikalisch betrachtet wird eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve mit Absolut-
geschwindigkeit Eins durchlaufen. Geometrisch folgt fiir jedes Teilintervall [a,b] C I

b
L(C‘[a’b]) = / | (s)|ds = (b— a),
das heifit das Intervall wird durch c¢ langentreu abgebildet.

Satz 23.1 (Parametrisierung nach der Bogenlinge) Sei v € C'([a,b],R") eine Kurve
mit Linge L = L(v). Es gelte v'(t) # 0 fiir alle t € I. Dann gibt es eine C'-Bijektion
¢ :[0,L] — [a,b] mit ¢’ >0, so dass ¢ =~y o ¢ nach der Bogenlinge parametrisiert ist.

BEWEIS: Wir betrachten die Bogenlédngenfunktion

t

(23.12) o+ la,b] = [0, L], o(t) = / (7)) dr.

Es gilt o/(t) = |7/(t)] > 0 nach Voraussetzung, also ist ¢ eine Bijektion der Klasse C*.

Bezeichnet ¢ : [0, L] — [a, b] die Umkehrfunktion, so folgt
1

/ / / /
yop)(s) =17 (p(s))] ¢ (s) =7 (p(s))] ——— =1.
[(ve ) (s)] = [V (e(s)] ¢'(s) = [7( ())\U,(@(S))
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Eine Kurve v mit +/(t) # 0 fiir alle ¢ nennt man regulidr (oder immergiert). Verzichtet
man auf die Bedingung der Regularitét, so kann das Bild sogar einer C*°-Kurve Singula-
ritidten aufweisen. Ein Beispiel ist die Neilsche Parabel v : R — R?, v(t) = (¢2,3). Das Bild
v(R) = {(z,+2%?) : x € R} hat eine Spitze im Nullpunkt. Die Regularitit einer Kurve bleibt
unter Umparametrisierungen erhalten, denn es gilt (7o @) = (7' 0 )¢’ mit ¢’ # 0 nach De-
finition. Insbesondere kann auf die Voraussetzung v’ # 0 in Satz 23.1 nicht verzichtet werden.

Ist der Endpunkt einer Kurve der Anfangspunkt einer zweiten Kurve, so ist es nahe-
liegend, diese zu einer Kurve zusammenzusetzen. Im allgemeinen wird das Ergebnis dann
keine C'-Kurve mehr sein. Auch stiickweise lineare Kurven sind in der Regel nicht C'. Es
ist daher praktisch, als Verallgemeinerung stiickweise C''-Kurven einzufiihren.

Definition 23.5 (stiickweise C') Eine Kurvey € C°([a, b], R"™) heifit stiickweise C*, wenn
es eine Zerleqgung a =ty < ... <ty = b gibt, so dass mit I, = [ti_1,t] gilt:

Y1, € C*(Ix, R™)  fiir allek=1,...,N.
Notation: v € PCH(I,R") (piecewise continuously differentiable).

In den Unterteilungspunkten existieren die links- und rechtsseitigen Grenzwerte /, (¢;), die
jedoch nicht iibereinstimmen miissen. Setzen wir willkiirlich +/(¢;) = 0, so ist die Funktion
v [a,b] — R™ stiickweise stetig, insbesondere ist |y/| : [a,b] — R Riemann-integrierbar,
siehe Kapitel 5, Abschnitt 1. Die Bogenlinge ist also auch fiir v € PC!([a,b],R™) durch

Definition 23.2 erklért. Insbesondere héngt die Lange nicht von der Wahl der Unterteilung ab.

Im Folgenden bezeichne (-, -) stets das Standardskalarprodukt im R™.

Definition 23.6 Ist F € C°(Q,R"), Q C R" offen, und v € PC*([a,b],12), so heifst

b
[Fdo= [FG). @) i

das Kurvenintegral von F' ldngs c.

In der Physik ist zum Beispiel F' das Gravitationsfeld, und das Kurvenintegral ergibt die
Arbeit, die beim Transport einer Masse lings einer Kurve innerhalb des Feldes verrichtet
wird. Dabei wird dz als vektorielles Léngenelement interpretiert, und der Punkt - bedeu-
tet das Skalarprodukt im R™. Wir haben diese Notation iibernommen, obwohl sie fiir uns
rein symbolisch ist, das heifit dz hat keine eigene mathematische Bedeutung, &hnlich wie
beim Riemannintegral. Das Kurvenintegral ist allein durch die rechte Seite in Definition 23.6
erklirt. Allerdings ist die Merkregel, dass dz durch v/ (t) dt zu ersetzen ist, hilfreich.

Beispiel 23.3 (Gravitationsfeld) Das Gravitationsfeld der Sonne ist gegeben durch

F:R3\{0} - R®, F(z) = —cﬁ mit C > 0.

49



Beispiel 23.4 (Winkelvektorfeld) Wir betrachten hier das Vektorfeld

.2 2 = — i -
W]R\{O}—)Raw(xvy)_( $2+y27$2+y2)'

Ist 7 : [a,b] = R?\{0}, y(t) = r(t)(cosb(t),sin6(t)) mit r,§ € C*(I), so folgt

- b /1 (—sind cos —sinf
23.1 W.dr = — ! + 76 = — .
(23.13) /7 de /a <r< cosf )’T (sin 0) ré ( cos 6 >> dt = 6(b) - 8(a)

Also liefert das Kurvenintegral von W die Differenz der Polarwinkel von Endpunkt und
Anfangspunkt der Kurve.

Eine Parametertransformation ¢ : Iy — I; heifit orientierungserhaltend (bzw. orientierungs-
umkehrend), wenn ¢’ > 0 (bzw. ¢’ < 0) ist. Anschaulich wird bei Umparametrisierung mit
einer orientierungsumkehrenden Parametertransformation die Kurve umgekehrt durchlaufen,
Anfangs- und Endpunkt tauschen ihre Rollen. Wiahrend die Bogenldnge unter allen Umpa-
rametrisierungen invariant ist, ist das Kurvenintegral nur bei orientierungserhaltenden Um-
parametrisierungen invariant, bei orientierungsumkehrenden Umparametrisierungen wechselt
es sein Vorzeichen. Dies wird sogleich gezeigt.

Lemma 23.2 Das Kurvenintegral hat folgende FEigenschaften:
(a) Linearitit: sind Fy 5 € C°(Q,R?) und A2 € R, so gilt fir v € PC*([a,b], Q)

/()\1F1 + )\QFQ) . d},’ = /\1/
~

Fl-d}+A2/F2-d};.
.

o

(b) Additivitit bei Zerlegungen: ist v € PCY([a,b],R?) und a =ty < ... < ty = b eine
beliebige Zerlegung von [a,b], so folgt mit ~v; = Y|y, 4]

N
/F-dZ;—Z/ F-dx.
il i=1 i

(c) Invarianz bei Umparametrisierungen: sei v € PCY(I1,R?) und ¢ € C(Iy,I1) eine
Parametertransformation. Dann gilt, je nach Vorzeichen von ¢,

/ F.dZ;:i/F-d};.
Yop v

BEWEIS: (a) und (b) folgen aus der Definition und den Eigenschaften des Riemannintegrals.
Fiir (c) sei Iy = [a1, b1] und Iy = [ag, ba]. Mit der Substitution ¢(t) = s ergibt sich

- b2
/ Feody - / (Foryop)(t), (o) () dt
Yop

a2

bo
- / (F o (1), 7 (1) (2) dt

a2

o(b2)
- / ((F 0 7)(s), 7/(s)))ds.
p(az)
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Ist ¢ orientierungserhaltend, so gilt p(as) = a; und @(be) = by und wir bekommen das Kur-
venintegral. Ist ¢ orientierungsumkehrend, so sind die Grenzen vertauscht und wir bekommen
das negative Kurvenintegral. O

Wir bendtigen wie beim Riemann-Integral eine Standardabschétzung des Kurvenintegrals.

Lemma 23.3 Sei F' € C°(Q,R"), Q C R" offen, und v € PCY(I,Q) mit I = [a,b]. Dann
gilt mit || F o y||r = supyer [F(7(1))]

/F-d};
s

BEWEIS: Aus der Ungleichung von Cauchy-Schwarz und der Standardabschitzung des
Riemann-Integrals folgt

< ||F oy L(v).

b b
/ <F(7(t))m'(t)>dt‘ < [ HFaw). o) d
a G/b
< / [F(v ()| |2/ (1)) dt
b
< [Fonrls / (1) dt

= ||[Fov|rL(y).

O

Die Physiker nennen das Gravitationsfeld konservativ, weil der Energieerhaltungssatz gilt. Die
verrichtete Arbeit zum Beispiel bei Transport einer Masse vom Mathematischen Institut zum
Kandel entspricht genau der zugewonnen Lageenergie, und diese kommt beim Herunterrollen
auch wieder heraus, theoretisch jedenfalls. Der Begriff des konservativen Feldes ist auch in
der Mathematik interessant.

Definition 23.7 SeiQ C R offen. Ein Vektorfeld F € C°(Q, R™) heifit Gradientenfeld (bzw.
konservativ), wenn es eine Funktion o € C*(Q) gibt mit grad p = F. Die Funktion ¢ heifit
Stammfunktion (bzw. Potential) von F'.

Lemma 23.4 (Eindeutigkeit der Stammfunktion) Ist Q@ C R" wegweise zusam-
menhingend, so ist eine Stammfunktion von F € CO(Q,R"™) eindeutig bestimmt, bis auf
eiwne additive Konstante.

BEWEIS: Sind 1, ps € C1(Q2) Stammfunktionen von F', so folgt
grad (w2 — ¢1) = grad pg —grad ¢y = F — F =0,

also ist @2 — 1 konstant nach Satz 19.1, das heifit 2 = 1 + c. O

Wir werden jetzt sehen, dass die Existenz einer Stammfunktion gleichbedeutend damit ist,
dass das Kurvenintegral fiir Kurven mit gleichem Anfangs- und Endpunkt stets denselben
Wert hat. Zuvor eine Definition.

Definition 23.8 Eine Kurve 7y : [a,b] — R" heif§t geschlossen, wenn y(a) = y(b).
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Aus y(a) = ~v(b) folgt nicht notwendig +'(a) = 7/(b), zum Beispiel ist im Fall der Acht aus
Beispiel 23.1 v(7/2) = v(37/2) = (0,0), wéhrend ~/(7/2) = (-1, -2) # (1,-2) = v/(37/2).
Anschaulich schneidet sich die Kurve hier mit einem Winkel.

Satz 23.2 (Wegunabhiingigkeit des Kurvenintegrals) Sei Q C R" offen und weqweise
zusammenhdngend. Fir ein Vektorfeld F € C°(Q,R™) sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) F ist ein Gradientenfeld.
(b) Fiir jede geschlossene Kurve v € PCY([a,b],) ist f7 F-dz=0.

(c) Fir je zwei Kurven vo,71 € PC*([a,b], Q) mit yo0(a) = v1(a), 70(b) = 1(b) gilt

/leiz/mFmﬁ
Yo 71

BEWEIS: Ist F' = grad ¢ mit ¢ € C1(Q), so folgt fiir v € PC([a, b], Q) geschlossen

b b
[ Fdo= [ arado(r) 2/ ®)de = [ (ooq)(0)dt = o(3(8) ~ elr(a) = .
v a a
Fiir 70,1 € PC*([a,b], ) mit gleichem Anfangs- und Endpunkt ist die Kurve

Yot a<t<b
MORE S
m2b—t) b<t<2b—a

geschlossen und stiickweise C'!, und aus (b) ergibt sich mit Lemma 23.2

o—/pﬁw/ﬁﬂ&—/Fd&
Y Yo 71

Fiir (c) = (a) sei 29 € Q fest. Zu z € Q wihlen wir eine Kurve v, € PC*([0,1],Q) mit
v2(0) = 2o und 7, (1) = x, und setzen

gp(:v):/%F-d?v.

Die Existenz von <, ist gesichert nach Lemma 19.2 in Kapitel 7, genauer kénnen wir ,
stiickweise linear wéhlen. Nach Voraussetzung (c) hingt das Kurvenintegral nicht von der
Wahl von v, ab. Daher ist die Funktion ¢ :  — R wohldefiniert. Sei nun z € Q. Fiir || klein
erhalten wir eine Kurve von x¢ nach x + he;, indem wir 7, mit der Kurve ¢ : [0,1] — R",
¢(t) = x + the;, zusammensetzen. Es folgt

p(a + hej) — ()
h

1
:/F-dx:/ (F(z +thej),ej)dt — Fj(x) mit h — 0.
c 0

Also gilt 0;p = Fj fir j =1,...,n. O
Die zentrale Frage dieses Kapitels ist: wie kénnen wir entscheiden, ob ein gegebenes Vek-

torfeld ein Gradientenfeld ist? Fiir C''-Vektorfelder gibt es eine notwendige Bedingung, die
offensichtlich ist.
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Satz 23.3 (Rotationsfreiheit von Gradientenfeldern) Sei Q@ C R" offen. Ist F €
CL(,R") ein Gradientenfeld, so gilt fir allei,j =1,...,n

BEWEIS: Ist F' = grad g, so folgt ¢ € C?(Q) und wegen der Vertauschbarkeit der partiellen
Ableitungen, Satz 17.2 in Kapitel 6, gilt

8le == &0]-@ = 8jai<p = 8JFZ

Fiir n = 3 ldsst sich die Bedingung schreiben als rot F' = 0, wobei

rot F' = (0o F3 — 03F5, 03F) — O1F3,01F3 — 0o FY).
Beispiel 23.5 F : R? — R?, F(x,y) = (—y, ), hat keine Stammfunktion auf R?, denn
oIy =1, aber 0oF; = —1.
Beispiel 23.6 Fiir das Winkelvektorfeld
W RA\{0} — R2, W (z,y) = (— Y v )

vgl. Beispiel 23.4, berechnen wir

2 2
Y- —x
oWy = ———-—= = W,
1Wa @+ 2)° 2W1,
das heifit die notwendige Bedingung aus Satz 23.3 ist erfiillt. Dennoch ist das Kurvenintegral
nicht wegunabhiingig: fiir ¥ € Z und r > 0 ist die Kurve 7, : [0,27] — R2\{0}, 1 (t) =
r(cos kt, sin kt), geschlossen und es gilt nach Beispiel 23.4

W - dr =2k (40 fiir k € Z\{0}).
Vi
Im Unterschied zum vorangegangenen Beispiel besitzt das Vektorfeld W allerdings zumindest
lokal Stammfunktionen. Zum Beispiel ist
x

eine Stammfunktion von W auf der oberen Halbebene; analog hat man Stammfunktionen
auch auf der unteren, rechten und linken Halbebene.

¢ :{(z,y) €ER?:y >0} = R, p(z,y) = arccos

Wir wollen jetzt untersuchen, wie sich das Kurvenintegral ldngs einer Schar von Kurven
dndert. Statt Schar verwenden wir den moderneren Ausdruck Homotopie. Dies ist ein funda-
mentales Konzept der Analysis.

Definition 23.9 (Homotopie) Eine Homotopie in Q zwischen Kurven vy,v1 € C°([a, b], )
ist eine Abbildung v € C%([a,b] x [0, 1], Q) mit

¥(,0) =7 und ~(-,1) =.

Gilt vo(a) = v1(a) = p, (b)) = 71(b) = ¢, und gibt es eine Homotopie mit y(a,t) = p,
~v(b,t) = q fir alle t € [0,1], so heiffen vo9,71 homotop in Q mit festen Endpunkten. Gilt
Yo(a) = (), m(a) = 1(b), und gibt es eine Homotopie mit vy(a,t) = ~y(b,t) fir alle
t € 10,1], so heiffen vp,v1 in 2 geschlossen homotop.
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Es gilt folgende allgemeine Formel fiir die Anderung des Kurvenintegrals unter (hinreichend
glatten) Homotopien.

Lemma 23.5 (Homotopieformel) Sei Q C R" offen und F € CY(Q,R"). Dann gilt fiir
v € Cl([a,b] x [0,1],9), falls 8;9¢y € C°([a,b] x [0,1],R?),

/ F-d?c—/ F-d}z/ F-dx— F-dx
(1) 7(-0) v(ay)

0y 0v vy Oy
// DFo (9t8> < 078 8t>>ddt

Gilt 0;F; = 0;F; firi,j =1,...,n, und hat die Homotopie feste Endpunkte oder ist geschlos-
sen, so ist die rechte Seite Null.

)

BEWEIS: Nach Zusatz zum Satz von Schwarz, Satz 17.2 in Kapitel 6, gilt 0,05y = 95s0;,7y. Wir
berechnen mit Satz 22.2 und partieller Integration beziiglich s € [a, ]

0 - 0 b 8’)/
o | Fedeo= o [ (F 9
8t ’Y('ﬂf) dz 8t u < (7(87 t), aS (S, t)> ds

b 8 b 82’7
= /G<DF0 T Bs >ds—|—/ <F0fy,%>ds

b Oy Oy N Oy Oy
= /a <DFo'ya,8 >d +<Fo'y, 3t>‘ —/a <DFo 8 8t>d8'

Integration beziiglich ¢ ergibt die Formel. Ist 0;F; = 0;F; oder mit anderen Worten DF
symmetrisch, so verschwindet das Doppelintegral. Bei festen Endpunkten sind 7(-,a) und
~(+,b) konstant, also die zugehorigen Kurvenintegrale Null. Ist die Homotopie geschlossen, so
gilt v(-,a) = 7v(+,b) und die Kurvenintegrale rechts heben sich gegenseitig weg. O

Wir kénnen an dieser Stelle als Anwendung den Fundamentalsatz der Algebra (Kapitel 2,
Satz 3.10) beweisen. Es gibt vielleicht einfachere Beweise, aber dieses Argument ist jedenfalls
sehr anschaulich.

Satz 23.4 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes kompleze Polynom vom Grad n > 1
hat mindestens eine Nullstelle zy € C.

BewEIs: Wir verwenden das Winkelvektorfeld W : R2\{0} — R2. Nach Beispiel 23.6 gilt
OLWy = Wy, Sei p(z) = 2"+ an_12" 1+ ... + ap mit a; € C und n > 1. Schreibe
p(2) = pn(2) + q(2) mit p,(z) = 2". Da ¢ hochstens den Grad n — 1 hat, gilt 27"¢(z) — 0
mit |z| — oo, also fiir R > 0 hinreichend gro8

~ 1
lg(Re™)| < SR fiir 0 € [0,27].
Betrachte nun die geschlossene Kurve g : [0,27] — R?, 70(0) = p(Re?), und die Homotopie
7 £ 10,20] x [0,1] > B2, 5(8,8) = pu(Re'®) + (1 — t)g(Re?).

Wir berechnen )
(0, 1)] > |pn(Re™)| — |g(Re)| > R" — SR >0.
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Da v(#,1) = p,(Re?) = R, folgt aus Lemma 23.5 und Beispiel 23.6
W-d?x:/ W - dx = 2mn.
Y0 ’Y(’?l)

Wir betrachten jetzt eine zweite, ebenfalls glatte Homotopie:
7+ [0,271] % [0, R = R, 7(0, 0) = p(0e™).

Es ist 4(0,0) = p(0) = ap eine konstante Abbildung. Hétte p keine Nullstelle in C, so ist auch
dies eine geschlossene Homotopie in R?\{0}, und es folgt wieder mit Lemma 23.5

/ W.d}z/ W - dx =0,
Yo ’3/('70)

das heiflt 2rn = 0, ein Widerspruch. O

Lemma 23.6 (affine Homotopie) Sei Q@ C R" offen und F € C*(Q,R™) mit 0;F; = 0;F;
firi,j =1,...,n. Fir Kurven vo,71 € PC*([a,b],Q) betrachte die affine Homotopie

v :la,b] x [0,1] = R"™, v(s,t) = (1 — t)vo(s) + tyi(s).

Haben ~y,v1 gleiche Endpunkte oder sind geschlossen, und gilt y([a,b] x [0,1]) C £, so folgt

/F-d?::/ F . dz.
Yo Y1

BewEIs: Sind 70,71 € C*([a,b],Q), so folgt die Aussage direkt aus Lemma 23.5. Fiir yg, y1
stiickweise C'! zerlegen wir [a, b] in Teilintervalle, auf denen beide Kurven C! sind, und wenden
Lemma 23.5 auf den Teilintervallen an. Die Randintegrale heben sich bei Addition heraus. O

Satz 23.5 (Homotopieinvarianz des Kurvenintegrals) Sei Q@ C R" offen und F €
CHQ,R™) mit 0;F; = 0;F; auf Q fir 1 < i,j < n. Sind dann ~vo,y1 € PC*([a,b],Q) ho-
motop in Q) mit festen Endpunkten (oder geschlossen homotop), so gilt

/F-d}_/ F . dzr.
Yo Y1

BEWwWEISs: Ist die Homotopie hinreichend glatt, so folgt die Aussage aus Lemma 23.5. Es
geht also um das technische Problem, dass die gegebene Homotopie v € C°([a,b] x [0,1],Q)
eventuell nur stetig ist. Die Lektiire des Beweises kénnte zuriickgestellt werden.

Aus Kompaktheitsgriinden gibt es ein € > 0 mit Bo.(p) C Q fiir alle p € v([a, b] x [0, 1]), vgl.
Lemma 19.1 in Kapitel 7. Da ~ auf der kompakten Menge [a, b] x [0, 1] gleichmé&Big stetig ist,
gibt es weiter ein § > 0 mit

(80, ) — v(s1, 1), [v(s,t0) —v(s,t1)| <& fiir [sg — 51|, [to — t1] < 6.

Wir ersetzen jetzt (-, t) durch stiickweise lineare Kurven. Fiir N € N mit (b—a)/N < § und
sk=a+k(b—a)/N, k=0,1,..., N, definieren wir 7 : [a, ] x [0,1] — R"™ durch

Sp— S S — Skp_1

Y(sk—1,t) + v(sk,t) fur s € [sg_1, Sk

Y(s,t) = ————
Sk — Sk—1 Sk — Sk—1
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Es gilt 4(a,t) = v(a,t), 7(b,t) = v(b,t) fiir alle t € [0,1]. Fiir s € [sg_1, Sx] haben wir

S — 8 S — Sp_1
i Sk—ht - S7t +
Sk — Sk—1 ( ( ) ( )) Sk — Sk—1 (

17(s,t) = (s, t)] = v(sk,t) — ’Y(S,t))’ <e.

Fiir A € [0,1] folgt [(1 — A)(s,t) + A¥(s, 1)) — (s, t)| < |3(s,t) — (s, t)| < &, das heiBt die
affine Homotopie zwischen 7(-,¢) und (-, ¢) liegt in €. Insbesondere folgt aus Lemma 23.6

(23.14) /F.dZ;:/ F-dz und /F-d}:/ F - dx.
Yo 4(-,0) 7 (1)

Weiter gilt fir [to — ¢1] < 0 und s € [sg_1, Sk)

L (v(sk-1, tO)_’Y(Sk—latl))‘Fﬂ(’Y(sk,tO)_’Y(Skatl))’ <&,

Sk — Sk—1 Sk — Sk—1

|;$/(SJ tO)_’?(S7 t1)| =
und es folgt fiir alle A € [0,1]

}((1 - A)’?(S’to) + )‘:Y(S’tl)) - ’V(Svtﬂ)‘ < H/(S’tl) - ’?(S,to)’ + }'?(S,to) - 7(57t0)‘ < 2e.

Fiir 1/N < ¢ folgt mit ¢, = [/N fiir [ =0,1,..., N aus Lemma 23.6

/ F-ng:/ F-dx firl=1,...,N,
F(5t) F(ti—1)

und Kombination mit (23.14) beweist den Satz. O

Definition 23.10 FEine Menge 2 C R™ heif$t einfach zusammenhdngend, wenn jede geschlos-
sene Kurve v € C%([a, b], Q) in Q geschlossen homotop zu einer konstanten Kurve ist.

Beispiel 23.7 Eine Menge 2 C R™ heifit sternférmig, wenn es ein xg € €2 gibt mit
(I—-t)z+txgeQ firalexzeQ, tel0,1].

Eine sternférmige Menge ist einfach zusammenhéngend, denn jede geschlossene Kurve g €
C%([a, b], Q) ist homotop zur konstanten Kurve in zg, nimlich durch die Homotopie

v i a, b] X [0,1] = Q, (s, t) = (1 = t)y0(s) + txo.

Satz 23.6 Sei Q2 C R” offen und einfach zusammenhdnged. Dann sind fiir ein Vektorfeld
F ¢ CY(Q,R") folgende Aussagen dquivalent:

(a) 8ZF] = 8].FZ fdr i7j = 1,...,n.
(b) F hat eine Stammfunktion.

BEWEIS: Aus (a) folgt mit Satz 23.5 fiir jeden geschlossenen Weg v € PC([a, b], Q)

/F-d}:o.
Y

Hieraus ergibt sich mit Satz 23.2 die Existenz einer Stammfunktion. Die umgekehrte Impli-
kation wurde schon in Satz 23.3 festgestellt. O
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Beispiel 23.8 Ein Spezialfall von Satz 23.6 ist das Lemma von Poincaré: ist Q@ C R”
Stammfunktion . Tatséchlich kann diese explizit angegeben werden: Integration ldngs
Yz(t) = (1 = t)xo + tx, t € [0, 1], ergibt

1
cp(:z:):/ F-d_:i:/o (F((1 —t)zo + tz,x — x0) dt.

Wir fassen unsere Resultate iiber Kurvenintegrale in einer kleinen Tabelle zusammen:

F Gradientenfeld Satz<:2>3.2 [F- dr wegunabhingig
| Satz 23.3 1 1-fach zshg. Satz 23.6 [}
0;F; = 0;F; Sa%&f) [F- dz homotopieinvariant

Zu begriinden ist noch die Implikation von rechts nach links in der unteren Zeile. Ist das
Kurvenintegral homotopieinvariant, so ist es auf einer Umgebung B,(z) C Q aber wegun-
abhéngig. Also hat das Vektorfeld auf B,(z) eine Stammfunktion, und es folgt 0;F; = 0; F;
auf B,(x).

Das Standardskalarprodukt erlaubt es, jedem Vektorfeld eine 1-Form bijektiv zuzuordnen,
und zwar definiert man fiir das Vektorfeld A : Q@ — R™ die 1-Form a :  — (R™)* durch

a(z)v = (A(x),v) firz e Q,veR™
Dann haben A und « die gleichen Koordinatenfunktionen, denn es ist
ai(z) = az)e; = (A(x), ei) = Ai();

Insbesondere ist die Gleichung A = grad ¢ dquivalent zu o = dy. Etwas abstrakter ergibt
sich das auch aus der Charakterisierung des Gradienten in Gleichung (18.5), Kapitel 6:

A=gradyp < (A(x),v)=dp(z)v firallez e D, veR" & a=dp.

Nach Definition von « gilt weiter a(y(¢))v'(t) = (A(v(¢)),7'(t)), und damit

/a:/A-d}.
v v

Es wird folgende Terminologie eingefiihrt.

Definition 23.11 FEine 1-Form « auf der offenen Menge Q0 C R™ heifit
(a) exakt, wenn es eine Funktion ¢ € C1(2) gibt mit a = dep,
(b) geschlossen, wenn o € C1 und d;; = djc; auf Q fiiri,j=1,...,n.

Ist @ dem Vektorfeld A zugeordnet, so ist demnach a genau dann exakt, wenn A ein Gra-
dientenfeld ist, und genau dann geschlossen, wenn A rotationsfrei ist. Wir kénnen somit alle
unsere Resultate in der Sprache der 1-Formen neu forumulieren:
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e genau dann ist a exakt, wenn das Kurvenintegral wegunabhéngig ist;
e ist o exakt, so auch geschlossen;
e ist a geschlossen, so ist das Kurvenintegral homotopieinvariant;

e auf einem einfach zusammenhéngenden Gebiet ist jede geschlossene 1-Form exakt.

Der Vorteil der 1-Formen gegeniiber den anschaulicheren Vektorfeldern liegt nun im Trans-
formationsverhalten. Seien dazu U C R™ und V C R™ offene Mengen, und ¢ € C1(U, V). Ist
w eine 1-Form auf V', so erhalten wir eine 1-Form ¢*w auf U, den pullback von w unter ¢,
durch die Formel

(p*w)(x)v = w(p(x))Dp(x)v  fir z € U, v € R™.
Sind dy; die Koordinatendifferentiale auf R, so berechnen wir

(¢*dy;)(z)v = dy; - Dé(x)v = doi(x)v

beziehungsweise kurz ¢*dy; = d¢; fiir : = 1,...,m, und allgemeiner
¢*w = ;m og)dp; mit de; = 2 o,

Ist ¢ € C*+1 und w € CF fiir k € Ny, so ist demnach ¢*w € CF,

Satz 23.7 (Transformation des Kurvenintegrals) Seien U C R", V. C R™ offen und
¢ € CYHU,V). Fiir eine stetige 1-Form w auf V und v € PC*([a,b],U) gilt

Lo=fo

BEWEIS: Aus den Definitionen ergibt sich

, b
| o= [wlet@)penwr@i= [ @o6onwd= [ ow
¢oy a !

a

O

Das Kurvenintegral von Vektorfeldern benutzt wesentlich das Skalarprodukt, was bei der Ana-
lyse des Transformationsverhaltens mit beriicksichtigt werden miisste. Bei der Umrechnung
des Laplaceoperators auf krummlinige Koordinaten wird uns so etwas noch begegnen.
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24 Komplexe Analysis

In diesem Abschnitt wollen wir einen kurzen Ausflug in die komplexe Analysis — die sogenann-
te Funktionentheorie — unternehmen, und zwar wollen wir jetzt komplexe Kurvenintegrale
betrachten. Im folgenden sei stets (2 eine offene Teilmenge von C = R?.

Definition 24.1 Die Funktion [ : Q) — C heifst komplex differenzierbar in z € £ mit Ablei-
tung f'(z) = c € C, falls gilt:

A ) O N

w—z w—2z
f heifit komplex differenzierbar oder holomorph auf Q, wenn f in allen z € Q komplex diffe-
renzierbar ist.

Formal ist diese Definition v6llig analog zur Definition der Differenzierbarkeit einer Funktion
einer reellen Variablen, nur dass eben jetzt der Differenzenquotient in C statt in R gebildet
wird. Demzufolge gelten auch alle iiblichen Differentiationsregeln:

e Differenzierbarkeit in z € Q) impliziert Stetigkeit in z € Q.

Linearitéit der Ableitung: fiir f,g:Q — C und o, 8 € C gilt (af + Bg) = af’' + B4'.

Produktregel: fiir f,g:Q — C gilt (fg) = f'g+ fg'.

, 1o ft
Quotientenregel: fiir f,g: Q2 — C mit g # 0 gilt (i> = M
g g

e Kettenregel: fiir offene U,V C Cund f: U =V, g:V = Cgilt (go f) = (¢’ o f) [

Die Beweise sind weitgehend analog zu den reellen Beweisen und wir wollen aus Zeitgriinden
darauf verzichten. Wir halten nur fest, dass zum Beispiel Polynome P(z) = ag+ajz+...4+a,2"
differenzierbar sind mit Ableitung P’(z) = a1 +. ..+ na,2" 1. Soweit verlduft die Diskussion
der komplexen Differenzierbarkeit also ganz parallel zum reellen Fall.

Vergessen wir die komplexe Multiplikation, so ist C nichts anderes als der R? mit
Standardbasis 1 = (1,0) und ¢ = (0, 1). Eine Funktion f : Q@ — C ist dann eine vektorwertige
Funktion f: Q — R2, f(z,y) = (u(az,y),v(m,y)), wobei

w(z,y) =Re f(z +iy) und  w(z,y) =Im f(z+iy).

Es stellt sich nun die Frage: in welcher Beziehung stehen die komplexe Differenzierbarkeit
von f und die Differenzierbarkeit als reelle, vektorwertige Funktion?

Satz 24.1 (Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen) Fir f:Q — C, f = u+iv,
sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) f ist auf Q komplex differenzierbar.

(b) f:Q — R2 st (reell) differenzierbar mit uy = v, und uy = —v;.



BEWwEIS: Die Multiplikation mit einer komplexen Zahl c ist eine lineare Abbildung von R?
nach R?, genauer gilt fiir ¢ = a + ib mit einer einfachen Rechnung

cz=Cxz mitC:(a b>.
b a

Auf der linken Seite steht dabei das Produkt der komplexen Zahlen ¢ und z, rechts die An-
wendung der Matrix C' € R?*2 auf den Vektor z € R2. Ist f in z € Q komplex differenzierbar
mit f'(z) = ¢, so folgt mit dieser Wahl von C'

flw) =) =Clw=2) _ flw) = fz) —c(w=2) w=—=

|lw — z| N w—z |lw — z|

— 0,

also gilt Df(z) = C. AuBlerdem erhalten wir mit f = u + iv im Punkt z die Gleichungen

1

(24.15) f':ux—iuy:vy+ivx:§(fm—ify).

Sei jetzt umgekehrt f reell differenzierbar in z = (x,y), und die Cauchy-Riemann Gleichungen
seien im Punkt z erfiillt. Dann gilt fiir a = u, und b = —u,

o= (2 ) =(3 )

also folgt mit ¢ = a + @b fiir w — 2

Fw) = F) = elw=2) _ flw) = f() = DFGIw=2) [w=2|
w—z |w — 2| w—z '

O

Die komplexe Differenzierbarkeit ist also stiarker als die reelle Differenzierbarkeit der vektor-
wertigen Funktion, und zwar miissen die partiellen Ableitungen zusétzlich die Gleichungen
Uy = vy sowie u, = —v, erfiillen. Wir wollen als néichstes das komplexe Kurvenintegral de-
finieren. Das Riemann-Integral einer C-wertigen Funktion f = wu + v : I — C ist wie iiblich
komponentenweise definiert, das heifit

Jr=[fu+i[oec

Definition 24.2 (komplexes Kurvenintegral) Sei Q C C offen und f € C°(Q,C). Fiir
v € PCY([a,b],) definieren wir

[raz= [ sawroa

Im Integral rechts steht das Produkt der komplexen Zahlen f(y(t)) und +/(¢). Um das Integral
in reelle Kurvenintegrale umzuformen, schreiben wir f = u + iv mit u,v € C°(Q) sowie
vy = x + iy mit 2,y € PCY(I) fiir I = [a,b], und berechnen

/(fov)v’z/((uﬂv)ov) (w’+iy’)=/((uov)x’—(vov)y’)+i((u0’y)y’+(v0’y)x'),
I

1 1
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das heifit es gilt
(24.16) /fdz:/(udxvdy)+i/(udy+vdm).
v v gl
Als Merkregel kann man hier dz = dx + idy benutzen, die rechte Seite der Formel ergibt sich

dann durch formales Ausmultiplizieren.

Beispiel 24.1 Sei v der gegen den Uhrzeigersinn durchlaufene Kreis mit Radius 7 > 0 um
den Punkt zy € C, das heifit genauer

51 [0,27] — C\{0}, v(8) = 2o + re®.
Es gilt 7/'(0) = ire?. Wir berechnen nun fiir k € 7Z

7 0 2ri  falls k = —1.

Satz 24.2 (Cauchys Integralsatz) Die Funktion f : Q — C, Q C C offen, sei stetig
partiell differenzierbar und holomorph. Ist dann v € PCY(I,) geschlossen homotop zu einer

konstanten Kurve, so folgt
/ fdz=0.
-

BEWwWEIS: Nach Satz 23.5 in diesem Kapitel miissen wir nur priifen, ob die Differentialformen
udx —vdy und udy + v dx geschlossen sind, das heifit ob gilt

Uy = —v; und uz = vy.

Das sind aber genau die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. O

Etwas allgemeiner besagt Satz 23.5, dass das Kurvenintegral von f(z)dz, f holomorph, den
gleichen Wert ergibt fiir zwei Kurven, die homotop mit festen Endpunkten oder geschlossen
hoomotop sind. Tatséichlich kann auf die Stetigkeit der partiellen Ableitungen verzichtet
werden, es reicht als Voraussetzung dass f holomorph ist. Diese Verschirfung ist fiir uns
aber nicht relevant.

Definition 24.3 (komplexe Stammfunktion) Sei Q@ C C offen und f : Q@ — C. Dann
heifst F': Q — C (komplexe) Stammfunktion von f auf Q, falls gilt:

F'(z) = f(2)  fiir alle z € Q.

Im Gegensatz zur Situation bei Funktionen einer reellen Variablen, wo bekanntlich jede stetige
Funktion eine Stammfunktion besitzt, miissen fiir die Existenz einer komplexen Stammfunk-
tion wieder Integrabilitétsbedingungen erfiillt sein.

Folgerung 24.1 (Existenz komplexer Stammfunktionen) Sei Q@ C C offen und ein-
fach zusammenhingend. Fiir f € C1(Q,C), f = u +iv, sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) f besitzt auf Q eine komplexe Stammfunktion.

(b) f ist komplez differenzierbar auf Q.
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BeEWwEIS: Sei F' = U + ¢V Stammfunktion von f, also u + iv = U, — iU, = V} + iV, nach
(24.15). Es folgt U,V € C%*(Q) und

Up —Vy = Vg — Vi =0 und  uy + vy = Ugy — Uy, = 0.

Gelten umgekehrt die Cauchy-Riemann Gleichungen fiir f, so sind die 1-Formen uwdx — v dy
sowie u dy + vdzx geschlossen, besitzen also Stammfunktionen U,V : 2 — R nach Satz 23.6.
Fiir U, V verifiziert man leicht die Cauchy-Riemann Gleichungen, also ist F' = U+4V komplex
differenzierbar und mit (24.15) erhalten wir F' = f. O

Im folgenden schreiben wir D, (z9) = {z € C : |z — 29| < r}, und setzen
/ f(z)dz = /f(z) dz, fiir v : [0,27] = 0D,(20), Y(t) = 20 + re™.
9Dy (20) v

Bekanntlich hingt das Integral nicht von der Wahl der Parametrisierung von 9D, (zy) ab,
solange der Kreis im positiven Sinn (also gegen den Uhrzeigersinn) durchlaufen wird. Der
folgende Satz besagt unter anderem, dass eine holomorphe Funktion auf einer Kreisscheibe
schon durch ihre Werte auf dem Rand der Kreisscheibe bestimmt ist. Fiir reell differenzierbare
Funktionen ist das keineswegs so, zum Beispiel gibt es (viele) Funktionen n € C*°(R) mit
n(x) =0 fir |z| > 1.
Satz 24.3 (Cauchy Integralformel) Sei f € C1(,C) holomorph und D,(z) C Q. Dann
gilt fiir alle z € D, (zp)

fe) = 5 ) g

T JoD,(z0) C — #

Bewers: In Q\{z} ist der Kreis 0D, (2p) homotop zu 0D.(z), jeweils mit der mathematisch
positiven Orientierung, falls 0 < ¢ < r — |z — zp|. Die Konstruktion der Homotopie sei den
LeserInnen iiberlassen. Nun ist die Funktion ¢ — f(¢)/(¢ — z) auf Q\z komplex differenzier-
bar nach der Quotientenregel, und damit das Kurvenintegral homotopieinvariant nach (der
nachfolgenden Bemerkung zu) Satz 24.2 Es ergibt sich

1 f(©) 1 f(©)

— dC = dC

276 Jop,(z) € — 2 210 Jop.(z) C — 2

, L [?" f(z+eet)

_ o it

(C_Z+€€Z) = 27’/‘['@ ; Tzeel dt
1 2w )
e % . f(Z + 66”) dt
Da f im Punkt z stetig ist, geht die rechte Seite gegen f(z) mit ¢ — 0. O

Satz 24.4 (holomorph = analytisch) Sei f € CYQ,C) komplex differenzierbar und
D, (z0) C Q2. Dann gilt fiir alle z € D,(zy) die Potenzreihenentwicklung

> . 1 f(Q)
f(z) = kgoak(z —2)*  mit ap = i oD, (20) (C = zg)F+T .

Insbesondere ist f auf Q) unendlich oft komplex differenzierbar.
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BEWEIS: Aus der Cauchyschen Integralformel, Satz 24.3, erhalten wir durch Entwicklung des
Integranden in eine geometrische Reihe fiir z € D, (zy) die Darstellung

_ 1 f(©) 1 _ 1 f(O) = /2z—20\F
fz) = 2mi /8Dr(zo)€_20 1_Md4 2mi /am(zo)C—ZoZ(C—Zo) .

(=20 k=0
Aus der Linearitit des Kurvenintegrals folgt mit der Definition der ay
1 F(Q) N~ (7= 70\F 1 ¢ k/ f(Q)
i d( = — z — Z d(
27 Jop,(z0) § — 20 kZ:D <C - Zo) 2mi k:O( o) oD, (z0) (¢ — 20)F !

n
= Zak(z — z)".
k=0

Das komplexe Kurvenintegral ist wie in Lemma 23.3 abgeschétzt durch Linge der Kurve mal
Supremum des Integranden. Es folgt mit M = maxc_, |, | f({)] fiir [z — 20| <7

‘f(z)—éak(z—zo)k‘ - ];Ti/m(zo) Cffcio > (=2) ad]

k=n-+1
1 M X /]2 — 20|\ *
< o ()
- 27 r Z r
k=n+1
M z — 2o\t
= <| 0‘) — 0 mit n — oo.
1— |z—20] r
T
Damit ist die Potenzreihendarstellung bewiesen.
Sei nun allgemein f(2) = Y oo ar(z — 20)* eine auf D,(z9) konvergente Potenzreihe.

Die Polynome f,(z) = Y>_}_oar(z — 20)* sind komplex differenzierbar, also gilt auf D, (zo)
nach Satz 24.1

Df, = ( o —dn ) wobei ¢, + idy = fi = Y kag(z — 20)" 7.

C
" k=1

Die gliedweise differenzierte Potenzreihe g(z) = Y 32, ax(z — 20)*~! konvergiert aber eben-
falls lokal gleichméfig auf D, (zp), siche Lemma 3.1 in Kapitel 5. Da partielle Ableitungen
eindimensionale Ableitungen sind, kénnen wir die bekannte Vertauschbarkeit von Konvergenz
und Ableitung, Satz 3.2 in Kapitel 5, hier anwenden und erhalten mit n — oo auf D, (zp)

c —d . .
Df—<d a ) wobei ¢+ id = g.
Nach Satz 24.1 ist f also komplex differenzierbar mit f’ = g. Durch Induktion ergibt sich,
dass f auf D,(z9) unendlich oft komplex differenzierbar ist. O

Wir sehen jetzt noch deutlicher, dass komplexe Differenzierbarkeit eine viel stéirkere Bedin-
gung darstellt als reelle Differenzierbarkeit. Die Existenz von Potenzreihendarstellungen ist
sehr einschneidend, zum Beispiel ist eine holomorphe Funktion f :  — C, deren Nullstellen-
menge einen Hiufungspunkt in €2 hat, automatisch die Nullfunktion. Dies folgt jetzt aus dem
Identitatssatz fiir Potenzreihen, siehe Satz 4.11 in Kapitel 2. Fiir reell differenzierbare Funk-
tionen ist eine solche Aussage keineswegs wahr. Aus Zeitgriinden miissen wir den Ausflug in
die Funktionentheorie nun leider beenden.
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25 Diffeomorphismen

Thema dieses und des folgenden Abschnitts ist die lokale Losbarkeit nichtlinearer Gleichun-
gen. Sei @ C R" offen und f € C'(Q,R™), und es sei schon eine Losung von f(zg) = o
gegeben. Dann stellen wir uns folgende Fragen:

(1) Hat die Gleichung f(x) = y zu jedem y nahe bei yg eine Losung x nahe bei xo?
(2) Ist x¢ die einzige Losung von f(x) = yo in einer Umgebung von xy?
(3) Falls nicht, wie sieht die Losungsmenge f~'{yo} nahe bei ¢ aus?

Betrachten wir erst den Fall, dass f affin-linear ist. Wegen f(xg) = yo hat f dann die Form
f(z) =yo+ A(z — z9) mit A € L(R™,R™) und es gilt

fle)=y < Alz—20)=y— .
Die Lineare Algebra liefert folgende, globale Aussagen:
(1) Es gibt eine Losung fiir alle y € R < rang A = m.
(2) Es gibt hochstens eine Losung x € R < kerA={0} < rangA=n.

(3) f~Hyo} ist affiner Unterraum der Dimension n — rang A.

Sei nun f € C'(Q,R™) beliebig, und Ry(§) = f(zo + &) — (f(z0) + D f(wo)€) fiir £ € R
hinreichend klein. Ist f(xg) = yo, so folgt mit A = D f(xg)

fx)=y <& Az —m0)+ Ry(x —x0) =y — Yo.

Wir hoffen, dass sich dies als Stérung der linearen Gleichung behandeln lésst, so dass sich
die Aussagen (1), (2) und (3) lokal geeignet iibertragen. In diesem Abschnitt geht es um den
Fall n = m, das heifit es gibt genausoviele Unbekannte wie Gleichungen.

Definition 25.1 Fine Abbildung f : U — V zwischen offenen Mengen U,V C R™ heifit
Diffeomorphismus der Klasse C", wobei r € N U {oo}, falls f bijektiv ist und sowohl f als
auch f~1 sind r-mal stetig differenzierbar.

Beispiel 25.1 Sei I C R ein offenes Intervall. Ist f € C*(I) mit f' > 0 auf ganz I (bzw. f’ <
0 auf ganz I), so ist J := f(I) ein offenes Intervall und f : I — J ein C'-Diffeomorphismus.
Dies ergibt sich aus Folgendem:

e f: I — J ist bijektiv, da streng monoton wachsend. Nach dem Zwischenwertsatz,
genauer Satz 2.2 in Kapitel 3, ist J wieder ein offenes Intervall.

e Die Umkehrabbildung g = f~! ist differenzierbar mit ¢’ = 1/(f’ o g), insbesondere ist
g von der Klasse C!, vgl. Kapitel 4, Satz 1.6.

Umgekehrt: ist f : I — f(I) ein C'-Diffeomorphismus mit Umkehrabbildung g : f(I) — I,
so ergibt die Kettenregel

g(f(@) =z = J(f@)f(x)=1 = [fl(z)#0.
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Nach dem Zwischenwertsatz gilt entweder f’ > 0 auf ganz I oder f' < 0 auf ganz I.
Insbesondere ist f streng monoton.

Zum Beispiel ist die Abbildung f : (=1,1) — (—1,1), f(x) = 23, zwar bijektiv, genauer
streng monoton wachsend, und von der Klasse C, aber sie ist kein C'-Diffeomorphismus,
denn es gilt f/(0) = 0. Die Umkehrabbildung

3y firy >0
g (-1 5 (L1, gy =4 VY
—/—y firy<O0

ist im Punkt y = 0 nicht differenzierbar.

Beispiel 25.2 Sei U = {(r,0) € R? : 7 > 0,0 < § < 27} und V = R*\{(z,0) : # > 0}. Die
Polarkoordinatenabbildung

f:U—=V, f(r,0) = (rcosf,rsin),

ist ein Diffeomorphismus der Klasse C'™°. Priiden Sie nach, dass die Umkehrabbildung g :
V — U wie folgt gegeben ist:

(v/2? + y?, arccos %) fiir y > 0
VTl t+y .

(Va2 + y?, 2m — arccos ————
Va2 +y?

Die Funktion arccos ist unendlich oft differenzierbar auf dem Intervall (—1,1), also ist g
unendlich oft differenzierbar fiir y € V, y £ 0. Aber fiir < 0 gilt alternativ die Formel

g(z,y) = (\/;pQ + 2, g+ arccos +)

x2 + y?

x,y) =
9(@:9) ) fiir y < 0.

Somit ist in der Tat g € C°(V,U).
Beispiel 25.3 (Inversion) Die Inversion an der Standardsphire S*~! = {z € R" : |z| = 1}
ist der Diffeomorphismus

x

foRUN{0} = R0}, f(x) = B

Die Abbildung f = f~! ist von der Klasse C*°. Die beschrinkte Menge U = {z € R" : 0 <
|z| < 1} wird auf die unbeschréinkte Menge V' = {y € R" : |y| > 1} abgebildet.

Lemma 25.1 (Ableitung der Umkehrfunktion) Seien U C R", V C R™ offene Mengen
und f: U — V sei bijektiv mit Umkehrabbildung g : V- — U. Sind f in xo und g in yo = f(xo)
differenzierbar, so ist Df(xzg) € L(R™,R™) invertierbar, insbesondere m = n, und es gilt

Dyg(yo) = Df(x0)~".

BEWEIS: Aus g(f(a:)) = x und f(g(y)) = y folgt mit der Kettenregel
Dg(yo)D f(xo) = Idrn D f(z0)Dg(yo) = Idrm.
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Also ist Df(zg) injektiv und surjektiv, das heifit invertierbar, und die Dimensionsformel
impliziert m = n. O
Seien U C R™ und V' C R™ offene Mengen. Theoretisch hétten wir in unserer Definition
25.1 eines Diffeomorphismus f : U — V die Moglichkeit m # n zulassen kénnen. Lemma
25.1 zeigt, dass dies nichts gebracht hétte, denn es gilt automatisch n = m; man spricht
von der Invarianz der Dimension unter Diffeomorphismen. Eine Bijektion f : U — V heifit
Homeomorphismus, wenn f und f~! beide stetig sind. Nach einem Satz von Brouwer (1910)
gilt die Invarianz der Dimension, also m = n, schon fiir Homeomorphismen. Dies ist auf dem
Hintergrund eines Beispiels von Peano (1890) zu sehen, der surjektive, stetige Abbildungen
von einem Intervall auf die Flidche eines Quadrats konstruiert hat. Der Satz von Brouwer
wird mit dem Konzept des Abbildungsgrads bewiesen, das in der algebraischen Topologie
oder der nichtlinearen Funktionalanalysis eingefiihrt wird.

Bekanntlich heit det D f(z9) Jacobideterminante von f in zp. In der Situation von
Lemma 25.1 folgt aus dem Determinantenmultiplikationssatz

(25.1) det Dg(yp) det Df(xg) =1  fiir yo = f(x0).

Lemma 25.2 (Hohere Ableitungen der Umkehrfunktion) Seien U,V C R" offen und
f U — V bijektiv. Ist f € C"(U,V) fiir ein r € NU {oo} und ist die Umkehrabbildung
g:V = U differenzierbar, so ist auch g € C"(V,U).

BEWEIS: Nach Lemma 25.1 gilt Dg = (Df)~! o0 g. Die Cramersche Regel fiir die Berechnung
der inversen Matrix impliziert
agj (_1)i+j M;; (Df)

(252) dyi det(DJf)

Dabei bezeichnet M;;(Df) die Determinante der Matrix, die aus D f durch Streichen der i-
ten Zeile und j-ten Spalte entsteht. Wir zeigen die Behauptung durch Induktion iiber r € N.
Da g nach Voraussetzung differenzierbar und somit stetig ist, vgl. Satz 18.2 in Kapitel 6, ist
fir f € C! die rechte Seite in (25.2) stetig als Produkt, Quotient und Verkettung stetiger
Funktionen, und damit g € C'. Ist f € C” und induktiv schon g € C"~!, so ist die rechte
Seite von der Klasse C"~! als Produkt, Quotient und Verkettung von C"~!-Funktionen, siche
Folgerung 18.1 in Kapitel 6, und damit g € C", was zu zeigen war. O

og.

Nach diesen Voriiberlegungen wollen wir nun die Frage der Existenz einer Losung angehen.
Dazu die folgenden Definitionen.

Definition 25.2 Fine Folge x, k € N, in einem metrischen Raum (X, d) heifst Cauchyfolge,
wenn zu jedem € > 0 ein N € R gibt mit
d(zy,z;) <e  fir alle k,l > N.

Ein metrischer Raum heifit vollstindig, wenn jede Cauchyfolge xy, in X konvergiert, das heifit
es gibt ein x € X mit d(xz,x) — 0 mit k — oo.

Natiirlich ist R™ mit der Euklidischen Abstandsfunktion ein vollstdndiger metrischer Raum.
Aber jede abgeschlossene Teilmenge A C R™ ist mit dem euklidischen Abstand auch ein
vollsténdiger metrischer Raum, denn eine Cauchyfolge x;, € A ist auch Cauchyfolge in R"
und konvergiert damit gegen ein x € R", und es gilt £ € A wegen A abgeschlossen.
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Satz 25.1 (Fixpunktsatz von Banach) Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum,
und F : X — X eine Kontraktion, das heifit es gibt ein 0 € [0,1) mit

(25.3) d(F(x),F(y)) < 0d(x,y) fir alle z,y € X.

Dann gibt es genau ein x € X mit F(z) = z.

Beweis: Die Eindeutigkeit ist klar, denn aus F'(z) = z und F(y) = y folgt
d(z,y) = d(F(z), F(y)) < 0d(z,y) = d(z,y) =0, alsox=y.

Um den Fixpunkt zu konstruieren, betrachten wir die rekursiv definierte Folge zp41 = F'(zy,)
mit beliebigem Startwert xzy € X. Es folgt aus (25.3) fir n > 1

(25.4) d(Xpy1,2n) = d(F(xy), F(xn-1)) < 0d(zn, Tn_1).

Wir kénnen uns einen miider werdenden Frosch vorstellen, dessen Spriinge jedes Mal um ein
Faktor 6 € [0,1) kiirzer werden. Wie weit kann der Frosch insgesamt kommen? Es folgt per
Induktion aus (25.4)

(25.5) d(Tpt1,2n) < 0" d(z1,29) fiir n € Ny,

und hieraus weiter mit der Dreiecksungleichung

n—1 n—1
. 1
d(n, o) < Zd(l‘jﬂ,fﬂj) < ZW d(z1,20) < 7—5 d(21,20).
7=0 7=0
Indem wir z,, statt xy als Startwert auffassen, haben wir fiir m > n

n

1
(25-6) d(wrmxn) < 7d($n+17$n> < 1-0

T4 d(z1, o).

Also ist (2 )nen, eine Cauchyfolge, und konvergiert nach Voraussetzung gegen ein = € X.
Da F nach Voraussetzung Lipschitzstetig ist (mit Konstante 6), folgt

F(z) = nh_)rglo F(zy,) = nlgglo Tpyl =T,

und die Existenz des Fixpunkts ist gezeigt. O

Wir bemerken, dass wir a priori abschitzen kénnen, wie weit die Iteration im n-ten Schritt
noch vom gesuchten Fixpunkt entfernt ist, und zwar folgt mit m — oo aus (25.6)

n

d(x,z,) <

= md(xlawo)-

Satz 25.2 (iiber inverse Funktionen) Sei Q@ C R" offen und f € CYQ,R"). Ist
Df(xg) € L(R™,R™) invertierbar, so gibt es eine offene Umgebung U von xq, so dass gilt:
(a) V = f(U) ist offene Umgebung von yo = f(xo)

(b) f:U — V ist Diffeomorphismus der Klasse C'.
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Zusatz. Ist f € C™(Q,R") fiir ein r € NU {0}, so ist g = (f|y)~! € C"(V,R").
BEwEIs: Wir konnen xg = 0 und yg = 0 annehmen, andernfalls betrachten wir die Abbildung

FiQ={¢eR" 120+ £€Q} 5 R", f(&) = fzo+&) — flao).

Schritt 1 Formulierung als Fixpunktproblem
Mit A := Df(0) und Ry(x) := f(x) — Az konnen wir die Gleichung wie folgt umformen:

f@)=y & Az+Rs(z)=y & x=A"(y—Rsx)).
Fiir y € R" definieren wir also ¢, : @ — R™, ¢y(z) = A~!(y — Ry(z)), und erhalten
(25.7) f=y & @)=z
Schritt 2 Konstruktion der Lisung
Wir bestimmen € > 0 und 6 > 0, so dass fiir jedes y € B.(0) die Abbildung ¢, : B5(0) — B;(0)

eine Kontraktion ist. Setze A = [|A™!|| € (0, 00). Nach Voraussetzung ist DRy(z) = D f(z)—A
stetig mit DR¢(0) = 0, folglich gibt es ein dp > 0 mit

S 1
Bs,(0) cQ  und ||[DRy(z)| < A fir |z| < dp.

Aus dem Schrankensatz, siehe Satz 19.2 in Kapitel 7, folgt

(25.8) 21l o2l <00 = [Ryp(x1) = By(z2)] < 5y |21 — 22
Wir berechnen nun
|6y (21) = dy(a2)] = [A7H(y— Ry(x )) Ay — Ry(a2))]
= |ATH(By(z ) Ry(z2))|
< A[Rg(z1) = Ryp(22)].
Also folgt aus (25.8) die Kontraktionseigenschaft
1
(25.9) w1l fe2] <60 = |oy(z1) = dy(@2)| < 5 fa1 — 2.

Bisher ist y € R™ noch beliebig. Wir schéitzen weiter ab

(@) = |47 (v~ Ry(@))
< A7 (lyl + [Ry(2)])
= A(lyl+ [Bs(z) = Re(0)])  (da Rs(0) =0)
< Alyl+ %M fiir |z| < dp nach (25.8).

Also folgt fiir § € (0, dp], wenn wir € = 6/(2A) > 0 wiihlen,

1
(25.10) lz] <6, |yl <e = |oy(z)| < Ae+ 5(5 =4.
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Wegen (25.10) und (25.9) ist ¢, : Bs(0) — B;(0) eine wohldefinierte Kontraktion mit
Konstante § = 1/2. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz gibt es zu jedem y € B.(0) genau
ein © € Bs(0) mit ¢,(x) = =, das heifit f(xr) = y nach (25.7). Tatséchlich ist € Bs(0),
denn nach (25.10) gilt |z| = |¢y(z)| < 6. Die Mengen V = B.(0) und U = f~Y(V) N B5(0)
sind offene Umgebungen des Nullpunkts, siehe Satz 16.4 in Kapitel 6 fiir die Offenheit von
U, und wie gezeigt ist f : U — V bijektiv. Insbesondere ist Behauptung (a) bewiesen.

Schritt 3 Differenzierbarkeit der inversen Abbildung
Sei g : V — U die Umkehrabbildung von f : U — V. Dann gilt

(25.11) l9(W)| = oy (9(y))| < Aly| + % gl = lg(y)l < 2Alyl.

Insbesondere ist g stetig im Nullpunkt mit g(0) = 0. Wir zeigen nun Dg(0) = A~!. Fiir y # 0
ist g(y) # 0 und es gilt die Abschétzung

l9(w) =A™ y| _ 19y (9(w) = A7l _ [AT Ry (9| _ , [Rr(9®)] l9(w)]
| ly lyl - gl Iyl -

Mit y — 0 geht die rechte Seite aber gegen Null, denn |g(y)|/|y] < 2A nach (25.11) und
|Rs(x)|/|z| = 0 mit z = g(y) — 0. Damit ist ist Dg(0) = A~! gezeigt. Um die Differen-
zierbarkeit fiir alle y € V' zu bekommen, wihlen wir § > 0 so klein, dass det D f(x) # 0 fur
alle z € Bs(0). Ist dann y € V, so sind die Voraussetzungen des Satzes im Punkt = = ¢(y)
erfiillt, und es folgt aus dem Bewiesenen Dg(y) = Df(z)~!.

Lemma 25.2 liefert schlieflich g € CY(V,U). Ist f € C"(U,V) fiir ein » € N U {0},
so ist g € C"(V,U), ebenfalls nach Lemma 25.2. O

Als unmittelbare Konsequenz des Satzes halten wir fest:

Folgerung 25.1 SeiQ C R” offen und f € C1(Q,R"™). Ist D f(x) invertierbar fiir alle x € 2,
so ist f(2) C R™ offen.

BeEWwEIS: Nach Satz 25.2 hat jeder Punkt y € f(£2) eine offene Umgebung V' C f(Q). O

Beispiel 25.4 Wie wir in Beispiel 25.1 gesehen haben, bildet eine eindimensionale Funktion
f:(a,b) — R mit f’ # 0 das gesamte Definitionsintervall diffeomorph auf das Bildintervall
ab, das heiflt es gilt eine globale Version des Umkehrsatzes. Das folgende Beispiel zeigt, dass
eine entsprechende Aussage fiir Funktionen mehrerer Variabler im allgemeinen nicht wahr
ist. In reellen Koordinaten z = x + ¢y lautet die komplexe Exponentialfunktion

exp : R? = R?, exp(z,y) = (e® cosy, ¥ siny).
Es gilt exp(R?) = R?\{0}. Die Jacobideterminante von exp ist nirgends Null, genauer gilt

e’cosy —eTsiny

— _ 2z
Dexp(x,y) = < e"siny  e® cosy ) = det Dexp(z,y) = e“* #0.
Die Abbildung ist jedoch nicht injektiv, denn es ist exp(z, y + 2k7) = exp(z, y) fiir alle k € Z.
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Wir diskutieren jetzt ein Beispiel, das unter anderem beim Ubergang von der Lagrangefunk-
tion zur Hamiltonfunktion in der klassischen Mechanik auftritt. Fiir eine differenzierbare
Funktion L : U — R definiert man die zugehorige Gradientenabbildung durch

f:U—=YV, f(r)=DL(x) wobeiV = f(U)CR".

Ist f : U — V injektiv und g : V — U die Umkehrfunktion von f, so kénnen wir die
Legendretransformierte oder duale Funktion von L wie folgt erkléren:

H:V R, Hy <Zyzxz—L [
Fir L:R" - R, L(z) = /1 + \:(:|2 berechnet man zum Belsplel V={yeR": |yl <1} und
flx) = (y) = ———=  sowie

T 9=

Vs !3?\2 1- \1/12
n

= (Zyzxz -1+ |$|2>‘z:g(y) =Vv1- |y‘2
i=1

Satz 25.3 (Involutionseigenschaft der Legendretransformation) Sei fir L € C?(U)
die Gradientenabbildung f : U — V', f(z) = DL(x), diffeomorph, und sei H die Legendre-
transformierte von L. Dann folgt DH = g mit g = f~1 € CY(V,U), insbesondere H € C*(V),
und die Legendretransformierte von H ist wieder L:

(Z yiwi — )|y @ fir allex € U.

L
BEWEIS: Wir berechnen unter Verwendung von gx (9(y)) = fi(g9(y)) = v

" g, 9y
(ZW Log)_gﬁzyzg Zaxz oy =9

also gilt DH = g. Die Darstellung von L folgt mit y = f(z) in der Definition von H. O

Geometrisch gelangen wir zu der Legendretransformation, wenn wir fiir den Graph einer
Funktion L die Schar {E, : z € U} der affinen Tangentialebenen betrachten:

E,={(,2)eR"xR:z=L(z)+ DL(x)({ —x)} firxzeU.

Gy] 8yj

Wir wollen diese Schar durch die Steigungen y = DL(z) parametrisieren; natiirlich muss
dazu die Gradientenabbildung injektiv sein. Die Legendretransformierte H : V' — R von L
ist dann definiert, und es folgt

n
Bo={(6,2) eR" xR: 2=yt — H(y)} firy = DL(z).
i=1
Umgekehrt kann das Problem betrachtet werden, zu einer gegebenen Ebenenschar E
{(§,2) e R" xR : z =" y& — H(y)} einen Graphen L : U — R zu bestimmen, dessen
affine Tangentialebenen gerade die E, sind. Es muss dann H die Legendretransformierte der

gesuchten Funktion L sein, und unter den Annahmen von Satz 25.3 kann L wiederum durch
Legendretransformation von H bestimmt werden.
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Satz 25.4 (Youngsche Ungleichung) Sei U C R" konvexr und L € C*(U) mit D?L(z) >
0 fiir alle x € U. Dann ist die Legendretransformierte H € C*(V) definiert, wobei V =
DL(U), und es gilt

Z:Uiyi < L(x)+ H(y) firalexecU yeV.
=1

Gleichheit tritt ein genau fiir y = DL(x) beziehungsweise dquivalent x = DH (y).

BEwEIs: Die Gradientenabbildung f € CY(U,V), f(x) = DL(x), ist injektiv, denn wegen
Df(x) = D?L(x) > 0 folgt fiir x9, 1 € U mit zg # x1

1
(Flz1) — F(z0), o1 — w0) = /0 (DF((1 = )1 + two) (@1 — w0), &1 — o) dt > 0.

Da auflerdem D f(x) invertierbar ist fiir alle € U, ist f ein C'-Diffeomorphismus nach dem
Umbkehrsatz. Betrachte nun fiir festes y € V' die Funktion ¢ € C?(U) mit

o(@) = L(z) + H(y) - 3 yix.
=1

Dann gilt ¢(g(y)) = 0 nach Definition von H sowie Dy(g(y)) = DL(g(y)) —y = 0 nach Defi-
nition von ¢ = f~1, und D?p(x) = D?L(x) > 0 fiir alle z € U. Damit folgt die Behauptung
aus Satz 20.4 in Kapitel 7. O

Aus dem Satz folgt fiir die Legendretransformierte die Darstellung

Mit dieser Formel kann die Legendretransformierte auch dann definiert werden, wenn L nicht
differenzierbar, sondern lediglich konvex ist.
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26 Implizite Funktionen

Wir betrachten jetzt den Fall eines unterbestimmten Systems, wenn es also weniger Glei-
chungen gibt als Unbekannte. Wir kénnen die Funktion dann wie folgt schreiben, indem wir
die Variablen in zwei Gruppen einteilen:

f:Q—=RF  f=f(x,y), wobei (z,y) € QCR™xRF=R"

Gegeben sei eine Losung (xo, yo) der Gleichung f(z,y) = zo. Wir interessieren uns dafiir, wie
die Losungsmenge dieser Gleichung nahe bei (xg,yo) aussieht. Kénnen wir nach y auflosen,
d. h. die Losungsmenge als Graph einer Funktion y = g(x) darstellen?

Beispiel 26.1 Betrachte die Gleichung
flay) =22 +y* =1 fir (z,y) € R x R = R?

Sei eine Losung (zo,v0) € R? gegeben, also ein Punkt auf dem Einheitskreis. Ist yo > 0, so
ist die Losungsmenge nahe bei (9, yo) Graph der Funktion y = v/1 — 22. Analog haben wir
im Fall 9y < 0 die lokale Graphendarstellung y = —v/1 — 22. Dagegen ist die Losungsmenge
in keiner Umgebung von (1,0) (und ebenso in keiner Umgebung von (—1,0)) als Graph iiber
der z-Achse darstellbar, denn es gibt die zwei Losungen y = +£v/1 — 22.

Es kann auch vorkommen, dass (z, yo) der einzige Punkt mit f(x,yo) = 2o ist, z.B. 16st nur
der Nullpunkt die Gleichung 22 + 3? = 0 in R2.

Beispiel 26.2 Sei f : R™ x R — RF linear. Wir unterteilen die k x (m + k)-Matriz von f
in eine k X m-Matriz A und eine k x k-Matriz B, d. h.

f(z,y) = Az + By mit A e L(R™,R¥), B e LRF,RY).

Die Gleichung Axz+ By = zy hat zu festem x € R™ eine eindeutige Auflosung nach y dann und
nur dann, wenn B invertierbar ist. Ist das der Fall, so lautet die Auflésungy = B~ (29— Ax).

Allgemein schreiben wir die Jacobimatrix von f = f(z,y) in der Form
Df(l',y) = (DCL‘f7 Dyf) e (]kam7 Rka)

Wenn wir nach y = g¢g(z) auflésen wollen, so sollte nach Beispiel 26.2 die Ableitung
Dy f(xo,y0) € RF**F invertierbar sein. In den Anwendungen ist die Einteilung in die beiden
Variablengruppen nicht immer vorgegeben, das heifit es konnte nach verschiedenen Gruppen
von je k Variablen aufgelost werden. So kann der Einheitskreis in einer Umgebung von (1,0)
zwar nicht als Graph y = g(x) geschrieben werden, wohl aber als Graph = = ¢g(y), und aufler
in den vier Punkten +ej, +e9 kénnte sowohl nach x als auch nach y aufgelost werden.

Merkregel. Die Ableitung nach den Variablen, nach denen aufgelost werden soll, muss
invertierbar sein. Im Spezialfall £ = 1 bedeutet das %(Jﬂo, yo) # 0.

Satz 26.1 (iiber implizite Funktionen) Sei Q@ C R™ x R¥ offen und f € C*(Q, R¥). Ist
f(zo0,10) = 20 und Dyf(wo,y0) € L(R¥,R¥) invertierbar, so gibt es offene Umgebungen U
von zg bzw. V won yo sowie eine Funktion g € CY(U,V) mit

(26.12) {(z,y) eU XV : f(x,y) = 20} = {(:L’,g(:r)) cx e U},



insbesondere ist g(xo) = yo. Die Funktion g hat die Ableitung

(26.13) Dg(zo) = —(Dyf(xo,yo))_1 D f(z0,%0)-
Zusatz. Fiir jedes r € NU {oo} gilt die Implikation
feC (RN = g¢geC"(UR".

BEwEIS: Wir verwenden einen Trick, um den Satz iiber inverse Funktionen anwenden zu
konnen, und zwar betrachten wir F : Q — R™ x RF, F(x,y) = (:n, f(:n,y)) Es gilt

E., 0 Rmxm Rmxk
DF = < Dgcf Dyf ) € < kam kak )
Es folgt det DF(zo,y0) = det Dy f(z0,v0) # 0 nach Voraussetzung. Nach dem Umkehrsatz
existieren offene Umgebungen Uy x V von (xq, yo) sowie W von (g, 29), so dass F : Uy xV —
W diffeomorph ist. Wir bezeichnen die zugehorige Umkehrabbildung mit G € C1(W, U x V).
Ist (x,2) € W, also (z,2) = (x, f(z,y)) mit (z,y) € Uy x V nach Konstruktion, so folgt
G(z,z) = G(z, f(z,y) = G(F(z,y)) = (z,y).

Also ist G von der Form G(z,z) = (z,go(z, 2)) mit go € CY(W,R¥). Sei nun U = {x € Uy :
(z,20) € W}. Da W offen in R™ x R¥ ist U offen in R™ und fiir (x,y) € U x V gilt

f(SU,y):Zo ~ F(Cﬂ,y) = (vaO)
& (zy) = Gx,20) (da(z,20) €W)
& y = go(z,20)

Also gilt die Aussage des Satzes mit g(x) = g(z, 20). Die Formel fiir die Ableitung folgt aus
der Kettenregel:

f(z,9(x)) =20 = Dyf(z0,0) + Dyf(z0,y0) Dg(z0) = 0.
O

Beispiel 26.3 Wir wollen als triviales Beispiel untersuchen, wie die Nullstelle eines quadra-
tischen Polynoms von seinen Koeffizienten abhéngt. Sei

fiREXR =R, f(p,g,\) =N +2p A +qg=(\+p)?—(p*—q).

Die Menge N = {(p,q,\) € RZx R : f(p,q,\) = 0} ist die Vereinigung der beiden disjunkten
Graphen G* = {(p,q, *(p,q)) : p* > q}, wobei A*(p,q) = —p + \/p? — ¢, mit der Menge
G NG ={(p.q, N\ :p*=q A= —p}. Im Fall

0
%(po,qo,ko)ZQ(/\oero)#O & pi—g >0

liegt (po, qo, Ao) in einem der beiden Graphen G* oder G~, und N ist in einer Umgebung
U x V als Graph von AT oder A\~ darstellbar. Ist dagegen
of

5(130,QO7/\0)=2()\0+]30)=0 & pr—q =0,

so macht der implizite Funktionensatz keine Aussage. Tatséchlich ldsst sich die Menge N in
keiner Umgebung von (po, go, Ag) als Graph A = A(p, ¢) darstellen: fiir p> < ¢ hat die Gleichung
iiberhaupt keine Losung, fiir p> = ¢ genau eine und fiir p? > ¢ die zwei verschiedenen Losungen

M (p, q).
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Beispiel 26.4 Betrachte jetzt f : R x R — R, f(b,\) = A" + b, 1 A"~ + ... 4 bp. Sei g
eine einfache Nullstelle von f(a, A) fiir a € R™ fest, das heifit es gilt

fla,\) = (A= Xo)g(A) fiir ein Polynom ¢(\) mit g(Ag) # 0.
Es folgt %(a, Xo) = q(Ao) # 0. Nach dem Satz tiber implizite Funktionen existiert eine

Umgebung U x V' von (a, Ag), so dass zu jedem b € U genau eine Nullstelle A\(b) € V von
f(b, -) existiert. Diese héingt unendlich oft differenzierbar von b ab, und es gilt fiir 0 < ¢ < n—1

-19f )\6
—(a,\ —(a,\g) = — '
o 0) b, (2 nAT (= Dana ATt

=4

Wir kommen nun zu einer geometrischen Anwendung des Satzes tiber implizite Funktionen.
Ist f € C'(R?) und z € R, so kann im allgemeinen die Niveaumenge

M = {(z,y) € R*: f(z,y) = 20}

Punkte enthalten, in denen M nicht lokal wie eine Linie aussieht, z.B. Kreuzungspunkte
von Linien oder isolierte Punkte. Ist aber Df(x,y) # 0 fiir alle (z,y) € M, so ist M nach
dem impliziten Funktionensatz in der Nihe jedes Punkts als C'-Graph iiber der a-Achse
oder der y-Achse darstellbar und damit wirklich eine Hohenlinie im strengen Sinn des Worts.
Teilmengen des R”, die lokal aussehen wie ein Unterraum, heilen Untermannigfaltigkeiten;
vergleiche hierzu auch die Diskussion des Tangentialraums von differenzierbaren Graphen
mittels Blowup, siehe Kapitel 6 Abschnitt 3.

Definition 26.1 Sei 1 < m < n. Eine Menge M C R™ heisst m-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit des R™ der Klasse C", wobei r € NU{oc}, falls gilt: zu jedem p € M gibt es eine
offene Umgebung 2 C R™ und einen C"-Diffeomorphismus ¢ : @ — ¢(Q) mit

P(M N Q) = (R™ x {0}) N p(Q).

Wir nennen den Diffeomorphismus ¢ eine (lokale) Plittung von M. Im Einzelfall kann der
Nachweis, dass eine gegebene Menge M C R” eine Untermannigfaltigkeit ist, anhand der
Definition miihevoll sein. Fiir Mengen, die als Niveaumengen einer Funktion gegeben sind,
liefert jedoch der Satz iiber implizite Funktionen folgendes Kriterium.

Satz 26.2 (Untermannigfaltigkeitskriterien) Sei M C R™ und m + k = n. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(1) M ist eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit der Klasse C.

(2) Niveaumengenkriterium: Zu p € M gibt es eine offene Umgebung @ C R™ und eine
Funktion f € CT(,RF), so dass M NQ = f~1(0) und rang Df = k auf Q.

(3) Graphenkriterium: Zu p € M gibt es eine offene Umgebung U x V' C R™ x R* und
g € C"(U,V), so dass nach geeigneter Permutation der Koordinaten gilt:

MNOUxV)={(z,g9(x)):x € U}.
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BeEwEIs: Wir zeigen (1) = (2) = (3) = (1). Es gelte (1), das heifit zu jedem p € M gibt
es eine lokale Plittung ¢ : Q — () der Klasse C” mit p € Q. Sei 7+ : R™ x RF — R* die
Projektion auf den zweiten Faktor. Dann folgt mit f = 7+ o ¢ fiir ¢ € Q

fl@)=0 & ¢ eR"x{0} & qgeo '(R™x{0})=MnQ.

AuBerdem gilt rang D f = rang (7~ 0 D¢) = k und f € C"(Q,R¥).

Ist (2) erfiillt, so ist nach evtl. Permutation der Koordinaten D, f(p) invertierbar, wo-
bei (z,y) € R" = R™ x R¥, und (3) folgt aus dem Satz iiber implizite Funktionen.

Fir (3) = (1) konnen wir annchmen, dass die Graphendarstellung ohne Permuation
der Koordinaten gilt. Wir setzen 2 = U x V und

¢ Q— (b(Q)v (b(xay) = (x,y - g(l’))
Dann ist ¢ € C"(Q,R™) injektiv und es gilt

Do(x,y) = ( _5;(@ lgk > = det Dg(z,y) =1 fiir alle (z,y) € Q.

Also ist ¢ : Q@ — ¢(2) ein Diffeomorphismus der Klasse C" nach dem Umkehrsatz. Da
(z,y) € M NQ genau wenn y = g(z), also ¢(z,y) € R¥ x {0}, ist die in (1) verlangte lokale
Plattung gefunden. O

Beispiel 26.5 Die Sphiire S™ = {x € R™*! . |z| = 1} ist eine m-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit im R™*! der Klasse C*. Denn es gilt

§™ = f7H0) fiir f:R™IN{0} 2R, f(z)=[z> -1,
und Df(x) # 0 fiir alle z € R™*1\{0}. Die Behauptung folgt also aus Satz 26.2.

Definition 26.2 Fin Vektor v € R™ heisst Tangentialvektor von M C R™ m Punkt p € M,
falls es eine Abbildung v : (—e,e) — M gibt mit v(0) = p, v/ (0) = v. Die Menge der
Tangentialvektoren von M im Punkt p wird mit T,M bezeichnet.

Folgerung 26.1 Sei M C R" eine m-dimensionale C'-Untermannigfaltigkeit, und n = m +
k. Istp € MNQ = f~Y0) fir eine Funktion f € C*(Q,R*) mit rang Df = k auf Q, so gilt

T,M =ker Df(p).
Insbesondere ist T, M ein m-dimensionaler Unterraum des R™.

BEWEIS: Fiir v : (—&,) = M mit y(0) = p und 7/(0) = w gilt

0= %f(’}’(t))h:o = Df(7(0))Y'(0) =Df(p)w = Tp,M Cker Df(p).

Nach Satz 26.2 gibt es andererseits, nach eventueller Permutation der Koordinaten, offene
Mengen U C R™, V C R* mit p € U x V, sowie g € C1(U, V) mit

MNUxV)={(z,9(x)) :x € U}.
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Die Graphenabbildung G € CY(U,R"), G(z) = (x, g(z)), bildet nach M ab. Schreiben wir
p = (20, g(z0)) fiir geeignetes xo € U, so folgt fiir alle v € R™

d
DG(zg)v = £G(a}0 +tv)|=o € T,M = Bild DG(xo) C T,M.
Zusammenfassend ist Bild DG(z9) C T,M C ker Df(p). Aber DG(x¢) ist injektiv, denn
DG(zo)v = (v, Dg(zo)v), und wegen rang D f(p) = k folgt mit der Dimensionsformel

dim Bild DG(x0) = m = n —rang D f(p) = dimker D f(p).

Also gilt Bild DG(zo) = ker Df(p) = T,M. O

Die Folgerung zeigt, dass der Tangentialraum einer m-dimensionalen Untermannigfaltigkeit
tatsichlich ein m-dimensionaler Vektorraum ist. Dies zeigt, dass die Dimension einer C-
Untermannigfaltigkeit wohldefiniert ist, das heifit es kann nicht Plattungen mit verschiedenen
Dimensionen von M geben. Auf die Idee wére vermutlich auch kaum jemand gekommen. Wir
kommen nun zur sogenannten Lagrange-Multiplikatorenregel.

Folgerung 26.2 (Extrema mit Nebenbedingungen) Sei Q C R" offen, f € C'(Q,RF)
und ¢ € C1(Q). Gilt dann fiir ein p € f~1(0)

(1) ©(q) = ¢(p) fiir alle q € Q mit f(q) =0,
(2) rang Df(p) =k,
so gibt es Ai,..., \i, € R mit grad p(p) = Zle i grad f;(p).

BewEis: Nach eventueller Verkleinerung von  ist rang Df = k auf Q und M := f~1(0)
ist eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit, wobei m = n — k. Ist v : (—&,¢) — M mit
v(0) = p und 7/(0) = v, so hat hat ¢ oy in ¢t = 0 ein lokales Minimum und folglich

d

0=2
a?

(7(®) le=o = (grad ¢ (p), v),

das heiflt gradp(p) € (T,M)*. Da f;j|p = 0, gilt analog grad fj(p) € (T,M)* fir 1 <
j < k. Aber dim (T,M)+ = k nach Folgerung 26.1, und die Vektoren grad f;(p) sind die
Zeilenvektoren der Matrix D f(p) mit Rang k. Wegen der Gleichheit von Zeilenrang und
Spaltenrang ist {grad fj(p) : 1 < j < k} eine Basis von (7, M)+, und die Behauptung folgt.
O

Beispiel 26.6 Fiir eine symmetrische Matrix B € R™*™ betrachten wir hier nochmals das
Problem, die quadratische Form ¢(x) = (Bx,z) zu minimieren unter der Nebenbedingung
f(z) =|z[> =1 =0. Da S"! = f~1(0) kompakt und ¢ stetig, wird das Infimum in einem
Punkt zo € S"~! angenommen. Nach Folgerung 26.2 gibt es dann ein A € R mit grad ¢(z) =
Agrad f(xg), also Bxg = Azg. Somit hat jede symmetrische Matrix B mindestens einen
Eigenvektor, vergleiche Kapitel 7, Satz 20.3.

Wir haben die Sétze iiber inverse und implizite Funktionen im Endlichdimensionalen for-
muliert, damit das Wesentliche nicht durch zuviel Abstraktion verdeckt wird. An der Ver-
allgemeinerung auf Abbildungen zwischen Banachrdumen besteht aber grofles Interesse: in
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den Anwendungen ist die Gleichung f(z) = y zum Beispiel eine Differential- oder Integral-
gleichung, die durch eine gesuchte Funktion x in einem geeigneten Funktionenraum X gelost
werden soll. Eine Inspektion des Beweises des Umkehrsatzes ergibt, dass die Konstruktion der
inversen Abbildung einschlieBlich ihrer Differenzierbarkeit ohne wesentliche Anderungen auch
dann richtig ist, wenn f eine offene Teilmenge des Banachraums X in den Banachraum Y ab-
bildet. Dabei muss die euklidische Norm von A durch die Operatornorm [ A|| = sup), = || Az||
ersetzt werden, und der Raum L(R"™,R™) muss ersetzt werden durch

L(X,Y)={A: X = Y| A linear , ||A| < oco}.

Es ist leicht zu sehen, dass die Bedingung [|A|| < oo dquivalent dazu ist, dass die lineare
Abbildung A stetig ist. Dies ist eine conditio sine qua non, darum nehmen wir sie in die
Definition von L(X,Y) auf. Insbesondere wird in der Definition der Differenzierbarkeit
verlangt, dass D f(zo) € L(X,Y).

Expliziten Gebrauch von den Koordinaten des R™ haben wir nur gemacht, um die

hohere Differenzierbarkeit der Inversen g zu etablieren. Im Unendlichdimenensionalen wird
dazu alternativ die sogenannte Neumannsche Reihe benutzt.
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27 Existenz und Eindeutigkeit fiir das Anfangswertproblem

Aus Zeitgriinden miissen wir uns hier auf einen zentralen Aspekt aus der Theorie der
gewohnlichen Differentialgleichungen beschrinken, ndmlich die Existenz und Eindeutigkeit
von Losungen von Anfangswertaufgaben. Als Einstieg betrachten wir das Problem, die
zeitliche Entwicklung einer Population (Bakterien, Bevolkerung, Kontostand, Atome, ...)
vorherzusagen oder riickwirtig zu bestimmen. Wir interessieren uns also fiir die Groe z(t)
der Population innerhalb eines gewissen Zeitintervalls I. Dabei ist zur Zeit tg € I ein Wert
x(tg) = xo gegeben. Wir sprechen von einem Anfangswertproblem, auch wenn ¢ nicht der
linke Endpunkt von I ist. Je nach Kontext sind viele verschiedene Wachstumsgesetze denkbar:

Beim natiirlichen Wachstum (Kontostand, radioaktiver Zerfall) ist die Wachstums-
oder Zerfallsgeschwindigkeit proportional zur vorhandenen Menge, mit fester Zuwachs- bzw.
Zerfallsrate o € R:

7 = ax.
Losung des zugehorigen Anfangswertproblems ist x(t) = zoe®t=%)  Dabei ergibt sich die
Eindeutigkeit wie folgt: ist x : I — R beliebige Losung der Differentialgleichung, so gilt

S(eta0) = e () - asv) =0,

also z(t) = ce™ fiir ein ¢ € R. Aus der Anfangsbedingung folgt weiter zg = ce®® wie
behauptet. Das sogenannte logistische Wachstum ist das Vermehrungsgesetz

¥ = (a—fr)r =azr— Bz mita,>0.

Als Motivation fiir den Zusatzterm —pSz kann das Beispiel einer Schafherde dienen, fiir die
nur eine feste Weidefliche zur Verfiigung steht. Ab einem gewissen Schwellenwert sollte die
Zahl der Tiere dann wieder abnehmen. Im Fall 2o = x(tg) > 0 ist eine Losung fiir ¢ > ¢
durch folgende Formel gegeben, wobei die Eindeutigkeit schon weniger offensichtlich ist:

1
z(t) = §+ (x% - §> e—a(t—to)'

Fiir ¢ — oo konvergiert die Losung gegen a/f3. Das sogenannte Riauber-Beute Modell von
Volterra und Lotka betrachtet zwei Populationen x(¢) = und y(t), zum Beispiel Génse und
Fiichse. Bei zuviel Fiichsen wird die Vermehrungsrate der Génse negativ, bei zuwenig Gansen
ist die Vermehrungsrate der Fiichse negativ («, 8,7, ¢ sind positive Konstanten):

o' = (a—By)
"= (- oy

Es ergeben sich also zwei gekoppelte Gleichungen, deren Lésung nicht ohne weiteres ermittelt
werden kann. Soll das Modell auflerdem die jahreszeitliche Anderung der Futtersituation
beriicksichtigen, so miissen die Koeffizienten durch zeitabhéngige Funktionen ersetzt werden.
Allgemein interessieren wir uns fiir folgende Situation.



Definition 27.1 Sei G offen in R x R™ und f € C°(G,R"), f = f(t,z). Eine Funktion
x € CHI,R"), I C R Intervall, heifit Losung der Differentialgleichung x' = f(-,z), falls

(27.14) 2/ (t) = f(t,z(t)) fir allet € I (insbesondere (t,z(t)) € G).
Gilt auflerdem

(27.15) x(to) = xo fiir gegebenes (to,zo) € G,

so heifst x Ldisung des zugehorigen Anfangswertproblems.

Die Differentialgleichung heifit autonom, wenn das Vektorfeld f nicht von der Zeit abhéngt.
Wir kénnen uns z(¢) dann als Bahn eines Teilchens vorstellen, dass zur Zeit ¢ in xg startet
und durch Vorgabe der Momentangeschwindigkeit z’(t) = f(x(t)) zur Zeit t gesteuert wird.
Im nichtautonomen Fall ist die Steuerung zusétzlich zeitabhéngig. Es stellen sich folgende
Fragen:

1. Ist eine Losung des Anfangswertproblems eindeutig bestimmt?
2. Existiert eine Losung des Anfangswertproblems?
3. Wie hingt die Losung vom Anfangswert xg und dem Vektorfeld f ab?

In der Vorlesung werden aus Zeitgrinden nur die ersten beiden Fragen befriedigend beant-
wortet, wobei wir mit der Eindeutigkeit beginnen.

Beispiel 27.1 Sei G =R x R und f(¢,z) = 24/|z|. Dann hat das Anfangswertproblem
o' =f(,2)  2(0)=0
unendlich viele verschiedene Lésungen in Cl(R), und zwar fir —-co < a <0< <

—(t—a)? firt<a
Tap(t) =< 0 fira<t<p
(t — B)? fiir t > 3.

Fiir die Eindeutigkeit ist die Stetigkeit des Vektorfeldes f demnach nicht ausreichend.

Satz 27.1 (Eindeutigkeit der Losung) Sei G C R x R" offen. Ist f € C°(G) mit D, f €
CY%(@), so hat das Anfangswertproblem

= f(, ), x(to) = xo
héchstens eine Losung v € CH(I,R™).

Fiir den Beweis brauchen wir die nachstehende Folgerung aus dem Schrankensatz, vgl. Satz
19.2 und Folgerung 19.1 in Kapitel 7.

Lemma 27.1 Sei f € C%(G,R"), f = f(t,x), mit D.f € C°(G,R™™). Dann ist f lokal
Lipschitzstetig bzgl. x: zu (to, xo) € G gibt es eine Umgebung Uc(to, zo) := {(t,x) : |t — to] <
e, |z —xzo| < e} C G und eine Konstante L € [0,00) mit

|f(t,z1) — f(t,x2)| < L|xy —x2|  fir alle (t,x1), (t,22) € Us(to, xo)-
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BEWEIS VON SATZ 27.1 Seien z1, 22 € C'(I,R") zwei Losungen des Anfangswertproblems.
Wir zeigen erst z1 = zg auf (top — d,to + ) fiir ein geeignetes § > 0. Seien dazu € > 0, L < 0o
wie in Lemma 27.1. Wéhle 6 > 0 mit (¢,21(t)), (¢,22(t)) € Us(to, o) fiir [t — to| < 8. Fiir
u(t) = |x1(t) — z2(t)|? berechnen wir

' 2[(z1 — 2,71 — 23)]

2|<{E1 71’27]0("1:1) - f( ,$2)>|

2|z — x| |f(-,21) — f(-,22)| (Cauchy-Schwarz)
2 Lu.

|u

IN A

Daraus folgen fiir t € (tg — d,tp + ¢) die Ungleichungen
d . _or d oLt
a(e u(t)) <0 und — (e u(t)) > 0.

dt -
Durch Integration ergibt sich u(t) < u(to)e? =%l und wegen wu(ty) = |z1(to) — z2(tg)[* = 0
nach Voraussetzung ist u(t) = 0 bzw. x1(t) = z2(t) fiir alle t € (to — 0,tg + 9).

Jetzt zeigen wir x1 = o auf ganz I. Die Menge M = {t € I : z1(t) = z2(t)} ist
nichtleer, da tg € M nach Voraussetzung, und ist abgeschlossen in I, da x1,xo stetig sind.
Nach Schritt 1 gibt es zu t € M aber ein § > 0 mit (t — d,t +0) C M, d. h. M ist offen.
Daraus folgt M = I. O

Wir kommen nun zur Frage der Existenz. Das folgende Beispiel zeigt, dass wir im allgemeinen
nur eine zeitlich lokale Losung erwarten kénnen.

Beispiel 27.2 Betrachte f € C*°(R x R), f(t,z) = 22. Das zugehorige Anfangswertproblem
o =2 x(0)=1

hat die Losung = : (—00,1) — R, 2(t) = 1/(1—t). Die Losung ist nach rechts nicht fortsetzbar,
denn es gilt lim; ~ x(t) = oo.

In Satz 1.3, Kapitel 5, wurde gezeigt, dass die Grenzfunktion einer Folge stetiger Funktionen
bei gleichméfBiger Konvergenz stetig ist. Die folgende Konsequenz ist fiir uns jetzt wichtig.

Satz 27.2 (Vollstéindigkeit von C°(I,R")) Sei I C R ein Intervall. Dann ist C°(I,R™),
versehen mit der Supremumsnorm, ein Banachraum.

BEWEIS: Sei x, € C°(I,R") eine Cauchyfolge beziiglich der Supremumsnorm, das heifit
|xx — x1||r < e fur k,I > N. Dann folgt

lep(t) —x(t)| <e firallet e, k, 1> N.
Da R™ vollsténdig ist, existiert x(t) = limg_ 0 zk(t). Mit | — oo folgt
lep(t) —x(t)| <e firallete I, k> N,

bzw. ||xx — x|; < e fiir & > N. Somit konvergiert z; beziiglich der Supremumsnorm, d.h.
gleichmiBig, gegen z, und es gilt 2 € C°(I) nach Lemma 1.3 in Kapitel 5, Analysis 1. O

Eine entscheidende Beobachtung zur Konstruktion der lokalen Losung ist, dass das Anfangs-
wertproblem als Integralgleichung geschrieben werden kann.
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Lemma 27.2 Sei f € C%(G,R") und (to, 7o) € G. Fiirz : I — R" mit {(t,z(t)):t €[} C G
sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) x € C(I,R"™) ist Losung des Anfangswertproblems
2(t) = f(t,x(t)) fir allet €I, a(ty) = wo.

(b) = € CO(I,R™) erfiillt die Gleichung
t
x(t) = xo +/ f(s,z(s))ds fir allet € I.
to

BEWEISs: (b) folgt aus (a) durch Integration von ¢y bis ¢, mit dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung. Umgekehrt folgt aus (b) die Stetigkeit der Funktion ¢ — f(¢,z(t)),
und hieraus wieder mit dem Hauptsatz z’'(t) = f(¢,x(¢)) durch Differentiation. O

Satz 27.3 (Kurzzeitexistenzsatz von Picard-Lindelsf) Sei f € C°(G,R"™), mit D,f €
CY(G,R™ ™), und (tg,z0) € G. Dann gibt es ein § > 0, so dass das Anfangswertproblem

o' = f(-,2) auf I = [to — &,t0 + 9], x(to) = o,
eine Lisung x € CY(I,R™) besitzt.

BEWEIS: Als erstes formulieren wir das Problem um in eine Fixpunktgleichung. Zu (tg, zg) €
G seien € > 0 und L < oo wie in Lemma 27.1 gewéhlt, und 6 € (0,¢] zunéchst beliebig.
Betrachte im Banachraum X = C°(I,R™) mit Norm || - ||; die abgeschlossene Teilmenge

A={zre X :|z(t) —xo| <efurallet € I},
sowie die Abbildung
t
F:A—- X, [F(x)]t) =+ / f(s,z(s)) ds.

to
Nach Lemma 27.2 ist ein Fixpunkt von F', also F'(x) = z, eine Losung des Anfangswertpro-
blems. Wir zeigen nun fiir § > 0 hinreichend klein folgende Aussagen:

(1) F(A)c A (Selbstabbildung)

(2) |F(z) = F(y)llr < 3 llz — yl|ls fiir alle z,y € A (Kontraktion).

Aus dem Banachschen Fixpunktsatz, Satz 25.1 in Kapitel 8, folgt dann die Existenz eines
Fixpunkts = € A, also der gewiinschten Losung der Anfangswertproblems. Da f : G — R"
stetig, ist M = sup{|f(t,z)| : |t —to| < e&,|z —x0| < e} < 00, und fiir z € A folgt

t
F@I0) — w0 = | [ F(sval) ds| < M~ to] < 215
to
Also gilt (1) fiir 6 < e/M. Weiter erhalten wir fiir x,y € A aus der Lipschitzbedingung

F@IO = IO = | [ (o) = Fs.9() s

< |t —to sup | F(s,2(s)) = f(s,4(5))]
< Lé sup |z(s) — y(s)].

Fiir § = min (¢/M, 1/(2L)) folgt also auch Bedingung (2), und der Satz ist bewiesen. O
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Beispiel 27.3 Im Satz von Banach wird der Fixpunkt bekanntlich durch Iteration der Ab-
bildung F' mit einem geeigneten Startwert bestimmt. Wir wollen das fiir folgendes triviale
Beispiel explizit durchrechnen:

¥ =az, z(0)=1.

Hier ist G = R x R, f(t,z) = ax und ¢y = 0. Die Iterationsvorschrift lautet

[F(x)](t) =1 —I—/O ax(s)ds.

Wihlen wir als Startfunktion zo(t) = 1, so sind die ersten Iterationsschritte

¢
x1(t) = 1—|—/ads:1+at,
0
t a’t?
x2(t) = 1—|-/Oa(1—|—ozs)ds:1+at—|—2,
¢ 2.2 2,2 343
a“s a“t a’t
r3(t) = 1+/Oa(1+as+2)ds:1+at+2+6,

Durch Induktion sieht man ohne Miihe
k .
3 (at)?
Tk (t) = ]' .
j=0

Insbesondere konvergiert das Verfahren fiir k¥ — oo gegen die Losung z(t) = €', und zwar
lokal gleichméfBig auf ganz R.

Fir D C R” offen betrachten wir nun Vektorfelder f : G = (a,8) x D — R™ mit f, D, f
stetig, wobei —oco < o < 0 < 8 < oo. Zu gegebenen Anfangsdaten z(0) = zg € D liefert der
Satz von Picard-Lindelsf eine C'-Losung z : (—4,0) — D, und wir fragen uns: unter welchen
Vorausetzungen kann das Anfangswertproblem auf dem ganzen Intervall («, ) gelost werden?
Oder anders:

Was muss passieren, damit die Losung vorzeitig ihren Geist aufgibt?

Sei t* das Supremum aller ¢ > 0, so dass das Anfangswertproblem auf [0,¢) 16sbar ist. Dann
ist t© > 0, und das Anfangswertproblem ist auch auf [0,¢7) noch 1sbar: wihle dazu eine
Folge t;, /* tT mit zugehorigen Losungen z € C1([0,t), D), und definiere

X : [O,tJr) — D, ‘T|[O:tk) = Tg.

Fir t, < ¢ gilt xp = x; auf [0,%;) wegen der eindeutigen Losbarkeit, Satz 27.1. Damit
ist x wohldefinierte Losung des Anfangswertproblems. Nach Definition des Supremums ist
das Anfangswertproblem auf keinem Intervall [0,¢) mit ¢ > ¢* l6sbar; wir nennen t* €
(0, oo] die maximale Lebensdauer der Losung (Englisch: lifespan). Analog bestimmen wir das
maximale Alter ¢~ < 0, und erhalten insgesamt ein maximales Intervall (t~,¢1), auf dem das
Anfangswertproblem eine Loésung hat.

Lemma 27.3 (Divergenz der Lésung) Sei f : (a,8) x D — R™ mit f, D, f stetig, wobei
D C R"™ offen und —0o < a < 0 < B < o0o. Gilt fiir die mazimale Losung x € C*((t~,tT), D)
des Anfangswertproblems t* < 3, so verlisst x(t) fiirt /S t+ jedes Kompaktum, das heifit fiir
jede kompakte Menge K C D gilt x(t) ¢ K fiir t hinreichend nahe bei t*. Entsprechendes gilt
mm Fall t— > a.
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Bemerkung. Im Fall D = R" bedeutet das

tt < B = lim |z(t)| =00, bzw. t~ >a = lim |z(t)| = oc.
t St ENE™
BEWEIS: Sei tT < 3 und K C D kompakt. Angenommen es gibt ein 7 < t* mit z(¢) € K fiir
alle t € (7,t1). Da f stetig, ist M = sup{|f(¢t,z)| : t € [0,¢7], z € K} < oo und es folgt

to

lz(ta) — x(t1)| = / |f(t,z(t)|dt < M [ta —t1] fiir alle t15 € [0,¢7).
t1

Somit existiert z* = lim, »+ 2(t) € K. Nach Satz 27.3 gibt es nun auf einem Intervall

I=(t" —7,t" + 7) eine Losung y des Anfangswertproblems

y,:f(ay) auf Iv y(t+) :$+«

Nach dem Eindeutigkeitssatz stimmen z und y links von ¢T iiberein, also ergibt Zusam-
mensetzen eine Losung Z der Differentialgleichung auf [0,¢T + 7) mit Z(0) = =z, im Wi-
derspruch zur Maximalitit von ¢T. Der Satz ist damit nicht ganz gezeigt, denn die obige
indirekte Annahme schlieft nicht ein oszillierendes Verhalten aus, bei dem die Losung fiir
t A tT immer wieder nach K zuriickkommt. Aber angenommen es gibt eine Folge ¢, ~ tT
mit z(t;) € K. Aus Kompaktheitsgriinden gilt K = {z € R" : dist(z, K) < o} C D fiir
0 > 0 klein, sowie M = sup{|f(t,z)| : t € [0,t1], 2 € K} < oo. Wie oben gezeigt ist
tr = sup{t >t : x(t) € K} < t*, und es folgt

o < la(@) —o(t] = | [ Ft2(0) df < J1(E 1),

Fiir ¢;, hinreichend nahe bei ¢* ist dies ein Widerspruch, und der Beweis ist komplett. O

Wir wollen nun im Fall f : (a, 8) x R™ — R™ Wachstumsabschéitzungen fiir die Losung her-
leiten, um unter geeigneten Annahmen die Divergenz auszuschlieffen. Das folgende Argument
verallgemeinert die Abschitzung aus dem Eindeutigkeitssatz.

Lemma 27.4 (Gronwall) Seiu € C%([to,t1]), und es gelte
t
u(t) < B(t) —|—/ a(s)u(s)ds  fiir alle t € [to, t1],
to

wobei a € CO([t,t1]), a > 0, und B € C([to,t1]). Dann folgt mit A(t) = ftz a(s)ds

t
u(t) < eA® (B(tg) +/ e 4GB (s) ds) fir alle t € [to, t1].
to
BEwEIs: Wir setzen g(t) = [/

to
< C(eB) +e B,

Integration von tg bis ¢ liefert wegen g(tg) = 0 und A(tp) =0

a(s)u(s)ds, also u(t) < B(t) + g(t), und berechnen

(e*Ag) —eda(u—g)<etaB=—

t
e Wg(t) < B(to) — e W B(t) + / e 4B/ (s) ds.
to

Multiplikation mit eA®) und Einsetzen in u(t) < B(t) + g(t) ergibt die Ungleichung. O
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Satz 27.4 (Langzeitexistenz bei linearem Wachstum) Sei f : (a, §) x R — R"™ mit
f,D.f stetig und —o0o < a <0 < 3 < o0o. Es gebe a,b € C°((a, B)) mit a >0, so dass gilt:

|f(t, )] <a(t)|z|+0b(t) firallet e (a,f), € R™.

Dann zst das Anfangswertproblem ' = f(,xz), (0) = zg € R™, auf ganz (a, ) lésbar, und
mit A(t fo s)ds gilt die Abschdtzung

t
(27.16) |z(t)] < ) (!:J:o| +/ e~ AB)p(s) ds) fiir alle t € (a, B).
0

BEWEIS: Fiir ¢t € [0,¢T) gilt die Abschétzung

£(t)] < || + /0 (s, 2(8)) | ds < |zo] + /0 (a(s)|(5)] + b(s)) ds,

das heifit es ist |xz(t)| < B(t) + fo s)ds mit B(t) = |zo| + fo ) ds. Aus dem Lemma von
Gronwall folgt die gewunschte Abschatzung auf [0,¢T). Wire ¢ < B, so gilt |z(t)] — oo mit
t / tT nach Lemma 27.3, im Widerspruch zur Abschitzung. O
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28 Lineare Differentialgleichungen

Wir betrachten hier das Anfangswertproblem
(28.1) 2 (t) = A@t)x(t) +b(t) fir t € I = (o, B), x(to) = wo.

Dabei ist A : I — R™"™ b : I — R" sowie x : I — R™. Allerdings ist es niitzlich, auch
komplexwertige Koeffizienten und Loésungen zuzulassen. Durch Aufspaltung in Real- und
Imaginirteil ist ein komplexes n x n System #quivalent zu einem reellen (2n) x (2n) System,
das heifit unsere Existenz- und Eindeutigkeitstheorie ist voll anwendbar. Wir betrachten erst
das sogenannte homogene Problem, das heiit den Fall b(¢) = 0.

Satz 28.1 (Anfangswertisomorphismus) Sei A € CO(I,K™*") fir K = R oder K =
C. Dann ist die Menge Ly = {x € CYI,K") : 2/ = Ax auf I} ein n-dimensionaler K-
Vektorraum, genauer ist fir jedes tog € I die Abbildung

Oty : La — K", 04, (z) = x(to)
ein Vektorraumisomorphismus.
BEWEIS: Mit z,y € L4 ist auch Az + py € L4 fir A, p € K, denn
ANz +py) =X +py = XAz + p Ay = Az + py).

Also ist L4 ein Untervektorraum von C'(I,K"), und die Abbildung &, : L4 — K" ist
wohldefiniert und linear. Da |A(t)x| < |A(t)]|z|, gibt es nach Satz 27.4 zu jedem zy € K"
eine Losung von =’ = Az auf ganz I mit Anfangswert x(tg) = o, das heifit die Abbildung dy,
ist surjektiv. Aus der Eindeutigkeit der Losung nach Satz 27.1 folgt, dass &, auch injektiv
ist. O

Eine Basis von L4 bezeichnet man als Fundamentalsystem der Gleichung ' = Ax. Explizit
erhélt man ein solches Fundamentalsystem, indem man die Gleichung zu linear unabhéngigen
Anfangsdaten 16st, etwa x;(tg) = e, wobei ey,. .., e, die Standardbasis ist.

Fiir beliebige n Losungen x; : I — K" der Differentialgleichung impliziert der Satz

folgende Alternative: entweder bilden die Vektoren xi(t),...,x,(t) eine Basis des K" fiir je-
des t € I, oder es gibt Zahlen A1, ..., A, € K, nicht alle Null, mit \jz1(¢) +...+ A\zp(t) =0
fir alle ¢ € I. Wir kénnen n Funktionen xzi,...,x, : I — K" zu einer matrixwertigen

Funktion X : I — K"*" zusammenfassen, so dass z; die j-te Spalte von X ist. Es gilt dann
x; =Az;firj=1,....,n & X =AX.

Dabei steht rechts die Matrixmultiplikation. Die Aquivalenz folgt aus der Tatsache, dass die
Ableitung von X spaltenweise berechnet werden kann, und dass die j-te Spalte von AX gleich
Ax; ist. Die Tatsache, dass die Vektoren z(t),...,z,(t) fir Losungen des Systems z’ = Az
entweder fiir alle ¢t € I oder fiir kein ¢ € I linear abhéngig sind, ergibt sich alternativ auch
aus folgender Formel.

Satz 28.2 (Formel von Liouville) Sei X € C*(I,K™") eine Losung von X' = AX auf
I, wobei A € C°(I, K™ ™). Dann gilt fiir beliebiges to € I

t
det X (t) = det X (to) - exp (/ tr A(s) ds) fir alle t € 1.

to
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BEWEIS: Ist det X (¢9) = 0, so gilt det X (t) = 0 fiir alle ¢t € I nach Satz 28.1, und die Formel
trifft zu. Andernfalls ist det X (¢) # 0 fiir alle ¢ € I, und es gilt die allgemeine Formel

(det X)'(t) = det X (t) - tr (X (&) ' X' (2)).
Setzen wir X’ = A(t)X (¢) ein und beachten tr (X 1AX) = tr (XX 1A) = tr (A), so folgt
(det X)'(t) = det X (¢) - tr (A(2)).

Damit gilt weiter

% (e_ Jig tr A ds gt X(t)) =0,

und durch Integration folgt die Behauptung. O
Fiir die konkrete Berechnung eines Fundamentalsystems gibt es keine allgemeinen Rezepte.
Eine Ausnahme bilden die Gleichungen mit konstanten Koeffizienten, fiir die ein Fundamen-
talsystem durch Ubergang zu einer Basis bestimmt werden kann, in der die Gleichungen
entweder ganz entkoppeln oder auf sehr spezielle Weise gekoppelt sind, genauer ist die Ko-
effizientenmatrix entweder diagonal oder hat Jordansche Normalform. Dies ist (vielleicht)
in der Linearen Algebra behandelt worden, darum will ich hier etwas anders vorgehen: die
Matrix-Exponentialfunktion ist definiert durch

exp : K" — K"*" exp(A) = R
k=0

Fiir |[A| < R gilt |[A¥] < |A]F < RF. Wegen 372, %:g = ef! < 0o konvergiert die Reihe nach
dem Majorantenkriterium, und die Konvergenz ist gleichméBig fiir |A| < R. Insbesondere ist
die exp stetig auf K"*",

Satz 28.3 (Homogene Systeme mit konstanten Koeffizienten) Fir A € K™*" ist
X :R— K" X(t) = exp(tA),

die Liosung des Anfangswertproblems X' = AX, X(0) = E,. Die Spaltenvektoren x;(t),
Jj=1,...,n, bilden ein Fundamentalsystem fiir ' = Ax zu den Anfangswerten x;(0) = e;.

BeEwEIs: Fiir [t < T und k > 1 gilt

k k—1 Ak k—1
d (t4) \g\t A \SIA! (T A])
dt k! (k—1)! (k—1)!
Wegen 72, m%)k = 714l < o0 konvergiert die formal differenzierte Reihe absolut und

gleichméfig fiir |t| < T. Es folgt durch gliedweise Differentiation, vgl. Satz 3.2 in Kapitel 5,

X'(t) = i tklAk. _ Ai LAy = ax).

Hier haben wir benutzt, dass die Multiplikation von links mit A eine stetige Abbildung auf
K™*™ ist. Weiter gilt X (0) = AY = E,, per Definition, und somit ist X (¢) ein Fundamental-
system nach Satz 28.1. O
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Folgerung 28.1 Die Matriz-Fxponentialabbildung hat folgende Figenschaften:
(a) exp : K"*" — Gl,(K) und exp(0) = E,.
(b) det (exp(A)) = exp (tr (A))
(c) exp(SAS™Y) = Sexp(A)S~! fiir alle A € K", S € GL,(K).
(d) exp(A+ B) = exp(A) exp(B), falls [A,B] = AB— BA=0.

BEWEIS: Die Invertierbarkeit von e? = etA\tzl folgt aus Satz 28.3 sowie Satz 28.1, und

e’ = E, gilt nach Definition. Gleichung (b) wurde bereits in Satz 28.2 gezeigt. Fiir (c) argu-

mentieren wir mit dem Eindeutigkeitssatz: die Funktionen ¢ +— etSAS™! gowie t s SetAS1
16sen beide die Differentialgleichung X’ = (SAS™!)X zum Anfangswert X (0) = E,, und sind
damit gleich; fiir t = 1 folgt (c). Bei (d) gehen wir &hnlich vor, aber in zwei Schritten: zunéchst
sind sowohl t — !4 B als auch ¢t — Be!* Losungen des Anfangswertproblems X’ = AX mit
X (0) = B, wobei fiir die zweite Funktion die Voraussetzung [A, B] = 0 eingeht:

< (Be) = BAC = A(Be).

Also gilt eAB = Be?. Jetzt berechnen wir fiir X (t) = e4etB
X'(t) = Ae'e!® + e Bet = (A4 B)e!e!P = (A + B)X(1).

Es folgt X (t) = e!A+5) insbesondere edef = A+, O
Die Eigenschaften (c) und (d) koénnen alternativ auch aus der Definition der Matrix-
Exponentialfunktion als Reihe hergeleitet werden. Fiir (d) ist dabei wesentlich, dass e?e?
mit dem Cauchyprodukt fiir Reihen berechnet werden kann, wenn [A, B] = 0. Nach (c)
reicht es zur Berechnung von e? den Fall zu behandeln, wenn A Jordansche Normalform
hat. Wir wollen das nicht allgemein durchfiihren, auch wenn es nicht schwer ist, sondern uns
auf folgendes Beispiel beschréinken.

Die Auslenkung eines schwingungsfihigen Systems (Oszillators) mit Eigenfrequenz wy > 0
und Reibungskoeffizient 8 > 0 wird beschrieben durch die Differentialgleichung

" +282 +wix =0.

Wir schreiben die Gleichung dquivalent in ein System erster Ordnung um:

()= (% ) ()
y ~wg =28 ) \y/)’
Das charakteristische Polynom der Koeffizientenmatrix A ist

paN) =X+ 28 A+ wi = (A + 8)% +wd — B2

Fiir § # wo hat A zwei verschiedene, eventuell komplexe Eigenwerte A\* = —3+ /5% — wi €
C, mit zugehorigen Eigenvektoren v* = (1, A\*). Es gilt dann

d
dte,\itvi _ )\ie/\itUiA(e)\itvi)‘
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Die Vektoren e)‘itvihzo = v¥ sind als Eigenvektoren zu v erschiedenen Eigenvektoren linear
unabhéngig, also bilden die Funktioenn AN tyE ein Fundamentalsystem iiber C. Ist 5 > wy,
so folgt AT € [-23,0) und die resultierenden Losungen (1) = Mt fallen streng monoton
und exponentiell (Kriechfall). Ist 8 < wp, so erhalten wir durch Linearkombination das reelle
Fundamentalsystem

z1(t) = e Pleos\/wi — B2t xa(t) = e Psin/wf — B2
n(t) = (1) ya(t) = a5(t)

Fall 3 0= p3%—w?
In diesem Fall hat das Polynom die eine reelle Nullstelle —(. Ein Fundamentalsystem lautet

zi(t) = et ro(t) = te P

)
nit) = —e P gat) = e —pgre

An der Stelle t =0
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29 Separation der Variablen
Als Ausgangspunkt betrachten wir nochmals die Euler-Lagrange-Gleichungen.

Satz 29.1 (Energieerhaltungssatz) Sei Q C R" offen und f € C?(Q x R?), f = f(x,v)
(also f unabhingig von t). Ist x € C*(I,R) eine Lésung der Euler-Lagrange-Gleichungen, so
gilt der ,,Energicerhaltungssatz“

d
&K.va(l',ﬂfl),fﬁ/) - f($,$/)] =0.
BEWEIS:
AN~ OF e N I N I P A
dt = avj(‘r?x)x] f(fL’,IIZ‘) _]Z:; dt 81}](1:7:1:) 8x](x7x) IIZJ—O

Beispiel 29.1 Sei f(z,v) = Z[v|* — V(z) die Lagrangefunktion eines Teilchens der Masse
m > 0 im Potential V. Dann gilt

(Dof(@,2)a') = fl@,a) = (mal.a') = (5 2P = V(@)
= P V).
2
Es folgt der Energieerhaltungssatz
m #>+V(z)=E (= Konstante).
2

Bei Systemen mit einem Freiheitsgrad (n = 1) lautet der Energieerhaltungssatz

a = iq/%(E—V(m)).

Anfangswertprobleme dieses Typs konnen nun ,explizit* gelost werden mit dem nachstehen-
dem Verfahren.

Satz 29.2 (Separation der Variablen) Seien f € C°(I), g € C°(J) fiir Intervalle I,J C
R, und g(x) # 0 fir x € J. Betrachte das Anfangswertproblem

(29.1) /(1) =

firtel, x(ty) = xo.
Definiere F € CY(I), G € C*(J) durch
t T
FO) = [ f)ds, )= [ gty
to X

0

Ist I so klein gewdhit dass F'(I) C G(J), so folgt:



a) Es gibt genau ein x € C*(I) mit G(x(t)) = F(t) fir allet € I.
b) Diese Funktion ist die eindeutig bestimmte Lisung des Anfangswertproblems (29.1).

BEWEIS: Nach Analysis 1 ist J* = G(J) ein offenes Intervall und es existiert die Umkehr-
funktion H € C1(J*) von G. Fiir # € C1(I) mit z(I) C J gilt:

x ist Losung von (29.1)

& %G(w(t)) = %F(t) und z(tg) = xo
& G(z(t)) = F(t) (beachte G(x¢) = F(tg) =0)
& z(t) = H(F(t).

Insbesondere ist eine Losung von (29.1) eindeutig bestimmt. Definieren wir x = H o F', so ist
z € CY(I) mit z(I) = H(F(I)) € H(G(J)) = J nach Voraussetzung und z ist Losung von
(29.1). O

Losungsrezept.

dr (1) B
. ) —  g(x)dx = f(t)dt

e Integration von ty bis ¢ und zg bis x:
x t
G = [ gwdy= [ f(s)ds=Flo)
o to

e Auflosung nach x ergibt x = 2(t) oder Auflésung nach t ergibt ¢ = t(x).

Beispiel 29.2 (Homogene, lineare Gleichung) Betrachte fir a € C°(I) das Anfangs-
wertproblem

2'(t) = a(t)z(t), xz(ty) = xo.
Nach dem Lisungsrezept ergibt sich (unter welchen Voraussetzungen?)

e ¥ _oayar

X

e Integration von tg bist bzw. xg bis x:

z t
logx:/ y:/ a(s)ds
Zo xo Yy to

e x(t) = zp exp fti) a(s) ds.

Beispiel 29.3 (Rotationsminimalflichen) Wird der Graph einer Funktion r : I —
(0,00), r = r(x), um die x-Achse rotiert, so hat die entstehende Fliche (wie man zeigen

kann) den Flicheninhalt
Ar) = 27?/7‘(3:)\/ 147 (x)?dx.
1
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Falls v diesen Flicheninhalt relativ zu allen Graphen u : I — (0,00)) mit u|lg; = r|or mini-
miert, so ist r Ldsung der zugehorigen Fuler-Lagrange-Gleichung. Aus Satz 29.1 folgt

/
N2 — T>2 _ 1
< (r) (a )

Wir losen mit Separation unter der Annahme r’ > 0:

o JEyer <(2)2_1)”2d_dx.

Integration von rg bis r, xo bis x liefert Arcosh £ — Arcosh @ = x — xg beziehungweise
’ a a

T — . 70
mit 1 = xg — Arcosh —.
a a

r(z) = a cosh
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30 Lineare Differentialgleichungen

Fiir lineare Differentialgleichungen erh&lt man eine sehr prézise Theorie. Wir betrachten hier
allgemein ein System

(30.1) 2 (t) = A(t) z(t) + b(t), =x(to) = zo.

Dabei sind A : I — R™" ~ L(R",R") und b € I — R” stetig und zg € R. Gesucht ist
eine Losung € C1(I,R™) von (30.1). Es erweist sich aber als niitzlich, im Folgenden auch
komplexwertige Funktionen zuzulassen, also

A(t)y e C™™, b(t) e C", x9€C" und x(t) € C".

Tatsache. Das lineare Anfangwertproblem (30.1) ist auf ganz I (und nicht nur lokal) 16sbar.
Dies ergibt sich durch eine genauere Analyse des Satzes von Picard-Lindelof, siche Skript
Analysis II, SS "97.

Satz 30.1 Sei A € C°(I,K™") mit K = R oder K = C. Dann ist die Losungsmenge des
homogenen Systems
La={zecC'(I,K"): a2’ = Az auf I}

ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Und zwar ist fir jedes tg € I die Abbildung
5,50 Ly — Kn, (Sto(.%') = 1’(t0)
ein Vektorraumisomorphismus.

BEWEIS: Mit x,y € L ist auch Az +py € Ly fir A\, p € R. Deshalb ist L4 ein Untervektor-
raum von C'(I,K"). Die Abbildung &, ist surjektiv, weil das Anfangswertproblem zu jedem
o € K" eine Losung auf ganz I hat, siehe obige Tatsache. d;, ist injektiv, weil die Losung
des Anfangswertproblems nach Satz 29.1 eindeutig bestimmt ist. O

Definition 30.1 FEine Basis von Ly heif$t (Losungs-)Fundamentalsystem auf I.

Als Beispiel betrachten wir die Differentialgleichung zweiter Ordnung (Schwingung mit Rei-
bung)
" + 282 +wir =0 (Bo,wo>0).

Wir kénnen die Gleichung dquivalent in ein System erster Ordnung umschreiben:
¥ o=y
’ —whr — 2By
Ein Fundamentalsystem ergibt sich aus dem Ansatz z(t) = eM mit A € C, also

0=eMA\2+28\+ wd).

Fall 1 0 < % — w3 =: w? (wobei w > 0)
Dann hat das Polynom die beiden reellen Nullstellen A+ = —3 +w < 0. Die beiden Loésungen

(o) = (oo
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bilden ein Fundamentalsystem, denn

det <x+(0) x_(O)) = det ( L1 > = A — Ay = 2w < 0.

y+(0) y-(0) Ar A
Fall 2 0> %2 — w3 =: (iw)? (wobei w > 0). Dann hat das Polynom die beiden nichtreellen
Nullstellen A4 = —fB+iw. Analog zu oben erhalten wir nun ein komplexes Fundamentalsystem

ra(t)\ ertt
ye(t) ) \Dperxt)’
Uber R erhalten wir durch Linearkombination

r1(t) = e Ptcoswt  ao(t) e Pt sinwt
n(t) = i) ya(t) = w(t)

Fall 3 0=p3%—w?
In diesem Fall hat das Polynom die eine reelle Nullstelle —3. Ein Fundamentalsystem lautet

r1(t) = e Pt zo(t) = te Pt
yit) = —e P yt) = e P —pgte Pt

An der Stellet =0
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