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Zusammenfassung

Dieses Skript ist aus Vorlesungen entstanden, die ich im Sommer 2006 und
Sommer 2011 in Freiburg gehalten habe. Die Vorlesungen beruhten teilweise
auf einem Skript von V. Bangert. Ich habe in neuerer Zeit einige Abschnit-
te iiberarbeitet. Das Skript ist noch nicht vollsténdig, es fehlt eine Diskussion
der hyperbolischen Ebene. Ich hoffe aber, dass es auch so zur Vorbereitung auf
Priifungen und als Begleittext zur Vorlesung hilfreich ist.
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Vorbemerkung zu Euklidischen Isometrien

Eine Abbildung f : (X,d) — (Y, d) zwischen metrischen Rdumen heisst isome-
trisch, falls
d(f(z1), f(z2)) = d(z1,22)  fiir alle 2,29 € X.

Offenbar ist eine isometrische Abbildung injektiv. Sie heifit Isometrie, wenn sie
auflerdem surjektiv ist, und damit bijektiv. Ziel ist hier die Bestimmung aller
Isometrien f : R" — R”™ beziiglich des Euklidischen Abstands d(z,y) = |z —
y|. Die Invarianz geometrischer Eigenschaften von Kurven oder Flidchen unter
Isometrien wird spéter oft relevant sein.

Lemma 0.1 Die Isometrien eines metrischen Raums (X, d) bilden eine Gruppe.

BEWEIS: Gemeint ist, dass die Isometrien bzgl. der Verkettung eine Gruppe
bilden, das heifit eine Untergruppe der Bijektionen von X. Aber fiir Isometrien
f,g von X gilt

d(g f(@), 97 f) =d(997 " f(@), 997 fy) = d(f(z), f(y)) = d(z,y),

das heiit g~ f ist wieder Isometrie. O

Die Translationen 7, : R” — R", 7,(x) = x + a, sind offenbar Isometrien. Aus
der linearen Algebra kennen wir aulerdem die orthogonalen Abbildungen

O(n) = {S € GL(R") : (Sz, Sy) = (z,y) fiir alle z,y € R"}.

Wir zeigen nun, dass sich jede Isometrie des R™ aus einer Translation und einer
orthogonalen Abbildung zusammensetzt.

Satz 0.1 (Isometriegruppe von R") Die Isometrien des R™ sind von der
Form

f(z)=Sz+a mitSeOn) undaecR"
Diese Abbildungen nennt man auch Euklidische Bewegungen (rigid motions).
BEWEIS: Sei f: R"™ — R" eine Isometrie, zunéchst mit f(0) = 0. Dann folgt
|f(2)| = d(f(x),0) = d(f(2), f(0)) = d(z,0) = |z].

Mit der Polarisationsformel schlieflen wir, dass f das Skalarprodukt erhélt:

(@ 1w) = —(1@) — 1P~ 1F@)P ~ | )P)
= 50—yl = Jaf? ~ lyP)
= (z,9).

Ist eq, ..., e, die Standardbasis, so folgt
<f(€i)7 f(€])> = <€i7 e]> = 51]7
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das heifit f(e1),..., f(en) ist wieder eine Orthonormalbasis, und es folgt fiir « €
]Rn
Fl@) = (f(@), fle) flex) =D a' fles).
i=1 i=1

Somit ist f eine lineare Abbildung (was ja nicht vorausgesetzt war!). Da f das
Skalarprodukt erhélt, ist f(x) = Sz fiir ein S € Q(n). Ist f(0) = a € R™ beliebig,
so gilt (7_q 0 f)(0) = 0. Wie gezeigt ist dann 7_, o f(z) = Sz fiir ein S € O(n),
also f(x) = Sz + a. O

Bemerkung. Fiir eine Isometrie f : R" — R™ ist die Darstellung f(x) =
Sz + a eindeutig bestimmt, denn es gilt « = f(0) und S = Df(0) (sogar S =
Df(x) fiir jedes x € R™).

Definition 0.1 Die Isometrie f : R — R"™, f(x) = Sz+a, heifit orientierungs-
erhaltend oder eigentliche Bewegung, falls det S = 1.



1 Bogenlinge parametrisierter Kurven

Definition 1.1 Sei I C R ein Intervall. Eine Abbildung ¢ € C*(I,R"™) mit
k € NgU {co} heifst parametrisierte Kurve (der Klasse C*) im R™.

Mit I = [a, b] bezeichnen wir die Menge {c(a), c(b)} als die Endpunkte von c,
genauer ist c¢(a) der Anfangspunkt und ¢(b) der Endpunkt.

Beispiel 1.1 ¢: R — R”, ¢(t) = p + tv, wobei p € R” und v € R"™.
Beachten Sie, dass der Fall v = 0, also ¢(t) = p fiir alle ¢, auch zugelassen ist.

Beispiel 1.2 ¢: R — R?, ¢(t) = r(cost, sint).
Kreis mit Radius r > 0

Beispiel 1.3 ¢: R — R3, ¢(t) = (rcost,rsint,at)
Schraubenlinie mit Radius r > 0, Ganghohe 27a

Eine Zerlegung Z von I = [a, b] ist ein Tupel (tg,...,txy) mita =ty <t1... <
ty = b. Fiir ¢ € C°(I,R") setzen wir

(1.1) Lz(c) =) le(t:) — c(tin)].

Lz(c) ist die Lange des ¢ einbeschriebenen Polygonzugs, der durch Z definiert
ist.
Definition 1.2 Sei I = [a,b]. Die Linge der parametrisierten Kurve ¢ €
CO(I,R") ist
L(c) =sup Lz(c) € [0, 00].
Z
Ist L(c) < oo, so heif§t ¢ rektifizierbar.

Lemma 1.1 Seic: I = [a,b] — R™ Lipschitzstetig mit Konstante Lip(c) < oo.
Dann ist ¢ rektifizierbar, und es gilt

L(c) < Lip(c) |1].

BEWEIs: Fiir eine beliebige Zerlegung Z ist

N

N
Lz(c) = _le(t:) — e(ti—1)| < Lip(e) Y (ti —t;i-1) = Lip(c) 1].
=1

i=1

Lemma 1.2 Sei 7 € I = [a,b]. Dann gilt fiir c € C°(I,R")

L(c) = L(c|[a,7) + L{clfrp)-



BEWEIS: Setze I} = [a, 7] und I = [1,b]. Sind Z;, Zs Zerlegungen von I; und
Iy, so ist (Z1, Za) Zerlegung von I und folglich

Lz, (cln) + Lz,(clr,) = Lz, 2,)(c) < L(e).

Bildung des Supremums iiber alle 77, Z5 ergibt
L(cln) + L(c|r,) < L(c).

Fiir die umgekehrte Ungleichung sei Z = (tg,...,tn) eine beliebige Zerlegung
von [a,b]. Dann gibt es ein r € {1,..., N} mit 7 € [t,_1,¢,], und wir erhalten
die Zerlegungen Z; = (tg,...,t,—1,7) von Iy sowie Zy = (7, tp,...,tn) von Is.
Es folgt aus der Dreiecksungleichung

N
Lz(e) = ZIC(ti)—C(ti—l)l

N
< Z|C ) — cti—)| + le(T) — c(tr—1)| + |e(tr) — c(T)] + Z le(ti) —

i=r+1
= LZ1 (C|I1) + LZz(C‘Iz)
< L(c|n) + L(cl)-

Bildung des Supremums iiber alle Z ergibt
L(c) < L(cln) + L(clr,)-

O

Satz 1.1 (Bogenlingenformel) Sei [ = [a,b] und ¢ € CO(I,R") stiickweise
Cl. Dann ist c rektifizierbar und es gilt

8 :/ch'.

BEwEIS: Wir kénnen ¢ € C(I,R") annehmen, fiir stiickweise C'-Kurven
verwenden wir dann die C'-Aussage auf jedem der Teilintervalle und addieren
mit Lemma 1.2. Fiir jede Zerlegung Z = (to,...,tx) von [a,b] gilt

Z\ 11\—2‘/1 dt‘ Z/ (t)] dt = /|c (t)] dt.

Also ist ¢ rektifizierbar und es folgt

b
(1.2) L(e) < / (8] dt.

Definiere die Bogenldngenfunktion von ¢ durch o : [a,b] — R, o(t) = L(c|[4,0)-
Wir zeigen eine differentielle Fassung der Behauptung, und zwar

(1.3) o' (t) = | (t)| fiir alle t € [a,b)].
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In der Tat folgt die Aussage hieraus durch Integration:

b b
L(c)za(b)=&+/ a’(t)dt:/ | (t)] dt.

=0

Nun gilt nach Definition der Linge, Lemma 1.2 und Ungleichung (1.2)

le(t2) = c(t)| _ Llcle) _ olta) —o(t) _ 1 /tQ 1 (8)] dt.

to — 11 T ota—t; to — 11 T la— 1

t1

Fiir t9 \( t1 bzw. t; " t9 ergibt sich (1.3), und damit der Satz. O

Grob gesagt besteht eine parametrisierte Kurve aus ihrem Bild im R™ und
einem Fahrplan, wie dieses Bild durchlaufen werden soll. In der Physik spielt
der Fahrplan eine wesentliche Rolle — zum Beispiel das 2. Keplersche Gesetz fiir
die Bewegung der Planeten um die Sonne. In der Geometrie ist man gerade an
Eigenschaften interessiert, die nicht vom Fahrplan abhéngen. Dies zeigen wir
jetzt fir die Bogenlénge.

Lemma 1.3 Seic € C°(I1,R") und ¢ € C%(Is, I1) bijektiv. Dann gilt L(coy) =
L(c).

BEWEIS: Seien I = [ag,bg] fiir & = 1,2. Mit dem Zwischenwertsatz sieht
man leicht, dass ¢ entweder streng monoton wachsend oder streng monoton
fallend ist. Ist Z = (so,...,sn) Zerlegung von Iy und t; = ¢(s;), so ist im ersten
Fall (tg,...,tn) Zerlegung von I;, im zweiten Fall ist (tw,...,to) eine solche
Zerlegung. In jedem Fall gilt

N

N
Lz(cow) =) le(o(si) = elp(si-1)| = ) _ le(ti) — elti-1)| < L(©).
i=1

=1

Es folgt L(co ¢) < L(c). Aber ¢ = (cop) o p~!, und somit L(co ) = L(c). O

Im allgemeinen muss das Bild einer parametrisierten Kurve nicht lokal ei-
ne Untermannigfaltigkeit sein, selbst wenn ¢ € C°°(I,R"). Es kann ,Singula-
ritdten“ geben wie in folgendem Beispiel der Neil’schen Parabel.

Beispiel 1.4 ¢: R — R?, c(t) = (t2,13)
Definition 1.3 Eine Kurve c € CY(I,R") heifit requlir, falls
d(t)#0 firalletel.
Wir haben gesehen, dass die Bogenlédnge unter stetigen Umparametrisierun-

gen invariant ist. Wir wollen den Begriff der Umparametrisierung aber enger
fassen, damit die Eigenschaft der Regularitét erhalten bleibt.

Definition 1.4 Seien ¢ : Iy — R™, k = 1,2. Dann heifst co Umparametrisie-
rung von c1, falls es ein p € CY(Ia, Iy) gibt mit ¢’ #0, so dass ca = c1 0 .



Mit dieser Definition bleibt die Regularitéit bei Umparametrisierung erhalten,
denn

(c1og) = (chog)e' £0 falls ¢, #0.

¢ heifit richtungstreu wenn ¢’ > 0, andernfalls heifit ¢ richtungsumkehrend.
Weitere Grofien, die unter Umparametrisierungen invariant sind:

e das Bild ¢(I) von ¢ (andere Bezeichnung: Spur von c)

e die Menge {c(a),c(b)} der Endpunkte; im richtungstreuen Fall Anfangs-
punkt ¢(a) und Endpunkt ¢(b) einzeln.

e die Tangente Rc/(t) von ¢ in ¢t. Genauer hat ca = ¢1 0 ¢ im Punkt s mit
©(s) =t dieselbe Tangente.

Lemma 1.4 Auf der Menge aller parametrisierten Kurven c im R™ ist durch
c1~cy & cyist Unparametrisierung von ci

eine Aquivalenzrelation definiert.

BEWEIS: Zu zeigen ist die Reflexivitit, Symmetrie und Transitivitidt. Beachte
dazu:

c: I - R" = ¢ = coidy
Cog=C10p = 1 = 6204,0_1
cpg=crop,c3=cy01 = c3 = cro(por).

Da ¢ # 0, ist ¢! von der Klasse C! und es gilt

(67 = ——

=———#0.
P op

Ebenfalls ist ¢ ot von der Klasse C! mit Ableitung (o) = (¢’ o)y’ # 0.
Damit sind die Relationen ¢y ~ ¢; und ¢; ~ ¢3 bewiesen. O

Definition 1.5 FEine Kurve ¢ € C1(I,R") heifit nach der Bogenlinge parame-
trisiert, falls gilt:
| (s)| =1 fiir alle s € I.

Fiir [s1, s2] C I folgt dann aus Satz 1.1

S2
Eclp) = [ 1(6)]ds = 52— 51,

51

das heifit eine nach der Bogenlénge parametrisierte Kurve ¢ bildet ldngentreu ab.
Physikalisch betrachtet wird die Kurve mit der konstanten Absolutgeschwindig-
keit |¢/| = 1 durchlaufen.

Satz 1.2 (Parametrisierung nach der Bogenlinge) Sei ¢ : I — R™ eine
requldre parametrisierte Kurve der Klasse C* mit k > 1. Dann gibt es eine Bi-
jektion @ € C*(J,I) mit ¢’ > 0, so dass cop nach der Bogenlinge parametrisiert
15t.



BEWEIS: Betrachte fiir ein tg € I die Bogenldngenfunktion

t
o:I—-R, ot)= [ |d(7)dr
to

Es gilt fiir jede Bijektion ¢ € C*(J,I) mit ¢’ > 0 nach der Kettenregel

(cop)|=(Ic[op)¢' = (0" 0op)¢' =(o0yp).
Der Satz folgt, wenn wir ¢ als Umkehrfunktion von ¢ wihlen kénnen. Aber nach

Voraussetzung ist o'(t) = |¢/(t)] > 0, und mit J = o(I) ist 0 € C¥(I,.J) ist
umkehrbar. O

Bemerkung. Sind c¢; und ¢y = ¢;1 o ¢ nach der Bogenlidnge parametrisiert,
so folgt

1= |cy(s)] = i (w(s) 1€ ()] = | ()],
das heifit p(s) = s+ s¢ fiir s = ¢(0) € R.



2 Kriimmung von Kurven

Definition 2.1 Sei ¢ € CY(I,R") eine requlire Kurve. Eine Einheitsnormale
lings c ist eine Abbildung v € CO(I,R™) mit

lv(t)] =1 und (c(t),v(t)) =0 firalletel.

Fiir ebene Kurven, also n = 2, gibt es eine bis aufs Vorzeichen eindeutig
bestimmte Einheitsnormale. Wir wollen uns im folgenden auf diesen Fall kon-
zentrieren. Um eine Normale explizit anzugeben, sei J € SO(2) die Drehung um
den Winkel 7,

(2.1) J61 = €9, Jeg = —€1 bzw. J = ((1) _01) .

Identifizieren wir z = (z,y) € RZ mit z = 2 +iy € C, so gilt Jz = iz fiir i = /—1.

Lemma 2.1 Sei ¢ € CY(I,R?) regulir. Es gibt genau zwei Einheitsnormalen
langs ¢, namlich
C/
v=Jr und v=-Jr wobeiT = m
c
Bewers: Es gilt |J7| = |7| = 1 und (J7,7) = 0, also sind £J7 Einheitsnor-
malen lings c. Fiir jede Einheitsnormale v lings c gilt, da (¢/(t))* eindimensional
ist,
(v(t),Jr(t)) =1 firallete I.

Aus Stetigkeitsgriinden ist entweder v = J7 oder v = —J7 auf ganz 1. O

Aus der Darstellung folgt v € C*~1(I,R?), falls ¢ € C*(I,R?). Bei der fol-
genden Definition beschrdnken wir uns zunéchst auf bogenldngenparametrisierte
Kurven, weil die Formeln dann besonders einfach sind. Wir kommen aber auf
beliebige regulidre Kurven im Anschluss zuriick.

Definition 2.2 Sei ¢ € C?(I,R?) nach der Bogenlinge parametrisiert, und v
Normale lings c. Die Kriimmung von c beziiglich v ist die Funktion

w: I =R, x(s)=(c"(s),v(s)).

Zur Rechtfertigung der Definition betrachten wir das offensichtliche Beispiel,
namlich Kreise.

Beispiel 2.1 Definiere die nach der Bogenldnge parametrisierten Kreise
c:R—R?% ¢(s) = r( cos f,sinf).
r r

Wir wihlen v(s) = —(cos £,sin 2), das heiBt v weist ins Innere des Kreises. Es
ergibt sich

x(s) = (" (s),v(s)) = ! fiir alle s € R.

Die Kriimmung ist also konstant, wie es sein soll, und umgekehrt proportional
zum Radius.



Um allgemein das Vorzeichen der Kriimmung zu interpretieren, betrachte

ET = {2€R?:(z—c(s0),v(s0)) >0}
E- = {zeR?:(z—c(s0),v(s0)) < 0}

Mit h(s) = {(c(s) — ¢(so), v(s0)) gilt
h(s) >0 (bzw. h(s) <0) <« c¢(s) € ET (bzw. c(s) € E7).

Berechne nun h(sg) = 0, h/(s0) = (¢/(s0),v(s0)) = 0 und weiter

h'(s0) = (" (s0), (s0)) = #(s0) = h(s0) = %%(80)(8 — 50)> + o(|s — s0/?),
das heif3t es gilt

x(s0) >0 = c(s) € ET fiir s nahe s,
#(s9) <0 = c¢(s) € E fiir s nahe so.

Lemma 2.2 Seic: I — R? nach der Bogenlinge parametrisiert und v : I — R?
Normale lings c. Sei F(z) = Sz + a eine Euklidische Bewegung, also S € O(2)
und a € R?. Dann ist Sv eine Normale lings Foc, und beziiglich dieser Normalen
haben beide Kurven dieselbe Krimmungsfunktion.

BEWEIS: Zunichst gilt |(F o c)| = |S¢| = || = 1, das heifit F o ¢ ist auch
nach der Bogenlénge parametrisiert. Weiter folgt

|ISv| = |v] =1 sowie ((Foc),Sv)=(Sd,Sv)=(,v)=0.
Somit ist Sv Normale ldngs F' o c. Schliellich berechnen wir
(Foc)', Sv) = ((S), 5v) = (S, 8v) = ("),

womit die Gleichheit der Kriimmungsfunktionen verifiziert ist. O

Lemma 2.3 (Frenetgleichungen) Seic € C?(I,R?) nach der Bogenlinge pa-
rametrisiert, und v Einheitsnormale lings c. Dann gelten mit T = ¢ die Glei-

)

BeEWwEIS: Die Vektoren 7, v sind normiert, daher gilt

1 1
0:§<T7T>/:<T/7T> und 0:§<V7V>/:<y/7y>,

Es folgt 7/ = (7', v)v = (¢, v)v = s nach Definition der Kriimmung. Schliefilich

Wty = 1) v, = —s
=0



Beispiel 2.2 Sei ¢ € C?(I,R?) nach der Bogenlinge parametrisert, und mit
Kriimmung identisch Null. Dann folgt aus den Frenetgleichungen ¢’ = 0, also
c(s) = p+ sv fir p,v € R", |v| = 1. Die Kurve ¢ parametrisiert also ein Stiick
einer Geraden.

Satz 2.1 (Hauptsatz fiir ebene Kurven) Zu jeder Funktion k € C°(I) gibt
es eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve ¢ € C?(I,R?), die beziiglich
einer Normalen v die Krimmung » = k hat. Die Kurve ist eindeutig bestimmit
bis auf Euklidische Bewegungen.

BEWEIS: Wir zeigen als erstes die Eindeutigkeit. Seien ¢; 2 € C?(I,R?) nach
der Bogenlédnge parametrisiert mit Kriilmmung s 2 = k beziiglich der Normalen
v12. Wir wéhlen sp € I und koénnen nach einer Euklidischen Bewegung anneh-
men, dass

c1(s0) = e2(s0), ¢y (s0) = ch(s0) und v1(sg) = va(so).

Aber dann lésen sowohl 7 = ¢}, 14 als auch 7o = ¢}, vy die Frenetgleichungen
mit demselben Koeffizienten k, und haben auch dieselben Anfangswerte. Der
Eindeutigkeitssatz fiir das Anfangswertproblem liefert 71 = 7, und damit ¢; = ¢
durch Integration. Fiir die Existenz geben wir die gesuchte Kurve explizit an, und
zwar sei s
d(s) = (—sinf(s),cos6(s)) mit O(s) = / k(o) do.
50
Beziiglich v(s) = —(cos(s),sinf(s)) hat ¢ die Kriimmung s = k wie gefordert.
O

Wir kommen jetzt auf Kurven zuriick, die nicht nach der Bogenlénge para-
metrisiert sind. Die folgende Definition ist konsistent mit Definition 2.2.

Definition 2.3 Sei ¢ € C%(I,R?) eine regulire Kurve. Beziiglich der Einheits-
normalen v tings c ist die Kriimmung definiert durch

w: I — R, %(t):M.
| (£)]?
Lemma 2.4 Sei c; € C?(I1,R?) requlire Kurve mit Einheitsnormale vy lings
c1. Istco=crop € CZ(IQ,RQ) etne Umparametrisierung, so ist v1 o o Normale
lings co und es gilt
My = X1 0 Q.

BeWwEIS: Es gilt ¢ € C%(I5, I;) nach Ubungsaufgabe XX. Wir berechnen

" 2

cy=(c1op)¢’ und c§=(cfop) () +(chop)¢"

Also ist 11 o o Normale ldngs ¢y, und wir erhalten

/! /!
Moy = (3,11 0 ) = (e opvi0p) = 311 0 .
|c5]? |c} o ]2
Cy clop
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Fiir reguldre Kurven folgt die Invarianz der Kriimmung unter Euklidischen
Bewegungen direkt aus dem bogenlidngenparametrisierten Fall, sieche Lemma 2.2,
und der in Lemma 2.4 bewiesenen Invarianz unter Umparametrisierungen.

Beispiel 2.3 Betrachte eine als Graph gegebene Kurve
c: I =R c(z) = (z,u(z)).
Wir haben dann léngs ¢ die nach oben weisende Einheitsnormale

(—v/(x),1)
Fir die Kriimmung erhalten wir somit die Formel
u”(x)

(1+ u’(m)Q)% '

v(z) =

() =

Jetzt wollen wir Kurven mit hoherer Kodimension betrachten. Die fiir ebene
Kurven gegebene Definition klappt nicht mehr, weil es keine eindeutige Normale
gibt. Insbesondere kann ein Vorzeichen der Kriimmung nicht sinnvoll definiert
werden, deshalb wird die Kriimmung als nichtnegativ erkldrt. Beachten Sie die
Analogie zu Definition 2.3.

Definition 2.4 Die Kriimmung einer reguliren Kurve ¢ € C?(I,R") ist die
Funktion

C"(t)J‘ ) . J
x(t) = |]c’(t)|2’ wobei (¢t =" — (", 7)r mit 7= —.

[

Die Formel kann folgendermafien umgeschrieben werden:

1
(|C/|2|c//|2 _ <C/,CH>2)2

|

Ist ¢ = ¢(s) nach der Bogenlénge parametrisiert, so gilt insbesondere

#(s) = [ (s)].

Genauso wie im Fall n = 2 sieht man die Invarianz der Kriimmung unter Umpa-
rametrisierungen und Euklidischen Bewegungen, wobei hier auf Normalen nicht
zu achten ist. Im Gegensatz zu den ebenen Kurven ist im Fall n > 3 eine Kurve
aber nicht bis auf Bewegungen durch die Kriimmung bestimmt, dies zeigt das
folgende Beispiel.

Beispiel 2.4 Fiir die Schraubenlinie ¢ : R — R3, ¢(t) = (rcost,rsint,at),
gilt ¢(t) = (—rsint,rcost,a) und ¢’(t) = (—rcost,—rsint,0). Daraus folgt
()2 = r2 +a?, |'(t)|> = 2 und (d(t),c"(t)) = 0. Somit ist die Kriimmung

konstant, und zwar
r

242

wie fiir einen Kreis mit Radius (r? + a?) /7.

() fiir alle t € R,

11



Im hoherdimensionalen Fall ist eine Kurve also nicht durch die Kriimmung
festgelegt, und es stellt sich die Frage nach zusétzlichen Invarianten. So kann
fiir C3-Kurven im R? als weitere Grofie die Torsion eingefiihrt werden. Als er-
stes Ergebnis kann dann gezeigt werden, dass eine Kurve mit verschwindender
Torsion eben ist. Leider ist die Torsion in Nullstellen der Kriimmung nicht defi-
niert, und in den Anwendungen muss man sich auf Kurven beschréinken, deren
Kriimmung nicht verschwindet, sogenannte Frenetkurven. Wir wollen das hier
nicht vertiefen. Stattdessen kommen wir noch zu einer globalen Interpretation
der Kriimmung. Dazu fithren wir als weitere Variante den Kriimmungsvektor
einer reguldren Kurve ein. Dieser hiangt nicht von der Wahl einer Normalen ab.

Definition 2.5 Der Kriimmungsvektor einer requliren Kurve ¢ € C?(I,R™) ist

C”(t)J‘
@)

Nt

I —R™, %(t) =

Der Kriimmungsvektor hat eine Schliisselrolle in der Variation der Bo-
genlidnge.

Satz 2.2 (Erste Variation der Bogenlinge) Sei ¢ € C?(I x (—eg,c0),R")
mit I = [a,b]. Ist die Kurve c = ¢(-,0) regulir, so gilt die Formel
d . t=b . dc
—L(c(',e)) le=0 = — <%, gz5> ds + [<7’(t), d)(t)>]t:a fir ¢ = —(-,0).
de 7 Oe
Dabei sind T, & FEinheitstangente und Krimmungsvektor von c, und ds =

I (t)| dt.

BEWEIS: Wir erhalten durch Differentiation unter dem Integral und partielle
Integration

d (Y dc
£L(C('35)) = I j a(tﬁ)‘dﬂs:o

b 20
_ /Q<T(t),iat(t,0)>dt
b
- / (r(8), &/(1)) dt
b
- / (1), 6(1)) dt + [{r(t), 6(1))] =",

c/
11

Aber es gilt fiir jede regulire Kurve ¢ € C?(I,R") mit 7 =

()T
/|

7'(t) = = x|d].

e
Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Um die Formel an einer festen Stelle anzuwenden, etwa bei € = 0, reicht es
wenn c(-,0) reguldr ist. Aus Stetigkeitsgriinden sind die ¢(-, €) ebenfalls regulir
fiir |e| hinreichend klein. Ist zum Beispiel ¢ : [a,b] — R" regulidre Kurve von
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p = c(a) nach ¢ = ¢(b), und hat ¢ kleinste Liénge unter allen solchen Kurven,
so folgt » = 0 und ¢ parametrisiert die Strecke von p nach ¢. Denn fiir alle
¢ € C*(I,R™) mit ¢(a) = ¢(b) = 0 folgt

d -
0= £L(c+ €Q)|e=0 = — /[ (3, ¢)ds.

Nach dem Fundamentallemma der Variationsrechnung ist dann = 0.

3 Umlaufzahl und Jordanscher Kurvensatz

In diesem Kapitel definieren wir fiir geschlossene Kurven ¢ die Umlaufzahl
beziiglich eines Punkts p ¢ c(I). Fiir C'-Kurven definieren wir die Umlauf-
zahl durch ein Kurvenintegral, im Anschluss behandeln wir C°-Kurven durch
Approximation.

Sei (R™)* der Raum der Linearformen A : R" — R. Da jedes A durch seine
Werte \; = A(e;) auf der Standardbasis eindeutig bestimmt ist, konnen wir (R")*
als Raum der Zeilenvektoren (Ay, ..., A,) auffassen. Eine 1-Form auf einer offenen
Menge © C R™ ist eine Funktion a :  — (R™)*, bzw. ein Zeilenvektor-Feld,

a(z) = (a1(z),...an(z)) wobei oj(z) = afz)e; fiir € Q.

Die Funktionen «a; : Q = R, «oj(z) = a(x)e;, heiflen Koeffizienten von a. Als
Beispiel einer 1-Form hat man das Differential df einer differenzierbaren Funktion
f: Q — R. Wir schreiben df - v fiir die Funktion z +— df (z)v mit v € R™ fest.
Insbesondere sind die Koeffizienten von df gegeben durch

of

df-ej:Q%R,def(x)ej:@

().

Das Differential der Funktion f(z) = 27 wird mit dz/ bezeichnet. Durch Anwen-
dung auf ey, folgt fiir jede 1-Form o wegen da/ -ej, = (5% die Koordinatendarstellung

n
o= E ajda’.
i=1

Die Form « ist von der Klasse C", wenn a; € C"(Q) fiir j =1,...,n.

Definition 3.1 (Kurvenintegral von 1-Formen) Sei a eine stetige 1-Form
auf der offenen Menge Q C R™. Fiir eine stiickweise C1-Kurve ¢ : [a,b] —
setzen wir

/Ca = /aba(c(t))c’(t) dt = /abjéaj (c(®)) () (t) dt.
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Fiir Umparametrisierungen co = ¢1 0 ¢ mit ¢ : [ag, ba] — [a1, b;] liefert die
Substitutionsregel

b
/ o = / a(er(p()) - & (o(1) /(1) dt

a2

e(b2)
= / a(ci(s)) - ci(s) ds
p(az)

= i/ a fiir signy’ = £1.
Cc1

O

Satz 3.1 (Variationsformel fiir Kurvenintegrale) Sei o eine 1-Form der
Klasse C' auf Q C R™. Dann gilt fiir c € C%([a,b] x [0,1],Q)

bbb 0 da: Doy oct OcI
a— o= o — Oé—l-/ / g— - ) oc — —— dtde.
/c(~,1) /c(~,o) /c(b,-) /c(a,-) 0 Ja ”2;1 <0:v 0963) de Ot

BEWEIS: Durch Differenzieren unter dem Integral und partielle Integration
folgt

0 o "< el
85/6(.75)0[ o 85/& ZO‘]'(C(LE))E(IS,E) dt
aa] 80 807 8 C4
/ Z oa' " 9c ot /a ;ajocaeat

7]7
_ Oa; act 0c? Ot O ¢l t=b
- / Zaxzoc(aat o ag>d+zo‘f"c§ta

7]7

Vertauschen der Indizes i, j und Integration von € = 0 bis € = 1 ergibt die Formel.

U

Bemerkung. Fiir die affine Variation c(t,¢) = (1 — €)co(t) + ec1(t) gilt der

Satz, auch wenn nur co ;1 € C*([a,b], ), denn die gemischten zweiten Ableitungen
existieren und sind gleich:

2C 2C
S (12) = 40) — ) = 5 (1,2).

Eine 1-Form « der Klasse C! heifit geschlossen auf €2, wenn

Jo;  Oa;

aig - a:;' auf Q fir alle 4,§ = 1,...,n

Fiir eine geschlossene 1-Form ist die rechte Seite in Satz 3.1 Null, falls die Varia-
tion eine der folgenden Bedingungen erfiillt:

feste Endpunkte: c(a,e) =p und c(b,e) = ¢ fiir alle € € [0, 1]

geschlossene Kurven: c(a,e) = c(b,¢) fiir alle € € [0, 1].
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Definition 3.2 (Umlaufzahl I) Fiir c € C'([a,b],R*\{0}) geschlossen ist die
Umlaufzahl beziiglich des Nullpunkts definiert durch

b v — yr'
n(c,0) = 217T/a ﬁ wobei c(t) = (z(t),y(t)).

Es ist nicht direkt ersichtlich, warum das Integral die Umlaufzahl liefert. Zur
Interpretation fithren wir den Begriff des Lifts einer Kurve in S! ein.

Satz 3.2 (Existenz eines Lifts) Sei c € C'([a,b],S'), c(t) = (z(t),y(t)). Zu
to € [a,b] wihle 6y € R mit c(to) = (cosby,sinby), und definiere

0 € C([a,b]), O(t) = +/ (xy — ya').

to
Dann folgt ¢(t) = (cos0(t),sin6(t)) fir alle t € [a,b].
BEWwEIS: Wir berechnen einerseits, wenn J die Drehung um 3 ist,
d =, JeyJe= (zy —yx') Je.
Andererseits gilt nach Definition von 6
(cosf,sin@) = 6'(—sin b, cos @) = (xy’ — ya') J(cos ,sinf).

Da ¢(t) = (cos@(t),sinf(t)) fiir t = ty nach Definition, folgt die Gleichheit fiir
alle t € [a,b] aus dem Eindeutigkeitssatz. O

Fiir geschlossene Kurven folgt aus dem Satz die Ganzzahligkeit der Umlauf-
zahl. Wir kénnen dazu |c(t)| = 1 annehmen: die Form w ist geschlossen, also ist
das Integral invariant unter einer geeigneten Homotopie. Ist § € C([a, b]) wie in
Satz 3.2 gewéhlt, so sind (cos6(t),sin6(t)) gleich fiir ¢t = a, b, und es folgt

b
(3.1) n(e,0) = 217r/ (wy — ya') = %(9@) _0(a) € Z.

Wir wenden uns jetzt dem technischen Schritt zu, die Definition der Umlauf-
zahl auf Kurven auszudehnen, die lediglich stetig sind. Dazu stellen wir folgendes
fest.

Lemma 3.1 Seien cp,c1 € C*([a,b], R*\{0}) geschlossen mit
lco(t) — c1(t)| < |eo(t)|  fiir alle t € [a,b].
Dann folgt n(co,0) = n(cq1,0).
BEWEIS: Betrachte fiir € € [0, 1] die affine Variation
c:[a,b] x [0,1] = R?, c(t,e) = (1 — &)eo(t) + eci(t).
Die Kurven c(+,¢) sind geschlossen und es gilt nach Voraussetzung
le(t; ) = leo(t)] = |co(t) — er(£)] > 0.

Also folgt n(cp,0) = n(c1,0) nach Satz 3.1 (mit Bemerkung). O
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Definition 3.3 (Umlaufzahl ITI) Fiirc € C°([a,b], R?\{0}) geschlossen setzen
wir
n(c,0) = lim n(cg,0),
k—o0

wobei ¢ € CY([a,b],R?\{0}) Folge geschlossener Kurven mit ¢, — c in
C%([a, ], R?).

Wir miissen begriinden, dass die Umlaufzahl damit wohldefiniert ist. Fiir
jede Kurve ¢ wie in der Definition ist ¢ = mingcqy[c(t)] > 0. Sind c¢12 €
C([a, b], R*\{0}) geschlossen mit |[c1,2 — ¢[lco < 4, so folgt

2
e1(6) — e2(0)] < 22 <1et)] - £ < lex (1),
also n(c1,0) = n(c2,0) nach Lemma 3.1. Dies zeigt, dass der Grenzwert

limg_, 00 n(ck,0) in Definition 3.3 existiert und nicht von der Wahl der Folge
c, abhéngt. Insbesondere sind die Definitionen 3.2 und 3.3 kompatibel.

Es bleibt noch zu zeigen, dass iiberhaupt eine Folge ¢, wie in Definition 3.3
existiert. Dazu setzen wir ¢ periodisch mit Periode b — a fort, und verwenden
eine Glittung. Sei n € C*°(R) mit n(t) = 0 fiir [t{ > 1,7 > 0 und [pn = 1. Wir
betrachten

1

ce :R—=R" c.(t) = /R 117(t — tl)c(t’)dt/ = / n(7)e(t —eT) dr.

€ e -1

Nach den Regeln iiber Parameterintegrale ist die Funktion c. glatt. Aulerdem
gilt mit € — 0,

1
e (1) — e(t)| = ‘/ n(r)(e(t —er) = () dr| < sup_|e(tr) — elta)] =0,
1 [t1—t2|<e

da c gleichméfig stetig ist. Inbesondere folgt fiir hinreichend kleine £ > 0

lee@®) = le@)] = le<(t) = e()] = min |e(t)] = llec = cllco > 0.

)

Also wird ¢ durch die ¢, wie verlangt approximiert.

Satz 3.3 (Homotopieinvarianz der Umlaufzahl) Sei ¢ € (C%[a,b] x
[0,1],R2\{0}), so dass c. = c(-,) geschlossen ist fiir alle ¢ € [0,1]. Dann gilt
n(cop,0) = n(c1,0).

BEWEIS: Wir zeigen, dass die Funktion € — n(c.,0) € Z stetig ist. Sei g —
e € [0,1] gegeben. Wihle dann 7y, € C([a, b], R?\{0}) geschlossen mit

1
17e — cepllco < z und (v, 0) = n(c,,0).
Es folgt ||cc — vkllco < |lee — ceplloo + [lee, — Ellco — 0. Also gilt
n(ce,0) = lim n(y,0) = lim n(c,,0).
k—o0 k—o0

O

Bisher haben wir die Umlaufzahl beziiglich des Nullpunkts betrachtet, jetzt
verallgemeinern wir noch auf beliebige Punkte im R2.
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Folgerung 3.1 (Lokalkonstanz der Umlaufzahl) Seic € C°(I,R?) eine ge-
schlossene Kurve. Dann ist die Funktion n(c,-) : R®\c(I) — Z, n(c,p) =
n(c—p,0), auf den Komponenten von R*\c(I) konstant.

BEwEIS: Wir zeigen, dass n(c,-) lokal konstant ist. Aus Stetigkeitsgriinden
gibt es zu p ¢ ¢(I) ein d > 0 mit |c(t) — p| > d fur alle t € [0,1]. Fiir |[¢ —p| < d
betrachten wir die Homotopie

h:Ix[0,1] = R? h(t,e) =c(t) — ((1 —e)p +eq).
Es gilt |h(t,e)| > |e(t) —p| —elg —p| > d — |¢ — p| > 0. Aus Satz 3.3 folgt

TL(C, Q) = n(c - q70> = n(h(v 1)70) = n(h(, O>7 0) = n(c - D 0) = n(c,p).

Beispiel 3.1 Fiir c: [0,27] — C, c(t) = " mit k € Z gilt

(e.p) kE falls |p| <1
n(e,p) =
P 0 falls |p| > 1.

Denn einerseits berechnen wir
1 2m ik.eikt
Andererseits gilt fiir [p| > 1+ R die Abschétzung
0] || :
n(c,p)| = |n(c —p,0 S/ —————dt<— —0 mit R — oo.

nep) = me—po)| < 5- [ E0 < G
Die Behauptung ergibt sich nun aus Folgerung 3.1.

Fiir eine geschlossene Kurve ¢ € CF([a,b], R?) miissen die Werte der Ablei-

tungen in den Endpunkten nicht notwendig tibereinstimmen. Ist dies aber der
Fall, das heifit gilt

c(a) = c(b), d(a) = b),...,c"(a) = P (),

so nennen wir die Kurve C*-geschlossen. Dies ist dquivalent dazu, dass die peri-
odische Fortsetzung von ¢ auf R von der Klasse C* ist.

Definition 3.4 FEine geschlossene Kurve ¢ € C°([a,b],R?) heifit einfach ge-
schlossen, falls ihre Einschrinkung auf [a,b) injektiv ist.

Der Jordansche Kurvensatz besagt, dass jede einfach geschlossene Kurve den
R? in zwei Komponenten zerlegt, ein AuBlen- und ein Innengebiet. Wir beweisen
den Satz hier fiir regulire, C'-geschlossene Kurven. Wir kénnen dann die lokale
Situation einfach beschreiben.

Lemma 3.2 Sei c € C'(I,R?) eine einfach geschlossene Kurve, die nach der
Bogenlinge parametrisiert und Cl-geschlossen ist. Setze C = Bild(c). Dann hat
jeder Punkt c(so) € C eine offene Umgebung Wy, mit folgenden Eigenschaften:
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(1) Wy, \C ist disjunkte Vereinigung von zwei Gebieten Wsjg,
(2) (OWE)N Wy =C N W,

BeEWwEIS: Indem wir die Kurve auf R fortsetzen mit Periode L = |I|, konnen
wir sgp = 0 annehmen und betrachten fiir 6 > 0 die Abbildung

f:(—26,20) x (=6,8) = R?, f(s,t) = c(s) + tv(0).
Es gilt Df(0,0) € O@(2). Wahle 6 € (0,L/2) so klein, dass f Diffeomorphismus
auf sein Bild ist. Mit Wy = f((—6,d) x (—&,¢)) behaupten wir fiir ¢ € (0,0)
hinreichend klein
(3.2) c(s) e Wo, se [—-L/2,L/2] & se(=0,9).

Fir s € (—0,0) C (—=L/2,L/2) gilt c(s) = f(s,0) € Wy. Wére (3.2) fiir jedes
e > 0 falsch, so gibt es 0; € [-L/2,L/2]\(—6,6) und s; € (=6,6), t; — 0 mit

C(Ui) = f(Si, ti).

Da f injektiv ist, gilt ¢(s) = f(s,0) ¢ Wy fiir 6 < |s| < 24, also folgt |o;| > 24.
Durch Ubergang zu Teilfolgen erhalten wir o; — o € [—L/2,L/2]\(—24,26),
si — s € [=0,0] und durch Grenziibergang

c(o) = f(s,0) = c(s),
im Widerspruch zur Voraussetzung, dass ¢ einfach ist. Damit ist (3.2) gezeigt,
und insbesondere gilt C N Wy = f((—4,0) x {0}). Es folgt Wo\C = W;" U W
fiir
Wit = f((—&, d) % (0,5)) und W, = f((—é,&) X (—5,0)).
Da f diffeomorph ist, ist OW;" das Bild unter f von 9[(—4,6) x (0, £¢)] bzw.
(OWE) N Wy, = F((=5,0) x {0}) = C N Wy.

O

Satz 3.4 (Jordanscher Kurvensatz) Seic € C1(I,R?) eine einfach geschlos-
sene Kurve, die nach der Bogenlinge parametrisiert und C'-geschlossen ist, und
sei C = Bild(c). Dann ist R2\C disjunkte Vereinigung eines beschrinkten Gebiets
U und eines unbeschrinkten Gebiets V- mit OU = 0V = C.

BEWEIS: Wir nehmen wieder an, dass ¢ als C'-Kurve fortgesetzt ist mit
Periode L = |I|. Fiir jede Komponente U von R?\C' ist QU eine abgeschlossene,
nichtleere Teilmenge von C. Nach Lemma 3.2(1) gilt fiir ¢(sg) € OU eine der
Alternativen

(33) UNWs, =W, oder UNW,, =W, oder UNWy =WiUW,.

Mit Lemma 3.2(2) folgt OU N Wy, = C N Wy, das heifit OU ist offen in C
und somit OU = C, da C' zusammenhéngend ist. Insbesondere zeigt (3.3), dass
R2\C' héchstens zwei Komponenten besitzt. Wihle R > 0 mit C € Kr(0) =
{p € R? : |p| < R}. Da R?\Kg(0) zusammenhiingend ist, hat R?\C genau
eine unbeschrinkte Komponente V. Auflierdem ist ¢ homotop zur Punktkurve
co(s) =0 in Kr(0). Es folgt n(c,p) = 0 zunéchst fiir [p| > R, und dann fiir alle
p € V nach Folgerung 3.1. Der Satz ist also bewiesen, wenn wir zeigen:
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Es gibt ein g € R2\C mit n(c,q) # 0.

Fiir so = 0 sei f|(—9,d) x (—e,e) = Wy die in Lemma 3.2 definierte Abbildung.
Betrachte fiir 0 < ¢ < & die Punkte p = ¢(0) = £(0,0), p™ = f(0,£0/2) sowie
die Kurven

o fels) fir s € [-L/2, L/2]\[-0, 0]
c (8) - (s s i
f (Qexp ( + 51— E))) fiir s € [—o, 0].
Dabei sei L > 0 die Periode von c. Es folgt n(c,p*) = n(c¥,p*), denn man hat
die affine Homotopie, fiir 0 < A <1,
fir s € [-L/2,L/2]\[-o0, 0]

c(s)
Pr(A9) {f((l—)\) (s,o)+Agexp(ﬂF%(1—§))) fiir s € [0, ]

Da p und p* in f(B,(0)) liegen und damit in derselben Komponente von
R2\c* (1), gilt weiter n(cF,p*) = n(cT,p) nach Folgerung 3.1. Also erhalten
wir

ater) = nlew) = g ([ XL a— [ L) —nigonp),

27 cT—p ct —p
wobei v(t) = ge® fiir t € [~ 7]. Aber man sieht leicht
n(foy,p)=n(Fon,p) fir F(z)=p+Df(0,0)z,
und zwar mit der affinen Homotopie h(A,t) = (1 — A)f(y(t)) + AF(v(t)), fiir
c

0 < A < 1. Nach Konstruktion in Lemma 3.2 ist Df(0,0) € O(2), also folgt fiir
0 > 0 hinreichend klein

h(A\t) —pl = [F(y(1) —p+ (1 =N (f(v(1) = F(y(1)))]
> [Df(0,007(t)] = [ f(7(t)) = F(y(1))]
> 0-— max |f(z) = F(z)| > 0.

SchlieBlich ist F' o« ein einfach durchlaufener Kreis um p, und

(3.4) n(c,p*) —n(e,p”) =n(f ovy,p) = n(F ov,p) = 1.

Da einer der Punkte p* in V liegt, folgt n(c,p™) = 1 oder n(c,p~) = F1. O

4 Der Umlaufsatz von Hopf
Definition 4.1 (Rotationsindex) Sei ¢ : I — R? eine C'-geschlossene, re-

gulire Kurve. Dann heif$t die Zahl ind (¢) = n(¢/,0) € Z Rotationsindex (oder
Tangentenumlaufzahl) von c.
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Sei ¢ € C?(I,R?) nach der Bogenlinge parametrisiert und C!-geschlossen,
und definiere die Kriimmung 3¢ beziiglich der Normalen v(s) = ic/(s). Dann
ergibt sich aus der Definition der Umlaufzahl als Kurvenintegral sowie den Fre-
netgleichungen

1 4 1
(4.1) ind (¢) = / (s) ds »%(s)ds (¢ beziiglich v = ic).
1

T 2w J; d(s) T o I
Lemma 4.1 (Invarianz des Rotationsindex) Es gilt
(a) ind (co ) =ind (c) fir richtungstreue Umparametrisierungen ¢,
(b) ind (S oc)=(detS)ind (c) fiir S € O(2).
BEWEIS: Sei ¢ € C([a, f], [a, b]) bijektiv mit ¢’ > 0. Die Abbildung (co )’ :
[, B] — R%\{0} ist homotop zu ¢’ o  durch
hos o, B] % [0,1] = RA\{0}, h(t,A) = (A+ (1= X)¢' (1)) ¢ ((1)).

Aus der Homotopieinvarianz der Umlaufzahl sowie der Invarianz des Kurvenin-
tegrals gegeniiber C'-Umparametrisierungen folgt

n((cop),0) =n(c op,0)=n(,0).

Sei nun v € C*(I,R2\{0}, v(t) = (z(t),y(t)), eine beliebige Kurve. Ist det S = 1,
so ist S mit der Einheitsmatrix in O(2) verbindbar und es folgt n(S - ~,0) =
n(v,0). Dagegen berechnen wir fiir S~ (z,y) = (z, —y)

g [EO(=y@) = (cy@)rw
"= PR S0

Fiir det S = —1 ist S verbindbar mit S™, also gilt n(S - v,0) = —n(y,0). Mit
v = folgt n((S-¢),0) =n(S-,0) = (det S)n(,0). O

Satz 4.1 (Umlaufsatz von H. Hopf) Seic € C1(I,R?) regulire, einfach C*-
geschlossene Kurve. Dann gilt

ind (¢) = £1.

BEWEIS: Sei c¢: I = [0, L] — R? nach der Bogenliinge parametrisiert und wie
folgt normiert:

|c(0)| = maxser |e(s)|  (Wahl der Bogenldngenparametrisierung),
c(0) € {(z,0) : x > 0} (Drehung),
d(0) = e (Spiegelung an der xz-Achse).

Dir Idee von Hopf ist es, die Abbildung ¢ zu deformieren. Genauer wird auf der
Menge D = {(s1,52) € R?: 0 < s1 < s < L} folgende Abbildung definiert:

d(s) fiir s1 = s9,
w:D—>Sl,w(31,32): ( flir 0 < 59 —s1 < L,

—C/(L) fiir (81,82) = (O,L)



Nach Definition ist w(s, s) = ¢/(s). Andererseits erhalten wir durch Entlanglaufen
an den beiden anderen Kanten des Dreiecks die Kurve

w(0,2s) fir 0 <s<1L/2,

. [0, L] — S, =
v:10.1] ) {w(2s—L,L) fir L/2<s<L,

und wir haben

d(0) =eq fiir s =0,
c(2s) — ¢(0) y
fir 0 <s<L/2,
|¢(25) — c(0)]
v(s) = —(0) fiir s = L/2,
¢(L)—c(2s—L) )
fiir L/2 L
D) s D) HEEIsh
| (L) =e fiir s = L.

Zum Beweis des Satzes zeigen wir erst, dass ¢/ in R?\{0} homotop zu  ist, und
berechnen dann n(y,0) = 1. Zunéichst ist w wohldefiniert, da ¢ einfach geschlossen
ist. Léngs der Diagonale {(s,s) : 0 < s < L} ist w stetig, denn fiir s1, so — s mit

s1 < sg gilt
c(s2) —c(s1) 1 /52

") dt — ¢
p— p— c(t) c(s),

S1

und folglich (beachte |/(s)| = 1)

c(s2) —c(s1) _ c(s2) —c(s1)  s2—s1 ¢(s)
|c(s2) — c(s1)] sp— 81 |e(s2) —c(s1)]

In (0, L) ist w ebenfalls stetig, denn fiir s1 \ 0, s2 L gilt, wenn wir ¢ periodisch
fortsetzen,

C(Sg) — 0(81) 1 s1+L
S el sl AL 0]

52

Wir kénnen dann analog argumentieren. Wir erhalten nun eine Homotopie von
¢ nach v durch h(\,s) = w(F(A,s)), indem wir erst f : [0,1] — D, f(\) =
(1 —A)(L/2,L/2) + A\(0,L) setzen und dann F' : [0,1] x [0,L] — D wie folgt
definieren (vgl. Bild):

F(\,s) = 2 f(N) fir 0 < s < L2,
,8)_ <%_1)(L7L)+2(1_%)f()\) fiirL/2§3§L_

Es bleibt, die Umlaufzahl n(y,0) zu berechnen. Aus den Normierungen ergibt
sich
<0 fir0<s<L/2

(s),e) {2 0 fir L/2<s<L.

Die Winkelform w hat auf der rechten bzw. linken Halbebene folgende Stamm-
funktionen

arcsin y fiirx >0

iy =q

— arcsin W fir x S 0.
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Indem wir die Kurvenintegrale von s = 0 bis s = L/2 sowie von s = L/2 bis
s = L einzeln auswerten, folgt

2mn(y,0) =0~ (0,—1) —6~(0,1) +61(0,1) — 67(0, —1) = 2,

womit der Satz bewiesen ist. O

In Kapitel 11 tritt ein Fall auf, wo das Vorzeichen des Index gebraucht wird.
Sei D C R? ein Gebiet mit glattem zusammenhingenden Rand und innerer
Normale v. Es sei ¢ : [0, L] — 0D die Parametrisierung nach der Bogenlinge, fiir
die ¢, v o ¢ positiv orientiert ist. Wir behaupten

(4.2) ind(c) = 1.
Durch richtungstreue Umparametrisierung und Drehung ist

lc(0)] = max |¢(s)] und ¢(0) = (a,0) fiir ein a > 0.
s€[0,1]
Der Index éndert sich unter diesen Normierungen nicht, sieche Lemma 4.1. Nun
liegt D in der Halbebene {x < a}, also gilt v(a,0) = —e; und damit ¢/(0) = es.
Die dritte Normierung im Umlaufsatz gilt also ohne Spiegelung, und es folgt
ind(c) = 1 wie behauptet.

Fiir einfach geschlossene Kurven, deren Kriimmung beziiglich der inneren
Normalen nichtneagtiv ist, kénnen wir nun das Innengebiet genauer charakte-
risieren, und zwar ist das Innengebiet dann konvex als Teilmenge von R?. Be-
kanntlich bedeutet das, mit je zwei Punkten enthélt das Gebiet auch die Verbin-
dungsstrecke der Punkte. Wir beginnen mit einer Standardaussage fiir konvexe
Mengen, nédmlich der Existenz von Stiitzhalbebenen.

Lemma 4.2 Sei A C R? abgeschlossen und konvex. Dann gibt es zu jedem p €
OA eine affine Halbebene H = {q € R? : {q — p,v) > 0}, so dass A C H und
p € 0A.

BEWEIS: Zu q € R?\ A gibt es ein p € 0A mit |p — q| = mingea |z — ¢|. Fiir
alle x € A folgt

d P—q
0< —|(1—t)p+te — - < T — >
< dt’( )p+tx q’|t:0+ lp — ¢ TP
Also gilt A C {z € R? : (z — p,v) > 0} mit v = ﬁ. Sei nun p € JA gegeben.
Wihle eine Folge g, € R?\ A mit g — p, und bestimme p, € A mit |pp — qi| =
minge 4 |« — gx| wie oben. Dann folgt [pr —p| < |pr — qk| + |qx —p| < 2|gx —p| — 0,
und

Ac{reR?: (x —pp,vp) >0} mit vk:u.

Pk — |
Nach Wahl einer Teilfolge existiert v = limy_ o, vk, und die Behauptung ist be-
wiesen mit H = A C {z € R? : (x — p,v) > 0}. O

Lemma 4.3 Sei c : [0,L] — R? eine einfach C'-geschlossene, nach der Bo-
genlinge parametrisierte Kurve mit Innengebiet U und innerer Normale v lings
c. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
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(1) Das Innengebiet U von c ist konvezx.
(2) Fiir alle s € [0, L] gilt Bild(c) C {z € R*: (x — c(s),v(s)) > 0} =: H(s).

BEWEIS: Sei U konvex und sg € [0, L]. Da c(sg) € U, gibt es eine Halbebene
H = {q € R?: (g —c(sg),v) > 0}, so dass U C H und c(sg) € OH. Dies folgt
leicht aus Lemma 4.2. Wir zeigen H(so) = H, daraus folgt (2). Betrachte dazu
die Funktion ¢(s) = (c(s) — ¢(s0),v). In s = sp hat ¢ ein Minimum, folglich ist
0 = ¢'(s0) = (d(s0),v). Wegen U C H muss v die innere Normale v(sg) sein,
also gilt H(sg) = H.

Aus (2) folgt sofort U C H(s) fiir alle s € [0, L]. Sei umgekehrt p € R2\U.
Wihle so € [0,L] mit |e(so) — p| = mingep,r)le(s) —p| =: d > 0. Es folgt
p — c(so) L (s0) beziehungsweise p = ¢(sp) & dv(so). Die Strecke von c¢(sg)
nach p enthilt keine Punkte der Kurve c. Wegen p ¢ U liegt die Strecke ganz im
AufBlengebiet von ¢, deshalb ist p = ¢(sg) — dv(sp), das heifit p ¢ H(sp). Somit
gilt U = sefo,r] 1 (s), insbesondere ist U und damit U = int(U) konvex. O

Satz 4.2 (Charakterisierung konvexer Kurven) Sei ¢ : [0, L] — R? eine
einfach C%-geschlossene, nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve mit Innen-
gebiet U. Dann sind dquivalent:

(1) ¢ hat Krimmung s > 0 beziiglich der inneren Normalen v.

(2) U ist konvex.

Bewels: Nach Umparametrisierung kénnen wir annehmen, dass die innere
Normale durch v = ic’ gegeben ist. Ist U konvex, so ist die Funktion ¢(s) =
(c(s) — ¢(s0),v(s0)) nichtnegativ fiir alle sg € [0, L] nach Lemma 4.3. Es folgt

0 < ¢"(s0) = (c"(50), v(s0)) = 5(s0)-

Sei umgekehrt s > 0. Wir behaupten: ist /(sg) = ¢/(s1) fiir 0 < 59 < 81 < L, so
gilt ¢(s1) — c(s0) L v(sp). Sei dazu nach Umparametrisierung sop = 0. Es gilt

1 1 [*
n(c|j0,5,],0) = %/0 »xds>0 und  n(c|, 1,0) = 27r/ »ds > 0.
S1

Andererseits liefert der Umlaufsatz von Hopf
1 L
— »ds =1ind (c) = £1.
2 0
Also ist s(s) gleich Null auf [0, s1] oder auf [sq, L]. Auf diesem Intervall ist dann
d(s) = (s0), also ¢(s1) — ¢(so) L v(sg) wie behauptet.
Sei nun sy € [0, L) beliebig, und ¢(s) = (c(s),v) mit v = v(sg). Setze a
min ¢ und S = max ¢, und wihle s1,s2 € [0, L] mit p(s1) = a und ¢(s2) =
Es folgt ¢'(s1) = ¢'(s2) = 0, das heifit

('(s0),v) = (¢ (s1),v) = (¢(52),0) = 0.

Mindestens zwei der Vektoren ¢/(s;), i = 0,1,2, sind gleich. Wie gezeigt sind
dann auch mindestens zwei der Funktionswerte ¢(s;) gleich. Nun ist v = v(sg)

B.
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innere Normale, also ist U N {x € R? : (x — ¢(sg),v) > 0} nichtleer, und folglich

w(s2) = B > ¢(s0). Da p(s1) = a < ¢(so), muss ¢(s1) = ¢(so) gelten. Das
bedeutet aber (c(s) — c(sp),v(sp)) > 0 fiir alle s € [0, L], und nach Lemma 4.3
ist U konvex. O

5 Vierscheitel-Satz und isoperimetrische
Ungleichung

In diesem Abschnitt diskutieren wir zwei weitere Sétze fiir ebene Kurven, die
isoperimetrische Ungleichung und den Vierscheitel-Satz. Vor allem die isoperime-
trische Ungleichung hat fundamentale Bedeutung. Unser Beweis der isoperime-
trischen Ungleichung folgt einer Arbeit von F. Hélein, siehe Annales de I’Institut
Fourier 44 (1994), 1211-1218. Dafiir brauchen wir den Integralsatz von Gau$.

Satz 5.1 (Integralsatz von Gau}) Sei ¢ € C([0,L],R?) einfach C*-
geschlossen und nach der Bogenlinge parametrisiert. Ist U das Innengebiet von
c und X € CY(U,R?), so gilt

/didex:—/ (X,v)ds.
U ou

Dabei ist v : OU — S die innere Normale.

Das Randintegral fiir eine Funktion f : OU — R ist

L
f(x)ds(z) ::/0 f(c(s)) ds,

ou

wobei ¢ eine Parametrisierung von U nach der Bogenléange ist.

Satz 5.2 (Isoperimetrische Ungleichung) Sei c : [0, L] — R? eine einfach
C'-geschlossene, nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve. Dann gilt fiir den
Flicheninhalt A des Innengebiets U von c

1
A< —I2
A
mit Gleichheit genau wenn c ein Kreis ist.

BEWEIS: Wir berechnen fiir z €¢ U

(c1(s) = z1)eh(s) — (ea(s) — m2)ci (s) = (x — c(s),id (s)).

Nach Beweis des Jordanschen Kurvensatzes folgt bei geeigneter Wahl von v(y)

1 = |n(c,z)| ! /BU wds(y).

o & —y/?
Bezeichne fiir 2 # 0 mit R(z) die Spiegelung an der Geraden {z}*, also

R(z)v=v — 2<£,U>i fiir alle v € R?.
"/ |
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Fiir feste y,v € R? berechnen wir, fiir alle z # y,

. . rT—y rT—Y
divy,R(x — y)v = —leVx<<$ — Y, v) iz — y|2> = _2< Iz — y|2,v>.

Mit Fubini, dem Satz von Gaufl und Cauchy—Schwarz folgt

4 = //8U ’93—2/’2 >d8(y)dx
- %/dU/ ey
_ /BU/dww 2 — y)w(y) de ds(y)

= 47T/3U /6U<R(x—y)u(y),V($C)>d5(ﬂf) ds(y)

17T/3U /aU ds(x) ds(y) = ﬁL?

Bei Gleichheit ist v(x) = R(z — y)v(y) fir alle x,y € OU mit = # y. Sei etwa
y = 0 und v(0) = (0, 1) nach Drehung. Dann folgt

IN

d(s) = £iR(c(s))(0,1) fiir alle ¢(s) # 0.

Diese Differentialgleichung wird von allen Kreisen gelost, die die z-Achse im
Nullpunkt beriihren. Nach Eindeutigkeitssatz muss c einer dieser Kreise sein. [

Ein technischer Punkt bleibt noch nachzutragen: bei der Anwendung des Sat-
zes von Gauf hat das Vektorfeld X (x) am Punkt x = y € QU eine Singularitét,
denn es gilt

X(&) = Rl =)o) = o) = 2( [ v ) =

Um den Schritt zu rechtfertigen, wéhlen wir eine Abschneidefunktion 7, €
C*>(B,(y)) mit 0 <1, <1 und |Dn,| < C/p. Es gilt
div (7o X) = nediv X + (Vng, X).

Jetzt wenden wir den Satz von Gaufl an und lassen p ~\, 0 gehen.
Die isoperimetrische Ungleichung gilt auch fiir allgemeinere Gebiet U C R2.
Ist zum Beispiel U beschrénkt mit C''-Rand, so kann man zeigen dass

k
U=U\|JT,
=1

wobei die U; durch einfach C'-geschlossene Kurven ¢; berandet sind. Es folgt
L(0U) > L(0Up) und A(U) < A(Uy). Somit gilt die isoperimetrische Ungleichung
erst recht fiir U.

Satz 5.3 (Vierscheitel-Satz fiir konvexe Kurven) Sei~y : [ = [0,L] — R?
eine einfach C3-geschlossene, nach der Bogenlinge parametrisierte, konvexe Kur-
ve. Dann hat die Funktion >’ mindestens vier verschiedene Nullstellen.
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BewEIs: Die Nullstellen von 3/ werden auch als Scheitel bezeichnet. Wir
koénnen annehmen, dass » in sp = 0 sein Minimum annimmt und in s; € (0, L)
sein Maximum, dies sind also mal zwei Scheitel. Nach Translation und Drehung
liegen (0) und ~(s1) auf der z-Achse. Angenommen fiir ein s € [0, L] ist y(s) auf
der z-Achse und +/(s) = +eq, das heiit die z-Achse ist Tangente der Kurve. Nach
Definition der Konvexitét folgt v(I) C H, wobei H die abgeschlossene obere oder
untere Halbebene ist. Ist U das Innengebiet von ~, so folgt weiter

YI)NOH =0U NOH = U NOH,

das heifit (I) N OH ist eine Strecke. Damit ist +([0,s1]) C JH oder
v([s1,L]) C OH, insbesondere 3(0) = s(s1) = 0. Aber das heifit > = 0 und 7 ist
eine Gerade, Widerspruch.

Sei jetzt nach evtl. Spiegelung (7(0),e2) < 0. Angenommen, ~y(s2) liegt auf der
x-Achse fiir ein s2 € (0, s1), Dann haben wir drei Punkte v(o,) auf der z-Achse,
namlich {01, 09,03} = {0, s1,s2}, mit (y(01),e1) < (y(02),e1) < (y(03), e1); hier
verwenden wir, dass vy einfach ist. Es folgt

(v(o2),7(03) =(02)) = — (¥ (02),e2) (v(o3) —7(02),e1),
#0 >0

(v(o2),7(01) —=(02)) = — (' (02),e2) (v(o1) —(02),e1),
#0 <0

im Widerspruch zur Konvexitéit. Wir kénnen also annehmen, dass (y, es) < 0 ist
auf (0, s1), und analog (v, e2) > 0 auf (s1, L). Ist nun > monoton nichtfallend auf
[0, s1] und monoton nichtwachsend auf [s1, L], so folgt

s=L

s=0

L L L

0 2/ 7 (y(s),e2) ds = [%(s)(’y(s),@)} —/ (' (s),e2) ds :/ (V'(s),e2)ds = 0.
0 0 0

Aus der Diskussion des Vorzeichens von (v, es) ergibt sich »’ = 0, das heifit v

ist ein Kreis. Ist aber zum Beispiel s nicht monoton nichtfallend auf [0, s1], so

gibt es 0 < so < s3 < s1 mit s(sy) > (s3), also insbesondere s > 0 und

sg < s1. Aber dann nimmt s in [0, s3] ein (lokales) Maximum und in [s2, s1] ein

(lokales) Minimum an. Wir haben also sogar bewiesen, dass » mindestens zwei

lokale Maxima und zwei lokale Minima hat. O

Der Vierscheitel-Satz gilt auch fiir nichtkonvexe Kurven. Eine Standardrefe-
renz ist R. Osserman, The four-or-more vertex theorem, American Mathematical
Monthly 92 (1985), 332-337.
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6 Die erste Fundamentalform einer Flache

Unsere Darstellung der Fliachentheorie geht von Fliachen aus, die durch eine Pa-
rameterdarstellung auf einem zweidimensionalen Gebiet gegeben sind. Lokal ist
das natiirlich fiir jede Fliche der Fall. Gegeniiber der Auffassung von Fléachen als
Teilmengen des R? hat der parametrische Zugang den Vorteil, dass die zentra-
len Groflen wie die erste und zweite Fundamentalform auf dem Parametergebiet
definiert sind; dies bereitet den Umgang mit Riemannschen Metriken und allge-
meiner Tensoren bei abstrakten Mannigfaltigkeiten vor. Auf der anderen Seite
kniipft die Sichtweise direkt an die Kurventheorie an.

Definition 6.1 Sei U C R? offen und k € NN {oo}. Eine Abbildung F €
C*(U,R3) heifit (regulir parametrisierte) Fliche oder zweidimensionale Immer-
sion der Klasse C*, falls gilt:

rang DF(z) =2  fiir alle z = (2!, 2%) € U.

Mit anderen Worten, die Vektoren 0y F(x) und 02 F(x) sind linear unabhéingig
fiir alle z € U.
Der zweidimensionale Unterraum

(6.1) Bild DF(z) = Span {01 F(x), 02 F ()}

heilt Tangentialraum von F im Punkt xz. Der affine Tangentialraum ist
F(z) + Bild DF(z). Die Abbildung F' wird nicht als injektiv vorausgesetzt, das
heifit die Fliache darf sich selbst durchdringen. Es macht dann keinen Sinn,
vom Tangentialraum im Punkt p € Bild F' zu reden. Eine stetige Abbildung
N : U — R3 heiBt Einheitsnormale lings F, falls

(6.2) IN(z)]=1 und N(z) L BildDF(z) fiirallez e U.

Fir Einheitsnormalen Njo ldngs F ist (Ni,N2) € {+£1}. Ist U zusam-
menhéngend, so gibt daher genau zwei Einheitsnormalen ldngs F', ndmlich

< 2 NE(p) = O F(x) x 02 F ()
N* U = 8 N¥ () = g i i

Insbesondere ist fiir F € C* jede Einheitsnormale von der Klasse C*~1.

Beispiel 6.1 (Graphen) Sei U C R? offen. Der Graph einer reellwertigen
Funktion f € C¥(U), f = f(x,y), ist die parametrisierte Fliche F : U — R3,
F(z,y) = (z,y, f(x,y)). Es folgt, wenn wir die partiellen Anleitungen mit f, und
fy bezeichnen,
1 0
DF(z,y) = 0 1
fx(xay) fy(l"ay)

Offenbar ist rang DF(x,y) = 2. Wir berechnen
FI X Fy = (170’ fx) X (07 Lfy) = (_fza _fya 1) = (—Df, 1)7
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also erhalten wir die Einheistnormale

(6.3) N DAY e

VI+I[Df2

Definition 6.2 (erste Fundamentalform) Sei F' € C'(U,R3) eine regulire
Fliche. Dann heifit die von x € U abhingige Bilinearform

g(x)(v,w) = (DF(z)v, DF(z)w) (v,w € R?)

erste Fundamentalform von F. Beziglich der Standardbasis {e1,ea} hat g die
Koeffizienten

951U = R, gij(2) = (F(2),0;F(2)) (1<4,j<2),
Die zugehdrige Matrixz bezeichnen wir mat

G:U — R*? G(z) = DF(z)"DF(z) = (g;§())

1<4,5<2"
Fiir jedes x € U ist g(x) ein Skalarprodukt auf R?, denn es gilt:
e g(x) ist symmetrisch:

g(z)(v,w) = (DF(z)v, DF(x)w) = (DF(x)w, DF(x)v) = g(z)(w,v).

Aquivalent dazu ist die Symmetrie der Matrix G, also 9ij = Gji-
e g(x) ist bilinear:
g(z)(avy + Bvg,w) = (DF(x)(avy + Bvy), DF(z)w)
= o(DF(z)vi, DF(z)w) + B (DF(z)ve, DF(z)w)
= ag(@)(v,w) + B g(x)(v2, ).
Die Linearitdt in der zweiten Komponente folgt wegen der Symmetrie.

e g(x) ist positiv definit:
g(x)(v,v) = (DF(x)v, DF(z)v) = |DF(z)v|* > 0.

Bei Gleichheit folgt DF(x)v = 0 und hieraus v = 0, denn fiir DF(z) : R? —
R? gilt nach Voraussetzung dim ker DF(z) = dim R? —dim Bild DF (z) = 0.

Die Abbildung DF(z) : (R? g(z)) — (Bild DF(z), (-, )gs) ist eine Isometrie
zwischen (zweidimensionalen) Euklidischen Vektorrdumen, denn es gilt nach De-
finition

(6.4) |DF(x)v] = v g(2) (v, v) = [|v] g(a)-

FEin Skalarprodukt, das von x € U abhéngt, nennt man Riemannsche Metrik auf
U; dabei wird die Abhéngigkeit von z € U in der Notation oft ignoriert, das
heifit man schreibt oft g(v,v) fiir die Funktion z — g(z)(v,v).
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Lemma 6.1 (Bogenlinge auf Flichen) Sei F € CY(U,R3) eine regulire
Fliche. Dann gilt fiir jede Kurve v € CY(I,U)

L(FOV):/I\/g(V(t))(V/(t)>7/(t))dt:/IH'Y/(t)Hg(fy(t)) dt.

BEWEIS: Aus (6.4) folgt

L(For) = / (ForyY ()| dt = / IDF(y(8))/ (1)) dt = / VIO @), 7 (0) dt.

O

Beispiel 6.2 (Erste Fundamentalform von Graphen) Fiir eine als Graph
gegebene Fliche F : U — R3, F(z,y) = (z,v, f(x,y)) folgt fiir die erste Funda-

mentalform
fofy 1417 )

Beispiel 6.3 (Rotationsfliichen) Sei ¢ : (a,b) — {(z,2) € R? : 2 > 0}, c(t) =
(r(t), h(t)) eine regulidre Kurve. Durch Rotation um die z-Achse erhalten wir die
Flache

cosp —sing 0 r(t) () cos ¢
F:(a,b)xR = R3 F(t,p) = | sing cosp 0 0 = | r(t)sing
0 0 1 h(t) h(t)

Wir berechnen
r'(t)cosp —r(t)sing
DF(t,p) = | r'(t)sinp 7r(t)cosp
R (¢) 0

Fiir die erste Fundamentalform folgt

7! 2 1(1\2
G(t, 90) = < (t) _gh (t) T((t))2 > :

Da r(t) > 0 und ¢(t) # 0 nach Voraussetzung, gilt
det G(t, ) = r(t)*(r'(t)* + I’ (t)?) > 0.
Also ist rang DF(t,0)TDF(t, ) = 2, und F ist eine Immersion.

Lemma 6.2 (Winkel zwischen Tangentialvektoren) Sei F' € C'(U,R3)
eine regulire Fliche und vi,v9 € R?\{0}. Der Winkel zwischen den Vektoren
DF(x)v; und DF(x)vg ist

g9(z)(v1, v2)
HUng(x) HUQHg(x)

Z(DF(z)v1, DF(x)ve) = arccos = Ly(z)(v1,02).
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BeEWwEISs: Wir berechnen mit (6.4)

(DF(z)vy, DF(z)vs) g(z)(v1, v2)
Z(DF(xz)vi, DF(x)vy) = arccos = arccos .
(DE (), DE (o)) [DF(x)n| DF(a)ua ol ezl

O

Als néachstes wollen wir den Flicheninhalt einer Immersion definieren. Zur
Motivation betrachten wir fiir Vektoren vy, vo € R? den Flicheninhalt A(vy,vs)
des von ihnen aufgespannten Parallelogramms. Wir behaupten

A(v1,v2) = /|12 |va]® — (v1,v2)2.

Wiihle dazu e, es € R3 orthonormal mit v1 = ae; und vy = fBe; + ves, und
berechne

A(vy,v2) = A(aey, fer +vea) = A(aer,ve2) = |ay| = \/|Ul\2’v2\2 - (vl,v2>2.

Ist nun F : U — R3 eine Immersion, so folgt

A(OF, 0, F) = /|01 F|2|02F)2 — (0, F, 3, F) = Vdet G.
Es sollte daher gelten
dA = A(F,, F,) dzdy = Vdet G dady.
Definition 6.3 Der Flicheninhalt einer Immersion F : U — R? ist

A(F):/U\/detG:: A (U),

wobei G : U — R?*2 die Matriz der ersten Fundamentalform von F ist.

Beispiel 6.4 Fiir einen Graphen F : U — R3, F(x,%) = (,y, f(x,y)) erhalten

A(F):/U./lJrf%Jrny:/U\/lJr\Df\?.

Beispiel 6.5 Fiir den Flédcheninhalt einer Rotationsflache
F:(a,b) x (¢1,02) = R, F(t, ) = (r(t) cos g, r(t) sinp, h(t))

ergibt sich die Guldinsche Formel

b
MFﬁ4m—wn/rMWV+WW-

Wir kommen nun, analog zu unserer Diskussion bei Kurven, zu Umparame-
trisierungen.

Definition 6.4 Seien F : U — R3, F : V — R3 Flichen der Klasse C*. Dann
heifit F Umparametrisierung von F, falls es einen Ct-Diffeomorphismus ¢ : V —
U gibt mit

F=Fo o.
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Auf der Menge aller parametrisierten C!'-Flichen ist die Relation
F~F & Fist Umparametrisierung von F

eine Aquivalenzrelation. Der Diffeomorphismus ¢ ist nicht eindeutig bestimmt,
zum Beispiel gilt fiir eine Rotationsfliche trivialerweise F' = F'oid, aber natiirlich
auch F = F o7y, fiir 7,(t, ) = (¢, ¢ + 2k7) mit k € Z.

Satz 6.1 (Transformationsverhalten von g) Sei F € CY(U,R3) eine re-

guldre Fldche.

(1) Ist F € CY(V,R3) eine Umparametrisierung von F, also F = F o ¢ mit
einem C'-Diffeomorphismus ¢ : V — U, so gilt fir die zugehdrigen ersten
Fundamentalformen g(v,w) = go ¢(D¢ - v, Do - w) bzw. dquivalent

2
G=D¢" (Gog)D¢p oder Gij= > guodig"d;¢.
k=1

(2) Ist B:R3? — R3 eine Buklidische Bewegung und F =BoF, so folgt § = g.
BeEWwEIS: In der Situation von (1) berechnen wir
gv,w) = (D(Fo¢) -v,D(Fo¢) w)

= ((DF)o¢D¢-v,(DF)o¢Dé-w)
= go¢(D¢-v,D¢-w).

Weiter folgt

2
Gij = Glei ej) = (90 $)(0i6,05¢) = Y _ (gui © )" 0;".

k=1
Die Formel fiir die Matrix ergibt sich alternativ wie folgt:
G = D(Fo¢)TD(F o)
= ((DF)o¢D¢)" (DF)o ¢ D¢
= D¢ (DF'DF)o¢ D¢
= D¢" (G o ¢) D¢

Fiir Behauptung (2) beachten wir B(y) = Sy + a mit S € O(3) und a € R3,
siche Satz 0.1, also DB(y) = S fiir alle y € R? und

g(x)(v,w) = (D(BoF)(x)v, D(BoF)(x)w) = (S DF(z)v, S DF (z)w) = g(z)(v,w).

O

Wir wollen {iberpriifen, ob die definierten Begriffe Bogenldnge, Winkel und
Flécheninhalt unabhéngig von der Wahl der Parametrisierung sind. Interessan-
terweise koénnen wir diese Invarianz allein aus der Transformationsformel fiir die
erste Fundamentalform herleiten, ohne auf die Fliache F' direkt Bezug zu nehmen.
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Folgerung 6.1 Sei F' € CY(U,R?) eine requlire Fliche und F = Fo¢ eine
Umparametrisierung mit einem Diffeomorphismus ¢ € CY(V,U). Sind g bzw. §
die zugehdrigen ersten Fundamentalformen, so gelten folgende Aussagen:

(1) Ly(pov)=Lg(y) firy:I =V,
(2) Zys))(Do(x)v, Do(x)w) = Ly (v,w)  fiir z € V und v,w € R?,
(3) Ay(¢(E)) = A3(E)  fir ECV.
BEwEIs: Nach Satz 6.1 gilt g(¢(z))(Do(x)v, Do(x)w) = g(v, w), also
[1Dd(@)vllg(p(z)) = IVllgw) und Ly (Do()v, Do(z)w) = Ly (v, w).

Mit (¢ o) (t) = Do(y(t))y (t) folgt weiter
Ly(pon) = /] DAY ()l g(o (1)) At = /1 17 ®)g¢y) dt = Lg (7).

Schliefflich liefert der Transformationssatz und Satz 6.1

Ay(p(E)) = /¢ (E)\/detG
= /\/detGqu\detD(M
E

_ /E \/det(D¢T(Go¢)D¢)
= A,(E).

O

FEin zentrales Hilfsmittel der Kurventheorie war die Umparametrisierung nach
der Bogenlinge. Es stellt sich die Frage, ob es fiir Flichen F' € C*(U,R3) eben-
falls besonders giinstige und natiirliche Parametrisierungen gibt. Folgende drei
Moglichkeiten werden durch unsere bisherige Diskussion nahegelegt:

(1) F heifit langentreu parametrisiert, falls L(F o «y) = Lp2(y) fiir alle Kurven
vy:I—=U.

(2) F heiit flichentreu parametrisiert, falls A(F|y) = Ag2(V) fiir alle Mengen
VcU.

(3) F heifit winkeltreu (oder konform) parametrisiert, falls Z(DF-v, DF-w) =
Zp2(v,w) fiir alle z € U und alle v, w € R?\{0}.

Diese drei Eigenschaften lassen sich in Bedingungen fiir die erste Fundamental-
form g iibersetzen, und zwar wie folgt:

Lemma 6.3 Fiir eine regulir parametrisierte Fliche F € CY(U,R3) mit erster
Fundamentalform G = (gij)1<i,j<2 gelten folgende Aussagen:

(1) F ist lingentreu < G = (d;5) ,
(2) F ist flichentrew < detG =1,
(3) F ist winkeltrew < G = \2(8;;) fir eine Punktion A : U — R*.
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Insbesondere:  langentreu <  flichentreu und winkeltreu.

BEWEIS: Nach Lemma 6.1 ist L(F o7y) = Ly(7), also folgt aus g;; = d;; direkt
die Lingentreue von F. Umgekehrt betrachten wir fiir beliebige zg € U, v € R?
die Kurve v(t) = o + tv und folgern aus der Léngentreue

g(zo)(v,v) = lim1

€ . 1 . 1
N0 & /0 \/g(xo +tv)(v,v) dt = 21\1“1[1) ng(’ﬂ[o,E]) = ;1\1‘% ELR2(’V|[O,E]) = |v],

also durch Polarisation g;; = ¢;;. Damit ist (1) gezeigt. Aus det G = 1 folgt die
Fléchentreue direkt nach Definition 6.3. Ist umgekehrt F' flichentreu, so gilt fiir
beliebiges 2o € U mit D.(z0) = {z € R? : |z — x| < €}

L Age(D(w0)) = 1.

det G(zo) = lim — / Vet G = lim —— A(F|p, (s0)) = lim
e\0 e D<(z0) e\0 e e\0 e

Ist schlieBlich F' winkeltreu und e; o die Standardbasis, so folgt mit Lemma 6.2
912 = |leallg [le2llg cos Z(DEF - e1, DF - e3) = |le1]|g [lezlg cos Zg2(e1, e2) = 0,

911 —g22 = g(e1+ea, 1 —€2) = |ler +ezllg [ler —ezllg cos Lrz(e1+e2,61 —e€2) = 0.
Die Darstellung in (3) gilt also mit A = /(911 + g22)/2 > 0. Die umgekehrte
Implikation in (3) folgt direkt aus Lemma 6.2. O

Um eine lidngentreue bzw. flichentreue bzw. winkeltreue Umparametrisierung
einer gegebenen Fliche ' € C1(U,R?) herzustellen, ist nach Satz 6.1 ein Diffeo-
morphismus ¢ : V — U zu bestimmen , der folgende Gleichungen I6st:

G = D¢’ (Gog)Dp =Ey fir F o ¢ langentreu,
det G = (det G) o ¢ (det Dp)> =1 fiir F o ¢ flachentreu,
G=D¢" (Gogp)Dp e RYEy fiir F = F o¢ winkeltreu.

F:
F=

Die Langentreue fithrt auf drei Bedingungen fiir die beiden gesuchten Funktionen
' und ¢?. Es konnte der Verdacht aufkommen, dass das Problem iiberbestimmt
ist, also nicht immer losbar. Dieser Zweifel ist in der Tat berechtigt, und
zwar hat Gaufl eine Kriimmungsgrofie gefunden, die im Fall der Existenz ei-
ner lingentreuen Parametrisierung gleich Null sein muss. Diesen Satz, den Gaufl
als Theorema egregium bezeichnet hat, werden wir in Folgerung 9.3 beweisen.
Die Bedeutung der winkeltreuen (oder konformen) Parametrisierung liegt im
Bezug zur komplexen Analysis. Sei F' : U — V ein orientierungserhaltender
Diffeomorphismus zwischen den offenen Mengen U,V C R2?, also insbesondere
det DF' > 0. Nach Lemma 6.3(3) ist F' genau dann winkeltreu beziiglich des
Standardskalarprodukts, wenn DFTDF = \2E, fiir eine Funktion A\ > 0, das
heiflt %DF ist orthogonal. Schreiben wir F' = (u,v) = u + iv, so bedeutet das

Uy Uy

DF(z) = <

> €R'SO(2) bzw. dquivalent  u, = v, und uy = —v,.
Uy Uy

Die orientierungserhaltenden, winkeltreuen Diffeomorphismen sind also genau
die holomorphen Diffeomorphismen. Hat man nun zwei winkeltreue Parameter-
darstellungen einer Fliche, und ist der Parameterwechsel orientierungserhaltend,
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so ist der Parameterwechsel holomorph. Dies ist der Anfangspunkt der Theorie
der Riemannschen Flédchen, also der eindimensionalen komplexen Mannigfaltig-
keiten.

Satz 6.2 (Existenz konformer Parameter) Sei F € C*°(U,R?) eine re-
guldre Fliche. Dann gibt es zu wo € U eine Umgebung U und einen Diffeo-
morphismus ¢ € C*(V,U), so dass F o ¢ : V — R3 winkeltreu (konform) para-

metrisiert ist.

Der Beweis dieses Satzes erfordert die lokale Losung einer elliptischen
partiellen Differentialgleichung und kann an dieser Stelle nicht gefithrt werden.
Der erste Beweis stammt von Gau3*. Er setzte voraus, dass die Koordinaten-
funktionen F* = F'(x,y) der gegeben Fliche reell-analytisch sind, das heifit sie
sind lokal als Potenzreihen in den Variablen x und y darstellbar, und erhélt
dann die Losung ebenfalls als lokal konvergente Potenzreihe. Der erste Beweis
fiir glatte Flachen stammt von L. Lichtenstein (1911).

Wir wollen schliellich kurz auf die flichentreuen Parametrisierungen eingehen.
Der lokale Existenzbeweis kann auf die Losung eines Anfangswertproblems fiir
gewOhnliche Differentialgleichungen reduziert werden.

Satz 6.3 (Existenz flichentreuer Parameter) Sei F' € C*(U,R?) eine re-
guldre Fliche und wo € U. Dann gibt es eine Umngebung U von wy und einen
Diffeomorphismus ¢ : V. — U, so dass Fo¢: V — R3 flichentreu parametrisiert
15t.

BEWEIS: Wir kénnen wy = 0 annehmen, und machen fiir ¢ den Ansatz
. 1 0
¢(z,y) = (2, (z,y)) mit (0,0) =0 = D¢= :
Pz Py

Wie nach Lemma 6.2 gezeigt, ist F' o ¢ genau dann flichentreu, wenn det(G o
#) (det D¢)? = 1. Der Satz ist also bewiesen, wenn ¢ glatte Losung des folgenden
Anfangswertproblems ist:

) = e
ay Y Vdet G(z, ¢(z,y))

Nach Picard-Lindelof besitzt dieses Problem fiir |z|,|y|] < J eine eindeutige
Losung, die glatt von x und y abhéingt. O

und  ¢(z,0) = 0.

*C.F. GauB}: Allgemeine Auflésung der Aufgabe, die Theile einer gegebenen Fléche auf einer andern
gegebenen Fliche so abzubilden, dafl die Abbildung dem Abgebildeten in den kleinsten Theilen dhnlich
wird. Preisschrift fiir die Kopenhagener Akademie der Wissenschaften, 1825

fvgl. J. Dieudonné: Foundations of modern analysis, Academic Press, New York and London 1969,
§X,7
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7 Die zweite Fundamentalform einer Flache

Wir kommen jetzt zur Definition der Kriimmung einer Fliache. Da eine Fléche
in verschiedenen Richtungen unterschiedlich gekriimmt sein kann, erwarten wir
nicht, die Kriimmung nur durch eine Funktion zu erfassen. Stattdessen lassen wir
uns von der Idee leiten, dass die Kriimmung die Normalkomponente der zweiten
Ableitungen sein sollte, vgl. die entsprechende Definition 2.2 fiir Kurven.

Definition 7.1 (zweite Fundamentalform) Sei F € C?(U,R?) eine regulire
Fliche mit Einheitsnormale N : U — S? lings F. Die von x € U abhingige
symmetrische Bilinearform

h(z)(v,w) = (D*F(z)(v,w), N(z)) (v,w € R?)

heif$t zweite Fundamentalform von F. Beziiglich der Standardbasis hat h die Ko-
effizienten

hij : U = R, hij(z) = (05F(x), N(z)) (1<i,j<2).

In einem Skalarproduktraum kann man jeder Bilinearform kanonisch eine
lineare Abbildung zuordnen. Dies ist zum Beispiel deshalb wichtig, weil man
dann von den Eigenwerten der Bilinearform reden kann, und zwar meint man
die Eigenwerte der zugeordneten Abbildung. Wir wollen diese Tatsache aus der
linearen Algebra kurz wiederholen.

Lemma 7.1 Sei g(-,-) ein Skalarprodukt und h(-,-) eine Bilinearform auf R™.
Dann gibt es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung S : R™ — R™ mit

(7.1) h(v,w) = g(v,Sw)  fir alle v,w € R".
Ist h symmetrisch, so ist S selbstadjungiert beziiglich g, das heifst es gilt
g(Sv,w) = g(v,Sw)  fir alle v,w € R".

BEWEIS: Es sei (¢%) die inverse Matrix zu (g;;), das heift
n .
(7.2) Zgijgjkzéf firi,k=1,...,n.
j=1

Wir definieren S durch seine Matrixdarstellung, und zwar sei Se; = Z?Zl Slj ej
mit

n
Slj :Zgjkhkl fur 5,0=1,...,n.
k=1

Gleichung (7.1) folgt, denn fiir v = ¢; und w = ¢; gilt

n n n
g(ei, Sep) = Zgij S = Z (Zgi]’ gjk) b = hir.
j=1 k=1 i=1
—_———
=gk

Die Eindeutigkeit von S mit (7.1) ist offensichtlich, ebenso die Selbstadjungiert-
heit von S, wenn A symmetrisch ist. O
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Definition 7.2 Sei F € C*(U,R3) eine regulire Fliche mit Normale N lings
F, und h die zugehdrige zweite Fundamentalform. Die eindeutig bestimmte, von
x € U abhingige lineare Abbildung S(z) : R? — R? mit

(7.3) h(z)(v,w) = g(x)(S(z)v,w)  fir alle v,w € R?
heifst Weingartenabbildung von F. Beziiglich der Standardbasis hat sie die Ma-
trizdarstellung

2 2

(7.4) S@)er =Y _ Si(z)e;  mit S(x) =Y g (x) hjp(z).

i=1 j=1
Die Weingartenabbildung S ist selbstadjungiert beziglich g fir alle x € U.

Im allgemeinen ist die Standardbasis keine g-Orthonormalbasis, und die Matrix
von S beziiglich der Standardbasis ist nicht symmetrisch.

Beispiel 7.1 Fiir Graphen F : U — R3, F(x,y) = (z,y, f(z,y)) haben wir
in Beispiel 6.1 und Beispiel 6.2 die Normale und die erste Fundamentalform
berechnet:

(_fxv_flhl) 1+f:c2 fxfy

= ———= und ij) =
R o= o <fwfy 1+f3>

Die zweite Fundamentalform ergibt sich ohne weiteres zu

(hij) = ({95 F, N)) = —_— ( ;Z ﬁzz ) '

1+ 2+ [

Fiir die Berechnung der Weingartenabbildung brauchen wir die Inverse von (g;;):

(gij): 1 ( 1+fy2 _f:cfy >
L+ 2+ 2\ ~fufy 1412 )
Daraus folgt nach etwas Rechnung die Matrix der Weingartenabbildung:
g_ 1 < (1+f5)fx:p_fxfyfmy (1+f5)f:ry_fzfyfyy )
A+ £24 2032\ U+ D) fay = Jaly fox L+ 12) fyy = Foly fay

Hat der Graph im Punkt (2o, f(20)) € U X R eine horizontale Tangentialebene,
das heifit es gilt D f(z9) = 0, so folgt beziiglich der nach oben weisenden Normalen

(7.5) 9ij(20) = 6i5,  Digjr(20) =0, Si(z0) = hij(20) = 85 f (20).

Beispiel 7.2 Fiir eine Rotationsfliche F (¢, p) = (r(t) cos ¢, r(t) sin g, h(t)) gilt,
vergleiche Beispiel 6.3,

1 —h'cos r’cosp —rsing
N=——— —h'sinp und DF = | r'sing rcose |,
()2 + () r n 0
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und ferner

r

(9i5) = ( () Jg ()? 0 >

Daraus ergibt sich fiir die zweite Fundamentalform

(h,.) _ 1 r R — Bl 0
VIR ) o

und schliellich die Weingartenabbildung
N N
g = (r/)z + (h’)23
0

0

I 1
(TI)Q + (h’)2 r
Die geneigten Leser mogen iiberpriifen: der erste Eintrag in der Matrix von S

ist genau die Kriimmung der ebenen Kurve ¢(t) = (r(t),0, h(t)) beziiglich der
Normalen N (t) = N(t,0).

Satz 7.1 (Weingartengleichung) Sei F : U — R3 regulire C?-Fliche mit
zweiter Fundamentalform h und Weingartenabbildung S beziiglich der Normalen
N. Dann gilt

DN =—-DF-S wund h(v,w)=—(DN -v,DF -w).
Bewers: Fiir 1 < j,k <2 gilt (9;N, N) = 30;|N|? = 0 sowie
(0;N, 0, F) = 0; (N,0pF) —(N, 0% F) = —h(ej, er) = —g(Sej, ex) = —(DF-Sej, DF-ey,).
=0
Es folgt DN -ej = —DF - Se;, also die erste Behauptung, und weiter
h(v,w) = g(Sv,w) = (DF - Sv, DF -w) = —(DN - v, DF-).

Ebene Kurven konstanter Kriitmmung sind Geraden oder Kreise, sieche Satz 2.1.
Wir zeigen nun entsprechende Aussagen fiir Flichen.

Satz 7.2 Sei U C R? zusammenhingend, und F : U — R® eine C?-Fldiche mit
Normale N und zweiter Fundamentalform h. Dann sind dquivalent:

(1) F(U) liegt in einer Ebene.

(2) h=0.

(3) N st konstant.

BeEWwEIS: Liegt F/(U) in einer affinen Ebene p + E, so bilden 0;F eine Basis
von F und folglich ist N Normalenvektor von E. Aber O%F liegt in F, also
h = (D?F,N) = 0.

Aus h =0 bzw. § = 0 folgt mit der Weingartengleichung DN = —DF - § = 0.

Ist N konstant, so folgt D(F,N) = (DF,N) + (F,DN) = 0, also ist
(F, N) konstant. O
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Satz 7.3 Sei U C R? zusammenhingend, F : U — R3 eine C%-Fliche und
R > 0. Dann sind folgende Aussagen {uivalent:

(1) F(U) liegt in einer Sphéire mit Radius R.
(2) h==+4g baw. S =+41d.
BEWEIS: Betrachte fiir m € R® die Funktion f(z) = 3|F(z) —m|? mit Ablei-

tungen
0;f =(F—m,0;F) und 8%]": (F—m,@?jF> + Gij-

Ist m Mittelpunkt der Sphére in (1), so ist die Funktion f konstant. Es folgt
dann F'—m 1 Bild DF, also bei geeigneter Wahl der Normalen ' —m = —RN,,

und weiter
0=208;f =—(RN,05F) + gij = —Rhij + gij.

Sei umgekehrt h = R g nach geeigneter Wahl der Normalen. Dann folgt aus Satz
7.1, dass die Funktion m := F — RN konstant ist:

1
8jm = 8jF — RajN = 8jF — RDF - Sej = 8jF — RDF - Eej = 0.
Wegen F'=m + RN liegt F' damit auf einer Sphire vom Radius R. O

Satz 7.4 (Transformationsverhalten von h und S) Sei F € C%(U,R?) ei-
ne requldre Fliche mit zweiter Fundamentalform h beziiglich der Normalen N.

(1) Ist F = F o ¢ Umparametrisierung mit einem CQ—Djﬁeomorphismus o :
V = U, so folgt fiir die zweite Fundamentalform von F' bzgl. der Normalen
N=No¢

2
h(v,w) =ho¢(D¢-v,D¢-w) baw. hiy = Z hiy o ¢ 0ip"0; ¢,
k,l=1

oder dquivalent fir die Weingartenabbildung
= (Dg)~" (S0 ¢) Do

(2) Unter einer Buklidischen Bewegung F = QF +a mit Q € 03), a € R3
folgt h =h und S = S, bzgl. der Normalen N = QN.

BEWEIS: Aus Satz 7.1, der Weingartengleichung, erhalten wir

h(v,w) = —(DN-v, DF-w) = —((DN)o¢ Dp-v, (DF)o¢ Dp-w) = hog(D¢-v, Dp-w).

Die Koordinatendarstellung ergibt sich hieraus wie in Satz 6.1 durch Einsetzen
von e;, €. Weiter folgt mit Definition 7.2 und Satz 6.1

h(z)(v, w) h(é(x))(Do(x)v, Dp(x)w)
= 9(¢(2))(S(¢(2))D ()v Do(x)w)
= 9(6(2))(De(x) D) ™' S(¢(2)) D(w)v, D(w)w)
= §(2)(Dg(z) "' S(¢(x)) Do(x)v, w).
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Mit Definition 7.2 folgt die Transformationsformel fiir S. Fiir Behauptung (2)
berechnen wir

hij(x) = (05 (QF + a)(2), QN (2)) = (Q 9 F (), QN (x)) = hy;(x).

Die Gleichheit S = S folgt nun aus Satz 6.1(2) und Definition 7.2. O

Zu jedem Punkt x € U existiert eine Basis v, v9 von R? mit
(76) g(x)(vi,vj) = 5ij und h(a:)(vi,vj) = %iéij fiir gewisse 12 € R.

Dies ist eine wohlbekannte Tatsache aus der linearen Algebra, doch der nach-
folgende Beweis ist instruktiv. Sei wq, wy € R? eine Orthonormalbasis beziiglich
g(x); eine solche Basis kann aus einer beliebigen Basis mit dem Verfahren von
Gram-Schmidt hergestellt werden. Jeder Vektor v € R? mit [|v]| g(z) = 1 besitzt
dann eine Darstellung v = (cost)w; + (sint)we mit ¢ € [0, 27, und es gilt

h(z)(v,v) = h(z)(wy,w) cos®t + h(x)(wa, ws) sin®t 4+ 2 h(x)(wy,ws) sint cost.

Die rechte Seite ist 2m-periodisch und stetig in ¢, nimmt also ihr Infimum an
einer Stelle t; € [0,27) an. Die Vektoren vy = cos(t1)wy + sin(¢;)ws und ve =
— sin(t1)wi+cos(t1)ws bilden dann wieder eine Orthonormalbasis beziiglich g(z),
und es folgt

0= %h(:c)((cos T)v1 + (8in7)vg, (cos T)v1 + (sin7)ve) =0 = 2 h(x)(v1, v2).

Also sind vy, v9 wie in (7.6) verlangt. Dariiber hinaus gilt fir v = (cost)v; +
(sint)vy

h(z)(v,v) = 21 cos®t + sy sint € [501, 2] it 3¢5 = h(x)(vy,v;) fiir i = 1,2,
das heifit die Funktion v + h(z)(v,v) hat unter der Nebenbedingung [|v||4) =
1 in v = v; das Minimum h(z)(vi,v1) = »; und in v = vy das Maximum

h(z)(v2,v2) = 2¢5. Wegen

9(x)(S(@)vi, v5) = h(@)(vi, v;) = 360i5 = g(x) (563, v;5)

sind die v 2 genau die Eigenvektoren der Weingartenabbildung zu den Eigenwer-
ten s 9.

Definition 7.3 (Hauptkriimmungen) Sei F € C?(U,R3?) eine Fliche mit
erster Fundamentalform g und Weingartenabbildung S. Die beiden Figenwer-
te 1, 79 von S(x) heiffen Hauptkrimmungen von F im Punkt x € U, die zu-
gehdrigen Eigenvektoren von S(x) mit Normierung [[v||y) = 1 heiffen Haupt-
krtimmungsrichtungen. Ferner heiflen

1
H = 5(%1 + %2) und K = 3109
mittlere Kriimmung bzw. Gaufische Krimmung von F in x € U.
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Die Hauptkriimmungen hingen nicht von der Wahl der Parametrisierung ab,
sie sind geometrische Invarianten: sei F = F o ¢ eine Umparametrisierung der
Fliche F € C?(U,R3) mit dem Diffeomorphismus ¢ € C?(V,U). Ist v € R?
Hauptkriimmungsrichtung von F mit Hauptkriimmung » im Punkt z € V, so
folgt

[Dé()v]lg(p(2)) = ll52) = 1,
S(¢(x))Dg(x)v = Dp(x)S(x)Dd(x) ' D(z)v = 2 D(x)v.

Also ist Dé(z)v Hauptkriimmungsrichtung von F' im Punkt ¢(z) zum gleichen
Eigenwert. Beachten Sie DF(¢(x)D¢(x)v = DF(x)v, das heifit v und Do(x)v
entsprechen demselben Tangentialvektor der Fliche in R3.

Beispiel 7.3 Fiir das Helikoid F : R? — R3, F(s,t) = (scost,ssint,at), mit
a > 0 gilt

1
O F = (cost,sint,0), 0oF = (—ssint,scost,a), N = m(asint, —acost, s),

und weiter
o F =(0,0,0), 01oF =01 F = (—sint,cost,0), 0wF = —(scost,ssint,0).

Fiir die erste und zweite Fundamentalform ergibt sich

a
0 - -
1 0 /2 2
(gl]):<0 82+a2 >7 (hlj): a SO+CL

Vs

Daraus folgt fiir die Weingartenabbildung und die Hauptkriimmungsrichtungen
o (1) V82 + a? o 1 11

fre\ e 0 ) 2\ e

Insbesondere hat das Helikoid die mittlere Kriimmung bzw. Gaufische
Kriimmung

S:

a 2
H=0 und K:—(7> .
s2 + a?

Beispiel 7.4 Die Rotationsfliche F(t,¢) = (r(t)cosp,r(t)sing, h(t)) hat als
Hauptkriimmungsrichtungen

€1 d €9
V] = ————— un vy = ——,
7+ W) 20
mit zugehorigen Hauptkriimmungen
T/h” _ h/,r// h/ 1

w = und 9 =

(,,,/)2 + (h/)23
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Beispiel 7.5 Die mittlere und Gauflsche Kriimmung einer in Graphendarstel-
lung gegebenen Fliche F : U — R3, F(z,y) = (x,y, f(x,y)) lauten

H — (1 + f;)fxz - 2f:vfyfxy + (1 + fg)fyy
201+ f2+ f2)3/? ’

fx:ﬂfyy - fgy
L+ 2+ 177

Anstatt von einer gegebenen Fliache auszugehen und deren Kriimmungen zu be-
rechnen, kann man umgekehrt das Problem betrachten, eine Fliche mit vor-
geschriebener Kriimmungsfunktion zu bestimmen: zu einer gegebenen Funktion
H:UxR — R, H= H(z,y,z) sucht man also einen Graphen F : U — R3,
F(z,y) = (x,y, f(z,y)), der in jedem Punkt F(z,y) die mittlere Kriimmung
H(F(z,y)) hat. Analog kann man die Gaufische Kriimmung als Funktion K :
UxR—=R, K=K(z,vy,z), vorschreiben. Gesucht sind dann also Losungen der
Gleichung vorgeschriebener mittlerer Kriitmmung

(1 + ny)fzx - 2fxfyfxy + (1 + fzz)fyy
21+ f2+ £

= H(z,y, f(z,y))

bzw. der Monge-Ampére Gleichung

fxocfyy - f;?y
I+ f2+ 177

Diese Probleme haben die Entwicklung der Theorie partieller Differentialglei-
chungen im 20. Jahrhundert mafigeblich beeinflusst.

= K(z,y, f(z,y)).

Wir wollen nun dhnlich wie bei Kurven eine lokale Normalform fiir Flachen
herleiten.

Satz 7.5 (Lokale Normalform von Flichen) Sei F' € CF(V,R3), k > 1, re-
gulire Fliche und B(X) = Q(X — F(wy)) fir @ € O(3) mit Q(Bild DF (wp)) =
R2. Dann gibt es eine Umgebung W C V won wy, einen C*-Diffeomorphismus
¢ : W — U mit ¢(wg) = 0 und eine Funktion f € C*{U) mit f(0) = 0,
Df(0) =0, so dass fir F=BoFo¢ ':U— R? gilt:

F(a,y) = (z.y, f(a,y) fiir alle (x,y) € U.

Ist F e C?(V,R?), so gilt bei geeigneter Wahl von Q auferdem die Entwicklung

1
f@y) = 5(az® + 50y%) +o(z” + y7).

Dabei sind »212 die Hauptkrimmungen von F im Nullpunkt beziiglich der Nor-
malen es.

Bemerkung. Die 32 sind auch die Hauptkriimmungen der gegebenen
Fliche F' im Punkt wg beziiglich der Normalen Q~'es. Dies folgt direkt aus der
Invarianz gegeniiber Umparametrisierungen und Euklidischen Bewegungen.
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BEWEIS: Bezeichnet 7 die Orthogonalprojektion auf R? x {0} = R2? so

folgt
B(F(wg)) =0 wund kerD(moBo F)(wy) =ker (10 Qo DF(wp)) = {0}.

Nach dem Umkehrsatz gibt es eine Umgebung W von wq, so dass ¢ := moBo F:
W — ¢(W) =: U ein C*-Diffeomorphismus ist mit ¢(wp) = 0. Nun folgt fiir
F=BoFog¢!

(WoBoﬁ)oqﬁ*l:idU.
Also gilt F(x,y) = (z,y, f(z,y)) mit f = F3 € C¥(U). Weiter folgt F(0) =
B(F(¢=(0))) = B(F(wg)) = 0, insbesondere f(0) = F3(0) = 0, und wegen

DF(0) = Q DF(wo) D¢~*(0)
Bild DF(0) C Q(Bild DF(wg)) =R? x {0} = Df(0) = DF?(0) = 0.

Damit ist die erste Behauptung gezeigt. Fiir die zweite drehen wir die Flédche noch
um die z-Achse. Seien v1 2 die Hauptkriimmungsrichtungen von F' im Nullpunkt.
Dann gilt
5ij == <DF(0)UZ, DF(O)’UJ'>R3 = <’UZ', Uj>R2-

Also ist durch Rv; = e;, i = 1,2, eine Abbildung R € O(2) definiert. Bezeichne
mit Qr € O(3) die Fortsetzung mit Qres = es. Dann ist QgrF Graph der Funk-
tion fr = fo R™! auf der Menge R(U). Es gilt fr(0) = 0, Dfg(0) = 0, sowie fiir
alle v € R?

2 2
D2 f(0) (v, 0) = % Fa(s0)]smo = % F(sB0)]se0 = D2F(0)(R~1v, R~1v).

Nach Polarisationsformel folgt D?fr(0)(v, w) = D?f(0)(Rv, Rw) fiir alle v,w €
R2. Nun ist D2f(0) = h(0) die zweite Fundamentalform von F im Punkt z = 0
beziiglich der Normalen eg, siehe (7.5). Es ergibt sich nach Wahl von R

DQfR(O)(ei, 6]') = D2f(0)(R716i, Rflej) = h(O)('Ui,Uj) = %i(sij-

Betrachten wir statt I’ die Flache QrF" und beachten die Invarianz der Haupt-
kriimmungen unter (Jg, so folgt die behauptete Entwicklung. O

Sei F : U — R3, F(z) = (2, f(2)) eine in lokaler Normalform gegebene
Fléche, und N Einheitsnormale mit N(0) = e3. Dann konnen wir die zweite
Fundamentalform h(0) bzw. genauer ihre quadratische Form h(0)(v, v) wie folgt
geometrisch interpretieren. Fiir v € R? mit ||v|| g(0) = |v] = 1 heifit

v:(=9,0) — R3, v(s) = F(sv) = (sv, f(sv))

Normalschnitt bei 0 € U in Richtung v. Es gilt 4/(0) = v, und v verlduft in der
durch v, e3 aufgespannten Ebene E. Beziiglich der Normalen e3 hat der Normal-
schnitt v die Kriimmung

= (7"(0),e3) = D*£(0)(v,v) = h(0) (v, v).
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Ist I € C*(U,R?) beliebige regulire Fliche und ||v||4¢,) = 1, so heifit h(z)(v,v)
Normalkriimmung von F' im Punkt z in Richtung v. Sind 72 die Haupt-
kriimmungen zu den Hauptkriimmungsrichtungen v 2, so gilt

h(zx)(v,v) = cos®(t)s + sin®(t)sey  fiir v = cos(t)vy + sin(t)vy.

Die Hauptkriimmungen sind also die Extremwerte der Normalkriimmung. Dies
hatten wir schon bei der Definition der Hauptkriimmungen festgestellt, siehe
(7.6).

Bei der folgenden Definition sei daran erinnert, dass die Gaufische Kriimmung
als Produkt der beiden Hauptkriimmungen bzw. Determinante der Weingar-
tenabbildung nicht von der Wahl der Normalen abhéngt.

Definition 7.4 Sei F : U — R? eine regulire C?*-Fliche mit Gaufischer
Kriimmung K. Der Punkt x € U heifst

elliptisch < K(z)> 0,
hyperbolisch < K(zx) <0,
parabolisch < K(x) =0.

Folgerung 7.1 Sei F : U — R3 cine requlire C?-Fliche mit Normale N und
Gaufischer Kriimmung K. Dann gelten fiir zo € U folgende Aussagen:

(1) Ist K(z9) > 0, so gibt es eine Umgebung V wvon zy mit (F(z) —
F(z0), N(z0)) # 0 fiir alle z € V\{20}, das heifst F liegt lokal auf einer
Seite der affinen Tangentialebene.

(2) Ist K(z) < 0, so hat dagegen die Funktion z — (F(z) — F(20), N(z0)) in
jeder Umgebung von zy sowohl strikt positive als auch strikt negative Werte.

BEWEIS: Wir kénnen annehmen, dass F' in Normalform gegeben ist, das heifit
es ist zo = 0, N(z0) = e3 und F(z) = (2, f(2)) mit
1
fla.) = 5 (a2 + 500?) +ofa? +47).

Es gilt dann (F(z) — F(20),N(20)) = f(z). Betrachte nun eine Folge z; =
(xk, yx) # 0 mit 2z — 0. Nach Ubergang zu einer Teilfolge gilt dann zi/|z;| —
(¢,m) € S, und es folgt

Fr) _ oy 30z + soup)

1 2 2
hvoo 252 hooo 212 = 5 (& +sar).

Ist zum Beispiel 5 2 > 0 in zp = 0, so zeigt ein Widerspruchsargument f(z) > 0
fiir z # 0 nahe bei zg = 0. Ist dagegen 31 < 0 < 35 in zg = 0, so folgt direkt
f(se1) <0 und f(seg) > 0 fiir s hinreichend klein. O

Definition 7.5 Sei F : U — R? eine regulire C?-Fliche mit Normale N und

erster bzw. zweiter Fundamentalform g bzw. h. Ein Vektor v € R* mit ||v] 4,y = 1
heifst Asymptotenrichtung im Punkt x € U, falls h(x)(v,v) = 0.
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Seien ;1 < 3o die beiden Hauptkriimmungen in x € U, mit Haupt-
kriimmungsrichtungen v, und vy, und K (x) = 705 die Gauische Kriimmung in
x € U. Die folgende Tabelle gibt die Asymptotenrichtungen v (bis aufs Vorzei-
chen) an:

2 —n1
<0 1 <0< 29 V=, /————v £ 4/ ———9,
My — M Mo — M

=
S

K(z)>0 312>0,32<0 esgibt keine Asymptotenrichtungen,
K(x)=0 w1 =0< 0 v =0y,
w1 <0 =10 v = 3,

w1 = m9 =0 v beliebig.

Definition 7.6 Sei F : U — R3 eine C?-Fliche. Eine requlire Kurve vy : I — U
heifSt

i

/

t)
t)
)

-2

Kriimmungslinie < ist Hauptkrimmungsrichtung fir alle t € I,

22

t
' ()]

Beispiel 7.6 Sei F': I x R — R3 F(t,¢) = (r(t) cos g, r(t) sin o, h(t)) eine Ro-
tationsflache. Fiir festes ¢ € R ist die Kurve ¢ — (¢, ) eine Kriimmungslinie,
ebenso fiir festes t € I die Kurve ¢ — (¢, ). Dies folgt daraus, dass in der gegebe-
nen Parametrisierung die Weingartenabbildung diagonalisiert ist, siche Beispiel
74.

(
i

Asymptotenlinie < ist Asymptotenrichtung fiir alle t € 1.

8 Die Gleichungen H =0 und K =0

In diesem Kapitel wollen wir einen Blick auf die beiden Gleichungen H = 0 be-
ziehungsweise K = 0 werfen, und damit als Beispielklassen die Minimalflichen
und die Regelflichen einfithren. Die Minimalflichen treten in der Natur als Sei-
fenhdute auf, die in einen Draht eingespannt sind. Die Seifenhaut minimiert unter
dieser Nebenbedingung ihre Oberfliche und befindet sich deshalb in einem Span-
nungsgleichgewicht. Genau diesen Aspekt wollen wir mathematisch erfassen. Wir
beginnen mit zwei Hilfsaussagen, die aber von allgemeinem Interesse sind.

Lemma 8.1 (Zerlegung in Normal- und Tangentialkomponente) Sei
F € CY(U,R3) eine requlire Fliche mit Normale N und erster Fundamentalform

g. Dann gibt es zu jeder vektorwertigen Funktion X : U — R® ein eindeutig
bestimmtes Vektorfeld ¢ : U — R? mit X = DF - ¢+ (X, N)N, und zwar gilt,
wenn (g*) die inverse Matriz zu (gi;) bezeichnet,

2
£= Y g9(X,0,F)e;,

3,j=1

Ist F € C*Y(U,R3) und X € CK(U,R?), so ist £ € CF(U,R3).
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Bewers: Die Eindeutigkeit ist klar wegen ker DF = {0}. Fiir £ wie in der
Behauptung folgt

2 2
(DF -£,04F) = Y g"(X,0,F)0;F, 0 F) = Y _(X,0,F)g" gjr, = (X, 4 F).
i,j=1 tj=1
Hieraus folgt leicht X = DF - £ + (X, N)N. O

Als zweites brauchen wir die wohlbekannte Regel fiir die Ableitung der De-
terminante. Im Fall n = 2 kann diese auch explizit iiberpriift werden, da die
Formeln fiir die Determinante und die inverse Matrix sehr einfach sind.

Lemma 8.2 Ist G : (—¢,e) — R"™ " int = 0 differenzierbar und det (G(0)) # 0,
so gilt

d
£(det G) li=o = det (G(0)) tr (G(0)'G'(0)).
BEWEIS: Wir zeigen die Aussage erst im Fall G(0) = E,,. Nach Definition gilt
det(G) =4g11- “ Gnn + Z Slgn gla 1) "+ Gno(n)-
o€Sn\{id}

Nun gilt g;;(t) = dij + g;;(0)t + o(t), und fiir o # id ist o (i) # 4 fiir mindestens
zwei i € {1,...,n}. Daraus folgt

—det )| = O—Zgu 0) = tr G'(0).

Fir G(0) € Gl,(R) beliebig  verwenden wir det (G(t)) =
det (G(0)) det (G(0)"'G(t)), und erhalten wegen (G(0)~'G)’(0) = G(0)~'G’(0)
die gewiinschte Formel

%det( Yo = det (G(0)) tr (G(0) 2 (0)).

O

Definition 8.1 Sei F : U — R3 eine regulire C?-Fliche mit mittlerer
Krimmung H beziiglich der Normalen N. Der mittlere Kriimmungsvektor von F
ist dann die Funktion

H=2HN:U — R®.

H ist unabhdngig von der Wahl der Normalen N definiert.

Wir wollen jetzt noch eine Notation zur Integration auf Flidchen einfiihren.
Fiir eine C!'-Fliiche F : U — R3 mit erster Fundamentalform g und eine Funktion
f U — R schreiben wir

(8.1) /U fdA, = /U fVA G fiir G = (gij)1<i <o,

falls das rechte Integral im Sinn von Riemann oder Lebesgue definiert ist. In die-
sem Zusammenhang nennt man dA, auch das induzierte Flichenelement von F.
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Prézise ist durch Ay(E) = [, Vdet G ein MaB auf U definiert, und (8.1) ist ein-
fach das Integral beziiglich dieses MaBes. Bei einer Umparametrisierung F' = Fog
mit ¢ € C*(V,U) liefert Satz 6.1 in Verbindung mit dem Transformationssatz

/fo¢dA~_/(f\/detG)oqﬁ\detD<z>\_/fdAg fiir f: U — R.
Vv 1% U

Das Integral ist also invariant unter Umparametrisierungen, vergleiche (6.1).

Satz 8.1 (Erste Variation des Flicheninhalts) Sei F(-,t) : U — R3, t €
(—¢0,€0), eine Einparameterschar von reguliren Flichen, so dass gilt:

(1) F e C*U x (—eo,0), R?),

(2) F(-,0) ist regulir und A(F(-,0)) < oo,

(3) Es gibt eine kompakte Menge K C U, so dass F(-,t) = F(-,0) auf U\K.
Dann ist F(-,t) reguldr fir alle t € (—e,e) C (—€0,€0), und mit ¢ = O F gilt

d

th(F):_/U<ﬁ,¢>dAg fir t € (—e,¢€).

BeEweIs: Die Regularitdt von F(-,t) fir t € (—¢,¢) folgt leicht mit einem
Widerspruchsargument aus (2) und (3). Wir berechnen als erstes

Ogij = 0 (OiF, 0;F) = (0;9, 0; F) + (0;F, 0;9).
Mit Lemma 8.2 folgt
2 2
0/Ai(G) = 5 V/Ai(G) 3 o015 = VAR(G) 3 o7 (0,F. 00).
i,j=1 4,j=1
Durch Vertauschen des Integrals mit der Parameterableitung nach ¢ folgt
(8:2) GAm = [ S 60,7, 00) dA,
dt v

Betrachte nun erst den Fall, dass ¢ ein normales Variationsfeld ist, das heisf3t
¢ = N mit ¢ : U — R. Dann folgt aus der Weingartengleichung

0i¢p = 0i(pN) = ¢ O;N + (0;p) N = —p DF - Se; + (0ip) N,
und weiter mit 2H =tr S = Z?,j:l g h;; und (8.2)
d 2
—A(F) = — UhijdAg. = — | (H,$)dA,.
dt (F) /U(PijZ:19 j Qg /U< ,$) dAg

Als zweites sei ¢ = DF - ¢ fiir ein Vektorfeld ¢ € C1(U,R?) mit ¢ = 0 auf U\ K.
Sei ¢ : U x R — U der Fluss von £, das heifit

837/)(‘%7 S) = SW(% 5)) und U)(%O) = Z.
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Die Abbildungen (-, s) : U — U sind C!-Diffeomorphismen mit (-, s) = id auf
U\K, und es gilt 0s(F o ¢)|s=0 = DF - £. Also folgt mit (8.2) und der Invarianz
des Flécheninhalts unter Umparametrisierungen

d 0 -

—A(F) = —A(F s=0=0=— [ (H,¢)dA

SA(F) = £ A(F 0 )|smo | (.o
Da sich jedes Vektorfeld ¢ in der Form ¢ = pv 4+ DF - £ schreiben lédsst nach
Lemma 8.1, ist der Satz bewiesen. O

Definition 8.2 FEine regulire Fliche F € C*(U,R3) mit mittlerer Kriimmung
H = 0 heifit Minimalfidche.

Die untenstehende Folgerung besagt, dass die Minimalflichengleichung
H = 0 &dquivalent dazu ist, dass die Ableitung des Fldcheninhalts fiir alle
normalen Variationen mit kompaktem Triger gleich Null ist. Analog zu der
Situation bei Extremwerten reeller Funktionen bedeutet die Bedingung nicht,
dass der Fldcheninhalt unter den gegebenen Randbedingungen tatséchlich
minimiert wird, sondern es ist lediglich eine notwendige Bedingung.

Folgerung 8.1 (Variationscharakterisierung der Minimalflichen) Fir
eine requlire C?-Fliche F : U — R3 sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) H=0.

d
(2) £A(F + td)|t=0 = 0 fir alle normalen Variationen ¢ = @N, mit ¢ €
Cx(U).

Beweis: Die Implikation (1) = (2) folgt direkt aus Satz 8.1, und umgekehrt
liefert der Satz

/ wH+\/det(G _iﬁA F +toN)|t=o =0 fiir alle p € C°(U).

Ein Standardargument, das Fundamentallemma der Variationsrechung, zeigt nun
H=0. O

Als Beispiel fiir Minimalflichen haben wir bereits das Helikoid kennengelernt,
sieche Beispiel 7.3. Um weitere Beispiele zu berechnen, wollen wir aus Satz 8.1 eine
Umformulierung der Minimalflichengleichung herleiten. Dazu fithren wir fiir eine
Riemannsche Metrik (g;5)1<s,j<2 auf einer offenen Menge U C R? den folgenden
Differentialoperator ein:

2
A, : CHU) = CO(U), Ayu Z (Vdet G g7 0;u).
Vdet G =

Ay heifit Laplace-Beltrami-Operator von g.

Folgerung 8.2 Fiir eine requlire Fliche F € C?(U,R3) mit erster Fundamen-
talform g und mittlerem Krimmungsvektor H gilt

H=A,F.
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BeWEIS: Nach Satz 8.1 und (8.2) gilt fiir alle ¢ € C2°(U,R?)

- [y, = SAE+ )y
U

2
_ /Zgij@aa@)m
U

1,j=1

= [ (3 avaigsan, o)

ij=1
= —/U<AgF, ¢)dA,.

Die Behauptung folgt wiederum aus dem Fundamentallemme der Variationsrech-
nung. O

Beispiel 8.1 (Katenoid) Fiir eine Rotationsfliche
F:(a,b)xR = R3, F(z,¢) = (r(2) cosp,r(2)sinp,z), wobei r : (a,b) — (0,00),

ergibt sich nach Beispiel 77

- r r’)2
= (;)2 — (az< = 18zF) +0, (Waw)) .

Sei nun F eine Minimalfliiche. Wegen 9,F2 = 0 folgt aus H3=0

a_r
dz (7“/)2 +1

Die Gleichung wird gelost durch die Funktionen

Z — Z

Ta,2(2) = acosh mit a > 0, zp € R.

Bis auf vertikale Translationen und Streckungen beschreiben diese Funktionen
nur eine Fliche, das sogenannte Katenoid. Eine genauere Analyse zeigt, dass das
Katenoid und die Ebene die einzigen Rotationsminimalflichen sind.

Beispiel 8.2 Der mittlere Kriimmungsvektor eines Graphen F : U — R3,

F(x,y) = (z,y, f(z,y)) lautet mit v =, /1 + f2 + f2

= 1+ f7 Jof

i () - ()

o 1(_(fmfy +<1+f§)>
v v Jax v y

o= (5 (8))



Insbesondere erhalten wir wegen H3 =2HN3 = 2H /v folgende Darstellung der
mittleren Kriimmung, vgl. Beispiel 7.5,

1 Df

— le —_—,
2 V1+I|Df?

Bevor wir zur Gleichung K = 0 kommen, untersuchen wir Fléichen, die durch
eine einparametrige Schar von Geraden gegeben sind, sogenannte Regelfichen.
Um die Darstellung nicht unnétig zu verkomplizieren, arbeiten wir im glatten
Kontext.

H =

Definition 8.3 Seien ¢,V € C°(I,R3®) mit |V (s)| = 1 fiir alle s € I. Dann
heifSt
F:IxR =R F(s,t) = c(s) +tV(s),

die von ¢,V erzeugte Regelfiche.

Es ist nicht zu erwarten, dass die so definierten Regelflichen iiberall regulér
sind. Wir kénnen aber genau angeben, in welchen Punkten dies nicht der Fall st.

Lemma 8.3 Sei F € C®(I x R,R3) die von ¢,V erzeugte Regelfliche. Dann ist
rang DF(s,t) < 2 genau wenn folgende beiden Aussagen gelten:
(1) ¢(s)* und V(s) sind linear abhingig (c'(s)* Komponente senkrecht zu

V'(s)).

P (4 DA A)
(2) V'(s)=0 od t Vi(s)2

BEWEIS: Es gilt O1F = ¢ +tV/ und 0, F = V, wobei ' = %. Daraus folgt
wegen |V| =1
det G = | +tV'|2 — (, V)2

Wir schreiben ¢ = (/) + AV’, wobei A = 0 im Fall V/ = 0 und

(', V"
145

A= wenn V' # 0.

Beriicksichtigen wir (V, V') = 0, so folgt
det G = [(¢)F P = ()5 V)2 + (A + )2 V'

Die rechte Seite ist Null genau wenn (¢/)+, V' linear abhiingig sind (Gleichheit bei
Cauchy-Schwarz), und wenn auflerdem V’ = 0 oder t = —\. 0O

Lemma 8.4 Die Gaufkrimmung einer Regelfiiche F(s,t) = c(s) +tV (s) ist

_det(c’,V,V’)2

K —
(det G)?

fiir det G # 0.
Insbesondere ist K < 0.
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BEwEIs: Wir berechnen
OF =" +tV", 010,F =V', 03F =0,
sowie mit dem Kreuzprodukt im R3

N— OLF X bF ¢ xV 4tV ' xV
|O1F % 0o F| Vdet G '

Bezeichnet H = (h;j) die Matrix der zweiten Fundamentalform, so folgt

Die Matrix des Weingartenoperators S ist G™'H, somit folgt

detH _det(c’,V, V)2
detG (det G)?

K =detS =

O

Der folgende Hilfssatz liefert im Fall V' # 0 eine giinstige Darstellung der
Regelfldche; dies wird spéter bendtigt.

Lemma 8.5 Sei F € C™(I x R,R3), F(s,t) = c(s) +tV(s), eine Regelfiiche
mit |V| =1. Ist V! £ 0 auf I, so gibt es eine Umparametrisierung

F:IxR—=R? F(s,t)=F(s,t +u(s) mitue C®),

so dass fiir &(s) = F(s,0) gilt: (¢, V') = 0.
BEWEIS: Aus dem Ansatz fiir F folgt &(s) = F(s,u(s)) = c(s) + u(s)V(s),
und weiter
@V =,V +ulV'|
/ /
Mit v = — <|C"//‘|/2> folgt die Behauptung. O
Nach diesen Vorbereitungen kommen wir nun zur Gleichung K = 0.

Satz 8.2 (Flichen mit K =0) Sei F € C®°(U,R?) eine regulire Fliche mit
K =0, und xg € U kein Flachpunkt. Dann kann F nahe bei x¢ als Regelfidiche
umparametrisiert werden.

Wir brauchen zum Beweis die Existenz spezieller Koordinaten. Um unsere
Diskussion nicht zu unterbrechen, formulieren wir nur die Aussage und fiihren
die Konstruktion der Koordinaten im Anhang aus.

Satz 8.3 (Kriimmungslinienparameter) Sei F' € C®(U,R?) eine requldre
Fliche und o € U kein Nabelpunkt, das heifst die Hauptkrimmungen in g
seien nicht gleich. Dann gibt es einen Diffeomorphismus ¢ : V. — ¢(V) C U mit
zo € ¢(V), so dass fir F = F o ¢ gilt:

G12=0,h12=0 aufV.
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In Koordinaten mit g1o = h1s = 0 lautet die Matrix des Weingartenoperators

hin
S = g11 h )
( 0 9

Insbesondere sind die Kordinatenrichtungen ejs (nicht normierte) Haupt-
kriitmmungsrichtungen. Kurven, deren Tangentenvektoren bis auf Normierung
Hauptkriimmungsrichtungen sind, heiflen Kriimmungslinien. Zum Beispiel sind
fiir eine Rotationsfldche die Koordinatenlinien Hauptkriimmungslinien.

BEWEIS: (von Satz 8.2) Nach Satz 8.3 koénnen wir annehmen, dass F in
Kriimmungslinenparametern gegeben ist, also

gi2 =h12 =0 auf U.

Auflerdem sei nach Translation z¢p = (0,0). Die Koordinatenvektoren e; 2 sind
Eigenvektoren des Weingartenoperators zu den Eigenwerten sz1 2. Da 221300 = 0
und zp = (0,0) nach Voraussetzung kein Flachpunkt, kénnen wir 3¢ # 0 sowie
o = 0 auf U annehmen. Zusétzlich konnen wir erreichen, dass

|01 F(s,0)] =1 wund [02F(0,t)]=1 aufU.

Dazu ersetzen wir F(s,t) durch F(s,t) = F(a(s), B(t)), wobei a(0) = 5(0) = 0

und
1 , _ 1
S ey ™ 70 GEo o)

Jetzt zeigen wir |92 F| = 1 und 93F = 0 auf U. Daraus folgt dann

o(s)

F(s,t) = F(s,0) + t02F(s,0) wobei |02F(s,0)] =1,
also die gewiinschte Darstellung als Regelfliche. Die Weingartengleichung liefert
81N =-DF. S@l = —%181F 7'5 0 sowie 82N =-DF- 562 =0.

Es folgt (02F,N) = —(0oF,0oN) = 0, sowie (Do F,01N) = —3¢1 (0o F,01F) = 0
wegen g2 = 0. Wir berechnen weiter
1

2F OF) =
<82 781 > %1

1 1
(02F,0|N) = —;62(62F, O1N) + ;(82F, 010:N) =0,
1 1

01|02 F|? = 2(0oF, 0,02 F) = 202(0oF, 0, F) — 2(03F, 0, F) = 0.

Es folgt [02F (s, t)|*> = |02F(0,t)|> = 1 und schlieflich (03F, 02F) = 105|0.F|* =
0. Da die Vektoren 01 F, 02 F, N eine Basis bilden, ist 93F = 0 auf U und der Satz
ist bewiesen. O

Satz 8.4 Sei F € C°(U,R3) eine regulire Fliche mit Gaufkriimmung K = 0
auf U. Dann g¢ibt es eine offene und dichte Menge V. C U, so dass fir x €
V' gilt: es gibt eine offene Umgebung V,, so dass F|y, ein Stick einer Ebene,
Zylinderfliche, Kegelfliiche oder Tangentenfliche parametrisiert.
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BeEWEIS: Sei Uy = {x € U : h(z) # 0}, und U, sei die Menge aller z € U mit
h = 0 auf einer offenen Umgebung von z. Dann gilt U\Us = U7, insbesondere ist
U, U U, offen und dicht in U. Fiir z € Uy parametrisiert F' lokal eine Ebene, und
fiir z € U; existiert lokal eine Umparametrisierung als Stiick einer Regelfldche

F:IxR—R3 F(s,t) = c(s) +tV(s).

Sei I = {s € I : V'(s) # 0}, und Iy sei die Menge der s € I mit V' = 0
auf einer offenen Umgebung von s. Dann ist wieder I; U I3 offen und dicht in
I, und auf I» x R ist F' lokal eine Zylinderfliche. Betrachte weiter J; = {s €
I : d(s) # 0} sowie die Menge Jy aller s € I} mit ¢ = 0 auf einer offenen
Umgebung von s. J; U Js ist offen und dicht in 77, und auf Jo x R ist F' lokal eine
Kegelfliche. Schliellich zeigen wir, dass F' auf J; x R lokal als Tangentenfléiche
parametrisiert werden kann. Da V'’ # 0 auf J; C I, existiert nach Lemma 8.5
eine Umparametrisierung mit (¢, V') = 0. Aber es gilt det(¢,V, V') = 0 auf J;
nach Lemma 8.4, und somit sind ¢,V linear abhéingig auf J3. Wegen ¢ # 0 ist
die Umparametrisierung eine Tangentenfliche. Insgesamt hat die Fliache auf einer
offenen und dichten Teilmenge, lokal nach Umparametrisierung, den behaupteten
Typ. O

Eine Flidche mit K = 0 kann aus offenen Stiicken von Ebenen, Zylinder-
flachen, Kegelflaichen und Tangentenflichen zusammengesetzt sein. Insbesondere
ist sie nicht schon durch ein kleines Stiick eindeutig bestimmt. Enthélt dagegen
eine Minimalflache zum Beispiel ein offenes Stiick einer Ebene, so ist sie insge-
samt eben. Als Grund fiir diese eindeutige Fortsetzbarkeit kann die Tatsache
angesehen werden, dass die partielle Differentialgleichung H = 0 elliptisch ist,
zum Beispiel in einer Darstellung als Graph. Dagegen ist die Gleichung K = 0
degeneriert.

Als Anhang tragen wir nun die Konstruktion der Kriimmungslinienparameter
nach. Dazu benétigen wir aus der Theorie der gewohnlichen Differentialglei-
chungen den Begriff des Flusses eines Vektorfelds.

Satz 8.5 Sei X € C°(U,R?) mit U C R? offen und 0 € U. Dann gibt es
eine offene Umgebung V. C U des Nullpunkts und eine glatte Abbildung ¢ :
V x(=4,0) = U mit

0
?f(x,t) = X(p(z,t)) fir alle (z,t) € V x (=4,6),
o(x,0) = 0 firallexeV.

Fiir festes x € U existiert ¢(x,-) als Losung des Anfangswertproblems
nach Picard-Lindel6f auf einem maximalen Intervall I, und ist eindeutig
bestimmt. Der Satz besagt, dass eine Umgebung V existiert, so dass alle I, ein
festes Intervall (—d,d) enthalten. Zweitens héngt die Losung ¢(z,t) glatt vom
Anfangswert x € V ab.

Der Kommutator von Vektorfeldern X,Y € C*(U,R?) ist das Vektorfeld
[X,Y] € C>(U,R?) definiert durch

[X,Y](z) =DY(x) - X(z) — DX(z)-Y(x) firzxeU,
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bezichungsweise in Koordinaten

2

0YI 0X7I
X, Y] = Z (Xl dxi v ozt ) -

i,5=1

Die Bezeichnung erklért sich so: fiir f € C*°(U) ergibt die Symmetrie von D?f

ozt ozt

2 . .
(aXaY*aan)f: Z (XZOY] YlaX])%

t,j=1

Also gilt die Formel
(8.3) (axay — 8}/8}()]0 = 6[X7y]f.

Satz 8.6 Seien X,Y € C°°(U,R?), wobei U C R? offen mit0 € U. Ist[X,Y] =0
auf U und sind X (0),Y (0) linear unabhingig, so existiert ein Diffeomorphismus
f:(=e,6)2 =W CU mit0ec W, so dass gilt:

of _ of _
a—Xof und E—Yof.

BEWEIS: Seien ¢, : V x (=4§,9) — U die Fliisse der Vektorfelder X bzw. Y.
Fiir s,t fest schreiben wir @g, ¢, : V. — U, ps(z) = ¢(x, s) sowie ¢ (z) = ¥ (z, ).
Fir V .C U und ¢ > 0 geeignet haben wir dann die glatte Abbildung

fi(—e,e)* = U, f(s,t) = (ps(0)) = ¥((s,0), ).

Aus der Definition folgt

0 0
F(5.0) = p05), 9L (5,0) = X (7,0 Ph(s8) =V (£(s.1).
Fiir die s-Ableitung berechnen wir
00f _90f 0. . .. 0f
9t0s st s oS TPVl 5o

Andererseits folgt
0 af
aXof_(DX)of-a_(DX-Y)of.

Damit erhalten wir

o (0f of
a<%—Xof> —(DY)o f- (%—Xoﬂ +[X,Y]of.
Aber O;f = X o f an der Stelle (s,0). Da [X,Y] = 0 nach Voraussetzung,
ergibt sich die fehlende erste Gleichung aus der Eindeutigkeit der Losung des
Anfangswertproblems. Ebenfalls nach Voraussetzung ist Df(0,0) invertierbar,
und somit Diffeomorphismus auf W = f((—¢,¢)?) fiir £ > 0 hinreichend klein. O
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Lemma 8.6 Seien X,Y € C®(U,R?), wobei U C R? offen und 0 € U, und
X(0), Y(0) linear unabhdngig. Nach Verkleinerung von U gibt es A\, u € C*>(U)
mit A\, > 0, so dass

(X,Y]=0 aufU fir X =\X,Y = pY.

BEWEIS: Ohne Einschrinkung sind X, Y linear unabhéingig sind in allen x €
U. Es gilt dann
[X,Y]=aX +b0Y mita,be CU).

Mit dem Ansatz X = AX, Y = uY berechnen wir

DY -X-DX-Y = AD(uY) X —uD0MX) Y
= MDY - X —DX-Y)+AXDp-X)Y —u(DX-Y)X
= (Aa—DX-Y)uX + (ub+ Dp- X)\Y.

Die Behauptung folgt, wenn wir A, u > 0 finden mit
DlogA-Y =a und Dlogp-X = —b.

Wir 16sen die erste Gleichung, die zweite ist entsprechend. Sei f(s,t) = 14 (p(s,0))
wie oben definiert beziiglich X,Y. Dann gilt fiir u = log Ao f

ou_

ot S (Dlog ) of-Yof=(Dlogh-Y)of.

(Dlog\) o gt

Wihle nun u(s,t) = fot a(f(s,7))dr. Dann erfiillt die Funktion A = (expu) o
f~1 > 0 die gewiinschte Gleichung. O

BEWEIS: (von Satz 8.3) Da der Nullpunkt nach Voraussetzung kein Nabel-
punkt ist, gibt es auf einer Umgebung glatte Vektorfelder X,Y mit folgenden
Eigenschaften:

e X(x),Y(z) sind Eigenvektoren des Weingartenoperators zu s (x) > s0(x);
e X(z), Y(x) sind normiert mit || X||y = [|Y |y =1 auf U.
Genauer konnen diese Vektorfelder explizit aus g und h mit linearer Algebra
berechnet werden. Nach Lemma 8.6 kénnen wir zu X = AX und Y = pY
iibergehen, so dass [X,Y] = 0 und X,Y linear unabhingig auf U, nach Ver-

kleinerung von U. Nun liefert Satz 8.6 die gesuchte Parametrisierung nach
Kriimmungslinien. O
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9 Hauptsatz der Fliachentheorie

Der Hauptsatz der Kurventheorie besagt, dass es eine bis auf Euklidische Bewe-
gungen eindeutige, nach der Bogenldnge parametrisierte ebene Kurve gibt, die
eine gegebene Kriimmungsfunktion hat. Wir wollen jetzt eine entsprechende Aus-
sage fiir Flichen diskutieren. Auf einer offenen Menge U C R? seien Funktionen
(aij) € C* YU, R**2) und (b;;) € C*2(U, R?*?) gegeben, so dass gilt:

e (aj;) ist symmetrisch und strikt positiv definit auf U,
o (b;j) ist symmetrisch auf U.
Wir stellen folgende Fragen:

e Gibt es eine regulire C*-Fliche F : U — R? mit den Fundamentalformen
gij = CLij und hij = bl]?

e Wenn ja, ist diese Fliche bis auf eigentliche Bewegungen eindeutig be-
stimmt?

Es gibt allerdings keine Fliche F' mit g;; = d;; und h;; = ;;. Denn nach Satz
7.3 miisste F' in eine Einheitssphére abbilden, es gibt aber keine ldngentreuen Pa-
rametrisierungen der Sphére. Beispiel 77. Die Gleichungen g;; = a;; und h;; = b;;
sind also nicht immer zu erfiillen, und es stellt sich die Frage, welche Hindernisse
es gegen ihre Losbarkeit gibt. Die Gleichungen stellen ein nichtlineares System
von partiellen Differentialgleichungen fiir die gesuchte Fliache F' dar. Wir werden
fiir dieses System gewisse Integrabilitéitsbedingungen herleiten und zeigen, dass
diese notwendig und hinreichend fiir die lokale Losbarkeit sind.

Fiir eine reguliire Fliche F : U — R? mit Normale N verwenden wir im folgenden
die Notation
X'"=X—(X,N)N fir X:U — R3

Definition 9.1 (kovariante Ableitung) Sei F' : U — R? eine regulire C?-
Fliche. Fiir &,m € C*(U,R?) bezeichne Ven : U — R? das eindeutig bestimmte
Vektorfeld mit

(De(DyF))" = DF - Ven.

Wir berechnen
De(DyF) = Y &0 o;F) = Y EfojF+ ) £(0n))0;F = D*F(¢,m)+DF-Den.
1,j=1 5,5=1 t,j=1
Bezeichnet h die zweite Fundamentalform beziiglich IV, so folgt die Darstellung
(9.1) D¢(DyF) = DF - Ven + h(&,n)N.
Die Notation V¢n ist dadurch gerechtfertigt, dass folgende Differentiationsregeln
gelten.

Satz 9.1 (Eigenschaften von V) Fir A\, u € R und Cl-Vektorfelder &,n
erfillt Ven folgende Rechenregeln:
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(1) Viagpen = AVen+uVen und Ve(Am + pnz) = AVen + pVenz (Linea-
ritit).

(2) Ven = ©Ven fiir ¢ € CH(U) (Linearitit bzgl. Funktionen in &).
(3) Velen) = ¢Ven + (Dep)n (Produktregel in n).

(4) Ve,e2 = Ve,e1 (Symmetrie).

(5) De(g(m,n2)) = 9(Vem,n2) + g(m, Venz) (Produktregel bzgl. g).

Bewers: Die Eigenschaften (1),(2),(3) und (4) folgen aus den entsprechenden
Eigenschaften der Ableitung D mit Definition 9.1. Wir zeigen exemplarisch die
erste Aussage in (1):

DF Vg, &1 = (Dagitga(DyF)) " = MDg, (DyF)) " +1(Dey (DyF)) T = DF-(AVe,n+uVe,1).
Schliefilich ergibt sich (5) aus
De(g(m,m2)) = De(Dy F, Dy, F)
<D£(D771F)7D772F> + <D771F’ Dé(Dn2F)>
= (DF -Veni,DF -n3) + (DF -1, DF - Veng)
= 9(Vem,m2) + g9(m, Vena).

O

Die Aussage zur Symmetrie von V in Satz 9.1(4) muss fiir beliebige Vektor-
felder €,m : U — R? geeignet modifiziert werden.

Folgerung 9.1 (Symmetrie der kovarianten Ableitung) Ist F : U — R3
regulire C2-Fliche, so gilt fiir Vektorfelder £, € C1(U, R?)

Ven = Vp& = [§,n).
Dabei ist [£,m] = Den — Dypé = Z?’jzl(g(‘)mj —n'0;67)ej der Kommutator.

BEwEIS: Durch Entwicklung in die Standardbasis und Verwendung von
(1),(2),(3) und (4) aus Satz 9.1:

2
Ven—Voé = Y (6Ve(ne)) —niVe,(fe)))
ij=1
= Y (ol —n'ai)e;+ > (€0 — ') Ve,
ij=1 ij=1 V- —~
schief  gerade
= [&nl-

O

Definition 9.2 (Christoffelsymbole) Sei F : U — R3 eine C?-Fliche mit
kovarianter Ableitung V. Die eindeutig bestimmten Funktionen F;k :U — R mit

2
Ve,ej = ZFékek
k=1
heiffen Christoffelsymbole von F.

56



Lemma 9.1 Fiir eine requlire Fliche F € C*(U,R3) gilt:
(1) Tk, =T%, firk=1,2.
(2) Ven=Den+T(&n) mit T(&n) =37 TEeniey.

BEWEIS: Behauptung (1) folgt direkt aus der Symmetrie, Satz 9.1(4):

2 2
k k
Z F12€k == Vel €y — Vezel - Z F21€k
k=1 k=1

Die zweite Aussage ergibt sich durch Entwicklung in die Standardbasis:
Ven= ) &Ve,(e)) = ) € @0m)ej+ ) €' Vee; = Dent Y € Tjer.
ij=1 ij=1 ij=1 ij,k=1
O
Satz 9.2 (Levi-Civita) Sei F : U — R3 eine requlire C?-Fliche. Dann ist die

kovariante Ableitung durch die erste Fundamentalform bestimmt. Genauer gilt
fiir die Christoffelsymbole

2
1
(9:2) Iy = ) > g™ (@igji + 9igu — Digij).
=1
Dabei ist (g*) die inverse Matriz zu (gi;).

BeEwEIS: Mit der Produktregel Satz 9.1(5) folgt

0igii = 9(Veeje)+9(Veer, €))
T 1

a]gzl — g(vej €, Cl) +g(v€j €l, ei)
T III

agi; = 9(Veeisej) +9(Veej,e).
17 III

Wegen der Symmetrie, Satz 9.1(4), stehen rechts nur die drei Funktionen
I1,11,111, das heifit wir haben ein lineares Gleichungssystem

1 10 1 Oigjl
1 0 1 II = 8]‘91'[
0 1 1 111 algij

Da die Koeffizientenmatrix invertierbar ist, konnen wir g(Ve,e;,€;) als Linear-
kombination der Funktionen 9;g;;,0;jgi, 019:;; darstellen; daraus folgt schon die
erste Behauptung des Satzes. Explizit ergibt sich durch Addition der ersten bei-
den Zeilen und Subtraktion der dritten Zeile

1
9(Veeje) = 5(31'93‘1 + 0j9i1 — 019ij),
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beziehungsweise mit der Definition der Christoffelsymbole
2 1
> ol = 5 (igji + 0390 — Ougiy).
m=1

Multiplikation mit ¢g* und Summation iiber [ liefert

N | =

2 2
> g™ (Ougii + 0390 — igiy) = > Y g am Ty =T
=1

m=1 =1

O

Wir bemerken, dass es aus der Definition der kovarianten Ableitung {iber den
Tangentialanteil der zweiten Ableitung keineswegs offensichtlich ist, dass dieses
Objekt nur von der ersten Fundamentalform abhingt, also beispielsweise unter
langentreuen Verbiegungen invariant ist.

Satz 9.3 (Ableitungsgleichungen der Flichentheorie) Fiir eine reguldire
Fliche F € C*(U,R3) gelten die Gleichungen

2
O F = Y THOF +hyyN
k=1
2
GZN = - Z hz]g]ké?kF
g.k=1

Dabei sind N die Normale, g und h die erste bzw. zweite Fundamentalform, und
I‘fj die Christoffelsymbole von F.

BeEwEIs: Mit (9.1) und Definition 9.2 folgt

2
0;0;F = DF -Veej + hijN = erjakF + higN.
k=1

Zweitens ergibt sich aus Satz 7.1 und der Definition der Weingartenabbildung

2
0N = —DF - Sej, = —DF - Y g hjie;.
ij=1
Durch Vertauschen von i, k folgt die zweite Gleichung. O

Es ist nun eine Schliisselbeobachtung, dass die Ableitungsgleichungen als Sy-
stem linearer partieller Differentialgleichungen erster Ordnung fiir die drei vek-
torwertigen Funktionen Vi = O F, Vo = 0oF und V3 = N aufgefasst werden
konnen. Genauer erhalten wir das System

3
(9.3) 0aVi=>» ALV; fira=1,2undj=1,2,3,
=1
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wobei die Koeffizienten wie folgt gegeben sind:

4 B fiiri=3,1<j5<2

4 i = e : <2 i_s

(9 ) aj _Z%Zlhaﬁgﬁz fir 1 <i<2,5=3,
0 fir 4,5 = 3.

Wie bei der Frage der Existenz von Stammfunktionen ergeben sich Integrabi-
litdtsbedingungen durch das Vertauschen von Ableitungen. Differentiation von
(9.3) nach eg liefert

3
0a05Vk = 0oy ALV
7j=1

3 3
= ) (0aAL )V + > AL (0.V))

j=1 j=1
= D_(0aAL)Vi+ D Ah ALV
j=1 i,j=1
= D | 0aAb + DAL AL | Vi
i=1 j=1

Durch Vertauschen von «, B erhalten wir, da Vi, Va, Va3 eine Basis des R? ist,
(9.5) 0o Ay, — Og Al + Y (AL;AL, — AG AT ) = 0.
j=1

Satz 9.4 (Gleichungen von Gaufl und Codazzi-Mainardi) Fir eine re-
gulire C3-Fliche F : U — R? gelten folgende Identititen:

(9.6)
2 2
0ol %~ 05T ay+ Y (DAY ~TR,T4) = (haphsy—harhs,)g" (Gaufgleichung).
pn=1 pn=1
9.7)

2
8ah57—aﬁhavjtZ(ha,\ng—hﬁ)\Fgw) =0 (Gleichung von Codazzi-Mainardi).
A=1

BeEweIs: Die Gaufigleichung ist (9.5) fir i = A, k =y mit 1 < A,y < 2, wobei
(9.4) eingesetzt wird und auf der rechten Seite die Terme mit j = 3 stehen.
Die Gleichungen von Codazzi-Mainardi ergeben sich aus (9.5) fiir ¢ = 3 und
k =~ = 1,2 entsprechend. Man kann sich davon iiberzeugen, dass sich der Fall
k =3 und ¢ = 1,2 ebenfalls auf die Gleichungen von Codazzi-Mainardi reduziert;
der Fall 1 = k = 3 liefert trivialerweise keine Information. O
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Folgerung 9.2 (Theorema egregium, Gauf3 1828) Ist F : U — R? cine
requlire C3-Fliche, so gilt fiir die Gaufsche Kriimmung die Formel

. S re1 9a1 <31F§2 — Ty + 30 (T, T, — F%;I’fz))

911922 — 9%2

Insbesondere kann K = 1509 aus der ersten Fundamentalform berechnet werden.

Beweis: Wihle in den GauBgleichungen (9.6) o = 1, f = v = 2, multipliziere
mit gy; und summiere iiber A = 1, 2. O

Tatséchlich ist das Theorema egregium dquivalent zu den vollen Gaufiglei-
chungen (9.6). Dies liegt daran, dass diese Gleichungen diverse Symmetrien
unter Vertauschungen der Indizes besitzen, was wir aber jetzt nicht vertiefen.
Das Theorema egregium liefert folgende notwendige Bedingung fiir die Exi-
stenz langentreuer Parametrisierungen, und zeigt insbesondere die Unmdoglichkeit
lingentreuer Landkarten von S2.

Folgerung 9.3 Ist eine Fliche F € C3(U,R3) lokal lingentreu parametrisierbar,
so ist ithre Gaufische Krimmung identisch Null.

BEWEIS: In einer lingentreuen Parametrisierung ist g;; = d;;, also folgt die
Behauptung aus Folgerung 9.2. O

Das Theorema egregium von Gaufl war richtungsweisend fiir die Entwick-
lung der Differentialgeometrie im 19. Jahrhundert. Zuerst wurde dieser Satz so
verstanden, dass die Gaufische Kriimmung einer Fléche eben invariant ist unter
léingentreuen Verbiegungen. Fiir Riemann war das Ergebnis, in Verbindung mit
der Entdeckung der hyperbolischen Geometrie durch Bolyai und Lobatschew-
ski, aber Motivation, eine sogenannte innere Geometrie zu entwickeln, bei der
die Flachen beziehungsweise Mannigfaltigkeiten abstrakt gegeben und nicht in
einen Euklidischen Raum eingebettet sind. Das Theorema egregium besagt, das
in solchen Riemannschen Mannigfaltigkeiten ein Kriimmungsbegriff allein aus
der Liangenmessung heraus definiert werden kann. Riemann hat diese Ideen in
seinem Habilitationsvortrag Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zugrun-
de liegen dargelegt (Gottingen 1854), bei dem iibrigens Gaufl noch zugegen und
angeblich sehr bewegt war. Die Riemannsche Geometrie ist die mathematische
Grundlage der Allgemeinen Relativitdtstheorie (Einstein 1916).

Satz 9.5 (Hauptsatz der Flichentheorie, Bonnet 1867) Sei U =
(-1,1)2 € R?2 und 3 < k < oo. Gegeben seien (gog) € CF LU R?*?),
(hag) € C*=2(U,R?*%) mit g, h symmetrisch und g strikt positiv definit. Erfiillen
dann g,h die Integrabilititsbedingungen (9.6) und (9.7), wobei die Fzﬁ durch
(9.2) definiert sind, so gibt es eine regulire Fliche F € C*(U,R3), die g und h
als erste bzw. zweite Fundamentalform hat. Diese Fliche ist bis auf Fuklidische
Bewegungen eindeutig bestimmit.

Bemerkung. Durch Fortsetzung der Losung lings Wegen kann gezeigt
werden, dass die Aussage des Satzes fiir jedes einfach zusammenhingende
Gebiet U C R? gilt.
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BEWEIS: Vorab wihlen wir zur Normierung eine Basis vi,vs,v3 von R3
mit

(9.8) (vi,v5) = 0 fir 1 <¢<2,5=3,

1 firi =75 =3.
Ist wy,we,ws eine andere Basis mit (w;, w;) = (v;,v5), so gilt w; = Tv; mit
T € O(3).

Ausgangspunkt des Beweises ist nun die Tatsache, dass die Ableitungs-
gleichungen der Flichentheorie in der Formulierung (9.3), also

3
BV = ZAgjvi mit A},; aus (9.4),

lings der z“-Parameterlinien als lineares, homogenes System von gewo6hnlichen
Differentialgleichungen erster Ordnung fiir die Funktionen Vy = O F, Vo = 0o F
und V3 = N aufgefasst werden kénnen. Nach (9.2) héngen die Koeffizienten
dieses Systems nur von g und h ab. Ist daher F' € C?(U,R3) eine Fliche mit
erster und zweiter Fundamentalform g bzw. h, so folgt durch Anwendung der
Eindeutigkeit fiir das Anfangswertproblem — erst mit a = 1 lings x! — (z,0),
dann mit o = 2 lings 22 + (z!,22) — dass die Funktionen 9y F,32F, N durch
ihre Werte im Nullpunkt bestimmt sind. Da wir nach einer orthogonalen
Abbildung 01 F(0,0) = v1,02F(0,0) = v2 und N(0,0) = v3 annehmen kénnen,
und auBlerdem durch Translation F(0,0) = 0 € R? erreichen, ist F' bis auf eine
Euklidische Bewegung eindeutig bestimmt.

Zum Beweis der Existenz definieren wir in zwei Schritten eine Lo&sung
Vi,Va,V5 von (9.3). Und zwar erhalten wir erst Vj(x',0) als Losung des
Anfangswertproblems

1 V;(xh,0) ZA (z1,0) fir 1 <5 <3, V;(0,0) =,
und dann Vj (2!, 2?) als Losung des Anfangswertproblems
RV;(xt, 2? ZAQJ ot 2?2, 2?)  fir 1 <5 <3, Vj(2',0) = aus Schritt 1.
Dann gilt (9.3) fiir & = 2 auf ganz U per Definition. Um (9.3) fiir o = 1 zu

zeigen, setzen wir W; = 0\V; — Z?:l Ailj‘/; und berechnen mit den Integrabi-
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litdtsbedingungen (9.5)

3 3
Wy = 010,V; =Y (9:A1;)Vi— Y _ A0,V

i=1 i=1
3
= Y (014h; — BAL)V; + ZAQJ&V Z AL A5V
=1 i,k=1
= = ) (Alp45; — Ay ATV +ZA§J-31Vi - Z AL ALV
ik=1 i=1 ik=1

3 3
= Z Agj((‘?ﬂ/; - Z A% V,)  (nach Tausch von i,k in der ersten Summe)
; P

3
= > ALWL
i=1

Die W; erfiillen also ldngs 22 — (2!, 2?) ebenfalls ein lineares, homogenes Sy-
stem. Da Wj(z!,0) = 0 nach Definition, folgt W; = 0 auf ganz U aus dem
Eindeutigkeitssatz, und die Gleichungen (9.3) sind verifiziert. Nach (9.4) sind
die Agj € C* 2, und die Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen liefert

Vi e C*=1. Als nichstes zeigen wir auf U die Gleichungen

g fir1<i,j <2
(9.9) Vi, Viy={ 0 firl<i<2j=3,
1 firi=j=3.

Dazu berechnen wir mit (9.4) fir 1 < a, 5,7 <2

O Vs, V) = ZA Vi, Vo) +ZA (V3, Vi)

=1

2
= Z Do (Vas Vo) + D To (Ve Va) + hag(Va, V) + has(Va, Va).
= A=1

Weiter gilt

3
(Vi Va) + > Al (V, Vi)

3

D A

i=1 =1
2

2T

A=1

8a<V5, V3> =

5(Va, Vi) + hag(Vs, Vs) — Z havg ™ (Vs, Vi)
¥,A=1

Schliefllich berechnen wir

Do (V3, V3) —2ZA (Vs, Vi ——2Zhaﬁg (V3, V).
i=1 B,A=1
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Multiplikation der Formel (9.2) fiir I‘z‘yﬁ mit gy, und Summation iiber A ergibt
andererseits

2
1
Z Fﬁ,ggm = 5(8o¢gﬂ’y + 989ay — 0+9as)-
A=1
Vertauschen von 8 und v und Addition liefert

2 2
Oy = D_Tastny + 3 Tardns:
A=1 A=1

Sei (a;j) : U — R3*3 die rechte Seite von (9.9), also ang = gag, ass = apz = 0
und agz = 1. Es ist leicht zu sehen, dass die (a;;) dasselbe System losen:

2 2
Oatigy = Z T g0, + Z 0,87 + hapasy + haryass,

A=1 A=1
2 2
Oatps = Zrégaxwrhagas:a— Z havg"apy
A=1 v,A=1
2
Opazz = —2 Z hapg™asy.
BA=1

Wie oben ist der Eindeutigkeitssatz ldngs Koordinatenlinien anwendbar. Mit der
Wahl von V;(0,0) = v; nach (9.8) folgt Behauptung (9.9). Wegen Fé\tﬁ = I‘ga
nach (9.2) und hes = hg, nach Voraussetzung gilt Aéﬁ = A%a fir 1 <1 <3,
das heifit 01Vo = 32V;1. Auf U gibt es daher eine Funktion F' € Cck (U, R3) mit
0o =V, fiir a = 1,2. Es ist nun leicht zu sehen, dass F' die gesuchte, regulére
Flache mit erster Fundamentalform (g;;) und zweiter Fundamentalform (h;;) ist.

O
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10 Kovariante Ableitung und geoditische
Krimmung

Unter den einer Fliche F : U — R? zugeordneten geometrischen Grofien gibt
es einige, die nicht wirklich von der Lage im im Raum abh&ngen, sondern nur
von den Léngenverhéltnissen auf der Flidche selbst. Salopp gesagt kann eine
Ameise, die auf der Fldche umher krabbelt, diese Gréfien ermitteln. Klar geh6ren
die Linge von Kurven (Lemma 6.1), der Winkel zwischen Tangentialvektoren
(Lemma 6.2) und der Flicheninhalt (Gleichung 6.3) dazu, die sich jeweils aus der
ersten Fundamentalform berechnen. Das gilt auch fiir die kovariante Ableitung,
die zwar zunichst als Tangentialanteil von D?F definiert ist, die aber durch die
gij berechenbar ist (Satz 9.2). Ebenso die Gaufische Kriimmung (Folgerung 9.2).

An dieser Stelle machen wir den Schritt, auf die Fliche im R® ganz zu
verzichten. Wir gehen also nur von einer Riemannschen Metrik (g;;) : U — R?*2
auf einem Gebiet U C R? aus, das heifit G = (g;;) ist symmetrisch und positiv
definit. Wir bezeichnen das Paar (U, g) als Riemannsches Gebiet. Eine Riemann-
sche Mannigfaltigkeit ist kurz gesagt ein topologischer Raum (Hausdorffsch), der
lokal durch Riemannsche Gebiete beschrieben wird. Dieses abstrakte Konzept
hat Riemann in seinem Habilitationsvortrag (1854) entworfen. Hier werden wir
uns meistens auf Riemannsche Gebiete beschrinken. Im Fall klassischer Fldchen
F : U — R3 ist die Metrik gerade die erste Fundamentalform g;; = (0;F, 9;F).
Der abstrakte Ansatz liefert auch Informationen iiber klassische Fléichen.

Definition 10.1 (Kovariante Ableitung) Sei U C R? offen. Fiir eine Rie-
mannsche Metrik (gi;) € C1(U,R?**?) sind die Christoffelsymbole definiert durch

2
1
k kl
Iij=3 ;g (9igj1 + 9jgit — Agij)-
Die zugehirige kovariante Ableitung fiir Vektorfelder £,m € C*(U,R?) ist

2
Ven=Den+T(&n) mit T(En) = Y, &n'Tier.
Z'7‘j7k‘-:1

Der Beweis der Rechenregeln fiir die kovariante Ableitung in Satz 9.1 benutzt
die Darstellung iiber den Tangentialanteil der Fliche. Dies geht jetzt nicht, wir
miissen anders argumentieren.

Satz 10.1 (Eigenschaften von V, Riemannsch) Fir \,uy € R und C*-
Vektorfelder §,n erfiillt Ven folgende Rechenregeln:

(1) Viagtuen = AVen+uVen und V(A + pn2) = AVen +pVens (Linea-
ritit).

(2) Vgen = ©Ven fiir ¢ € CH(U) (Linearitit bzgl. Funktionen in &).
(3) Velen) = ¢Ven+ (Dep)n (Produktregel in n).
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(4) Ven—V,&=1[&n)  (Symmetrie).
(5) De(g9(nism2)) = g(Ven,m2) + g(n1, Venz) (Produktregel bzgl. g).

Beweis: Die Eigenschaften (1),(2),(3) folgen direkt aus Definition 10.1. Fiir
die Symmetrie (4) reicht der Fall £ = e, n = ea, die allgemeine Aussage ergibt

sich dann wie im Beweis von Folgerung 9.1. Aus Ffj = F?i folgt nun

2 2
Vel €y — Vezel = Fmek — F21€k =0= [61, 62].
k=1 k=1

Die Produktregel (5) zeigen wir ebenfalls erst fiir die Koordinatenfelder £ = e;,
m = e; und 72 = ¢;. Wir berechnen

]

9(Veej,e1) = I} gu

i

1

> 8" gkt (Digjm + 93 gim — Omgij)
=
—_———

=0im

|
N =
SM“

1
= 5(8i9jl + 0jgi — 019ij)-

Durch Vertauschen der Indizes j,1 und Addition folgt die gewiinschte Formel

9(Vesej er) +g(ej, Veer) = 0590 = 0 g(ej, er).

Fiir allgemeine Vektorfelder &, 1, n2 ergibt sich (5) nun durch Entwickeln in der
Standardbasis und Anwenden der Linearitdt und Produktregel, also mit den
Formeln (1),(2) und (3). O

Wir brauchen als néchstes die kovariante Ableitung von Vektorfeldern langs
Kurven.

Definition 10.2 Sei g € C1(U,R? x R?) Riemannsche Metrik auf U C R?, und
v € CYI,U). Die kovariante Ableitung eines Vektorfelds & € C1(I,R?) lings v
ist definiert durch

Ve §+(F07)(v’,§)-

dt — dt
Lemma 10.1 (Rechenregeln fiir Y) Sei g € C'(U,R? x R?) Riemannsche
Metrik auf U. Fiir die kovariante Ableitung lings einer Kurve v € CY(I,U)
gelten folgende Rechenregeln:

VA +pn) V&, Voo
(10.1) = )\dt —I—,udt fir A\, p € R,
\Y% \Y%
(10.2) (dfg) = w%ﬂﬁ fiir ¢ € CH(I),
d \Y% \Y
(10.3) 7 9°7En) = gov(dff,n)JrgO’V(f?d*Z)'
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BeEwEIS: (10.1) und (10.2) folgen aus Definition 10.2. Fiir (10.3) kénnen wir
§ = e;, n = e; annehmen, allgemein kénnen wir dann in die Standardbasis ent-
wickeln und (10.2) anwenden. Mit der Produktregel (5) aus Satz 10.1 bekommen

wir fiir 29 = (o), vo = 7 (to),

d
9° v(ei €)=ty = Duy(g(ei,e)) (o)
= g(v@oei7 €j)($0) + g(€i7 Vvoej)@?o)

Vei ) (to) + g 07 (er, L) (to).

= 9o7(y di

O

Lemma 10.2 (Symmetrie von V) Sei g € CY(U,R? x R?) Riemannsche Me-
trik. Dann gilt fir f € C?>(I x J,U), f = f(t,¢),

Vofr_Vvof
ds Ot Ot Oe’
BeEwEIS: Nach Definition 10.2 gilt

Vaof 0of of of
B0t 85875+F0f<85’8t '
Die Behauptung folgt nun aus der Symmetrie I”-“j = Ffz O

Mit der kovarianten Ableitung haben wir das Werkzeug, um weitere geometri-
sche Begriffe zu erklaren. Wir beginnen mit der Parallelverschiebung ldngs einer
Kurve. Fiir ¢ € C1(U,R?*?) und eine gegebene Kurve v € C*(I,U), I = [a,b],
ist die Gleichung .

Z—f =0 & é—i—f‘oy(v’@) =0

ein lineares, homogenes System erster Ordnung fiir das gesuchte Vektorfeld
¢ € C1(I,R?). Nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz bilden die zugehorigen
Losungen einen 2-dimensionalen Untervektorraum von C'(I,R?). Im Fall g;; =
d;j ist % = % die gewohnliche Ableitung, und die Losungen £(t) sind genau die
konstanten vektorwertigen Funktionen. Deshalb werden die Losungen der Glei-
chung % = 0 allgemein als parallele Vektorfelder léngs v beziiglich g bezeichnet.
Zu gegebenem v € R? bezeichne &, € C!(I,R?) das eindeutige Vektorfeld mit

V&
dt

Die Abbildung P, : R? — R?, P, (v) = &,(b), ist linear nach (10.1). Sind &, 7
parallel lings v beziiglich g, so gilt auBerdem g(&,n) = const. nach (10.3). Daher
ist die Abbildung P, : (R?, Ily(a) = (R2 gly(»)) eine Isometrie, also orthogonal.
Wihrend im Euklidischen die Parallelitit von Vektoren in zwei Punkten un-
abhéngig von einer Verbindungskurve erklart ist, hingt die Parallelverschiebung
P, fiir eine Riemannsche Metrik g im allgemeinen von der Verbindungskurve ~y
ab. Bei der nachfolgenden Definition orientieren wir uns am Euklidischen Fall,
siehe Definition 2.5, nur wird die iibliche Ableitung durch die kovariante Ablei-
tung ersetzt.

=0, gv(a) =v.

66



Definition 10.3 (Geoditische Kriimmung) Sei g € CY(U,R?, xR?) Rie-
mannsche Metrik. Der geoddtische Krimmungsvektor einer requldren Kurve

v € C*(I1,U) ist

. 1 (Vv’ )lg

Ay = )
oIz dt

wobei L, die Komponente senkrecht zu ' beziiglich g bezeichnet. Die geoditische

Kriimmung beziiglich der g-Einheitsnormale v € C°(I,R?) lings vy ist

() = o)
g = g(x4,v) = g V).
! ! Iv[I5 7N dt

Die Invarianz unter Umparametrisierungen folgt wie im Euklidischen, mit
etwas mehr Aufwand: fiir ¢ € C'(J,I) diffeomorph gilt (70 )" = (7' 0 )¢’ und
weiter

V(voy) V(' op)

_ / / 1"
o = FTE (Y o)y

= (Vo) (@) +T(vop) (v op, ¥ op) (¢)+ (Y op) ¢

Es gilt somit [|(y 0 @)'[|2 = [[//]|Z 0 ¢ (¢')? und, da +' o ¢ tangential,
1
——F O
1113
Natiirlich vereinfacht sich die Formel fiir die geodétische Kriimmung, wenn die

Kurve beziiglich g nach der Bogenlénge parametrisiert ist, also ||7/|lq = 1. Denn
dann haben wir

0P —

Loy o
90(7”O¢+F(vw)(v’os0ﬁ’w)) = 0.

/

_ d roN vy,
O—dsg(%’y)—Qg( dsry),

das heifit YTZI ist normal und es folgt

L VY
(10.4) Hy =

bzw. x4, = g(vdzl,y).

Beispiel 10.1 (Geoditische Kriimmung fiir konforme Metriken)
Betrachte auf dem Gebiet U C R? die Riemannsche Metrik

gi; = €2“6;;  wobei u € CH(U).
Der Winkel zwischen v, w € R?\{0} bzgl. g ist gleich dem Euklidischen Winkel,

denn
Zg(v, w) = arccos M — arccos (v, w) _
[vllgllwllg [v]|w]

Z(v,w).
Dagegen folgt fiir die Liange von Vektoren v € R?
[ollg = e*[vl.

Mit Definition 10.1 erhalten wir die Christoffelsymbole
2
T8 = 257 g (Bugyt + B30 — Brgig) = (Dru)jx + (Ou)uk — (Opu)3i
z'j_2 g 1951 5 9il 19i5) = (07U )05k jU )04 kU)Oij,
=1
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beziehungsweise fiir z € U und v, w € R? (iiberpriife fiir v,w = e;, ¢;)
I'(z)(v,w) = (Du(z),v)w + (Du(x), w)v — Du(x){v, w).

Sei nun v € C%(I,U) eine Kurve, die nach der Bogenlinge beziiglich g parame-
trisiert ist, und v, Einheitsnormale beziiglich g lings . Dann ist || = e~ "7,
v = e"y, ist die Euklidische Einheitsnormale, und wir haben

Toy(y,v) =2((Du) 07,7 ) 7 — (Du) oy |¥/*.

Damit berechnen wir die geodétische Kriimmung beziiglich v,:

wg = 9(7" +Tov(,7),vg)
Uy <'7// 4T 07(7/,7/)7y>
o 1
= e 7‘7/|2<|7/|2’y//_(Du)o’}/ay>
= e (Du)or.p)).

Hier ist s die Euklidische Kriimmung der ebenen Kurve « beziiglich der Normalen
v, siehe Definition 2.3. Fiir das Integral der geodétischen Kriimmung folgt

ou
(10.5) /I%g dsg = /1 (% ~ 5, ° ’y) ds.

Im Euklidischen Fall trat der Kriimmungsvektor in ersten Variation der Bo-
genldnge auf. Das gilt analog hier.

Satz 10.2 (Erste Variation der Bogenlinge) Seic € C?(Ix (—¢,¢),U) mit
I = [a,b], und ¢ = c(-,0) sei regulir. Dann gilt beziiglich der Riemannschen
Metrik g € C*(U,R?*?)

FLACN| == [ 9700 sy + [alrte).00)]

T firo=5o(.0).

Dabei ist T die g-Finheitstangente von ¢ und dsgy = || (t)]|4 dt.
BeEwEIS: Wir berechnen mit der Produktregel (10.3) und Lemma 10.2

d d oc oc 3
Fheto) = g [e(Ge gwa) d

_ /Ig<av€g§(t,0),r(t)) dt
/Ig(vaf(t),T(t)) dt

- / (610, 5 0) de+ [o(r(0).0(0)]

e=0

t=b
t=a

CI

I/ llg

Aber es gilt fiir jede regulire Kurve mit 7 =

vt VAV v R
~L =17 (5 = 9(= 7)) = Zl -

Einsetzen liefert nun die Behauptung. O
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Definition 10.4 (Geoditische) Sei g € CY(U,R?**?) Riemannsche Metrik.
Eine Kurve v € C?(1,U) heifit Geoditische bzgl. g, falls gilt:

v/
dz =0 & A" +TovH,9)=0.

Jede konstante Kurve ist geodétisch. Die nichttrivialen (nichtkonstanten)
Geodétischen sind wie folgt charakterisiert.

Folgerung 10.1 Sei g € C'(U,R?*2) Riemannsche Metrik. Fiir eine nichtkon-
stante Kurve ¢ € C?(I1,U), I = [a,b], sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) ¢ ist Geoditische.
(2) ¢ hat konstante Geschwindigkeit und geoddtische Krimmung Null.
BEWEIS: Fiir jedes ¢ € C?(I,U) gilt nach der Produktregel (10.3)

v

d
at HC/H?; = 29(0/7 ﬁ)

Ist ¢ Geodétische, so ist |||, konstant ungleich null, und

. 1 (Vc’)Lg:

My = —
T2 dt

Ist umgekehrt |||, konstant, also ungleich Null, so folgt % L ¢, und weiter
aus 7, =0
v vl
=
das heifit ¢ ist Geodatische. O
Die geoditische Gleichung ist ein System von zwei gewdhnlichen Differenti-
algleichungen zweiter Ordnung in expliziter Form, das heifit v/ = F(v,+'). Um
lokal Geodétische zu konstruieren, kann man daher fiir gegebene zg € U, v € R?
das zugehorige Anfangswertproblem mit dem Satz von Picard-Lindelof 16sen:

1 g
) =127 =0,

V' +Tov(Y,7) =0, ~(0) =2,(0) =v.

Fiir g;; € C?(U) gibt es ein maximales Intervall (a,b) mit a < 0 < b, auf dem eine
Losung existiert, und diese ist eindeutig bestimmt. Weiter besagt die allgemeine
Theorie: ist b < oo, so verldsst (y(t),~/(t)) fiir t b jede kompakte Teilmenge
von U x R?. In unserm Fall gilt sogar mehr, denn Folgerung 10.1 liefert die von
t unabhéngige Abschitzung

Y eKCCU = () <Clg,K) |V (B)llg =Clg, K) [+ (0)ll-

Daher muss fiir b < oo schon «(¢) mit t b jede kompakte Teilmenge von U
verlassen; dies gilt natiirlich analog im Fall @ > —oo. Die hohere Differenzier-
barkeit der Geodétischen ergibt sich leicht aus dem System und der Definition
der Christoffelsymbole. Fiir eine Riemannsche Metrik g;; € C"(U) mit r > 1 ist
Ffj € C""1(U), und die Geoditischen sind dann von der Klasse C"+1(I,U).
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Fiir die Euklidische Metrik g;; = d;; auf U = R? lautet die geoditische
Gleichung 7" = 0. Eine Euklidische Geodétische v : [a,b] — (R?,4;;) ist also
durch die gerade Strecke zwischen den Endpunkten gegeben, die mit konstanter
Geschwindigkeit durchlaufen wird; insbesondere ist sie kiirzeste Verbindung
der Endpunkte. Fiir eine beliebige Riemannsche Metrik g € C'(U,R?*?)
sind Geodétische zumindest Kandidaten fiir kiirzeste Verbindungen. Denn sei
c € C¥I,U), I = [a,b], kiirzeste Verbindung der Endpunkte c¢(a) und ¢(b), und
c sei nach der g-Bogenlinge parametrisiert. Ist dann ¢ € C%(I x (—¢o,&0),U)
mit
c(+,0) =c sowie c(a,e) = c(a), c(b,e) = c(b) fur alle € € (—&o, €p),

so folgt aus Satz 10.2 notwendig

0
——/Ig(ﬁg,é)dsg fiir ¢ = &:( 0).

Fiir jedes ¢ € C2((a,b),R?) ist die Variation c(t,e) = c(t) + e¢(t) hier zulissig.
Aus dem Fundamentallemma der Variationsrechnung folgt, dass ¢ geodétische
Kriimmung Null hat und damit eine Geodétische ist. Hier schlieflen sich interes-
sante Fragen an, die auch im Appendix untersucht werden:

0= 2Ly, _,

e Sind Geoditische hinreichend oft differenzierbar, und sind sie regulér?

e Gibt es Kriterien, dass eine Geodéitische kiirzeste Verbindung ihrer End-
punkte ist?

e Gibt es zu zwei Punkten immer eine kiirzeste Verbindung?

Wir kommen nun kurz zu den parametrisierten Flichen im R? zuriick. Im
folgenden Lemma sei f(7) statt f o~ aus Griinden der Ubersichtlichkeit.

Lemma 10.3 Sei F € C?*(U,R?) eine requlire Fliche mit Normale N, v €
C*(I,U) und ¢ € C*(I,R?). Dann gilt

d

9(DF()-€) = DF() - > 4 h(3)(+, ) N().

Dabei ist V die kovariante Ableitung von g und h die zweite Fundamentalform
beztiglich N.

V§

BEWEIS: Wir berechnen mit den Ableitungsgleichungen, Satz 9.3,

d d <&
4 PF(M) -9 = ggaF

2 2
= Y @F)ME) + Y (@5F) () ()¢

1 ij=1

2
= Y OF)W)(E) + D TH) O)ERFH) + Y hij(y) ("YEN(®H)

j=1 i k=1 ij=1

= DF(v)- (dt +T'(y )(v’,f)) +h(y)(7',€) N(v).
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Nach Satz 9.2 sind die I‘fj die Christoffelsymbole der Metrik, und das Lemma ist
bewiesen. O

Wir koénnen jetzt die klassische Charakterisierung der Geodétischen auf
Flichen im R? herleiten, die auf Johann Bernoulli (1698) zuriickgeht. Sie besagt,
dass geoditische Kurven keine Beschleunigung tangential zur Fliche haben.

Satz 10.3 Sei F € C?*(U,R3) regulire Fliche mit erster Fundamentalform g
und Normale N, und v € C*>(I,U). Mit c = F o~ : I — R3? sind dann folgende
Aussagen dquivalent:

(1) v ist Geoddtische beziiglich g.
@) (@) =0.
3) " =h(",7)N.

BEWEIS: Die Behauptung folgt direkt aus Lemma 10.3, indem wir dort £ = +/

setzen: )

Vy

//: F ”:DF'
¢’ =(Fo7) o

+h(y',7)N.

O

Eine explizite Losung der geodétischen Differentialgleichung ist im allgemei-
nen nicht moéglich. Fiir Rotationsflichen hat man einen Erhaltungssatz, mit des-
sen Hilfe die Geodétischen qualitativ gut beschrieben werden kénnen, siehe Band
3, pp- 315-319, in M. Spivak, A comprehensive Introduction to Differential Geo-
metry, Publish or Perish, Boston 1975. Der Erhaltungssatz folgt aus der Tatsache,
dass Drehungen um die Rotationsachse Isometrien der Fléche sind.

Beispiel 10.2 Betrachte fiir eine C2-Kurve c(t) = (r(t), h(t)), t € J, die Rota-
tionsfldche

F:JxR =R F(t, o) = (r(t) cos g, r(t) sin p, h(t)),
wobei ¢ regulér und r(t) > 0. Die erste Fundamentalform von F' lautet
gt, ) = (7(t)* + h(t)?)dt* + di®.

Sei v(s) = (t(s),(s)), s € [a,b], eine gegebene Kurve. Dann folgt fiir v,(s) =
(t(s),0(s) + )

b
L) = [ V()2 4 hlt(5))2)0/(5)2 + 2/(5)2 ds = Ly ).

Ist v Geodétische, so ergibt sich aus der Variationsformel, Satz 10.2,

/

d y s=b
0= —Ls(va)|a=0 = [g(eg, 7” .
da o) E=
Da die Grenzen a und b beliebig gewéhlt werden kénnen, bedeutet das:

/

g<eg, ﬁ) ist ldngs jeder Geoddtischen ~y konstant.
Vg
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Die Kurve F' o7, ergibt sich durch Rotation von F' o~ um die 2-Achse, genauer
gilt

cosa —sina 0
Fonga=8,-(Foy) mitS,=| sina cosa 0
0 0 1

Sei nun ¢ = F o+, und schreibe ¢(s) = (o(s)cosp(s), o(s)sinp(s), z(s)). Dann

gilt
~ —sinp ¢
9(62,7/> =0 cos ISTI A
", S R

Damit hat der Erhaltungssatz in R? folgende Interpretation.

Satz von Clairaut: bezeichnet 5(s) € [0,7] den Winkel, mit dem
die Geoddtische c(s) den Breitenkreis in Héhe z(s) mit Radius o(s)
schneidet, so ist o(s)cos B(s) konstant.

Zum Schluss des Kapitels untersuchen wir das Transformationsverhalten der
geoditischen Kriimmung und der kovarianten Ableitung unter Isometrien.

Definition 10.5 (Riemannsche Isometrie) Seien g,h Riemannsche Metri-
ken der Klasse C' auf den offenen Mengen U,V C R?. Ein C'-Diffeomorphismus
¢ :(U,g) = (V,h) heifit (Riemannsche) Isometrie, wenn gilt:

h(p(x))(Do(x)v, Dé(z)w) = g(z)(v,w)  fiir alle z € U, v,w € R2.
Mit anderen Worten: fiir jedes z € U ist die lineare Abbildung
Dé(z) : (R? g(z)) = (R?, h(¢(x)))
eine orthogonale Abbildung der Skalarproduktriaume. Fiir eine Kurve v : I — U
gilt
l@ o)l = 1Ds() - A'll,, = 1Y

insbesondere ist Ly(y) = L (¢ o), also ist ¢ lingentreu.

g7

Satz 10.4 (Invarianz der geoditischen Kriimmung) Sei ¢ : (U,g) —
(V,h) eine Riemannsche Isometrie. Ist v € C*(I,U), I = [a,b], eine requldre
Kurve, so gilt

(10.6) #4° = (Do) (7) - #).
Ist vy Einheitsnormale lings v, so ist V;fw = D¢(v) - vy Einheitsnormale lings

¢ oy und fiir die skalaren geoddtischen Kriimmungen gilt %Z)w = 3.

BEWEIS: Sei y(t,e) = v(t) + X (t) fiir X € C*(I,R?) mit X(a) = X(b) =0,
das heifit %(t,()) = X (t). Dann ist Ly(¢ o v(-,€)) = Lg(v(:,€)), und Satz 10.2
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ergibt

~ [ Moo (D80 X)dsi = L Ln(601( )l
I 3
= 11,06, lemo

_ —/Ig(’y)(ﬁg,X) ds,.

Weiter liefert die Isometrieeigenschaft (angewandt von rechts nach links)

[ oo Do 1) (6ot = [ 901 (DI FTX) ] e

I
Es folgt fiir jedes Vektorfeld X mit Nullrandwerten

/Ig(v)(Dcé(v)‘lﬁ;f” — 53, X) |l[],, dt = o.

Mit dem Fundamentallemma der Variationsrechung ergibt sich die behauptete
Formel (10.6). Die Aussage iiber die Einheitsnormalen folgt direkt aus der Iso-
metrieigenschaft von D¢(v). Fiir die skalaren Kriimmungen gilt dann

7 = h(oom) (7, °7) = h(éon) (D(y) 73, Do(1)vy) = 9(0) (35, 07) = .
O
Die Transformation der vollen kovarianten Ableitung wollen wir auf die
geodétische Kriimmung zuriickfithren. Vorab eine Hilfsaussage, die nichts mit
der Riemannschen Metrik zu tun hat. Zur Erinnerung: der Kommutator von
£,n € CYU,R?) ist
2
[&n=Dn-&=DE-n=">_ (£0m’ —n'0:&)e;
ij=1
Fiir eine Abbildung ¢ € C%(U,V) heien £ € CY(U,R?), £ € CY(V,R?) ¢-
verwandt, wenn

fop=D¢-¢ aufU.

Lemma 10.4 Seien &,n € C'(U, R?) ¢-verwandt zu €, 7 € CY(V,R?). Dann sind
[€,m] und [, 7] ebenfalls ¢p-verwandt:
[€.7] 0 ¢ = D¢ [¢, ).
BeEwEIs: Wir berechnen mit der Eigenschaft (8.3) des Kommutators
Dé-[6,n] = 0¢(9n9) — 0y (0c0)

O (770 ¢) — On(€ 0 )
Dﬁ) ¢ D¢-&—(DE)o ¢ Do

) ¢ £o > ¢~ (DE)og-no¢
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Satz 10.5 Sei ¢ : (U,g) — (V,h) Riemannsche Isometrie, und X,Y €
CH(V,R?) seien ¢-verwandt zu X,Y € C*(U,R?). Dann sind V’)‘ZY und V%Y
auch ¢-verwandt: B

(ViY)o¢= D¢ V%Y.

BEWEIS: Wir zeigen die Aussage zuerst fiir Y = X in einem beliebigen Punkt
xo € U. Sei zundchst || X||; = 1 nahe bei xy. Dann betrachte die Integralkurve
v :(—¢g,e) = U von X durch xg, das heifit die Losung des Anfangswertproblems

v (s) = X(y(s)) fiir s € (—¢,¢), ¥(0) = 0.

Fiir ¢ > 0 klein existiert v nach Picard-Lindelsf und ist eine C?-Kurve. Wir
haben

VxX(zg) = DxX(xo)+I'(20)(X(20), X (20))
= 7"(0) +T'((0))(v'(0),7'(0))
Y4
~ ds (0)
— 7,(0).

Da X normiert ist beziiglich & und ¢ o v Integralkurve von X, erhalten wir aus
der Transformation der geodétischen Kriimmung

D (w0)Vx X (z0) = D(o) - 5] (0) = 5,77(0) = V 3 X (¢(x0)).

Als néchstes betrachte X = A{, wobei A beliebige Funktion und [[{[|; = 1 nahe
bei xg. Sind &, X die ¢-verwandten Vektorfelder und Ao ¢ = A, so gilt X = A
und

(dA-€)od=(dN)od-Dd-&=d-¢E.

Damit berechnen wir
(VEX)op = (WVIE+ (A £)) 06 = Do- (ng £ A(d)- g)g) — D¢ V% X.

Jedes Vektorfeld X mit X (zg) # 0 hat lokal die Form X = X¢ fiir A = || X,
und [[{|lg = 1. Da im Fall X (z9) = 0 beide Seiten Null sind, ist die Behauptung
des Satzes im Fall X = Y gezeigt. Allgemein schreiben wir schlieBlich mit der
Linearitdt und Symmetrie der kovarianten Ableitung, siehe (1) und (4) in Satz
10.1,

1

Nach dem Gezeigten und Lemma 10.4 erfiillen alle Terme auf der rechten Seite
das gewiinschte Transformationsgesetz, womit der Satz insgesamt bewiesen ist.
O

11 Der Satz von Gauf3-Bonnet

In diesem Abschnitt beweisen wir den Satz von Gaufl-Bonnet auf Riemannschen
Gebieten D. Wir geben einen Ausblick auf den Fall wenn D eine kompakte Fliche
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mit Rand im R? ist, bzw. abstrakter eine zweidimensionale Riemannsche Man-
nigfaltigkeit mit Rand. Wir beginnen mit dem Spezialfall konformer Metriken,
weil die Herleitung dann direkt ist.

Beispiel 11.1 Sei g;; = €?“4;; eine konforme Metrik auf U C R?. Definieren wir
die Gaufsche Kriimmung K, durch die Formel aus dem Theorema egregium, so
ergibt sich

2
ng2u = 81F%2 - a2F%2 + Z(F%uré - FéMFAILQ)'
pn=1

Nach Beispiel 10.1 sind die Christoffelsymbole der konformen Metrik gleich

Ph Fb:F%l F%z F%l F%2:F§1 1%2
81u azu —81u —82u 81u 82u.

Durch Einsetzen ergibt sich die Formel von Liouville
(11.1) —Au = K e

Sei nun D cC U ein Gebiet mit C2-Rand. Es sei v die innere Normale und » die
Kriimmung von 0D beziiglich der Euklidischen Metrik. Mit der Formel fiir die
geodétische Kriimmung s, aus Beispiel 10.1 und dem Satz von Gauf} folgt

/KgdAg—i-/ %gdsg:—/Audxdy+/ <%—8u)ds:/ xds.
D oD D oD ov oD

Fiir 0D zusammenhéngend folgt aus dem Umlaufsatz, genauer (4.1) sowie (4.2),

/KgdAg—l—/ g dsg = 2.
D oD

Um den Fall einer beliebigen Riemannschen Metrik auf den konformen Fall
zu reduzieren, braucht man die Theorie elliptischer Differentialgleichungen, vgl.
Satz 6.2. In dieser Vorlesung wird das nicht behandelt, wir geben stattdessen
einen unabhingigen Beweis. Dazu betrachten wir eine geometrisch motivierte
Differentialform, die Zusammenhangsform.

Wir fassen kurz ein paar Fakten zu Differentialformen zusammen, siehe
auch Definition 3.1. Eine 1-Form auf U C R? hat die Form w = w; dz! + ws d2?,
ihr Integral lings einer Kurve v € C1(I,U) ist

2
// w— / Wy (D) -+ (t) dt = / > wla(o) 0t

Das Integral ist invariant unter richtungstreuen Umparametrisierungen. Deshalb
kann w auch langs des Randes 0D eines Gebiets D CC U integriert werden: man
parametrisiert die einzelnen Randkurven und addiert. Zum Durchlaufungssinn
wird vereinbart, dass 7/, v oy positiv orientiert sind, wobei v die innere Normale
ist, D liegt also in Fahrtrichtung links.
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Definition 11.1 Bezeichne mit dz' A dx? die Bilinearform
(dz' A da?)(v,w) = det (v,w) (v, w € R?).

Eine Funktion ¢ = fdx' A dx? mit f: U — R heifit 2-Form. Das Integral auf

D cC U ist definiert durch
/ o= / f(x)dx.
D D

Definition 11.2 Die dussere Ableitung von w = wy dz' + wo da? ist die 2-Form

_(Qw2 09N i g
dw-(aw1 8:1:2)dx A dx”.

Satz 11.1 (Stokes) Sei w 1-Form auf U mit Koeffizienten w; € C*(U). Ist
D cc U Gebiet mit C'-Rand, so gilt

/dw:/ w.
D 8D

BEwers: Wir betrachten das Vektorfeld X = (—wq,wi), also dw =
—divXdz' A dz?. Es folgt, wenn v die innere Normale auf 9D bezeichnet, mit

dem Satz von Gauf
/ dw:—/ diVXdac:/ (X,v)ds.
D D oD

Sei v : I — 0D Parametrisierung nach der Bogenlinge mit v/, v oy positiv
orientiert. Da wi; = X9 und wy = — X1, gilt

1

/ W - / (X2(7(5)) 71 (5) — X1(4(5)) 15 (s)) ds
Y
= [XO): ()75 ds

I

= /1 (X,v)ds.

Das zeigt [, (X,v)ds = [,,w, und der Satz ist bewiesen. O

Als néchstes brauchen wir eine Formel aus der Linearen Algebra.

Lemma 11.1 (90°-Drehung) Sei (g;;) € C*(U,R?*?) Riemannsche Metrik auf
U C R%. Dann gibt es genau eine Abbildung Jg € C*(U,R?*?), so dass fiir alle
v € R? gilt:

(1) g(Jgv,v) =0,

(2) g(Jgv, Jgv) = g(v,v),

(3) det(v,Jyv) >0  falls v # 0.
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BEWEIS: Angenommen wir haben J, mit den Eigenschaften (1),(2) und (3).
Dann gilt
0= g(Jyv,v) = (GJv,v)ge fiir alle v € R?.

Also ist G'J, schiefsymmetrisch, das heifit

GJg:>\<(1] _01> mit A : U — R.

Insbesondere ist det J, > 0. Aus (2) folgt mittels Polarisation fiir alle v, w € R?
(GJgv, Jgw) = g(Jgv, Jyw) = g(v, w) = (Gv, w).
Das bedeutet JgT GJy = G, insbesondere det J; = 1. Es folgt weiter
ngi\/MG—l((l’ _01 > L ( Tz o )
Vdet G g1 912

Nach (3) ist 0 < det(er, Jge1) = £g11/Vdet G, also gilt das +-Zeichen. Umge-
kehrt rechnet man nun nach, dass (1), (2) und (3) mit dieser Definition von J,
gelten. Wir berechnen noch zur Information

2
1 —g12 —g22 >
J? = = —Id.
9 det@G < g1 912
O

Im Folgenden sei (g;;) € C?(U,R?*?) Riemannsche Metrik mit 90°-Drehung
Jy und Levi-Civita Zusammenhang VxY. Das folgende Lemma besagt, dass das
Endomorphismenfeld J; parallel ist, also V.J, = 0.

Lemma 11.2 Fiir Vektorfelder X,Y € CY(U,R?) gilt Vx(J,Y) = J,VxY.
BeweEls: Wir berechnen mit der Produktregel
9(Vx(JgY),Y) = Dxg(JY.Y)—g(JgY,VxY) = g(J,VxY,Y),
=0
1
9(Vx(JY), J)Y) = §DX 9(JgY, JyY) = g(VxY,Y) = g(J,VxY, J,Y).
—_———
:g(Y’Y)
Dies zeigt die Behauptung wenn Y # 0. Ist Y (z) = 0, so berechne im Punkt z
Vx(J,Y) = Dx(J,Y) +T(X,J,Y) = J,(DxY + T(X,Y)) = J,VxY.
—_—— ——

=0 =0

Wir kommen nun zu unserem eigentlichen Problem zuriick.

Definition 11.3 (Zusammenhangsform) Sei (g;;) € CY(U,R**?) Riemann-
sche Metrik auf U C R%. Ist v € C*(U,R?) ein Einheitsvektorfeld, also ||v]ly =
g(v,v) =1 auf U, so definieren wir die Zusammenhangsform beziiglich v durch

w'(X) = g(Vxv, Jyv).
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Proposition 11.1 Die Zusammenhangsform w® hat folgende Figenschaften:

(a) Seiy € C*I,U) mit ||¥'|l; = 1 gegeben. Wihle 6 € C(I) mit vory =
cos 0~ +sinf J,v, siche Satz 3.2. Dann folgt beziiglich der Normalen Jgv'

(11.2) w’ () = 0"+ 5.
(b) Die dufSere Ableitung der Zusammenhangsform ist
(11.3) dw® = —K,Vdet G da! A da®.
BewEIs: Um (11.2) zu zeigen, berechnen wir die Ableitung
Vv =0 (—sinfv' + cos0 Jyy') + cos 0 54y — sinf 357
Skalarmultiplikation mit J,v = cos 6 J;7' —sin 64/ ergibt wegen cos? 6+sin?§ = 1
w’'(y) = 0"+ 3,.

Auch (11.3) folgt durch Rechnung, die aber linger ist. Wir beginnen mit

Owy — 0wy = 019(Vav, Jyv) — 029(V1v, Jgv)
= g(ViVav — VaViv, Jyv) + g(Vav, JyViv) — g(Viv, J4Vav).

Dabei wurde Lemma 11.2 benutzt. Da 0 = %81 g(v,v) = g(V,v,v), sind Viv, Vav
linear abhéngig. Deshalb folgt

(11.4) 0wy — Ohwi = g(V1Vav — Vo Viu, Jyv).

Wir brauchen nun zwei Tatsachen. Die erste besagt

(11.5) (ViVa = VaVi)(X) = o(V1V2 = VaV1) X fiir ¢ € C*(U).

Um das zu zeigen, berechnen wir mit den Regeln fiir V

(V1V2)(pX) = Vi (eVaX+(020) X) = oV1Va X +(010) Vo X +(020) V1 X +(0720) X.

Bei Vertauschen von V1, Va und Subtraktion fallen die hinteren Terme weg, und
(11.5) folgt. Die zweite benétigte Formel ist

(11.6) g((V1VQ — Vng)X, Y) + g(X, (V1VQ — Vng)Y) =0.
Dazu verwenden wir wieder die Regeln fiir V, und zwar ist
1
9(ViVaX, X) = 019(V2X, X)—g(V2 X, V1X) = 58132 9(X, X)—g(V1X,V2X).

Vertauschen von Vi, Vi und Subtraktion ergibt (11.6) im Fall X = Y, und
daraus folgt die allgemeine Version fiir X, Y beliebig durch Polarisierung.
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Als néchstes berechnen wir

2 2
ViVaey = Vl(ZF%ﬁJ') = (81F§2 + ZFIij%Q) €k,
j=1

el
|| [}
—_

j=1
2 ) 2 )
VoVies = v2(2r{26j) _ (aQF’fz + Zr’gjwu) er,
j=1 k=1 j=1

Es ergibt sich weiter

2 2
g((V1V2—V2v1)62, 61) = ngl (81F§2—82F1f2+z FlijJQQ—ngF]lQ) = Kg det(G).
k=1 7=1

Hier ist K, die Gauische Kriimmung wie im Theorema egregium, siche Folgerung
9.2. Stellen wir v, Jyv in der Standardbasis dar, so folgt mit (11.5) und (11.6)

9((V1V2 = VaVi)v, Jyv) = Ky det(G) (v (Jyv)' — o' (Jyv)?).

Sei A € R?*? die Matrix mit Spalten v, Jgv. Da v, Jyv eine Orthonormalbasis
bzgl. g ist, gilt

. 1
ATGA=E,, insbesondere (det A)? = ppwet
Nun ist det A > 0 nach Definition von J,, und somit
v (Jv)2 — v (Ju) =det A = ! .
Vdet G

Mit (11.4) ergibt sich schlielich
dwy — awy = g(V1Vav — VaViv, Jyv) = =K,V det G.

Damit ist Behauptung (11.3) ebenfalls verifiziert. O

Satz 11.2 (GauB3-Bonnet) Sei D C (U,g) beschrinktes Gebiet mit zusam-
menhéingendem C?-Rand. Dann gilt

/KgdAg—i—/ ngdsg = 2m.
D oD

Dabei ist »4 geodditische Kriimmung bzgl. der inneren Normale.

BEWwEIS: Wir betrachten auf U das Einheitsvektorfeld v = e;//g11. Sei v :
[0, L] — 0D Parametrisierung nach der Bogenlinge, mit 7/, voy positiv orientiert.
Wir schreiben v oy = cos 6 +sin 6.J,7' mit § € C*([0, L]). Aus Proposition 11.1
und dem Satz von Stokes folgt

/KgdAg:—/ dw”:—/ w”(’yl)dsg:—/ G/dsg—/ 27y dsg.
D D oD oD oD
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Aber cos (L) = cosf(0) und sin#(L) = sin6(0), also folgt

(11.7) / K, dA, +/ sy dsy € 20
D oD
Wir betrachten (11.7) nun fiir die Schar von Metriken
gt = tgi; + (1 —1)8;;  fiir ¢t € [0,1].
Es gibt ein A > 0 mit g(x)(£,€) > M¢|? fiir alle x € D, € € R?, also folgt

g'(@)(6,6) = tg(x)(&,€) + (1 = )|E]* = (tA + (1 = 1)) [¢]* > min(A, 1) ¢

Also gilt gf;, (¢")¥ € C*(Dx][0,1]). Aus den Koordinatendarstellungen der Terme
Ky, 74, dAg und ds, folgt, dass die beiden Integrale in (11.7) stetig von ¢ € [0, 1]
abhéngen. Aber ihre Summe ist in 27Z, somit ist sie konstant fiir alle ¢ € [0, 1].
Mit ¢t = 0 folgt aus dem Hopf Umlaufsatz, vgl. Beispiel 11.1,

/KgdAg+/ %gdsg:/ xds = 2.
D oD oD
O

Wir wollen den Satz von Gauf-Bonnet auf beliebige kompakte Fliachen ver-
allgemeinern. Die Strategie ist dabei, die Flidche in Riemannsche Dreiecke zu
zerlegen, auf denen jeweils eine Version des Satzes aufgestellt werden kann. Die
Gleichungen auf den einzelnen Dreiecken sollen dann summiert werden. Fiir die-
sen Zugang brauchen wir eine Version des Satzes fiir Gebiete mit Ecken. Ein Spe-
zialfall ist die sphérische Trigonometrie, dort werden Dreiecke auf §?betrachtet,
die durch Grofikreisbégen berandet sind. Unsere Behandlung der Ecken ist vom
Ansatz hr klar, leider aber etwas technisch.

Definition 11.4 (stiickweise C?-Gebiet) Ein Gebiet D C R? hat stiickweise
C?-Rand, wenn fiir jedes p € OD ein S € SO(2) und R = (—¢,¢) x J existieren,
so dass gilt:

S(D-p)NR={(z,y) € R:y>u(x)}.
Dabei soll u : (—e,e) — J stetig sein, und C? auf (—¢,0] sowie [0,¢).

Betrachte erst u € C?((—e¢,¢)). Die Einheitstangente des Graphen ist dann

(1, u'(x))
V14 ()2

Es gilt 7(z) = (cosf(x),sinf(x)) mit der Winkelfunktion

T(z) =

T T

0:(—5,5)%(—5,5

), O(x) = arctanu'(x).
Sei jetzt u € C? nur auf [—¢, 0] und [0, €], insbesondere kénnen die Grenzwerte
u/y (0) verschieden sein. In diesem Fall sprechen wir von einer Ecke, mit dem
Auflenwinkel

a=0604(0)—0-(0) € (—m,m).
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Der Innenwinkel ergibt sich als w = 7 — a € (0,27). Um den Graph glatt zu
ersetzen, wihle zu g € (0, €) eine Abschneidefunktion n € C*°((—¢,¢)) mit n(x) =
1 fiir || > £ und n(z) = 0 fir [z| < £. Dann ist u?(z) = n(z)u(z) ein C*-Graph
auf (—e, ). Fir die zugehorige Winkelfunktion 02 folgt mit o — 0

0¢(0) — 0°(—0) — 04(0) = 0-(0) = a.

Satz 11.3 (GauB-Bonnet mit Ecken) g € C?(U,R?*?) Riemannsche Me-
trik, und D CC U sei beschrinktes Gebiet mit 0D zusammenhdngend und
stiickweise C?. Dann gilt

N
K,dA —i—/%ds—i— o = 2.
Die «; sind die AufSenwinkel in den Ecken p; firi=1,...,N.

BEWEIS: Wir verallgemeinern erst den Umlaufsatz auf die Situation mit
Ecken. In jedem p; haben wir (bis auf Translation und Drehung) eine Graphen-

darstellung y = u;(z), © € (—¢,¢e). Wir ersetzen u;(z) auf [—p, o] C (—¢,¢) durch

uf(x). Dies ergibt ein Gebiet D¢ mit C*Rand, der zusammenhéingend ist. Es

folgt aus dem Umlaufsatz, bzw. (4.1) sowie (4.2),

/ #°(s)ds = 2.
oDe

Bezeichne die Graphen der u; auf [—p, o] mit I'Y. Wegen der Eindeutigkeit der
Winkelfunktion bis auf Konstanten gilt wie oben berechnet

/ x%(s)ds = 0(0) — 07 (—0) — .
re
Aber dD? = 9D bis auf die Graphen I'Y. Da 9D stiickweise C? ist, folgt

lim #°(s)ds = /8D »(s) ds.

00 Jope\ UL, T¢

Kombination der Aussagen ergibt

11.8 / »xds + o; = 2.
(11.8) - Z

Nun zum Riemannschen Fall. Durch Abschneiden siecht man, dass der Satz von
Stokes auch auf einem Gebiet mit stiickweise C?-Rand stimmt. Mit v = e1/,/g11
folgt wieder

(11.9) /KgdAg:—/ w’ (") dsg.
D oD

Sei v : [0, L] — 0D eine Parametrisierung nach der Bogenlidnge von 0D, so dass
Jgy' die innere Normale ist. Die singuldren Punkte seien

v(s;)) =p; fir0=s9<s1<...<sy=L.
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Nach Satz 3.2 gilt auf jedem Intervall [s;_1, s;]
vory =cosfy +sinfJ,Y mit & € C([si_1,5;]) geeignet.

In einer Ecke s = s; ist v(y(s)) stetig, wihrend die Basis 7/, Jy7' um den Au-
Benwinkel «; dreht. Genauer berechnen wir

v(si) = cosO_(s;i)v (s;)+sinb_(s;) Jgv (si)
= cosf_(s;)(cosa; vy (s:) — siney Jy vy (s:))
+sinf_(s;) (sina; v, (s;) + cos a; Jg v, (i)
= (cosf_(s;) cosa; +sinf_(s;) sina;) v, (s;)
+(sin0_(s;) cosa; — cos0_(s;) sina;) Jg v (s5)
= cos (0_(s;) — i) Yy (si) +sin (6_(s;) — a;) Jg 7y (s5).-
In s; hat § somit einen Sprung

0_(s;) —04+(si) €a;+21Z firi=0,...,sn.

Dabei wird 6_(0) = 6_(L), 0+ (L) = 64(0) gesetzt. Wir berechnen nun mit (11.2)

N

L si N N
/0 (W'(Y) = 5¢4) dsg = Z/ 0'(s)ds = Z 0_(s;) —01(si—1) € Z a; + 2.
i=1v%i-1 i=1 i=1

Durch Kombination folgt

N
/ KgdAg+/ %gdsg—i—ZaiGZWZ.
D oD —

Jetzt deformiere wieder zur Euklidischen Metrik. Es ist klar, dass sich die Auflen-
winkel dabei stetig &ndern. Der Satz folgt somit aus dem Umlaufsatz mit Ecken.
U

Beispiel 11.2 Fiir die Innenwinkel in einem Dreieck mit s, = 0 gilt

3 3
Swi=sr-Ya=n+ [ Kyda,
i=1 i=1 D

Die Summe der Innenwinkel ist also grofler bzw. kleiner als im Euklidischen, je
nachdem ob die totale Gaufische Kriimmung positiv bzw. negativ ist.

Zum Schluss kommen wir zu einer globalen Fassung des Satzes von Gauf-
Bonnet.

Definition 11.5 (Triangulierung) Sei S C R? eine glatte, kompakte Unter-
mannigfaltigkeit mit Rand 0S, eventuell S = 0. Eine kompakte Menge T C S
heift Dreieck in S, wenn T = ¢(A) fiir einen C?-Diffeomorphismus ¢ : A — T,
wobei A ein Euklidisches Dreieck in R? ist. Eine Triangulierung von S ist eine
Familie T ={Ty: ¢ =1,..., f} von Dreiecken, so dass gilt:
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(@) JTr =5,

=1
(b) Fiir £ #£ ¢ ist Ty N Ty entweder leer, oder eine Ecke, oder eine Kante.
Bezeichnet e die Anzahl aller Ecken, k die Anzahl aller Kanten und f die Anzahl

aller Flichen der Triangulierung T, so ist die Euler-Charakteristik (auch: Euler-
Poincaré-Charakteristik) definiert durch

XM =e—k+f.

Die Existenz einer Triangulierung fiir eine kompakte Fliche S wurde von T.
Radé bewiesen (1925). In der Vorlesung Finfihrung in die Differentialgeometrie
(2009) konstruiert B. Ammann eine Triangulierung fiir Flichen ohne Rand mit
Standard-Techniken der Riemannschen Geometrie. Wir werden die Triangulie-
rung ohne Beweis verwenden.

Satz 11.4 (Globaler GauB-Bonnet) Sei S C R? glatte Untermannigfaltigkeit
mit Rand 0S, eventuell S = 0. Es sei 4 : 0S — R die geoditische Krimmung
beziiglich der inneren Konormalen v auf 0S. Dann gilt

/ K dA, —1—/ »xgds = 2mx(T),
S as

fiir jede Triangulierung T wvon S.

Bemerkung. Die Zahl x(7) hingt demnach nicht von der Wahl der
Triangulierung ab, wir kénnen auch y(.5) schreiben. Man kann zeigen, dass x(5)
sogar eine topologische Invariante ist, das heifit homeomorphe Flichen haben
die gleiche Eulercharakteristik. Im Fall S = () ist jede Fliche homeomorph
zu einer Flache Sy, die aus der Sphére durch Einsetzen von g € Ny Henkeln
ensteht. Fiir diese gilt x(5,) = 2(1 — g).

BEWEIS (DES SATZES): Indem wir zu Ty einen Diffeomorphismus ¢, : A — Ty
wiéhlen, erhalten wir auf A eine Riemannsche Metrik g, und der lokale Satz von
Gauf3-Bonnet ergibt

3
KdA+/ 7y ds = Wy — .

Dabei sind wy, € (0,27) die wohldefinierten Innenwinkel von 7. Bezeichne nun
mit
e; = ##{innere Ecken},
e, = F{Rand-Ecken},
#{innere Kanten},
k., = #{Rand-Kanten}.

7
3
I

Bei Summation iiber alle Dreiecke heben sich die Integrale von s, iiber die in-
neren Kanten paarweise weg, da die Normale entgegengesetzt gerichtet ist. Die
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Innenwinkel addieren sich in einer inneren Ecke zu 27, in einer Randecke nur zu
. Somit ergibt sich

/KdA+/ %y ds = 2me; + me, — 7 f.
S [9)))

Es gelten nun folgende kombinatorischen Regeln:

o 3f = 2k;+k,: zu jedem Dreieck gehoren 3 Kanten, wobei die inneren Kanten
in jeweils zwei Dreiecken liegen.

o ¢. =k,.

Daraus folgt

1 1 3 1
eﬁ—ier—if = ei+er+f—<2f+2er>
1 1
= 6+f_(ki+§kr+§kr)
= e+ f—k
Daraus folgt die Behauptung des Satzes. O

12 Anhang I: Existenz von Kiirzesten

Hier betrachten wir nochmals die Bogenlinge fiir Kurven, und zwar etwas
allgemeiner in einem metrischen Raum (M, d). Wir erkldren, wie auch in
dieser Situation rektifizierbare Kurven nach der Bogenlénge umparametrisiert
werden konnen. Als Hauptresultat beweisen wir die Existenz von kiirzesten
Verbindungskurven in metrischen Rdumen, deren Abstandskugeln kompakt sind.

Definition 12.1 Sei I C R ein Intervall. Eine Abbildung v € C°(I, M) heifst
stetige Kurve in M. Ist I = |a,b] und gilt v(a) = v(b), so heifst v geschlossen.

Sei Z = (to,t1,...,tn) eine Zerlegung von I = [a,b]. Wir setzen
N
LZ(’Y) - Z d(’Y(tz)7 ’Y(tz—l))
i=1
In einem normierten Raum mit Metrik d(x,y) = ||« —y|| ist Lz(y) die Lénge des

einbeschriebenen Polygonzugs.
Definition 12.2 Die Linge einer Kurve v € C°(I, M) auf einem Intervall I =
[a, b] ist
L(y) = sup Lz(v) €[0,00].
v heift rektifizierbar, falls L(vy) < oo.
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Aus der Definition der Bogenlénge folgt die Abschatzung

(12.1) d(y(t1),7(t2)) < L(V]ity t21)-
Ist 7y : [a,b] — M Lipschitzstetig mit Konstante L < oo, so gilt andererseits
(12.2) Ly <L(b-a),

denn fiir jede Zerlegung Z gilt die Abschétzung

N N
Lz(v) = d(y(t:),y(ti-1)) LY |ti = tioa] = L(b—a).
=1 =1

Lemma 12.1 Fiir 7 € I = [a,b] und v € C°(I, M) gilt

(12.3) L(Y) = L(Yljar1) + L))

BEWEIS: Setze I = [a, 7] und Iy = [7,b]. Sind Z » beliebige Zerlegungen von
I 2, so ist Z = (Z1,Z2) Zerlegung von I und es folgt

Lz, (vIn) + Lz, (W) = Lz(v) < L(7).
Bildung des Supremums iiber alle Z; o ergibt

L(v|n) + L(v]1) < L()-

Sei umgekehrt Z = (tg,...,tn) eine Zerlegung von I. Dann gibt es ein r €
{1,..., N} mit 7 € [t,_1,t,]. Definiere die Zerlegungen Z; = (t¢,...,t,—1,7) von
I und Zy = (7,ty,...,tn) von Iy. Es folgt wegen der Dreiecksungleichung

N
Lz(v) = > d(y(t:),~(ti))
i=1

IN

r—1
Z d('y(ti), ’y(ti_1)) + d(’Y(T)v V(tr—l))
i=1

N
+d(y(t), () + 3 d(y(t), (i)
i=r+1
< L(v|n)+ L(v|5)-

Bildung des Supremums iiber alle Z liefert L(y) < L(v|r,) + L(7|1,)- O

Lemma 12.2 Sei~y € C%(I, M). Dann gibt es zu jedem L < L(v) ein § > 0, so
dass fir jede Zerlequng Z mit Feinheit A(Z) < 6 gilt:

L < Lz(y) < L(9).
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BeEWEIS: Die rechte Ungleichung gilt nach Definition von L(vy). Wéhle zu L <
L(~) eine Zerlegung Zy = (so,...,Sn) mit Lz (y) > L. Zu e € (0,Lgz,(v) — L)
gibt es ein § > 0 mit

M oe £ gl g
d(y(t),7(t)) < Wi fir [t —¢'| < 0.

Sei nun Z = (%o, ...,tn) eine beliebige Zerlegung mit A(Z) < §. Die gemeinsame
Verfeinerung Z U Zj ergibt sich durch Vereinigung und Anordnung der Unter-
teilungspunkte von Z, Zy. Sei m; die Zahl der Punkte s; im offenen Intervall
(tj—1,t;), fir 1 <j < N. Dann gilt

L+e < LZO(’Y)

< Lzuz,(7)
al €
< Zd(V(tj)ﬁ(tjfl)) + Z (m; +1) B
j=1 jimi>0
S Lz(’y) +e€.
Dies zeigt die Behauptung. O

Lemma 12.3 Ist v € CO(I, M) rektifizierbar, so gibt es zu jedem £ > 0 ein
d >0, so dass fir jedes Intervall J C I mit Linge L(J) < 0 gilt:
L(vly) <e.

BEwEIS: Nach Lemma 12.2 gibt es ein 0 > 0, so dass L(y) — Lz(y) < §

fiir jede Zerlegung Z mit A(Z) < §. Wir kénnen auBerdem annehmen, dass
d(y(t),v(t)) < § fiir [t — /| < &. Zu gegebenem Intervall J bestimmen wir eine
Zerlegung Z mit A(Z) < ¢, fiir die J eines der Teilintervalle ist. Dann folgt fiir
jede Zerlegung Z' von J = [a, 3]

Lz (v|y) = Lzuz(v) — Lz(v) + d(’y(ﬁ),w(a)) < % + g =e.

O

Definition 12.3 v € C°(I, M) heifit lingentreu oder nach der Bogenlinge pa-
rametrisiert, wenn

L(’y\[shsﬂ) =|s1 — sa|  fiir alle s1,s9 € I.
Mit der Abschitzung (12.1) folgt:
(12.4) v langentren = Lip(y) < 1.

Wir definieren nun fiir eine beliebige, rektifizierbare Kurve v : [a,b] — M eine
langentreue Umparametrisierung 7. Dazu betrachten wir die Funktion

(12.5) £ < fa ] = [0, L)), (0 = L(3la).

Aus Lemma 12.1 und Lemma 12.3 folgt, dass die Funktion ¢, (¢) monoton wach-
send (im schwachen Sinn), stetig und surjektiv ist. Wir setzen

(12.6) F:[0,L(y)] = M, 5(s) :=~(t) fiir t € £;'{s}.
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Satz 12.1 (Parametrisierung nach der Bogenlinge) Die Kurve 7 in
(12.6) ist wohldefiniert und nach der Bogenlinge parametrisiert.

BEwEIS: Fiir £(t1,2) = s1,2 gilt nach (12.1) und Lemma 12.1

(12.7) d((1),1(t2)) < L1l ) = 1 (01) = £ (t2)] = |31 — sal.

Also ist v konstant auf dem Intervall £ 15}, und somit 4 wohldefiniert. Aufer-
dem ist 4 Lipschitzstetig mit Lip () < 1, insbesondere rektifizierbar. Seien nun
s1,2 € [0, L(7y)] gegeben. Wihle ¢ € [a, b] mit £ (t12) = s1,2, und betrachte eine
Folge Z; von Zerlegungen von [t1,t2] mit A(Z;) — 0. Nach Lemma 12.3 folgt
Ay (Z;)) — 0, und Lemma 12.2 liefert

L(ltsr,521) = M Loy (Tlior,001) = Mm Lz, (Vs 121) = Lt 121) = Is1 = 52,

O

Oft ist man an der Existenz von Kiirzesten in Homotopieklassen interessiert,
und deshalb wollen wir die Parametrisierung nach der Bogenlédnge kurz aus die-
sem Gesichtspunkt betrachten. Wir nehmen [a,b] = [0, L] mit L = L(y) an,
andernfalls gehen wir iiber zu

v : [0, L] — M, v.(s) :’y<a+%(b—a)>.

Wir betrachten nun die Funktion
A:[0,L] x [0,1] = [0, L], A(t,u) = (1 —u)t +uly(t),
und definieren weiter
h:10,L] x [0,1] = M, h(s,u) =~(t) falls A(t,u) = s.

Es ist leicht zu sehen, dass h wohldefiniert ist und folgende Funktionswerte be-
sitzt:

h(-,0) =~ und h(-,1) =7,
h(0,-) =~(0) wund  A(L,-) =~(L).
Um zu zeigen, dass h stetig ist, betrachte eine Folge (sg,ur) — (s,u). Da
A(+,ug) surjektiv, gibt es ein t; € [0, L] mit A(tx,ux) = Sk, also nach Defini-
tion h(sg,ux) = v(tr). Nach Ubergang zu einer Teilfolge gilt ¢, — ¢ € [0, L], also
A(t,u) = s durch Grenziibergang und
h(s,u) =~(t) = lim v(tx) = lim h(sg,ug).
k—o00 k—o00
Das iibliche Teilfolgenargument impliziert die Stetigkeit. Also gilt:

Lemma 12.4 FEnthdlt eine Homotopieklasse von Kurven in M eine rektifizier-
bare Kurve, so enthdlt sie auch eine lingentreue Kurve.
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Satz 12.2 (Unterhalbstetigkeit der Linge) Konvergieren die Kurven -y €
CO(I, M) punktweise gegen v € C°(I, M), so gilt

L(v) < liminf L(vyg).
k—o00
BEWEIS: Fiir jede Zerlegung Z von [a, b] gilt
Lz(v) = lim Lyz(vg) < liminf L(vg).
k—00 k—o00

Durch Bilden des Supremums iiber Z folgt die Behauptung. O

Fiir den nachfolgenden Satz verweisen wir auf [?]. Statt eines Intervalls I =
[a, b] kann man einen beliebigen kompakten metrischen Raum zulassen, aber das
wird hier nicht gebraucht.

Satz 12.3 (Arzela-Ascoli) Sei (M,d) metrischer Raum, I = [a,b] und v €
CY(I, M) habe folgende Eigenschaften:

(1) Die Folge ~yy, ist gleichgradig stetig.

(2) Fliir jedes t € I hat die Folge ~(t) € M eine konvergente Teilfolge.
Dann konvergiert eine Teilfolge i, gleichmdipig gegen ein vy € CO(I,M).

Damit kommen wir zum Hauptresultat des Abschnitts.

Satz 12.4 (Hilbert) Sei (M,d) ein metrischer Raum, in dem abgeschlossene
Abstandskugeln kompakt sind. Sind p,q € M und g¢ibt es einen rektifizierbaren

Weg von p nach q in M, so gibt es auch einen kiirzesten Weg von p nach q in
M.

BEWEIS: Sei C die Menge aller Kurven von p nach ¢, und L = inf,cc L(y).
Ohne Einschriankung sei p # ¢, also L > d(p,q) > 0. Wéhle 74 € C mit Ly :=
L(yx) — L. Nach Satz 12.1 kénnen wir annehmen, dass die 7, ldngentreu sind.
Um zu einem festen Intervall als Definitionsbereich zu kommen, gehen wir noch
iiber zu

i [0.2] = 2, 30(6) = e (2.

Die 4y sind Lipschitzstetig mit Konstante Ly/L — 1, also gleichgradig stetig.
AuBerdem gilt

d(Yk(s), p) = d(k(5), %(0)) < L(Vklp,¢) < L — L.

Nach Voraussetzung hat ~(s), fiir jedes s € [0, L], eine konvergente Teilfolge. Der
Satz von Arzela-Ascoli liefert nun ein v € C°([0, L], M) mit v, — 7 gleichmiBig
fiir k — oco. Es folgt v € C und nach Satz 12.2

L(v) < liminf L(5%) = L.

k—o00

Damit ist der Existenzsatz bewiesen. O

Allgemeiner liefert das gegebene Argument die Existenz von Kiirzesten in
jeder Klasse C von Kurven, die folgende Eigenschaften hat:
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(a) Es gibt rektifizierbare Kurven in C.
(b) C ist abgeschlossen unter gleichméfiger Konvergenz.

(c) Es gibt ein Kompaktum K C M mit y(I) N K # ( fiir alle v € C.
Diese Bedingungen sind erfiillt, wenn C eine Homotopieklasse von Verbin-
dungskurven von p nach ¢ in einer abgeschlossenen Untermannigfaltigkeit des

R™ oder einer Riemannschen Mannigfaltigkeit ist. Fiir freie Homtopieklassen gilt
Entsprechendes, wenn zum Beispiel M zusétzlich kompakt ist.
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