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2. Ubungsblatt
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Bitte schreiben Sie Ihren Namen und die Nummer Ihrer Ubungsgruppe auf Ihr Blatt. Sie kénnen
Ubungsblitter in Gruppen von bis zu 2 Studierenden abgeben.

Jede Aufgabe wird mit 4 Punkten bewertet und wenn nicht anders angegeben gleichmdifig auf die
Teilaufgaben verteilt.

Ubung 2.1 Beweisen oder widerlegen Sie:
(i) Sei @ C R? ein Quader und f: Q — R eine beschriinkte Funktion. Dann ist f integrierbar.

(ii) Es seien Q C R? ein Quader und eine Funktion f: Q — R gegeben, so dass |f| integrierbar
ist. Dann ist auch f integrierbar.

(iii) Es seien Q C R? ein Quader und eine Funktion f: Q — R gegeben, so dass |f| integrierbar
ist mit fQ|f(g)| dz = 0. Dann ist auch f integrierbar und es gilt fQ f(z)dz = 0.

(iv) Esseien @ C R? ein Quader und zwei Funktion f,g: Q — R gegeben, so dass f +¢ Riemann-
integrierbar ist. Dann sind auch f und g Riemann-integrierbar.

Hinweis: Aus dieser Aussage wiirde folgen, dass jede Funktion Riemann-integrierbar ist.

Ubung 2.2 Es sei d € R?. Fiir eine beliebige Teilmenge A C R? definieren wir eine Funktion
xa:R% — R durch die Vorschrift

(z) 1, firzeA

xTr) =

Xals 0, firzd¢ A

Die Funktion y 4 heiit charakteristische Funktion von A. Wir betrachten nun einen Quader Q C R

und eine Zerlegung P(Q) in k Teilquader, d.h. P(Q) = {A;}i=1,... k. Fiir beliebige a; € R mit
i =1,...,k definieren wir

k
f=) axa,.
i=1

Zeigen Sie, dass f Riemann-integrierbar ist und

k
[ f@dz =" ana)
Q i=1



gilt.
Hinweis: Uberlegen Sie sich wie die Funktion f fiir d = 1 und d = 2 aussehen kann und versuchen Sie die Beobachtung
auf den allgemeinen Fall zu iibertragen.

Ubung 2.3 Wir betrachten einen Quader Q@ € R? mit Q = [a1,b1] X [ag,by]. Sei auBerdem
f: [a1,b1] = R Riemann-integrierbar und F: @ — R gegeben durch

F(z) = f(z1).
Zeigen Sie mit Hilfe von Ober- und Untersummen, dass F' Riemann-integrierbar ist und es gilt:
by
/ F(z)dz = (ba — a2) f(x)da.
Q ay

Hinweis: Malen Sie sich ein Bild von F' mit einer einfachen Funktion f.

Ubung 2.4 (Tranformationssatz light) Sei d € N und Q € R? ein Quader. Es sei auBerdem G
die Gruppe aus Aufgabe 1.2. Zeigen Sie fiir alle g € G:

1. Es sei P(Q) eine Zerlegung von @, so ist

9(P(Q)) :={9(4) | Ae P(Q)}
eine Zerlegung von ¢(@) mit Feinheit 6(g(P(Q))) < |g| - 6(P(Q)) ist. Hier ist

= ma Z .
lol:= _max  {lg@)l}

2. Fiir eine Riemann-integrierbare Funktion f: ¢(Q) — R gilt:

f(z)dz = / f(g(a))|det(g)| dz.
9(Q) Q

Hinweis: Sie diirfen benutzen, dass es fiir jedes Element g € G eine eindeutige Permutation o: {1,...,d} — {1,...,d}
und Werte {\;};—1,...,qy mit A; € R\{0} fiir alle i € {1,...,d} gibt, so dass fiir alle Standardbasisvektoren e, gilt:

gler) = Aeeo(k)-

Und Sie diirfen natiirlich die Ergebnisse aus Aufgabe 1.2 verwenden.



