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Die klassische Hauptvermutung der Iwasawa-Theorie fiir Dirichlet-Charaktere be-
schreibt einen Zusammenhang zwischen gewissen Moduln iiber dem pro-endlichen
Gruppenring Z,[G(K/K)] der zyklotomischen Erweiterung K. /K eines Zahlkor-
pers K und p-adischen L-Funktionen zu Dirichlet-Charakteren.

Die dquivariante Hauptvermutung behauptet einen entsprechenden Zusammenhang
auch iiber dem grofieren Ring Z,[G(K/Q)]. Ziel der vorliegenden Arbeit ist die
konkrete Formulierung und der Beweis einer solchen Aussage fiir abelsche Zahlkor-
per, einschlieBlich des problematischen Falls, dass p die Ordnung von G(K/Q) teilt.
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Einleitung

In der Iwasawa-Theorie beschéftigt man sich mit dem asymptotischen Verhalten der
Einheiten- und Klassengruppen der Zwischenkoérper von Z,-Erweiterungen eines Zahl-
korpers K, also Erweiterungen, deren Galoisgruppe isomorph zu Z,, ist. Die zykloto-
mische Z,-Erweiterung Ko, /K von K ist dabei von besonderer Bedeutung. Ist ¢, € K,
so erhélt man sie durch Adjunktion aller p"-ten Einheitswurzeln (,». Die Quelle der
Inspiration fiir die Iwasawa-Theorie ist die erstaunliche Analogie der Situation iiber
K 7zu der Theorie algebraischer Kurven iiber endlichen Korpern.

K. Iwasawa nahm den klassischen Satz von Weil (siehe [NSW00], Kap. XI, § 6)
iiber den Zusammenhang zwischen dem Tate-Modul der Jakobi-Varietdt und der
(-Funktion von Kurven iiber endlichen Koérpern zum Anlass, einen vergleichbaren
Zusammenhang auch fiir den projektiven Limes der Klassengruppen

X =lim CU(K,) ®z Zp

n

aller Zwischenkorper K, der zyklotomischen Erweiterung K,/K und den p-adischen
L-Funktionen zu Dirichlet-Charakteren zu vermuten.
X ist in natiirlicher Weise ein Modul iiber dem pro-endlichen Gruppenring

A = Zp|G(Koo/ K)] = Zp[T].

Ist x ein ungerader Dirichlet-Charakter und vom Teichmiiller-Charakter verschieden,
so ist die p-adische L-Funktion durch eine Potenzreihe in einer endlichen Erweite-
rung von Zy[T] gegeben. Die Hauptvermutung der Iwasawa-Theorie fir Dirichlet-
Charaktere besagt, dass diese Potenzreihe bis auf eine Einheit mit dem charakteris-
tischen Polynom des geeignet definierten x-Eigenraums von X iibereinstimmt.

In dieser Form wurde die Hauptvermutung von B. Mazur und A. Wiles fiir abelsche
Zahlkorper bewiesen (siehe [MWS6]), in leicht abgeschwéchter Form von A. Wiles
auch fiir total reelle Zahlkorper (siche [Wil90]).

Die Idee der dquivarianten Hauptvermutung ist es nun, die Aussagen der Haupt-
vermutung fiir jeden einzelnen ungeraden Charakter von G(K/Q) zu einem vergleich-
baren Zusammenhang zwischen einem Objekt X' iiber dem groBeren Ring

Q= Z,[G(Kx/Q)]

und einer geeignet definierten dquivarianten p-adischen L-Funktion zusammenzufii-
gen. Die dquivariante L-Funktion sollte dabei im Wesentlichen mit dem Limes der
Stickelberger-Elemente der Zwischenkorper K, iibereinstimmen.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, diese Aussage fiir die zyklotomische Erweiterung
von abelschen Zahlkoérpern zu formulieren und im Beweis auf die Hauptvermutung



fir Charaktere zuriickzufithren. Die wesentlichen Ideen des vorgestellten Beweises
gehen auf D. Burns und C. Greither zuriick, die in [BG03] bereits ein fast identisches
Resultat erzielt haben.

Als Ausgangspunkt wihlen wir jedoch nicht die klassische Form, sondern die koho-
mologische Interpretation der Hauptvermutung, wie sie kiirzlich von A. Huber und G.
Kings im Zuge ihres Beweises der Tamagawa-Zahl-Vermutung von Bloch und Kato
formuliert und bewiesen wurde (siehe [HK03]). In dieser Formulierung wird X durch
das alternierende Produkt der charakteristischen Polynome von gewissen étalen Ko-
homologiegruppen ersetzt.

Ist p kein Teiler der Ordnung der Galoisgruppe G(K/Q), so ldsst sich aus die-
sem Ergebnis auf fast triviale Weise eine dquivariante Version gewinnen. In diesem
Fall zerfallt €2 durch Zerlegung nach Charakteren in ein endliches direktes Produkt
von Kopien der Iwasawa-Algebra A und die dquivariante Hauptvermutung ist dquiva-
lent zur Giiltigkeit der Hauptvermutung fiir Dirichlet-Charaktere auf jedem einzelnen
Faktor.

Teilt jedoch p die Gruppenordnung, so ist die Zerlegung nach Charakteren kei-
ne direkte Zerlegung mehr, sondern mit Informationsverlust verbunden. Zuséatzliche
Schwierigkeiten entstehen dadurch, dass nun die Kohomologiegruppen iiber ) keine
endliche projektive Auflosung mehr besitzen. Letzteres ist aber eine wesentliche Vor-
aussetzung fiir die Existenz eines verallgemeinerten charakteristischen Polynoms in
Form der Determinante von Knudsen und Mumford (siche [KMT76]).

Die eigentliche Aufgabe besteht deshalb darin, diese Probleme zu iiberwinden
und die dquivariante Hauptvermutung so zu formulieren, dass die Teilbarkeitsbe-
schrankungen verschwinden. Dies wird dadurch erreicht, dass statt der Kohomologie-
Gruppen direkt der entsprechende Koketten-Komplex in der abgeleiteten Kategorie
verwendet wird. Wir zeigen, dass die Determinanten-Konstruktion von Knudsen und
Mumford diesem Komplex einen invertierbaren (2-Untermodul des Quotientenrings
von 2 zuordnet. Die dquivariante Hauptvermutung ist nun die Aussage, dass dieser
Modul von der dquivarianten p-adischen L-Funktion erzeugt wird. Aus technischen
Griinden miissen wir allerdings dabei die Euler-Faktoren zu einer endlichen Men-
ge von Primstellen schlechter Reduktion entfernen. Auflerdem schlieflen wir den Fall
p = 2 von unseren Betrachtungen aus.

Der Schliissel zum Beweis dieser Aussage ist das Theorem von Ferrero-Washing-
ton iiber das Verschwinden der p-Invariante von Iwasawa. Wir folgern daraus, dass
der Tréager des Koketten-Komplexes keine der Singularitdten von ) enthélt. Dieses
Zusatzwissen reicht aus, um den Informationsverlust beim Zerlegen nach Charakteren
auszugleichen.

Uberblick

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert: Kapitel 1 behandelt die Konstruktion des charak-
teristischen Ideals eines perfekten Komplexes iiber kommutativen Ringen. Dieser Teil
der Arbeit ist relativ technisch und kann beim ersten Lesen iibersprungen werden.
In Kapitel 2 stellen wir einige elementare Ergebnisse {iber zyklotomische Z,-Erwei-
terungen und pro-endliche Gruppenringe zusammen. Kapitel 3 stellt dar, wie sich aus
den Stickelberger-Elementen die dquivariante L-Funktion konstruieren lidsst und in
Kapitel 4 geben wir den Beweis des Theorems von Ferrero-Washington wieder.



Einleitung

Kapitel 5 beschéftigt sich mit den Eigenschaften von Koketten-Komplexen der ste-
tigen Galois-Kohomologie, die wir anstelle von étaler Kohomologie verwenden. Mit
einem solchen Koketten-Komplex werden wir in Kapitel 6 die dquivariante Hauptver-
mutung formulieren und anschliefend beweisen.






1 Charakteristische Ideale perfekter
Torsionskomplexe

In diesem Kapitel werden wir eine weit reichende Verallgemeinerung des Begriffs des
charakteristischen Polynoms darstellen. Die Konstruktion geht auf den Determinan-
ten-Funktor von F. Knudsen und D. Mumford [KM76] (siehe auch P. Deligne, [Del87])
zuriick. Dieser ordnet jedem perfekten Komplex einen invertierbaren Modul, aufge-
fasst als ein Objekt einer Picard-Kategorie, zu.

Beschrankt man sich allerdings auf solche Komplexe, die iiber dem totalen Quoti-
entenring azyklisch werden, kann man die entsprechenden Determinanten der Kom-
plexe auf natiirliche Weise als invertierbare Untermoduln des Quotientenrings, also
als Cartier-Divisoren, auffassen.

Dies ist auch die Voraussetzung, unter der wir die Theorie hier entwickeln wollen.
Auflerdem beschranken wir uns auf den Fall kommutativer Ringe, d.h. affiner Sche-
mata. Es sollte jedoch moglich sein, die Ergebnisse auch auf allgemeinere Schemata
auszudehnen.

1.1 Endlich erzeugte projektive Moduln

Wir erinnern an folgende Charakterisierung endlich erzeugter projektiver Moduln.

Satz 1.1.1. Sei R ein kommutativer Ring (nicht notwendig noethersch) und P ein
R-Modul. Dann sind nachstehende Aussagen dquivalent:

(i) P ist ein endlich erzeugter projektiver Modul.

(ii) Es gibt endlich viele Elemente f1,..., fn € R, die zusammen das (1)-Ideal von
R erzeugen, so dass fiir alle i = 1,...,n der R[f;*]-Modul P[f;"'] frei von
endlichem Rang ist.

(iii) P ist endlich erzeugt, fir alle p € Spec R ist Py frei vom endlichen Rang rkp(p)
und die Funktion p — rkp(p) ist lokal konstant auf Spec R.

(iv) P ist ein direkter Summand eines endlich erzeugten freien Moduls.

Beweis. Siehe [Bou89b], Ch. II, Sec 2, Thm. 1. Fiir die letzte Aquivalenz siche [Eis99],
Thm. A3.1. ]

Fiir beliebige Moduln definieren wir:

Definition 1.1.2. Sei ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus. Ist M ein R-Modul,
so nennen wir den S-Modul

oM =M @5 S

die Koeffizientenerweiterung von M via ¢.
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Man priift leicht nach, dass die Koeffizientenerweiterung eines endlich erzeugten,
projektiven Moduls selbst wieder endlich erzeugt und projektiv ist. ¢, ist also ein
Funktor von der Kategorie der endlich erzeugten, projektiven R-Moduln in die ent-
sprechende Kategorie der S-Moduln.

Auf der Kategorie der endlich erzeugten projektiven Moduln ist aulerdem wie folgt
eine kontravariante Auto-Aquivalenz gegeben:

Definition 1.1.3. Wir schreiben
P 2 Hompg(P,R)

fiir das Dual eines projektiven Moduls. Ist f : P — P’ ein Homomorphismus pro-
jektiver Moduln, so heifit die induzierte Abbildung f* : P/ — P duale Abbildung.

Ist P frei mit Basis eq,...,e,, dann heif}t die Basis é1,...,é, von P mit
5 1 fiir i =j,
E:les) =
i) {O sonst,
duale Basis zu ey, ..., en.

Die folgenden Eigenschaften des Duals sind hinreichend bekannt:
Lemma 1.1.4.

(i) Das Dual P eines endlich erzeugten projektiven Moduls ist ein endlich erzeugter
und projektiver Modul vom gleichen Rang.

(i) Das doppelte Dual P ist kanonisch 1somorph zu P.
(i4i) Das Dual einer exakten Sequenz projektiver Moduln ist wieder exakt.

(iv) Sei ¢ : R — S ein Ring-Homomorphismus. Dann ist der S-Modul ¢, P kano-
nisch isomorph zum Dual von ¢, P iiber S.

1.2 Cartier-Divisoren und fortsetzbare Homomorphismen

Im Folgenden sei R ein kommutativer Ring mit 1. Mit Q(R) bezeichnen wir den
(totalen) Quotientenring von R, also die Lokalisierung von R an der multiplikativ
abgeschlossenen Menge der Nichtnullteiler. Wir erinnern daran, dass der natiirliche
Homomorphismus

n:R— Q(R)

stets injektiv ist.

Definition 1.2.1. Ein endlich erzeugter projektiver Modul mit konstantem Rang 1
heifit invertierbar. Ein invertierbarer R-Untermodul I von Q(R) mit n.(I) = Q(R)
heifit Cartier-Divisor (oder gebrochenes invertierbares Ideal). Die Menge der Cartier-
Divisoren bezeichnen wir mit €(R).



1.2 Cartier-Divisoren und fortsetzbare Homomorphismen

Bemerkung 1.2.2. Mit dieser Definition des Cartier-Divisors folgen wir [Eis99], Sec.
11.3. Ist R noethersch und reduziert, (d.h. es existieren keine nilpotenten Elemente),
so stimmt der Begriff mit der in der algebraischen Geometrie iiblichen Definition
als invertierbare Unter-Garbe der Garbe der totalen Quotientenringe KC des affinen
Schemas Spec R (siehe [Har77|, Ch. II, Sec. 6) iiberein, denn [Eis99], Ex. 3.15(a)
zeigt, dass man K mit der zu Q(R) assoziierten quasi-kohédrenten Garbe identifizieren
kann. Fiir nicht reduzierte R ist letzteres im Allgemeinen nicht mehr moglich (Ein
Gegenbeispiel lisst sich mit Hilfe von [Eis99], Ex. 3.15(c) konstruieren).

Bemerkung 1.2.3. Die Bedingung 7.(I) = Q(R) ist fiir noethersche Ringe R iiber-
fliissig (siehe [Eis99], Theorem 11.6.(b)).

Lemma 1.2.4.
1) Die Menge €(R) wird mit der Multiplikation
(1) g
(I,J)—1J C Q(R)

zu einer abelschen Gruppe. R C Q(R) ist das neutrale Element und das Inverse
von I € €(R) ist gegeben durch

I'' ={s€ Q(R)|sI C R}.

(ii) Ist I C Q(R) ein beliebiger R-Untermodul, dann gilt genau dann I € €(R),
wenn es einen R-Untermodul J C Q(R) gibt, so dass IJ = R.

(111) Seien I,J € €(R). Dann ist
I®rJ —1J, a®br— ab

ein Isomorphismus.

Beweis. Siehe [Bou89b], Kap. II, § 5.6. O

Wir mochten €(+) als einen Funktor von der Kategorie der kommutativen Ringe in
die Kategorie der abelschen Gruppen auffassen. Dazu schranken wir die Morphismen
der Kategorie der noetherschen reduzierten Ringe auf solche Homomorphismen ein,
die folgende zusétzliche Bedingung erfiillen:

Definition 1.2.5. Wir nennen einen Ringhomomorphismus ¢ : R — S fortsetzbar,
wenn es eine (stets eindeutig bestimmte) Fortsetzung von ¢ zu einem Homomorphis-

mus Q(R) — Q(S) gibt.

Aus der Definition des Quotientenrings folgt leicht, dass eine solche Fortsetzung ge-
nau dann existiert, wenn ¢ alle Nichtnullteiler von R in Nichtnullteiler von S abbildet.
Die Fortsetzung wollen wir wieder ¢ nennen.

Lemma 1.2.6. Sei ¢ : R — S fortsetzbar. Dann ist durch I — ¢(I1)S C Q(S) ein
Gruppenhomomorphismus €(¢) : €(R) — €(S) gegeben.
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Beweis. Sicher gilt ¢(R)S = S und ¢(IJ)S = (¢(1)S)(¢(J)S) fiir alle R-Untermo-
duln I und J von Q(R). Fiir I € €(R) gilt somit

5= 6(R)S = o(D)S(I1)S = (6(1)S)(HI)S).
Mit Lemma 1.2.4 folgt ¢(I)S € €(S5). O

Eine wichtige Klasse von fortsetzbaren Homomorphismen bilden die flachen Ring-
homomorphismen (d.h. mit der von R — S induzierten R-Algebren-Struktur ist S
ein flacher R-Modul):

Lemma 1.2.7. Alle flachen Ringhomomorphismen sind fortsetzbar. Insbesondere
trifft dies auf Lokalisierungen zu.

Beweis. Siehe [Eis99], Cor. 6.3 und beachte, dass Lokalisierungen flach sind ([Eis99],
Prop. 2.5). O

Bemerkung 1.2.8. Ist f : R — S ein fortsetzbarer Homomorphismus zwischen
noetherschen, reduzierten Ringen und sind U C R, V' C S beliebige multiplikativ
abgeschlossene Mengen mit f(U) C V, so ist nach [Eis99], Ex. 3.15(a) auch der Ho-
momorphismus f : R[U~!] — R[V ~!] fortsetzbar. Man beachte, dass dies fiir nicht
reduzierte Ringe im Allgemeinen nicht gilt.

1.3 Lokale Charakterisierung von Cartier-Divisoren

In diesem Abschnitt sei R noethersch. Es zeigt sich, dass ein Cartier-Divisor I €
¢(R) schon durch die Lokalisierungen an allen zu Nichtnullteilern r € R assoziierten
Primidealen eindeutig festgelegt ist:

Definition 1.3.1. Sei r ein Nichtnullteiler von R. Wir nennen ein Primideal p €
Spec R zu r assoziiert, wenn es zu R/(r) assoziiert ist. Das heifit, es ist der Annullator
eines Elements a von R/(r):

p={zr € R|za=0}

Satz 1.3.2. Sei R noethersch und seien I,J € €(R). Es gilt I = J genau dann,
wenn fir alle zu Nichtnullteilern assoziierte Primideale p auch €(1p)(I) = €(1p)(J)

gilt. Dabei bezeichnet v, den natiirlichen Homomorphismus R — Ry beziehungsweise
die Fortsetzung zu Q(R) — Q(Ry).

Beweis. Trivialerweise gilt €(2,)(I) = €(2p)(J), wenn I = J. Fiir die Gegenrichtung
reicht es zu zeigen, dass IJ ™1 C Rund I71J C R, falls €(2,)(IJ 1) = €(1p)(I71J) =
Ry, fiir alle zu Nichtnullteilern assoziierten Primideale p. Dies ldsst sich wiederum auf
folgende Aussage reduzieren: Wenn z € Q(R) und 1p(z) € Ry fiir jedes der p erfiillt
ist, so liegt x bereits in R.

Wir folgen dem Argument von [Eis99] (Prop. 11.3): Sei x “ % mit a,7 € R, r ein
Nichtnullteiler. Angenommen, x liegt nicht in R. Dann liegt a nicht in dem von r
erzeugten Ideal, denn sonst kénnte man den Bruch  um r kiirzen.
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Nun gilt @ € 7R genau dann, wenn u,(a) € 1,(r) R, fiir alle zu r assoziierten Prim-
ideale p gilt (siehe [Eis99], Cor. 3.5(b)). Im Umkehrschluss folgt, dass es ein zu r
assoziiertes Primideal p gibt, so dass 1(a) ¢ 2,(7)Rp. Das heiit aber

wlo) = 2 ¢ Ry = Ca)(B)

Somit ist die Aussage bewiesen. O

Wir erinnern an folgende Definitionen der kommutativen Algebra (siehe [Eis99],
Kap. 17 und 18):

Definition 1.3.3. Sei R ein noetherscher Ring und p ein Primideal von R. Wir
schreiben codim p % dim R, fiir die Kodimension von p.

(i) Eine Folge x1,...,x, von Elementen in p hei8t regulire Folge, wenn fiir jedes
i=1,...,n das Element z; ein Nichtnullteiler von R/(x1,...,z;_1) ist.

(ii) R ist ein Cohen-Macauley-Ring, wenn in jedem maximalen Ideal m eine reguldre
Folge der Lange codim m existiert.

Wenn R ein Cohen-Macauley-Ring ist, so ldsst sich die Bedingung, zu einem Nicht-
nullteiler assoziiert zu sein, wie folgt ausdriicken:

Lemma 1.3.4. Sei R ein Cohen-Macauley-Ring. Ein Primideal p von R ist genau
dann zu einem Nichtnullteiler assoziiert, wenn gilt

codimp = 1.

Beweis. [Eis99], Beweis von Theorem 18.15. O

1.4 Determinanten von projektiven Moduln

Sei P ein endlich erzeugter, projektiver R-Modul. Nach Satz 1.1.1.(ii) gibt es Elemente
fis--, fa, die zusammen das (1)-Ideal von R erzeugen, so dass P[f; '] ein freier
R[f; ']-Modul vom Rang r; ist.

Definition 1.4.1. Die Determinante detg P von P ist der durch
(detr P)If; 1= N\ PIfY, 1<i<n,

eindeutig bestimmte R-Untermodul der dufleren Algebra A ,(P) von P.

Bemerkung 1.4.2. Siehe [Bou89a], Kap. III, § 7 fiir die Definition und Eigenschaften
der dufleren Algebra eines Moduls.

Bemerkung 1.4.3. Ist der Rang von P konstant, so ist die Determinante gleich der
hochsten duBeren Potenz von P. Beachte nun, dass der Rang eines endlich erzeugten,
projektiven Moduls eine lokal-konstante Funktion Spec R — Z ist. Insbesondere
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kann man Spec R in endlich viele Komponenten zerlegen, so dass der Rang auf jeder
Komponente konstant ist. Diese Zerlegung entspricht einer Darstellung

R= ﬁRi
=1

von R (siehe [Har77], Kap. II, Ex. 2.19), so dass dety P auf jedem Faktor R; jeweils
durch die hochste duflere Potenz gegeben ist.

Lemma 1.4.4. Die Determinante detg P st ein endlich erzeugter, invertierbarer
R-Modul.

Beweis. Der P[f;']-Modul (detr P)[f; '] ist die hochste duBere Potenz des freien
P|[f;']-Moduls P[f; '], also frei vom Rang 1. Wiihle einen Erzeuger a;. Nach Multi-
plikation mit einer geeigneten Potenz von f; kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass a;
ein Urbild b; in R besitzt. Dann wird detg P von by, ..., b, erzeugt (siehe [Eis99], Ex.
2.19). Nach Satz 1.1.1.(ii) ist detr P also endlich erzeugt und projektiv vom Rang 1,
also invertierbar. O

Ist f: P — P, ein Isomorphismus von endlich erzeugten, projektiven Moduln,
so induziert der Isomorphismus

A(f) : /\R(Pl) — /\R(P2)7 ar A... Nag — fla) A A flak)
der dufleren Algebren einen Isomorphismus der Determinanten. Ferner gilt:
Lemma 1.4.5. Es existieren folgende natiirliche Isomorphismen:

(i) Fiir einen Ring-Homomorphismus ¢ : R — S zweier noetherscher reduzierter
Ringe ist
b(¢) : ¢«(detr P) — detg ¢ (P)
lokal durch
b(@)((e1A---New) @s) =s((e1 @ L) A+ A(en @ 1))
gegeben (eq, ..., e, bezeichne eine lokale Basis von P).
(ii) Fir einen projektiven R-Modul P ist
r: detp(P) ®g detr(P) — R
lokal durch
rleg Ao Ne,®@epN---Nép) =1

gegeben (dabei sei é1,. .., 6, die duale Basis zu ey, ..., e,).

(111) Fiir zwei endlich erzeugte projektive Moduln P’ und P" ist
C: detR(P/) R detR(P”) — detR(P") R detR(P/)
lokal durch

/

clel] A Nep. @efN---Ney) = (=1)"efA---Nel. @y N Ne,

fiir Basen €,... e von Pl und €f,.. ., €y von P"[f71] gegeben, wobei

die Zerlegung der Einheit (fi,...,fq) = (1) so fein gewdhit werde, dass beide
Moduln frei sind.

10



1.4 Determinanten von projektiven Moduln

(iv) Sei

f

0 .- P PP 0

eine kurze exakte Sequenz von endlich erzeugten projektiven R-Moduln und h
ein Schnitt von g. Dann ist lokal durch

s(f,9) (LA Ne, @el Avevely) = fel) Ao A flen) AR(el) A Ah(ey,)
ein Isomorphismus

s(f,g) : detgr(P') @g detr(P") — detg(P)

gegeben (dabei sei €),... el eine lokale Basis von P', €, ... el eine lokale

Basis von P"). Dieser Isomorphismus ist von der Wahl von h unabhingig.

Zum Beweis. Diese Isomorphismen existieren bereits auf der dufleren Algebra, siehe
[Bou89al, Kap. III, § 7. Die Unabhiingigkeit von der Wahl des Schnittes in (iv) sieht

man wie folgt: O.B.d.A. seien P’, P” und P frei. Sei €,..., e}, eine Basis von P/,
ef,...,ell eine Basis von P”. Dann ist f(e}),..., f(e}),h(e]),...,h(el,) eine Basis

von P und die Matrix zur Abbildung f @ h : P’ ® P” — P ist die Einheitsmatrix.
Ist nun A’ ein weiterer Schnitt zu g, so liegt die Differenz h(e]) — h/(e]) im Kern von
g, d.h. die Matrix M zu f @ k' in derselben Basis hat obere Dreiecksgestalt und die
Eintrige auf der Hauptdiagonalen sind gleich 1. Also ist die Determinante von M
gleich 1. Nun gilt

FEDN Af(e )N ()N AR (el) = (det M) f(e))A...Af(eh)Ah(e])A...Ah(el,)
und somit die Behauptung. O

Der Isomorphismus r und das Vorzeichen in der Definition von ¢ sind so gewéhlt,
dass wir im folgenden Lemma stets Kommutativitat erhalten:

Lemma 1.4.6. (i) Betrachte folgendes kommutatives Diagramm von endlich er-
zeugten projektiven R-Moduln mit exakten Zeilen und Spalten

0 0 0

Y Y Y
711 712
0 —— P11 — Pia — Pi3—— 0

di1 di2 d13
! 21 ' 722 '
0 —— Py — Py — P33 —— 0

da1 da2 da3

Y Y Y
T31 732
0 —— P31 — P3g — P33 —— 0

11



1 Charakteristische Ideale perfekter Torsionskomplexe

Dann ist folgendes Diagramm kommutativ:
detr P11 ®p detr P31 ®g detg P13 Qg detg Ps3
s(dn,dm)@s(dlg,dgj/
detp P21 ®p detg Pas
s(ra1,7r22) J
detr Poo id®@c®id
S(dm’dmﬁ
detr P13 ®p detr P39

‘X(?“11,7"12)®S(T317T32)
Y

detr P11 ®pg detp P13 @p detg P31 ®p detr Pss

(ii) Fir eine kurze exakte Sequenz

0—.p 1 .p 9, pr__ .y

erhalten wir ein kommutatives Viereck:

s(f,9)®s(g",f")

detp P' @ detg P” @ detp P @p detp P’ detp P @ detp P
id®rpu®id rp
detg P ®p detg P’ e - R

(i1i) Die Isomorphismen s,r,c kommutieren mit b(¢).

Zum Beweis. Die Behauptungen lassen sich lokal auf einer Basis leicht nachpriifen.
In (i) sollte man zunéchst Basen der Ecken Pyq, Pi3, P31, P33 und dann Schnitte

u: P31 — Py, v: Pz — Pio, w: P33 — Poo
wéahlen. ]

Bemerkung 1.4.7. In [KM76] ist das Vorzeichen Teil der Definition eines invertier-
baren Moduls, d.h. ein invertierbarer Modul ist ein endlich erzeugter, projektiver
Modul vom Rang 1 zusammen mit einer lokal konstanten Funktion Spec R — Z.
Dies ist notwendig, um die Kategorie der invertierbaren Moduln als Picard-Kategorie
auffassen zu konnen. Diese Struktur ist aber fiir uns nicht von Interesse.

1.5 Perfekte Torsionskomplexe

Wir betrachten nun Komplexe von R-Moduln. Fiir die grundlegenden Definitionen
verweisen wir auf [GM96]. Insbesondere betrifft dies die Begriffe abgeleitete Kategorie,
abgeleiteter Funktor und ausgezeichnetes Dreieck. Fiir den Kegel und die Translation
benutzen wir dieselbe Vorzeichenkonvention wie in [GM96], Kap. III, § 3.1:

12



1.5 Perfekte Torsionskomplexe

Definition 1.5.1.

(i) Sei f : K* — L°® ein Homomorphismus von Komplexen. Dann bezeichnet
Cone®(f) den Kegel von f, d.h.

Cone™(f) £ K" & L™
wobei das Differential durch
0"(a,b) < (=05 (a), [ (a) + OL(D))
fiir (a,b) € K" @ L™ gegeben ist.
(ii) Ist K* ein Komplex und k € Z, dann bezeichnet K*[k| die Translation von K*®
um k, d.h. K"[k] 2 K™% und fiir das Differential gilt 9"[k] 2 (—1)kgnt*,

Definition 1.5.2. Sei K* ein nach oben beschréinkter Komplex von R-Moduln und
M ein R-Modul. Mit

K* % M
bezeichnen wir das links-abgeleitete Tensorprodukt von K® und M. Ist ¢ : R — S
ein Ring-Homomorphismus, so nennen wir den Komplex von S-Moduln

Lo K* 2 K* @l S

als (links-abgeleitete) Koeffizientenerweiterung von K*® via ¢. Die Einbettung von R
in den Quotientenkorper werden wir stets mit n: R — Q(R) bezeichnen.

Definition 1.5.3. Ein Komplex P*® von R-Moduln heif$t strikt perfekt, wenn alle P™
endlich erzeugt und projektiv sind und P™ = 0 fiir fast alle n gilt.

Ein Komplex K*® von R Moduln heifit perfekt, wenn es einen strikt perfekten Kom-
plex P* gibt, so dass P*® quasi-isomorph zu K* ist, d.h. es gibt einen Homomorphismus
von Komplexen f : P®* — K*, der auf der Kohomologie Isomorphismen induziert.

Wir nennen K*® Torsionskomplez, wenn der Komplex Ln, K*® azyklisch ist, d.h. alle
Kohomologie-Gruppen trivial sind.

Perfekte Komplexe lassen sich wie folgt charakterisieren:

Lemma 1.5.4. Sei R ein noetherscher Ring. Fin Komplex K* von R-Moduln ist
genau dann perfekt, wenn folgende zwei Bedingungen erfillt sind:

(i) Alle Kohomologiemoduln sind endlich erzeugt iber R.

(ii) Es gibt ein r, so dass fir alle endlich erzeugten R-Moduln M und alle n mit
|n| > r gilt:
H"(K* ®% M) = 0.

Beweis. Siehe [FK88|, Kapitel I, § 8. Beachte dabei, dass die zweite Bedingung fiir
M = R impliziert, dass K*® beidseitig beschrinkt ist. Also existiert K*® (X)H}‘2 M fir
beliebige M. O

13



1 Charakteristische Ideale perfekter Torsionskomplexe

Wir folgen [KM76] und erweitern die Konstruktion der Determinante aus dem
letzten Abschnitt auf strikt perfekte Komplexe:

Definition 1.5.5. Sei P* ein strikt perfekter Komplex von R-Moduln. Die Determi-
nante von P® ist durch

oo
detg P* £ (X) (detp P*" @p detp P?"H)
n=—oo

gegeben.

Da P°* strikt perfekt ist, sind fast alle Faktoren des unendlichen Tensorprodukts
trivial. Also ist detgr P® wieder ein invertierbarer R-Modul.
Fiir eine exakte Sequenz strikt perfekter Torsionskomplexe

0—wp Lop 9S.pr

konstruieren wir wie folgt einen Isomorphismus
s(f,g) : detp P} @p detrp P3 — detgr Py

von Determinanten von Komplexen: Durch iterierte Anwendung des Isomorphismus
c erhalten wir eine Abbildung

o0
detp P ®RdetRP3’ — ® detRPf" ®RdetRP32" ®RdetRP§”+1 ®RdetR]512"+1.

n=—oo

Die Zusammensetzung mit
e® S(on’QQn) ® S(g2n+1*, f2n+1*) ® S(f2n+2yg2n+2) ® -

liefert den Isomorphismus s(f, g).
Fiir Ringhomomorphismen ¢ : R — S erhalten wir wie in Lemma 1.4.5 einen
Isomorphismus

b() : ¢.(dety P*) — detg Lo, (P*).

Die Isomorphismen c und r werden wir auf dieser Ebene im Folgenden nicht benttigen.

1.6 Azyklische Komplexe

Sei S ein noetherscher und reduzierter Ring und P*® ein azyklischer strikt perfekter
Komplex von S-Moduln (spéter wollen wir § = @Q(R) wéhlen). Ziel ist es, einen
Isomorphismus A : detg P* — S zu konstruieren.

Lemma 1.6.1.

(i) Sei P® ein strikt perfekter, azyklischer Komplex von S-Moduln. Fir jedes n
erhalten wir kurze exakte Sequenzen endlich erzeugter projektiver S-Moduln

0—— Kerd” ——~ P" 2o Imo" —— 0
und
0 — (Im ™) o opr (Ker 9") — 0.

Dabei bezeichne 0 das Differential von P® und i die natirliche Inklusion.
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1.6 Azyklische Komplexe

(ii) Sei
0—~pr Lopr 9.pr
ein exaktes Tripel von strikt perfekten, azyklischen Komplexen von S-Moduln.
Wir bezeichnen die Differentiale mit 0;, i = 1,2, 3. Dann sind fiir alle n folgende
9-Diagramme exakt:

0 0 0

.

0 — Kerdy — Kerdy — Kerdy — 0

|

0 - Pp - Py - P} - 0

N

0 —— Imdy — Im9y — Imdy —— 0

b

0 0 0
Dasselbe gilt auch fiir die entsprechenden dualen 9-Diagramme.

Beweis. Zu (i): Da P*® nach Voraussetzung azyklisch ist, kénnen wir den Komplex
in kurze exakte Sequenzen endlich erzeugter Moduln zerlegen. Es bleibt zu zeigen,
dass Im 0" = Ker 9"*! fiir alle n projektiv ist. Fiir hinreichend grofe n gilt Im 9" =
Pl = 0, da strikt perfekte Komplexe nach Definition beschriinkt sind. Insbesondere
ist Im 0™ projektiv und es existiert ein Schnitt Im 9" — P™. Also ist auch Ker 9"
ein direkter Summand von P™ und deshalb ebenfalls projektiv. Per Induktion folgt
die Exaktheit der ersten Sequenz in (i) fiir alle n. Nach Lemma 1.1.4 ist damit auch
die zweite Sequenz exakt.

Zu (ii): Dies folgt wieder per Induktion: Fiir geniigend grofes n ist die Sequenz der
Bilder wegen PinJrl = Im 9] = 0 nach Voraussetzung exakt. Nach dem 9-Lemma folgt
dies dann auch fiir die Sequenz der Kerne, die gleichzeitig die Sequenz der Bilder im
Diagramm fiir n — 1 ist. O

Definition 1.6.2. Wir definieren A = Ape : detg P* — S als die Zusammensetzung
der folgenden Isomorphismen

--detg P? ®g detg P2 @ detg P?" 2. ..
s 1(§20 920 ) @s 1 (92N 1x 2t le)ge—l (202 g2nt2)... l
-+ detg Im 0*") ®g (dets(Im 9*"1) @ detg(Ker 07" ™)) @ (detg Ker 9?2 ...
id®e®id:- l
-+ (dets Im 0" ®g detg(Ker 82”“5) ®gs (detg(Im 32”“5 ®g detg Ker 82"+2) .

S
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1 Charakteristische Ideale perfekter Torsionskomplexe

(beachte dabei, dass Ker 9"t = Im ™).
Lemma 1.6.3.

(i) Sei ¢ : S — T ein Ring-Homomorphismus und P® ein azyklischer strikt per-
fekter Komplex tiber S. Dann ist Lo, P® ein azyklischer und strikt perfekter
Komplex iber T und folgendes Diagramm kommutiert:

Lo, (dets P*) 2% dety (Lo, P?)
b2 (N) A
6.(8) —— T

(ii) Sei
° f . g °
0— P Jop 2P 0

ein exaktes Tripel von strikt perfekten, azyklischen Komplexen von S-Moduln.
Dann kommutiert folgendes Diagramm:

s(f.9)

dets(Pf) ®s dets(P3) dets(F3)
Aps & )\p3- Aps
S®g S a®b—ab . S

Zum Beweis. Zu (i): Der Funktor ¢, bildet endlich erzeugte projektive S-Moduln in
endlich erzeugte projektive T-Moduln ab und ist exakt auf strikt perfekten Komple-
xen. Die Kommutativitit folgt nach Lemma 1.4.6.(iii).

Zu (ii): Dies folgt leicht mit Lemma 1.6.1.(ii) und Lemma 1.4.6.(i), zumindest bis
auf das Vorzeichen. Eine genauere Uberpriifung zeigt, dass auch das Vorzeichen iiber-
einstimmt. O

1.7 Konstruktion charakteristischer ldeale

Wir werden charakteristische Ideale zunéchst nur fiir strikt perfekte Torsionskomplexe
definieren. Spéter zeigen wir, dass diese Definition allein von der Isomorphieklasse des
Komplexes in der abgeleiteten Kategorie abhéingt, so dass wir sie auch auf perfekte
Torsionskomplexe ausdehnen kénnen.

Lemma 1.7.1. Sei P*® ein strikt perfekter Torsionskomplex von R-Moduln und be-
zeichne n : R — Q(R) die natiirliche Inklusion. Dann ist das Bild D von detg P*®
unter der Zusammensetzung der Abbildungen

[ ] [] b { ] A
deta(P*) —= 7. detr(P*) 2" detg(p (Ln.P*) —+ Q(R)

ein Cartier-Divisor von R.
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1.7 Konstruktion charakteristischer Ideale

Beweis. detr P*® ist projektiv, also flach. Jeder Nichtnullteiler von R ist somit ein
Nichtnullteiler auf detrp P® (siehe [Eis99], Cor. 6.3.). n.(detgr(P*)) ist aber die Lo-
kalisierung von detrp P® an allen Nichtnullteilern von R. Also ist die Abbildung
detr(P*) — ns detg(P*) injektiv; b(n) und A aber sind Isomorphismen. Da detz(P*)
ein endlich erzeugter, invertierbarer R-Modul ist, ist D ebenfalls endlich erzeugt und
invertierbar. Aufierdem gilt n,(D) = Q(R). Nach Definition 1.2.1 ist D also ein Car-
tier-Divisor. O

Definition 1.7.2. Wir nennen das Inverse des Cartier-Divisors aus Lemma 1.7.1,
char P* £ D' € ¢(R),
das charakteristische Ideal von P°.

Bemerkung 1.7.3. In obiger Definition wihlen wir D! statt D, um Ubereinstim-
mung mit dem Begriff des charakteristischen Polynoms fiir regulére lokale Ringe der
Dimension 2 (siche Abschnitt 1.9) zu erhalten.

Lemma 1.7.4. Betrachte eine kurze exakte Sequenz strikt perfekter Torsionskomplezxe
von R-Moduln:

f

0—— P! Py 2+ P} ——0.

Dann gilt
char(Py) = char(P;}) char(P3)

in €(R).

Beweis. Nach Lemma 1.4.6.(iii) und Lemma 1.6.3.(ii) kommutiert das Diagramm.

detp P{ ®@p detgr Ps s(/.9) > detp Py

| |

deto(r)(Ln«Pr) ®q(r) deto(r) (LnsPs3) detQ(R (L. Ps)
)\Plo ®)‘P5 l l

a®@b—ab
Q(R) ®g(r) Q(R) - Q(R)

Mit Lemma 1.2.4.(iii) folgt das Ergebnis. O

Wir beweisen nun einige Rechenregeln:
Lemma 1.7.5.

(i) Sei P*® ein azyklischer, strikt perfekter Torsionskomplex. Dann gilt

char P* = (1) € €(R).

(ii) Sei P® ein strikt perfekter Torsionskomplex. Dann gilt

char P*[1] = (char P*)~!

17



1 Charakteristische Ideale perfekter Torsionskomplexe

(i1i) Seien Py und Py zwei quasi-isomorphe, strikt perfekte Torsionskomplexe. Dann
gilt
char P} = char Py.

Beweis. Punkt (i) folgt sofort aus Lemma 1.6.3. Wir beweisen nun (ii) und (iii). Sei
f+ P} — P3 ein Quasi-Isomorphismus. Dann erhalten wir eine exakte Sequenz

0 —— Py — Cone*(f) — Pr[1] — 0

(siche [GM96], Lemma 3.3.3). Cone®(f) ist offensichtlich ebenfalls strikt perfekt und,
da f ein Quasi-Isomorphismus ist, bereits iiber R azyklisch. Nach (i) folgt

char Cone®(f) = R.
Lemma 1.7.4 impliziert nun
char P = (char P[1])~L.
Das gleiche Argument, angewandt auf die identische Abbildung von P}, zeigt
char P{ = (char Py[1])".
Damit sind beide Aussagen bewiesen. O

Es ist somit klar ersichtlich, dass char P® nur von der Isomorphie-Klasse von P*® in
der abgeleiteten Kategorie der R-Moduln abhéngt. Wir definieren:

Definition 1.7.6. Sei K*® ein perfekter Komplex mit einem strikt perfekten Re-
prasentanten P°®. Dann setzen wir

char K* % char P°.

Lemma 1.7.4 ldsst sich entsprechend auf ausgezeichnete Dreiecke (siehe [GM96],
Definition 3.3.4) von perfekten Torsions-Moduln in der abgeleiteten Kategorie der
R-Moduln ausweiten:

Satz 1.7.7. Sei
K1 M0 5 K]

ein ausgezeichnetes Dreieck mit Morphismen u,v,w der abgeleiteten Kategorie. Sind
zwei von den drei Komplexen perfekte Torsionskomplexe, so trifft dies auch fiir den
dritten zu und es gilt:

char L* = char K*® char M°.

Beweis. Die langen exakten Kohomologiesequenzen zu den ausgezeichneten Dreiecken
K*@% N S L eh N 5 Mool N 5 Kok N1

fiir alle endlich erzeugten R-Moduln N zeigen nach Lemma 1.5.4, dass der dritte
Komplex perfekt ist; fiir N = Q(R) folgt entsprechend, dass er ein Torsionskomplex
ist.
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1.8 Ergidnzungen

Da Quasi-Isomorphismen in der abgeleiteten Kategorie zu Isomorphismen werden,
kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass die Komplexe K, L, M strikt perfekt sind. Insbe-
sondere sind sie nach oben beschrankte Komplexe projektiver Objekte. Morphismen
in der abgeleiteten Kategorie, die von solchen Objekten ausgehen, kénnen (eindeutig
bis auf Homotopie) durch gewohnliche Homomorphismen von Komplexen dargestellt
werden (siehe [GM96], Kap. III, § 5). O.B.d.A. seien also u, v, w solche Abbildungen.

Folgendes Dreieck ist nach Definition ebenfalls ausgezeichnet:

K* —+ L* — Cone®(u) — K°[1].

Aus den Axiomen fiir ausgezeichnete Dreiecke folgt die Existenz eines Quasi-Isomor-
phismus Cone®(u) = M* (siehe [GM96], Kap. IV, § 1). Die exakte Sequenz

0 —— L* — Cone®*(u) — K*[1] — 0
des Kegels liefert zusammen mit Lemma 1.7.4 die Behauptung. O

Wir betrachten nun Koeffizientenerweiterungen:

Satz 1.7.8. Sei ¢ : R — S fortsetzbar, K* ein perfekter Torsionskomplex iiber R.
Dann ist Lo K® ein perfekter Torsionskomplex iiber S und es gilt:

char L¢, K*® = €(¢)(char K*).
Beweis. Frsetze K*® durch einen strikt perfekten Représentanten P®. Dann gilt
Lo K® = Lo.P°,
also ist Lo, K*® wieder perfekt. Da ¢ fortsetzbar ist, gilt ferner
(L 0 L6, )(K*) = (L, 0 L) (K*) = L (0) = 0

also ist L, K*® ein Torsionskomplex iiber S. Die Aussage folgt nun leicht mit Lemma
1.6.3.(i). O

1.8 Erganzungen

Wir betten die Kategorie der R-Moduln in die abgeleitete Kategorie ein, indem wir
jeden R-Modul als einen im Grad 0 konzentrierten Komplex betrachten.

Lemma 1.8.1. Sei C* ein perfekter Torsionskomplex, so dass die Kohomologie-
Moduln H' C* selbst wieder perfekt sind (d.h. sie besitzen eine endliche projektive
Auflosung). Dann gilt
char C*® = H(char H C*) (=",
1€EZ

Beweis. Der Komplex ;>3 C* sei gegeben durch

0 fiir 2 < k,
Tzk‘ci 2 { Coker 981 fiir i = k,
C! fiur ¢ > k.
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1 Charakteristische Ideale perfekter Torsionskomplexe

Die exakte Sequenz von Komplexen

Coker 9*~1 = Coker9* 1 — 0

N

A\l Y

ImoF O+l s Coker &F

{ 8k+1 l ak+1

Y
0 Ck+2 = Ck+2
l ak+2 l ak+2

und der Quasi-Isomorphismus des linken Komplexes zu (H* C*)[—k] liefert ein aus-
gezeichnetes Dreieck

(HY O*)[—H] — 124C® —+ r21C° — (HF C*)[=k + 1].

Nach Voraussetzung ist H* C* perfekt und ein Torsionsmodul. Ferner ist +>,C* fiir
geniigend kleine k quasi-isomorph zu C*®. Induktives Anwenden von Satz 1.7.7 zeigt,
dass ;>3 C* fiir jedes k ein perfekter Torsionskomplex ist und dass gilt:

k
char C* = char(;>4+1C"°) H (char H* C*)=V",
1=—00
Da ;5541 C* fiir grofie k azyklisch ist, folgt die Behauptung. O

Lemma 1.8.2. Sei a ein Nichtnullteiler von R. Dann ist R/(a) ein perfekter Torsi-
onskomplex und es gilt
char(R/(a)) = (a) € €(R).

Beweis. R/(a) ist quasi-isomorph zu dem Komplex in den Graden —1 und 0
. 1o}
P*: Re — R, de =af

(mit freien Erzeugenden e und f). Nach Koeffizientenerweiterung mit Q(R) ist a
invertierbar, 0 also ein Isomorphismus und der Komplex Ln.(P®) azyklisch. Wir
wollen nun die in Abschnitt 1.6 konstruierte Abbildung A ausfithren. Wihle die Basis
Ode von Im 0. Der erste Schritt der Konstruktion von A besteht aus der Anwendung
von

s71(0%,0) ® s71(id,0) :
detQ(R) Q(R)e XQ(R) detQ(R) QR)f — detQ(R) (Im 85 XQ(R) detQ(R) Imo.

Nach Definition (siehe Lemma 1.4.5.(iv)) gilt

s(9%,0) ® s(id, 0)((9e) @ de) = *(Je) ® De = ¢ © De.
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1.9 Der Zusammenhang mit dem charakteristischen Polynom

Die Abbildung

c:(Imd)®0— 0® (Im9)

im zweiten Schritt ist die Identitdt. Im letzten Schritt bildet der Isomorphismus

roc:det(Imd)® detImd — Q(R)

den Erzeuger (Je) ® Je auf —1 ab (siche Lemma 1.4.5, Punkte (ii) und (iii)). Wir
erhalten insgesamt

A ® Oe) = —1.
Das Bild von
detp P* = R(é® f) = R(é® a 'de) C Q(R)(é ® Oe) = detgr) (Ln.P*)
unter \ ist also (a=1) € €(R), d.h. es gilt wie behauptet
char R/(a) = (a).

O]

1.9 Der Zusammenhang mit dem charakteristischen Polynom
Wir betrachten in diesem Abschnitt regulére Ringe der Dimension 2.

Definition 1.9.1. Sei R ein regulidrer lokaler Ring der Dimension 2. Wir nennen
einen Homomorphismus f : M —— N von endlich erzeugten R-Moduln Pseudo-
Isomorphismus, wenn fiir jedes Primideal p der Kodimension 1

ein Isomorphismus ist.

Die endlich erzeugten R-Moduln lassen sich bis auf Pseudo-Isomorphie wie folgt
klassifizieren:

Theorem 1.9.2 (Strukturtheorem). Sei R ein regulirer lokaler Ring der Dimen-
ston 2 und set M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann existieren endlich viele Prim-
ideale p; der Kodimension 1 (1 <i < k), eine ganze Zahlr > 0, positive ganze Zahlen
n; und ein Pseudo-Isomorphismus

k
f:M—R & @R/p?z
i=1

Die Primideale p; und die Zahlen r,n; sind durch M eindeutig bestimmt.

Beweis. Siehe [NSW00], Theorem 5.1.10. O
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1 Charakteristische Ideale perfekter Torsionskomplexe

Nun sind alle reguldren lokalen Ringe R faktoriell (siche [Eis99], Theorem 19.19).
Insbesondere ist R nullteilerfrei und jedes Primideal der Kodimension 1 ist ein Haupt-
ideal. Das Produkt i

N
i=1

iiber die Primideale p; mit Vielfachheiten n; aus Theorem 1.9.2 ist somit ebenfalls
ein Hauptideal und der Erzeuger f dieses Ideals ist bis auf eine Einheit aus R*
eindeutig bestimmt. Dieser Erzeuger wird auch als charakteristisches Polynom von
M Dbezeichnet. Es besteht nun folgender Zusammenhang zu den charakteristischen
Idealen:

Lemma 1.9.3. Sei R ein lokaler regulirer Ring der Dimension 2 und M ein endlich
erzeugter Torsionsmodul. Dann gilt mit der Notation aus Theorem 1.9.2:

k
char M = H pi’.
i=1

Beweis. Jeder endlich erzeugte Modul {iber einem regulédren lokalen Ring besitzt eine
endliche Auflgsung mit freien, endlich erzeugten Moduln (siehe [Eis99], Cor. 19.6.),
d.h. er ist perfekt. Nach Satz 1.7.7 folgt aus dem Strukturtheorem und Lemma 1.8.2

k
char(M) char(Coker f) = char(Ker f) Hp?z
i=1

Da f ein Pseudo-Isomorphismus ist, gilt
(Coker f), = (Ker f), =0
fiir alle Primideale p der Kodimension 1. Bezeichne
1 R — Ry
die entsprechende Lokalisierungsabbildung. Dann gilt nach Satz 1.7.8:
€(2p)(char(Ker f)) = char, (Ker f) = char0 = R,

fiir alle Primideale p der Kodimension 1. Nach Satz 1.3.2 folgt char(Ker f) = R
(beachte, dass jeder regulire Ring ein Cohen-Macauley-Ring ist, siehe [Eis99], § 18.2).
Entsprechend folgt auch char(Coker f) = R, also die Behauptung. O
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2 Zyklotomische Z,-Erweiterungen und
pro-endliche Gruppenringe

In diesem Kapitel werden wir einige elementare Eigenschaften von zyklotomischen
Zy-Erweiterungen Ko, /K und des pro-endlichen Gruppenrings Z,[G(K~/Q)] zusam-
menstellen. Eine ausfiihrliche Betrachtung pro-endlicher Gruppenringe findet sich in
[NSWO00], Kapitel V, § 2. Die Theorie der Z,-Erweiterungen wird in [Was97] behan-
delt.

2.1 Abelsche Zahlkorper und Charaktere

Ein Korper K heifit abelscher Zahlkérper, wenn die Erweiterung K/Q des Korpers Q
der rationalen Zahlen eine endliche Galois-Erweiterung mit abelscher Galoisgruppe
G(K/Q) ist. Ist (i eine primitive N-te Einheitswurzel, so ist der Kreisteilungskorper
Q(¢w) ein abelscher Zahlkorper. In der Tat kénnen wir wie folgt einen Isomorphismus

rec : G(Q(¢n)/Q) = (Z/(N))™

festlegen: Ist [ eine Primzahl, die N nicht teilt, so identifizieren wir die Restklasse
von [ modulo N mit dem geometrischen Frobenius F; € G(Q({n)/Q), d.h. den durch

Fi(Cn') = ¢

eindeutig festgelegten Automorphismus von Q((x).

Bemerkung 2.1.1. In vielen Standard-Werken der Iwasawa-Theorie, wie etwa [Was97],
wird [ mit dem arithmetischen Frobenius, also dem Inversen des geometrischen Fro-
benius identifiziert. Wir folgen mit unserer Normierung [HKO03].

Wir werden die Notation des geometrischen Frobenius zweckentfremden, um mit

F1 € G(Q(CN)/Q)

die komplexe Konjugation zu bezeichnen. Unter der obigen Identifikation ist sie das
Bild von —1 € (Z/(N))* (vergleiche die Operation auf Einheitswurzeln).

Ist A eine abelsche Gruppe endlicher Ordnung, so bezeichnen wir mit A die Charak-
tergruppe von A, d.h. die Gruppe der multiplikativen Homomorphismen von A nach
C*. Mit

1:4—C~%, a—1

bezeichnen wir den t¢rivialen Charakter.
Ein Dirichlet-Charakter ist ein Charakter

X (Z/(N))* — C*.
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2 Zyklotomische Z,-Erweiterungen und pro-endliche Gruppenringe

Der Fiihrer von x ist die kleinste Zahl f, so dass x durch (Z/(f))* faktorisiert. Der
Dirichlet-Charakter x heifit primitiv, falls f = N. Je nachdem, ob x(—1) = —1 oder
X(—1) = 1 bezeichnet man x als ungeraden bzw. geraden Charakter.

Ist p eine fest gewihlte, ungerade Primzahl, so heift x von erster Art, wenn f =
oder f = dp mit (d,p) = 1 und von zweiter Art, wenn f = p"*! oder x = 1 (d.h.
ist von erster und von zweiter Art). Geméifl der Zerlegung

(Z/(dp" ™)) = (Z/(dp))* x Z/(p")

lassen sich alle Dirichlet-Charaktere eindeutig als Produkt 67 mit € von erster Art
und 7 von zweiter Art (relativ zu p) darstellen.
Oft ist es bequem, y durch

9

i | x(a+ NZ) fir (a,N)=1
x(a) = )

0 fir (a, N) > 1,
zu einer Funktion x : Z — C fortzusetzen.

Mittels rec konnen wir y als ein Element von G(Q({x)/Q) auffassen. Der Fixkorper

K, des Kerns von x heifit der zu x assoziierte Korper. Die Charaktergruppe von

G(Ky/Q) = G(Q(¢N)/Q)/ Ker x

ist in natiirlicher Weise zu der von x erzeugten Untergruppe von (A}(@(C ~)/Q) iso-
morph. Allgemeiner ist jeder Teilkorper eines Kreisteilungskorpers auf diese Art zu
einer Gruppe von Dirichlet-Charakteren assoziiert (siche [Was97], Kapitel 3).

Der Satz von Kronecker und Weber zeigt, dass man auf diese Weise bereits die
Gesamtheit aller abelschen Zahlkorper beschrieben hat:

Theorem 2.1.2 (Kronecker, Weber). Fir jeden abelschen Zahlkorper K gibt es
eine natiirliche Zahl n, so dass K C Q((,). Wdhlt man n minimal, so entspricht die
Menge der in K/Q verzweigten Primzahlen genau den Primteilern von n.

Beweis. Ein elementarer Beweis findet sich in [Was97], Kap. 14; fiir die letzte Aussage
siche [Was97], Theorem 1 im §3 des Anhangs. Das Theorem folgt anderseits auch leicht
aus den allgemeineren Aussagen der Klassenkorpertheorie (siehe [Tat67], § 5.7). O

Die Isomorphismen rec sind kompatibel mit den natiirlichen Projektionen

G(Q(CN)/Q) — G(Q(Cm)/Q)

fir M | N. Durch Ubergang zum projektiven Limes erhalten wir eine Beschreibung
der Galoisgruppe der maximalen abelschen Erweiterung. Sei

Q" Z | JQw).
N

Dann gilt
rec: G(Q"/Q) = [ z;

[ prim

Die Dirichlet-Charaktere ermdglichen auch eine Beschreibung der wichtigsten arith-
metischen Eigenschaften des assoziierten Korpers:

24



2.1 Abelsche Zahlkoérper und Charaktere

Theorem 2.1.3. Sei X eine Gruppe von Dirichlet-Charakteren und K der zu X
assoziierte Korper. Fiir eine Primzahl p sei

Y £ {x € X|x(p) # 0}, Z 2 {xeX|xp) =1}

Dann entsprechen die Gruppenordnungen

wx/yY),  wy/z), iz

dem Verzweigungsindex von p in K, dem Restklassenkorpergrad, bzw. der Anzahl der
Stellen von K dber p.

Beweis. siehe [Was97], Theorem 3.7. O

Mit dem Begriff Stellen bezeichnen wir Aquivalenzklassen von Bewertungen eines
Zahlkorpers K: Zweil Bewertungen sind dquivalent, wenn sie dieselbe Topologie auf K
induzieren. Die endlichen Stellen entsprechen den Primidealen des Ganzheitsrings Ok
von K. Die archimedischen Stellen entsprechen den reellen Einbettungen K — R
bzw. den Paaren von zueinander konjugierten komplexen Einbettungen K — C
(siehe [Cas67]).

Wir werden héufig in der Situation sein, uns auf solche Erweiterungen einschrinken
zu miissen, die aulerhalb einer vorgegebenen endlichen Menge S von Stellen von Q
unverzweigt sind. S enthalte dabei stets die archimedische Stelle co von Q.

Mit

Gs £ Gs(Q)

bezeichnen wir die Galois-Gruppe der maximalen auflerhalb S unverzweigten Erwei-
terung von Q. Der maximale abelsche Quotient ng von Gg beschreibt die maximale
abelsche auflerhalb S unverzweigte Erweiterung. Mit dem Theorem von Kronecker
und Weber folgt wieder leicht

G = [ =z
1€S\{o0}

Beachte, dass fiir [ ¢ S der geometrische Frobenius F; ein wohlbestimmtes Element
von ng und allen Faktorgruppen von ng ist.

Sei p € S\ {o0} eine fixierte endliche Stelle. Wir bezeichnen mit Q,, den eindeutig
bestimmten Teilkérper von Q((yn+1), dessen Galoisgruppe I'y, 2 G(Q,/Q) zyklisch
vom Rang p™ ist und setzen

1

Qe ZJQun, I'ZlimD, 27,

—
n

Die Gruppen I' und I',, werden wir stets als multiplikative Gruppen behandeln.

Bezeichne O,, den Bewertungsring eines Erweiterungskoérpers vom endlichen Grad
iiber Q. Die stetigen Gruppenhomomorphismen aus Hom(Gg, O,') werden wir ste-
tige Charaktere nennen. Ist K/Q eine auflerhalb S unverzweigte Galois-Erweiterung
(nicht notwendig vom endlichen Grad), so fassen wir Hom(G(K/Q), O,) stets als
Untergruppe von Hom.s(Gs, O;) auf.
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2 Zyklotomische Z,-Erweiterungen und pro-endliche Gruppenringe

Die Einheitengruppe O, kann kanonisch in die endliche Torsionsgruppe p der Ein-
heitswurzeln in Op und einen endlich erzeugten freien Z,-Modul M C O zerlegt
werden. Wir erhalten Isomorphismen

Hom,5(Gg, O, ) = Hom (G, p1) x Homys (G, M)
= Homcts(ng,u) x Hom (T, M).

Dementsprechend besitzt jeder Charakter xy € Homs(Gg, O,) eine eindeutige Dar-
stellung

X = 0Xo
mit einem Charakter § € Hom s (Gg, i) von endlicher Ordnung, und einem Charakter

Xoo € Hom s (Gg, M) von unendlicher Ordnung.
Die Gruppe
Hom 5 (Gg, 1) = H Hom s (Z], 11)
1€5\ {00}

hat offensichtlich endliche Ordnung. Durch die Wahl einer Einbettung p — C*
kénnen wir Hom s (Gg, 1) mit einer Gruppe von Dirichlet-Charakteren identifizie-
ren. Die zu Untergruppen von Hom(Gg, i) assoziierten Korper hingen dabei nicht
von der Wahl dieser Einbettung ab (der Kern #ndert sich nicht) und sind iiber Q
auBerhalb von S unverzweigt. Indem man O, geniigend grof§ wahlt, kann man auf
diese Art jede auflerhalb von S unverzweigte endliche Erweiterung von Q gewinnen.

Der zyklotomische Charakter €.y € Homcts(GS,Z;) wird im Folgenden eine be-
sonders wichtige Rolle spielen. Er ist durch die Relation

Car 9 = g(Gn)

fiir alle ¢ € Gg und alle natiirlichen Zahlen n eindeutig festgelegt. Nach obiger Zer-
legung gilt

Ecycl = €€o0

mit ¢ € Homs(Gg, ptp—1) und eoo € Homeys(Gg, 1 + pZ,). Der Charakter € ist im
Wesentlichen der Teichmiiller-Charakter: Fiir g € Gg ist e(g) € pp—1 die eindeutig
bestimmte Einheitswurzel, fiir die gilt:

5(9) = Ecycl<g> mod p-

Der Fixkorper des Kerns von €4 ist Qqo.

Bemerkung 2.1.4. Wir verweisen auf [Was97] fiir eine detailliertere Betrachtung der
vorgestellten Begriffe.

2.2 Zyklotomische Z,-Erweiterungen
Wir geben nun die allgemeine Definition der zyklotomischen Z,-Erweiterung:

Definition 2.2.1. Sei K ein Zahlkorper und Ko 4 KQoo. Dann heiit Koo /K zy-
klotomische Z,-Erweiterung von K.
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2.2 Zyklotomische Z,-Erweiterungen

Sei Koo /K die zyklotomische Z,-Erweiterung eines abelschen Zahlkorpers K. Wir
interessieren uns fiir die Galoisgruppe G(Ko/Q). Zunéchst stellen wir fest, dass sich
G(K~/Q) wie folgt zerlegen lasst:

Lemma 2.2.2. Sei K /K die zyklotomische Z,-Erweiterung eines abelschen Zahl-
korpers K. Dann ist I' = G(Qoo/Q) auf natiirliche Weise ein direkter Summand von
endlichem Index von G(K/Q).

Beweis. Mit dem Theorem von Kronecker und Weber (siche Theorem 2.1.2) sieht
man leicht, dass wie folgt ein Schnitt

G(Qx/Q) — G(Q*/Q)
gegeben ist: Einem Element 0 € G(Qo/Q) wird der durch

7 (Cpn) = (;,‘i"(g) a(Gm) = (n fiir [ # p prim und alle n > 0

eindeutig bestimmte Automorphismus & € G(Q®/Q) zugeordnet. Da Qs in Ko
enthalten ist, ist G(Qx/Q) auch ein direkter Summand der Faktorgruppe G(K~/Q)

von G(Q*/Q).
Die Endlichkeit des Indexes von G(Qo/Q) in G(K/Q) ist dquivalent zu der End-
lichkeit der Erweiterung K, /Q~. Mit klassischer Galois-Theorie folgt:

Letztere Galoisgruppe ist aber sicher von endlicher Ordnung.
Es ist aus der Konstruktion offensichtlich, dass fiir zwei abelsche Zahlkorper K C L
die so definierten Zerlegungen mit der Projektionsabbildung

G(Loo/Q) — G(K/Q)
vertraglich sind, d.h. die Zerlegung ist funktoriell in K. O
Insbesondere kénnen wir K stets durch den Fixkorper
Ko 2 KL,

ersetzen, wobei wir I mit dem kanonischen Schnitt aus Lemma 2.2.2 in G(K/Q) ein-
betten. Es geniigt also, von vornherein nur die zyklotomischen Erweiterungen Ko, /K
von solchen abelschen Zahlkorpern K zu betrachten, fiir die zusétzlich KoNQy = Q
gilt. Aus dem Theorem von Kronecker und Weber folgt leicht, dass letztere Bedin-
gung genau dann erfiillt ist, wenn K ein Teilkorper von Q({np) ist, wobei N eine zu
p teilerfremde natiirlichen Zahl bezeichnet. Entsprechend bezeichnen wir mit K,, den
Korper
Ky 2 Quo =K.

Fiir die Galoisgruppe von K(/Q schreiben wir abkiirzend
A 2 G(Ko/Q).
Nach Lemma 2.2.2 gilt
G(Kx/Q) =T x A, G(K,/Q) =T, x A.
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2 Zyklotomische Z,-Erweiterungen und pro-endliche Gruppenringe

Bemerkung 2.2.3. Im Allgemeinen gilt nicht Ky C K. Fiir ein Gegenbeispiel siehe
[Was97], Ex. 13.4. Erst fiir geniigend grofle n erhalten wir K,, = Q, K.

Von folgendem Ergebnis iiber die Verzweigungen der zyklotomischen Z,-Erweiter-
ung K /Ky werden wir spéter hidufig Gebrauch machen.

Satz 2.2.4.

(i) Alle iiber p liegenden Stellen von Kq sind in Ko /Ko voll verzweigt. Alle anderen
Stellen (einschlieflich der archimedischen Stellen) sind in K~ /Ko unverzweigt.

(ii) Uber jeder endlichen Stelle von Ko liegen nur endlich viele Stellen von K.

Beweis. Zu (i): In [NSWO00], Prop. 11.1.1, wird gezeigt, dass nicht nur die zyklotomi-
sche, sondern jede Z,-Erweiterung auerhalb der Stellen {iber p unverzweigt ist. Wir
zeigen, dass K, /Ky iiber p voll verzweigt. Die Idee dabei ist, alles auf den hinldnglich
bekannten Fall K = QQ zu reduzieren.

Nach Konstruktion gilt Ko C Q((np) mit p und N teilerfremd. Aus Theorem 2.1.3
folgt leicht, dass der Verzweigungsindex von p in Q((np)/Q gleich p — 1 ist. Also ist
der Verzweigungsindex ey von p in Ky/Q ein Teiler von p — 1. Zu einer gegebenen
Stelle vy von K iiber p wihle man nun eine Stelle v, von K, iiber vy und eine Stelle
vy, von Qy, zwischen v, und p. Nach der Multiplikativitit der Verzweigungsindices
(siehe [Leu96], § 20.6) gilt dann

e(vn|vo)e(volp) = e(va|vy,)e(vy |vo)-

Da Q,/Q, wieder nach Theorem 2.1.3, iiber p voll verzweigt ist, gilt e(v]|vg) = p".
Nun ist eg = e(vg|p) aber teilerfremd zu p, das heifit, p™ teilt e(v,|vg). Weil der Grad
der Korpererweiterung K, /Ky gleich p™ ist, gilt p" = e(v,|vg), d.h. K, /K ist iiber
v voll verzweigt. Da dies fiir alle n und alle vg iiber p gilt, folgt die Behauptung.

Zu (ii): Sei v zunéchst eine Stelle von K iiber p. Dann ist fiir jedes n die Erwei-
terung K,/ K in vg voll verzweigt, d.h. es gibt genau eine Stelle von K, iiber vy. Da
n beliebig war, gilt dies auch fiir K.

Wir betrachten nun die unverzweigten Stellen. Da K, /Qo eine endliche Galois-
Erweiterung ist, diirfen wir 0.B.d.A. K+ /Ky durch Qo /Q ersetzen (siehe [Was97],
Anhang 2). Durch Adjunktion der p-ten Einheitswurzel erhalten wir

Q=) = Quo(Gp) = [JQ(Grt1).

Es reicht zu zeigen, fiir jede Primzahl [ # p ist die Anzahl d,, der Stellen von Q((yn+1)
iiber [ fiir grofle n konstant. Dies ist der Fall, weil der lokale Kérper Q; nur endlich
viele Einheitswurzeln enthélt. Etwas formaler kann man wie folgt argumentieren:

Sei f, der Grad der Restklassenkorper-Erweiterung von Q((yn+1)/Q an der Stelle
I. Die Erweiterung Q((,n+1)/Q hat den Grad (p — 1)p" und [ ist unverzweigt. Nach
Theorem 2.1.3 gilt darum

dnfn = (p - l)pn-

Andererseits ist nach dem zyklotomischen Reziprozititsgesetz (siehe [Was97], Theo-
rem 2.13) f, die kleinste positive ganze Zahl mit

" =1 mod p"t'.

28



2.3 Der pro-endliche Gruppenring von G(K/Q)

Sei fn, = knfo+ rn mit 0 < r, < fo. Dann gilt
[’ = [Fnfotm = 1Fn =1 mod p.

Da fy die kleinste positive ganze Zahl mit dieser Eigenschaft ist, folgt r, = 0. Wir
schreiben
fo=1+pma

mit a teilerfremd zu p. Dann gilt fiir n > m

[fn = (Fnfo =1 4 p™kpa mod p™ .

Infolgedessen gilt k,, = p"~™*! (wieder wegen der Minimalitiit) und somit
P )
n — . -
Jo
Insbesondere ist d,, fiir n > m konstant. O

2.3 Der pro-endliche Gruppenring von G(K,/Q)

Sei O, der Bewertungsring eines Erweiterungskorpers endlichen Grades von Q). Be-
trachte den Gruppenring Op|G(K,/Q)|, d.h. die von G(K,/Q) frei erzeugte O)-
Algebra. Wenn m > n > 0, dann induziert die Projektion

den natiirlichen Homomorphismus

OpG(Km/Q)] — Op|G(K,/Q)], Z g0 Z Ao T (0)

O'EG(Km/Q) UEG(Km/@)

(as € Op). Durch Ubergang zum projektiven Limes des so definierten inversen Sys-
tems erhalten wir den pro-endlichen Gruppenring von G(Ko/Q):

Definition 2.3.1. Der pro-endliche Gruppenring von G(Ks/Q) mit Koeffizienten
aus O, ist durch

gegeben.

Fir I' = G(Qu/Q) ist
A =Zp[I]

die in der klassischen Formulierung der Hauptvermutung betrachtete Iwasawa-Alge-
bra. Durch die Wahl eines Erzeugers von I kann man A mit einem Potenzreihenring
identifizieren. Allgemeiner gilt dies auch fiir O,[I']:

Sei 7 ein Erzeuger des maximalen Ideals von O,. Wihle ferner einen topologischen
Erzeuger «v von I' & Z,; d.h. die zyklische Untergruppe, die von v erzeugt wird, ist
dicht in der pro-endlichen Topologie von I'. Mit O,[T"] bezeichnen wir den Potenz-
reihenring in einer Unbestimmten 7" iiber O,,.
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2 Zyklotomische Z,-Erweiterungen und pro-endliche Gruppenringe

Definition 2.3.2. Ein Polynom P(T') € Op[T] C O,[T] heifit ausgezeichnet, wenn
es die Form
PT)=T"+a, T" 4+ +ag

mit n > 0 und a; € (7), 0 <7 < n hat.

Satz 2.3.3.
(i) Es gilt
Op[T] = lim O [T]/((T + 1)*" — 1)
und durch die Zuordnung T +— v — 1 wird ein Isomorphismus
Op[T] — Op[I]
induziert. Insbesondere ist Op[I'] noethersch.

(it) Op[I'] ist ein regulirer lokaler Ring der Dimension 2. Die Primideale von Op[I']
sind 0, (m,v — 1), (m) und (P(y — 1)), fir alle irreduziblen, ausgezeichneten
Polynome P(T) € Op[T]. Das einzige mazimale Ideal ist (7w, —1).

Beweis. Siehe [Was97], Theorem 7.1 und Satz 13.9. Die Regularitét von O,[I'] folgt,
da die minimale Anzahl der Elemente, die das maximale Ideal (7,y — 1) erzeugen,
mit der Dimension des Ringes iibereinstimmt (siehe [Eis99], §16.3, S. 242). O

Bemerkung 2.3.4. Beachte, dass die Identifikation A = Z,[T] von der Wahl eines
Erzeugers abhéingt, d.h. nicht kanonisch ist. Unsere Philosophie im Folgenden ist es,
deshalb weitgehend auf diese Identifikation zu verzichten und alle Ergebnisse in der
Sprache der pro-endlichen Gruppenringe zu formulieren.

Die Ringe O,[G(K~/Q)] sind endliche Erweiterungen von A:

Lemma 2.3.5. Es gilt
OplG(Koo/Q)] = A @z, Op[A].

Der Ring Op[G(Ko/Q)] ist somit noethersch und eine freie endliche Algebra tiber A.
Insbesondere ist der natiirliche Ringhomomorphismus

A — Op[G(Ks/Q)]
njektiv.

Beweis. Das Problem besteht darin, zu zeigen, dass in der gegebenen Situation Ten-
sorprodukt und projektiver Limes vertauschen. Im Abschnitt 2.4 werden wir diese
Frage noch allgemeiner behandeln.
Die Projektionen
A — Z,[Ty)

induzieren Ringhomomorphismen

On A Xz, Op[A] — Zy[T'y] Xz, Op[A] = Op[Ty, x A
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2.4 Kompakte Z,-Algebren

die mit den m,, , kompatibel sind. Durch Ubergang zum projektiven Limes erhilt
man einen Homomorphismus von Ringen

¢ A ®z, Op|A] — Op[I' x A].

Andererseits wird Op[A] als O,-Modul von den Elementen von A frei erzeugt und
O), ist seinerseits ein freier Z,-Modul vom Rang r. Durch die Wahl einer Z,-Basis von
Op[A] lasst sich ¢ in Isomorphismen

A ®z, OpA] = AT = i Z, [0, 78 = 1m Z, [T, @2, O,[A]
von A-Moduln faktorisieren.
Die anderen Behauptungen ergeben sich daraus sofort. Beachte, dass endliche Er-

weiterungen von noetherschen Ringen wieder noethersch sind (siche [Bou89b], Kap.
I11, § 2, Folgerung 3 zu Theorem 2). O

2.4 Kompakte Z,-Algebren

Die Z,-Algebren O,/(p")[G(K,,/Q)] sind von endlicher Kardinalitét. Betrachtet man
sie als topologische Ringe mit der diskreten (und gleichzeitig kompakten) Topologie
(d.h. alle Teilmengen sind zugleich offen und abgeschlossen), so induziert der Isomor-
phismus

Op[G(Koo/Q)] = lim O/ (p")[G(Kn/Q)]

eine kompakte Topologie (d.h. eine Hausdorff-Topologie, die dem Uberdeckungsaxiom
geniigt) auf dem pro-endlichen Gruppenring.

In diesem Abschnitt werden wir uns allgemein mit kompakten Z,-Algebren beschéf-
tigen. Wir beschrinken uns dabei auf den kommutativen Fall, obwohl es keine grofien
Probleme bereitet, die Ergebnisse auf nicht-kommutative Algebren auszudehnen. Die
vorgestellten Ideen stammen grofitenteils aus [NSW00], Kapitel 5. In [Bru66] wird
allgemeiner der Fall pseudo-kompakter Algebren behandelt.

Wir stellen zunéchst fest, dass jede kompakte Z,-Algebra A projektiver Limes von
kompakten A-Algebren endlicher Kardinalitéit ist:

Lemma 2.4.1. Sei A eine kompakte Z,-Algebra. Fir jedes offene Ideal J ist A/J
eine kompakte und diskrete A-Algebra von endlicher Kardinalitdt und es gilt

A=1limA/7J,
—
wobei J die offenen Ideale von A durchliuft.

Zum Beweis. Nach [NSWO00], Satz 5.2.4 ist A als topologische Gruppe pro-endlich.
(Das Pontryagin-Dual von A ist ein diskreter Torsionsmodul iiber Z,.) Also gilt

A=1limA/U
—

in der Kategorie der topologischen Gruppen, wobei U die offenen Untergruppen von
A durchliéuft. Diese sind automatisch von endlichem Index in A. Nun zeigt man wie
im Beweis von [NSW00], Satz 1.1.3, dass jede offene Untergruppe U von A ein offenes
Ideal J enthélt. (Man betrachte J = {u € U | Au C U}.) O
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2 Zyklotomische Z,-Erweiterungen und pro-endliche Gruppenringe

Wir betrachten nun A-Moduln von endlicher Prasentation.
Definition 2.4.2. Ein A-Modul M heif3t von endlicher Prdsentation, wenn es eine
exakte Sequenz

D m e ——o

mit endlich erzeugten freien A-Moduln Fy und F gibt.

Bemerkung 2.4.3. Uber noetherschen Ringen ist jeder endlich erzeugte Modul bereits
von endlicher Prasentation. Insbesondere trifft dies auf den pro-endlichen Gruppen-
ring Op[G(K/Q)] zu (siehe [Bou89b], Kap. I, § 2, Lemma 8).

Wir erhalten folgendes Ergebnis iiber das Vertauschen von projektivem Limes und
Tensorprodukt:

Lemma 2.4.4. Sei M ein A-Modul von endlicher Prdsentation und N;, i € I ein
gerichtetes inverses System von A-Moduln endlicher Kardinalitit. Dann gibt es einen
natiirlichen Isomorphismus

M @4 lim N; = lim(M ®4 N;).
icl il
Beweis. Sei M zunéchst ein beliebiger A-Modul. Die Projektionen
lim N; — N;
P —
iel

induzieren natiirliche Homomorphismen

M @4 lim Nj — M @4 N;.
el

Der Ubergang zum projektiven Limes liefert einen natiirlichen Homomorphismus

P : M @4 limN; — lim M ®4 N;, m @ (ni)ier — (M @ n;)ier-
iel iel

Fiir den freien, endlich erzeugten Modul A* faktorisiert ® durch die Kette von
Isomorphismen

A¥ @ lim N; = (lim N;)* 2 lim Nf = lim(A* @4 N;),
ist also selbst ein Isomorphismus.
Betrachte nun eine freie endliche Priasentation
P —F— M —— 0.

Die Moduln F; ® 4 N;, Fo ®4 N; sind offensichtlich von endlicher Kardinalitit. Somit
gilt dies auch fiir M ® 4 N;. Da das Tensorprodukt rechtsexakt ist und der projektive
Limes auf endlichen Gruppen exakt ist, erhalten wir ein kommutatives Diagramm
mit exakten Zeilen

Fr @4 im N; — Fo ®4 lim N — M ®4 lim N; —— 0

~ =~ o
m(Fy @4 N;) — lim(Fp ®4 N;) — Im(M ®4 N;) — 0

Nach dem 5-Lemma (siche [Eis99], Ex. A3.11) ist ® also auch fiir M ein Isomorphis-
mus. O
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Lemma 2.4.4 erlaubt es uns, Moduln endlicher Prisentation als kompakte Moduln
aufzufassen.

Folgerung 2.4.5. Jeder A-Modul M von endlicher Prisentation besitzt eine kano-
nische pro-endliche (und damit auch kompakte) Topologie. Jeder Homomorphismus
zwischen Moduln endlicher Prdisentation ist fiir diese Topologie stetig.

Beweis. Nach Lemma 2.4.4 und Lemma 2.4.1 gilt
M=M®sA=M®eslimA/JA=1imM @4 A/JA =lim M/TM,

wobei der projektive Limes iiber das inverse System der offenen Ideale J von A gebildet
wird. Da M von endlicher Présentation ist, ist M /JM von endlicher Kardinalitdt. Wir
statten M/JIM mit der diskreten Topologie und M mit der davon erzeugten Limes-
Topologie aus.

Sei f: M — N ein Homomorphismus von A-Moduln endlicher Prisentation. Das
kommutative Diagramm

M N

lim f;

lim M/IM = lim N/IN
P P

zeigt, dass f stetig ist. O

Diese Topologie wird in Kapitel 5 eine wichtige Rolle spielen.

2.5 Die universelle Eigenschaft des pro-endlichen
Gruppenrings

Sei B eine kompakte Z,-Algebra. Wir werden héufig in der Situation sein, einen
gegebenen Homomorphismus G(K~/Q) — B* zu einem Ringhomomorphismus
Zp[|G(K~/Q)] — B fortsetzen zu wollen. In diesem Abschnitt werden wir das nétige
Werkzeug dazu bereitstellen.

Wir beschrianken uns dabei nicht auf Z, und G(K~/Q), sondern betrachten allge-
meiner den pro-endlichen Gruppenring

A[G] = lim A[G/U] = lim (4/3)[G/U]
U J,U

fiir eine kompakte Z,-Algebra A und eine kommutative pro-endliche Gruppe G, wo-
bei U und J die offenen Untergruppen von G, respektive die offenen Ideale von A
durchlaufen. A[G] ist damit selbst wieder eine kompakte Z,-Algebra. Wir beweisen
zunichst folgendes vorbereitendes Lemma:

Lemma 2.5.1. Sei A eine kompakte Z,-Algebra. Dann ist die Einheitengruppe A* C
A abgeschlossen in der Topologie von A und es gilt

A =1im(A/3)%,

wobei J die offenen Ideale von A durchliuft. Insbesondere ist A* eine pro-endliche
Gruppe.
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2 Zyklotomische Z,-Erweiterungen und pro-endliche Gruppenringe

Beweis. Die Elemente von lim(A/J) sind die Tupel (a3) von Elementen ay € A/7,

die unter den Ubergangsabbildungen des inversen Systems kompatibel sind. Klar gilt
damit:
A* Clim(A4/3)* Clim A/7.
— —

Auflerdem ist lim(A/J)* in A abgeschlossen, denn
—

lim(A/3)* = )¢5 ((4/9)%)

ist der Schnitt iiber die Urbilder unter ¢5: A — A/J der offenen und abgeschlosse-
nen Einheitengruppen (A/J)*. Sei nun

u = (ug) € lim(A4/3)*.

Dann gibt es fiir jedes J ein Element vy € (A4/J3)* mit uzvy = 1. Die Elemente vj
sind nach der Eindeutigkeit des Inversen notwendig unter den Ubergangsabbildungen
des inversen Systems kompatibel, definieren also ein Inverses von u in A. Deshalb gilt

AX = lim(A/3)%. O

Weiterhin erhélt man fiir jeden stetigen Homomorphismus ¢ : A — B von
kompakten Z,-Algebren durch Einschrénkung einen stetigen Homomorphismus ¢* :
A* — B> zwischen den Einheitengruppen. Das heifit, A — A* ist ein Funktor
von der Kategorie der kompakten Z,-Algebren in die Kategorie der pro-endlichen
Gruppen.

Wir kénnen nun die universelle Eigenschaft der Gruppenringe (siche [Bou89al, Kap.
I1, § 2.6) in einer pro-endlichen Version formulieren.

Satz 2.5.2. Sei A eine kompakte Z,-Algebra und G eine abelsche pro-endliche Grup-
pe. Dann besitzt A[G] nachstehende universelle Eigenschaft:

(i) A[G] ist eine kompakte A-Algebra und es gibt einen stetigen Homomorphismus
G L. A[G]~.

(ii) Friir jede kompakte A-Algebra B und jeden stetigen Homomorphismus

G -+ B~»

gibt es genau einen stetigen Homomorphismus von A-Algebren ¢ : A[G] — B,
so dass folgendes Diagramm kommutiert:

G L AlG]*
N
J
B><

Beweis. Fiir jede offene Untergruppe U von G ist G/U endlich und trégt die diskrete
Topologie, d.h. jede Teilmenge ist offen und abgeschlossen. Deshalb ist die natiirliche
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2.6 Zerlegung nach Charakteren

Abbildung G/U — A[G/U]* automatisch stetig. Den Homomorphismus j erhélt
man durch Ubergang zum projektiven Limes auf beiden Seiten.

Sei nun ¢ : A — B ein stetiger Homomorphismus kompakter Z,-Algebren und T
die Menge der offenen Ideale von B. Nach Lemma 2.4.1 gilt

B =lim B/J
[—
Jex
mit kompakten B-Algebren B/J endlicher Kardinalitéit. Der Kern Uy der Zusammen-
setzung der stetigen Homomorphismen

¢ 2. BX .+ (B/3)"

ist offen, da 1 in (B/J)* offen ist. Wir erhalten einen Homomorphismus endlicher
Gruppen

5 G/Us — (B/3)".
Die Konstruktion zeigt weiterhin, dass die Abbildungen j% mit den Ubergangs-Ho-
momorphismen des projektiven Systems kommutieren.

Dem Gruppen-Homomorphismus j7 entspricht nach der universellen Eigenschaft
abstrakter Gruppenringe (siehe [Bou89a] Kap II, §2.6) ein eindeutig bestimmter Ho-
momorphismus

¢3: (A/Y™(9))[G/Us] — B/3
zwischen A-Algebren endlicher Kardinalitéit. Dieser Homomorphismus ist damit aber
automatisch stetig.

Aus dieser universellen Eigenschaft folgt auBerdem, dass auch die ¢5 mit den Uber-
gangs-Homomorphismen kommutieren. Wir kénnen also zum projektiven Limes iiber-
gehen. Der gesuchte Homomorphismus ¢ ist dann durch die stetige Abbildung

ALG] — lim (4757 (2))[G/U5) = B

gegeben. Die Aussagen iiber Kommutativitit und Eindeutigkeit folgen aus den ent-
sprechenden Aussagen auf endlichem Level. O

2.6 Zerlegung nach Charakteren
Sei Ko/ Ko die zyklotomische Z,-Erweiterung von Ko, mit Ky N Qs = Q und
I'x A =G(Qx/Q) x G(Ko/Q) = G(K/Q)
(siehe Abschnitt 2.2). Mit
pr:G(Ko/Q) — T,  pa:G(Ko/Q) — A

bezeichnen wir die natiirlichen Projektionen.

Wir wihlen ferner einen Korper von endlichem Grad {iber Q,,, dessen Bewertungs-
ring O, alle Werte der Charaktere aus A enthilt und identifizieren A mit Hom(A, O))
(siehe Abschnitt 2.1). Die Gruppe Hom(A, O)) kénnen wir wiederum mittels

Hom(A, O,) — Homs(G(Kx/Q), O,), 0+ 0opa

35



2 Zyklotomische Z,-Erweiterungen und pro-endliche Gruppenringe

als eine Untergruppe von Hom(G(Kx/Q), O)) auffassen. Den Charakter 6 o pa
werden wir, unserer Konvention aus Abschnitt 2.1 folgend, ebenfalls mit § bezeichnen.

Ziel dieses Abschnittes ist es, den pro-endlichen Gruppenring O,[G(K~/Q)] unter
den Charakteren von A zu zerlegen. Ist p kein Teiler der Gruppenordnung A, so
lasst sich jedes Element w € O)[G(K/Q)] als eine Summe

E Weeo

0eA

29

UEA

darstellen. Dabei bezeichnet

die Idempotente zu 6 und die Elemente wy € Op[I'] sind durch w und 6 eindeutig
bestimmt (siche [Was97], § 6.3).

Teilt aber p die Gruppenordnung A, so ist eine Zerlegung des Gruppenrings unter
Charakteren im eigentlichen Sinne nicht moglich: In diesem Fall ist fA in Op[I" x A]
nicht invertierbar und deshalb ey kein Element von O,[I" x A].

Stattdessen arbeiten wir mit der von 6 induzierten Abbildung:

Definition 2.6.1. Sei § € A. Dann nennen wir

Py : Op[G(Koo/Q)] — Op[T'], 0= 0(o)pr(o), o€ G(Kx/Q)
die Projektion zu 6.
Das folgende Resultat ist nur wenig schwécher als obige direkte Zerlegung:
Satz 2.6.2. Sei
o = [1 po: OolG(Eo/QT — ] O,IIT.
feA fecA
Dann gilt:
(i) Der Ring-Homomorphismus ¢, ist fortsetzbar, d.h. er bildet Nichtnullteiler in
Nichtnullteiler ab. Auflerdem ist ¢, injektiv und endlich.

(ii) ¢k, induziert einen Isomorphismus
OplG(Koo/QN(#A) '] — ] Op[T1I(EA) ).
9eA
Insbesondere ist ¢, selbst schon ein Isomorphismus, wenn p die Ordnung von

A nicht teilt.

(iii) Sei Ly C Ko, 1 : G(Koo/Q) — G(Loo/Q) die natiirliche Projektion und Ay <
G(Lo/Q). Dann ist folgendes Diagmmm kommutativ

Oy [C(K oo/ Q)] I ©,Ir]
GGA
P P
Op[C(Loe/Q)] —22 T O,Ir]
e,
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2.6 Zerlegung nach Charakteren

und 1 ist fortsetzbar. Dabei bezeichnet v die Projektion auf die Komponenten
zu Charakteren 6 € Ay C A.

Beweis. Wir schreiben zur Abkiirzung

Q2 0,[G(Kx/Q)],
aZ [ olrl

e
A Z O, [I]A) 7.

Zunéchst halten wir fest, dass #A jeweils ein Nichtnullteiler in O,[I'], 2 und Q ist.
Dies ist leicht einsehbar, denn nach Lemma 2.3.5 ist € frei iiber A und dasselbe gilt
offensichtlich auch fiir Q@ und O,[I']. A ist aber regulir und lokal, also nullteilerfrei.

Die zweite Aussage folgt direkt durch Zerlegung nach Charakteren im Sinne von
[Was97], § 6.3. Durch

 orAr w  pylw)
Py : Q[(ﬁA) ] A, (ﬂA)z (ﬂA)Z
;. -1 a -1 w = P(w)
Py QUEA) ) — D)7, NN,

konnen py und ¢, fortgesetzt werden. Nun sind

Q[(#A) 7] = A[A]
Qa1 =] 4
I

beides freie A-Algebren vom gleichen Rang $A und man sieht leicht, dass es sich bei
¢, und py um A-Algebren-Homomorphismen handelt. Es reicht also zu zeigen, dass
i, Surjektiv ist.
Fiir jedes 0 € A ist die Idempotente ey ein Element von A[A] und es gilt

B _ 1 falls 7 = 6,
%@FWM12¢W@={
0 sonst.
ogeA
Also ist
Z agey € A[A]
0eA

ein Urbild von

unter ¢ und somit ¢ ein Isomorphismus.
Die erste Aussage des Lemmas lésst sich wie folgt aus der zweiten ableiten. Offen-
sichtlich ist Q als Modul iiber 2 endlich erzeugt, mit anderen Worten, ¢, ist ein
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2 Zyklotomische Z,-Erweiterungen und pro-endliche Gruppenringe

endlicher Homomorphismus. Das Diagramm

K

Q Q

Lo

Qla) ) 2 afea)

kommutiert und die Lokalisierungsabbildungen 2 und 7 sind injektiv, da an einem
Nichtnullteiler lokalisiert wird. Ferner sind ¢+ und j nach Lemma 1.2.7 fortsetzbar.
Also ist auch ¢k, injektiv und bildet ebenfalls Nichtnullteiler in Nichtnullteiler ab.
(Beachte jedoch, dass ¢, im Allgemeinen nicht flach ist.)

Die dritte Aussage folgt durch Nachrechnen: Sei 0 € G(K/Q). Dann gilt:

(61, 0¥)(0) = (00 ¥)()(Pr 0 ¥)(9)) gea, = ¥ ((0(0)pr(0)) ger) = (¥ 0 Px,)(0),

da die Einbettung ﬁg C A den Charakter 0 auf 0o abbildet und da pr = pro. Mit
der universellen Eigenschaft (siehe Satz 2.5.2) folgt ¢, 0% = 1) 0 dr,. Die Abbildung
1 ist trivialerweise fortsetzbar. Somit bildet auch v o ¢, = ¢, o ¥ Nichtnullteiler
in Nichtnullteiler ab. Da ¢, injektiv ist und somit Nullteiler in Nullteiler abbildet,
muss v ebenfalls fortsetzbar sein. O

Wir konnen in gleicher Weise noch weiter nach den Charakteren von endlicher
Ordnung auf I' zerlegen. Sei O, der Bewertungsring zu einem Koérper K, endlichen
Grades iiber ), der O, enthélt und 7 : I' — Ok, ein Charakter endlicher Ordnung
Nach Satz 2.5.2 erhalten wir eine Abbildung

7: Op[I'] — Ok,.

Um alle Charaktere endlicher Ordnung betrachten zu kénnen, variieren wir iiber die
Bewertungsringe Ok, aller Kérper K, von endlichem Grad iiber Q.

Lemma 2.6.3. Ein Element f € Op[I'] ist eindeutig durch seine Werte 7(f) €
Ok, fiir alle Charaktere endlicher Ordnung 7 : I' — Og, und alle Korper K, von
endlichem Grad tiber Q, bestimmdt.

Beweis. Sei 7(f) = 0 fiir alle Charaktere 7. Es reicht zu zeigen, dass dies bereits
f = 0 impliziert. Nach Definition gibt es eine eindeutige Darstellung f = (fy)nen
mit Elementen f, € Op[I'y], die kompatibel unter den Ubergangsabbildungen des
inversen Systems sind. Nach unserer Voraussetzung haben wir 7(f,) = 7(f) = 0 fiir
alle Charaktere 7 von I';,. Enthélt K, alle Werte der Charaktere in fn, dann ist

Oplln] — [ Ok, a (7(a)) 5,
Tefn
wieder injektiv (vgl. die Argumentation in Satz 2.6.2). Also gilt f,, = 0 fiir alle n und
somit f = 0. O

Bemerkung 2.6.4. Sei U die multiplikativ abgeschlossene Menge der Nichtnullteiler in
Op[I'], die von keinem Charakter 7 endlicher Ordnung in die Null abgebildet werden.
Dann gilt die Aussage des Lemmas auch fiir die Elemente im Unterring O,[T][U 1]
des totalen Quotientenrings Q(O,[I']): man betrachte jeweils die Fortsetzung von 7
auf diesen Ring. 7 ist jedoch nicht im Sinne von Definition 1.2.5 fortsetzbar.
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2.7 Regularitit und Cohen-Macauley-Eigenschaft

2.7 Regularitat und Cohen-Macauley-Eigenschaft

Ist p ein Teiler der Ordnung von A, so kann man leicht zeigen, dass Op[I' x A] im
Gegensatz zu A kein reguldrer Ring ist. Wir zeigen nun, dass O,[I' x A] zumindest
noch ein Cohen-Macauley-Ring ist (vgl. Definition 1.3.3).

Satz 2.7.1.  O,[I' x A] ist ein Cohen-Macauley-Ring der Dimension 2.

Beweis. Sei v ein topologischer Erzeuger von I'. Dann ist
p,y—1€A

eine regulére Folge fiir das maximale Ideal von A und dim A = 2 (siehe Satz 2.3.3).
Weiterhin ist O,[I' x A] eine endliche, freie A-Algebra (siehe Lemma 2.3.5). Also sind
die Homomorphismen

O, x A] =2+ O,[T x A]

O, x Al/(p) 7= 0, [T x A]/(p)

injektiv. Aus dem Lying-Over-Lemma folgt, dass p und v — 1 in jedem maximalen
Ideal von O,[I' x A] enthalten sind (siehe [Eis99], Cor. 4.17). Auf der anderen Seite
erhalten endliche Erweiterungen die Dimension (siehe [Eis99], Prop. 9.2); also gilt
dim Op[I" x A] = 2.

Die Dimension eines Ringes ist gerade das Maximum der Kodimensionen aller ma-
ximalen Ideale. Andererseits ist die Lénge einer regulidren Folge in einem Primideal
hochstens gleich der Kodimension des Primideals (siehe [Eis99], Prop. 18.2). Dies
zeigt, dass jedes maximale Ideal m von O,[I' x A] eine regulidre Folge der Lénge
codimm = 2 enthélt. Nach Definition 1.3.3 ist O,[I" x A] also ein Cohen-Macauley-
Ring. O

2.8 Charaktere und Primideale

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit dem Zusammenhang zwischen Primidealen

und Charakteren beschiiftigen. Wir setzen zur Abkiirzung Q £ Op[I' x A]. Nach
Lemma 2.3.5 kénnen wir Op[I'] als einen Unterring von Q auffassen.

Lemma 2.8.1. Sei P ein Primideal von 2 und p =P N Op[I']. Dann gibt es einen
Charakter x € A mit p, (B) = p. Gilt A ¢ B, so induziert p, einen Isomorphismus

Pxp Qp — A,
Beweis. Wegen py(a) = a fir a € Op[I'] gilt p C pp(P) fiir alle Charaktere 6 A.

Sei nun -
Q= HOP[[F]]7 ¢ = Hpe-

9eA 9eA

Nach Satz 2.6.2.(i) ist ¢ : @ — Q injektiv. Dem Lying-Over-Lemma (siehe [Eis99],
Prop. 4.15) zufolge gibt es ein Primideal 8 von Q mit ¢~ () = PB. P hat die Gestalt

T=p' x [ 011

I
0Fx
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2 Zyklotomische Z,-Erweiterungen und pro-endliche Gruppenringe

fiir einen Charakter y € A und ein Primideal p’ von O,[I']. Die Einschrénkung von
¢ auf O,[I'] ist die Diagonalabbildung

0,11 — [] 0,[11,
feA

a—(a,...,a).

Wegen ¢~ 1(B) N O,[I] = p folgt p’ = p und somit p,(P) C p. Damit ist der erste
Teil des Lemmas bewiesen.
Ist §A ¢ P, dann ist nach Satz 2.6.2.(ii)

ein Isomorphismus. Andererseits induziert die Projektion auf die Komponente von Q
zum Charakter x einen Isomorphismus

ﬁ% = Op[[r]]p'

Die Zusammensetzung dieser Isomorphismen ist gerade pp,. Dies beweist den zweiten
Teil des Lemmas. O

2.9 Cartier-Divisoren des pro-endlichen Gruppenrings

Die Gruppe der Cartier-Divisoren von Q 2 Op[G(K~/Q)] hat eine relativ einfache
Struktur:

Lemma 2.9.1. Sei O, der Bewertungsring eines beliebigen Erweiterungskorpers end-
lichen Grades von Qp, und =4 Op[G(Ks/Q)]. Dann gilt:

e(Q) = Q) /2%,

Beweis. ) ist eine endliche Erweiterung des lokalen Ringes A. Folglich besitzt 2 selbst
nur endlich viele maximale Ideale, mit anderen Worten, 2 ist semilokal.

Endlich erzeugte projektive Moduln mit konstantem Rang iiber einem semilokalen
Ring sind bereits frei (siche [Bou89b], Ch. II, Sec. 2, Prop. 5). Insbesondere ist jeder
invertierbare R-Untermodul I von Q(f2) frei vom Rang 1.

Offensichtlich erzeugt jede Einheit von Q(€2) einen freien 2-Modul vom Rang 1. Sei
umgekehrt = < L€ Q) (r,s € Q, s Nichtnullteiler) ein Erzeuger von I. Da I ein
freier 2-Modul ist, ist auch r ein Nichtnullteiler und somit = eine Einheit in Q(12).
Also ist die Abbildung

Q)" — €(Q) x — xf)

surjektiv.

Sei nun zQ = yQ mit z,y € Q(Q)*. Dann gilt z = uy und y = vxr = wovy mit
u,v € Q, also y(uv — 1) = 0. Da y eine Einheit von Q(Q) ist, folgt u,v € Q* und
somit

Q)™ /2 = ¢(Q).
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2.9 Cartier-Divisoren des pro-endlichen Gruppenrings

Bemerkung 2.9.2. Satz 2.7.1 zufolge ist ) ein Cohen-Macauley-Ring. Nach Lem-
ma 1.3.4 und Satz 1.3.2 wird also jeder Cartier-Divisor D € €(2) durch seine Bilder
in den Lokalisierungen €(2y) vollstdndig bestimmt (wobei p die Primideale der Ko-
dimension 1 durchlduft).

Folgendes Lemma zeigt, dass wir den Ring O, beliebig vergréfiern kénnen. Insbe-
sondere diirfen wir spéter stets annehmen, dass O, die Werte aller Charaktere aus

A = G(Ky/Q) enthilt.

Lemma 2.9.3. Seien O und Op die Bewertungsringe von Korpern E C F wvon
endlichem Grad iber Q. Dann gilt:

¢(Op[G(Kx/Q)]) € €(Or[G(Kw0/Q)]).
Beweis. Setze zur Abkiirzung
Op = Op[G(Kx/Q)],  Qr = Or[G(Kwx/Q)].
Nach Lemma 2.3.5 gilt
Qp = A ®z, Or[A] = A®z, Op[A] ®0, OF = Qp ®0y, OF.
Nun ist Qg ®0, OF eine freie endliche Qg-Algebra, d.h.
Qp — QF

ist ein injektiver und nach Lemma 1.2.7 fortsetzbarer Ring-Homomorphismus, indu-
ziert also einen injektiven Homomorphismus der Quotientenringe. Wir erhalten nach
Lemma 2.9.1 ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen

0 —— QF — Q)" — €(Q) — 0

b

0 —— Qf — Q)" — €(Qp) — 0

Fiir die Injektivitdt der rechten Abbildung reicht es dem Diagramm zufolge, folgende
Inklusion zu beweisen:

Q(QE)* NOS C QF.

Fiir beliebige Ringe R, S C T gilt (RN S)* = R* N S*. Infolgedessen kénnen wir in
obiger Inklusion die Einheitengruppen durch die Ringe ersetzen.

Indem wir bei Bedarf zu einer endlichen Erweiterung von F' iibergehen, diirfen wir
0.B.d.A. annehmen, dass F/E eine Galois-Erweiterung ist. Sei G 2 G(F/E). Dann
wird Qg ®p, O durch die Operation von G auf O zu einem G-Modul. Da G durch
Automorphismen operiert, ldsst sich die Operation auf den Quotientenring fortsetzen.
Die Elemente von Q(§2g) sind unter dieser Operation invariant.

Somit geniigt es, folgende Gleichheit zu zeigen:

(Qr ®o, OF)¢ = Q.
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2 Zyklotomische Z,-Erweiterungen und pro-endliche Gruppenringe

Die Relation Og = Op ist dquivalent zu der Exaktheit folgender Sequenz:

O%OEHOF%@OF,
geG
at+— (9a — a)geq-

Nun ist Qp frei iiber Og[I'] (vgl. Lemma 2.3.5) und Og[I'] = Og[T] flach iiber O
(siehe [Eis99], Theorem 7.2). Also ist der Funktor - ®p, Qg exakt und wir erhalten
eine exakte Sequenz:

0—— Qp — Qr —— POr,
geG
at— (g9a — a)gea

woraus wiederum Qg = Qp folgt. Damit ist alles bewiesen. O

2.10 Die Operation der stetigen Charaktere

In diesem Abschnitt werden wir eine Operation der Gruppe Homs(G(Ke/Q), O;)
der stetigen Charaktere auf dem pro-endlichen Gruppenring O,[G(Ko/Q)] definie-
ren. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass O, die Werte aller Charaktere aus

A enthilt.
Mit der kanonischen Zerlegung G(K+/Q) =T" x A aus Lemma 2.2.2 erhalten wir

Hom eg (G (Koo /Q), O ) = Hom, (T, OF) x A.

Die Untergruppe Hom (T, (’)px) besteht aus den Charakteren unendlicher Ordnung
und den Dirichlet-Charakteren von zweiter Art in Hom.s(G(Kw/Q), O,) (siche Ab-

schnitt 2.1), wihrend A nur Charaktere von endlicher Ordnung und erster Art enthélt.

Definition 2.10.1. Sei x € Hom,s(G(Kx/Q), O)). Dann nennen wir den im Sinne
von Satz 2.5.2 eindeutig bestimmten Automorphismus

Tu, : O,[G(Koe/ Q] — O5[G(Ko /)]
o— x(o)o, o€ G(Kx/Q)
die Verdrehung um x.
Bemerkung 2.10.2. Ist Ly C Ky und

X € Homcts(G(Loo/Q)a O;;) - Homcts(G(Koo/Q)a O;),

so vertauscht Tw, mit der Projektionsabbildung

2 Op[G(Koo/ Q)] — Op[G(Leo/Q)]

Dies ist eine einfache Konsequenz der universellen Eigenschaft (siehe Satz 2.5.2).
Insbesondere gilt dies fiir alle Charaktere aus Hom(I', O;).

Ist x € Homes(G(Koo/Q),0p) \ Homeys(G(Loo/Q), O)), so induziert Tw, kei-
nen Automorphismus von O,[G(Ls/Q)]. Um eine Verdrehung um x ausfithren zu
konnen, muss man deshalb von Ly zu einem grofleren Korper iibergehen. Dieses tech-
nische Problem wird uns in den folgenden Kapiteln des Ofteren begegnen.
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2.10 Die Operation der stetigen Charaktere

Setze

0% 0,[GK./Q)], 0% H Op[IT.

fe
Wir definieren wie folgt eine Hom s (G(K/Q), (’)X) Operation auf  und Q:

Hom s (G(Ko/Q), Op) x @ — (x; @) = Twy(a),
Homcts(F,O ) x Q — (T, (aa)aeﬁ) — (TwT(aa))aega
AxQ— ﬁ, (9, (aa)aeg) = (aaG)ae&

Lemma 2.10.3. Die Abbildung

b:0—Q, a— (pa(a))aea
aus Satz 2.6.2 ist Hom s (G(Koo/Q), O,)-dquivariant.

Beweis. Sei 0 € ﬁ, 7 € Hom ;s (T, (9?) und

=4 Z aso €, a, € Op[I'].

ocEA
Dann gilt
Twy-(a Z Twr(ay)0
ocEA
und somit
Pa(Twor(a) = Twr (D" (a5)ad(@) ) = Twy(pao(a)),
ocEA
womit alles gezeigt ist. O

Bemerkung 2.10.4. Wir erhalten auch eine Operation von Hom;(G(Kx/Q), O))
auf €(Q): Fiir jeden stetigen Charakter x € Hom(G(Kw/Q), O,) ist der Auto-
morphismus Tw, trivialerweise fortsetzbar, induziert also nach Lemma 1.2.6 einen
Automorphismus

Tw, : €(2) — €(Q).
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2 Zyklotomische Z,-Erweiterungen und pro-endliche Gruppenringe
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3 Stickelberger-Elemente und p-adische
L-Funktionen

In [Was97], Kapitel 7, wird eine Konstruktion von K. Iwasawa beschrieben, die die Sti-
ckelberger-Elemente der Zwischenkorper einer zyklotomischen Z,-Erweiterung durch
Zerlegung nach Charakteren mit p-adischen L-Funktionen in Verbindung bringt. Wir
adaptieren diese Konstruktion leicht, um ein Element des pro-endlichen Gruppen-
rings Op[G(K~/Q)] zu erhalten, welches wir als dquivariante L-Funktion bezeich-
nen. Zerlegt man dieses Element unter ungeraden Charakteren, so erhélt man die den
p-adischen L-Funktionen entsprechenden Iwasawa-Potenzreihen.

Das Material dieses Kapitels ist im Wesentlichen wohlbekannt. In [BGO03], Sec.
5.2, und [Rub00] werden dhnliche Betrachtungen angestellt. Im Vergleich zu diesen
Darstellungen wurden hier lediglich einige Details ergéinzt.

3.1 Stickelberger-Elemente

Zunichst betrachten wir nur die Kreisteilungskorper Q(¢x). Wir zweckentfremden
die Notation des geometrischen Frobenius und bezeichnen mit F, € G(Q({x)/Q), fiir
a €Z,(N,a) =1, das durch

Fa(CN) = (N
eindeutig bestimmte Elemente der Galoisgruppe. Nach unserer Normierung des Iso-

morphismus rec ist rec(F,) die Restklasse von a modulo N (siche Abschnitt 2.1).
Klar gilt Fup = FoFp fir a,b € Z, (a, N) = (b, N) = 1, insbesondere also

1 A fiir a > 0,
lla
[ prim
Fa = ..
Fall Fi= 1] A fura<o,
lla lIN—a
[ prim [ prim

wobei F; den geometrischen Frobenius zu [ und F_; die komplexe Konjugation be-
zeichnet (siche Abschnitt 2.1). Wir benutzen ferner folgende Schreibweise:

Notation 3.1.1.
. a 1+ F 1 e a 1 —F 1
+ — 92 y E— — 2 .

Da wir stets voraussetzen, dass p eine ungerade Primzahl bezeichnet, ist der in
e+ und e_ auftauchende Nenner eine Einheit in allen Erweiterungen von 7Z,. Es gilt
ferner
el =e_, ei:eJr, e_ey =0, e_ +epr =1,

d.h. die beiden Elemente bilden ein System zueinander orthogonaler Idempotenten.
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3 Stickelberger-Elemente und p-adische L-Funktionen

Definition 3.1.2. Wir nennen

1
aZe ¥ pr- ¥ (5-3) % cq6@/0)
(M)t (W)=t

das Stickelberger-Element von Q((n).

Bemerkung 3.1.3. £n stimmt mit dem ungeraden Anteil des in [Was97], Kapitel 6,
definierten Stickelberger-Elements iiberein. Wir folgen mit unserer Definition [BG03],
§ 5.2 und [Rub00].

Es gilt folgende Distributionsrelation:

Lemma 3.1.4. Sei n ein Teiler von N und ¢ : G(Q((n)/Q) — G(Q((r)/Q) die
natiirliche Projektion, bzw. die davon induzierte Abbildung der Gruppenringe iiber Q.
Dann gilt:

vEn) =6 J[ a-7A)
l|NH1:ZMm

Beweis. Durch Induktion iiber die Primteiler von % und ihre Vielfachheiten konnen
wir die Aussage auf die folgenden zwei Fille reduzieren:

Fall 1: Es gelte N = nl mit [ prim und [ | n. Dann folgt

ven= X (5-3) v

0<a<N
(a,N)=1

n—1
b+cen 1
> X (s
b=0  0<e<l
(b+cn,nl)=1

Cy @)

0<b<n \c=0
(b,n)=1

denn (b + cn,nl) = (b,n)(b+ cn,l) und (b,n) = 1 impliziert nach unserer Vorausset-
zung (b+ cn,l) = 1. Nun gilt

S (bren 1y b1 b1
=\ nl 2) n 2 2 n 2

und somit ¥ (§n) = &, wie behauptet.
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3.2 Der Nenner des Stickelberger-Elements

Fall 2: Es gelte N = nl mit [ prim und [ { n. Dann gilt

b 1
I S i
nl 2
ob<n 0<e<l
(b,n)=1 (b+cn,l)=1

S Z(b—i—cn_) DS (b—;lcn_;>]__b

0<b<n =0 0<b<n  0<ce<!
(byn)=1 (b,n)=1 (b+cn,l)=l

a 1
=t D (m‘z)’”@
0<a<nl
(a,nl)=l

bl 1
:fn— Z (nl_2>}—b}—l
0<b<n
(byn)=1

wie behauptet. O

Betrachte nun die zyklotomische Z,-Erweiterung von Ko = Q((np) fiir pf N. Es
gilt K, = Q({ypn+1). Dementsprechend werden wir K, mit Q(Cnype) bezeichnen.

Folgerung 3.1.5. Die Stickelberger-Elemente §nyn+1 definieren ein Element
Enp € QpG(QCNp=)/Q)] Z 1im Qp[G(Q(Cpr+1)/Q)]-

Beweis. Lemma 3.1.4 zeigt, dass die betrachteten Stickelberger-Elemente unter den
Ubergangsabbildungen kompatibel sind, denn alle Np"*! haben dieselben Primteiler.
O

Bemerkung 3.1.6. Beachte, dass Q,[G(Q({np>)/Q)] keine kompakte Z,-Algebra ist.
Insbesondere kann Satz 2.5.2 (die universelle Eigenschaft) nicht angewandt werden.
Es existiert zum Beispiel keine Fortsetzung von Tw o1 zu einem Endomorphismus von
Qu[G(Q(¢Np=)/Q)]. Ein solcher wiirde die Einheit 1 — oo ()7~ (fiir einen Erzeuger
v von T, vgl. Abschnitt 3.2) auf (1 —~~!) abbilden. Man iiberzeugt sich nun leicht,
dass (1 —77!) in Q,[G(Q(¢np)/Q)] ein Nullteiler ist.

Diese Bemerkung bezieht sich jedoch nicht auf die von einem stetigen Homomor-
phismus G — H pro-endlicher Gruppen induzierte Abbildung Q,[G] — Q,[H].

3.2 Der Nenner des Stickelberger-Elements

In diesem Abschnitt sei IV eine zu p teilerfremde Zahl. Wir betrachten die zyklotomi-
sche Z,-Erweiterung von Ky = Q({np) und setzen A = G(Q(¢np)/Q). Es wird sich
herausstellen, dass das Stickelberger-Element {xnp als ein Element des Quotienten-
rings von Zy[G(Q(C{np~)/Q)] aufgefasst werden kann.

Wir erinnern an den zyklotomischen Charakter

eyt 1 GQ/Q) — LY, a(Gr) = G fiir o € GQ/Q)
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3 Stickelberger-Elemente und p-adische L-Funktionen

aus Abschnitt 2.1. Der Charakter e, faktorisiert durch G(Q({np~)/Q); es gilt also

Ecyel € Hom gy (T X A,Z;).

Die A—Komponente von €y ist gerade ¢, die Homs(I', Z)) )-Komponente ist €.
Das folgende Element der Iwasawa-Algebra wird die Rolle eines Nenners des Sti-
ckelberger-Elements iibernehmen:

Notation 3.2.1. Sei v ein topologischer Erzeuger von I'. Setze
hy Z1—eo(y)y L €A

Das Element h, hingt nur unwesentlich von der Wahl des topologischen Erzeugers
v ab:

Lemma 3.2.2. Seien p und vy topologische Erzeuger von I'. Dann gilt h,, = h,u mit
u € AN*.

Beweis. Da v ein topologischer Erzeuger von I' = Z, ist, gibt es ein a € Z, mit
p = % Ferner gilt Zy[[',] = A/(v*" — 1). Fiir jedes n > 0 existieren eindeutige
an € Z,by, € Zy mit 0 < a,, < p™ und

a=Dbyp" + ay.
Setze
p"—l an—1
n = Z by~ + Z v
Dann gilt

(1= Dun =ba(1 =7 )+ (1 =7 ") =1—-p~" mod (" —1).

Mit ¢ £ % folgt:

pn—1-1p—1 pnTl-1c—1 an—1—1
n—+1 n— l _ n—1
Uy = § b —(k+lp )_|_ Z ,7 (k+lp + v (k+4cp )
k=0 1=0 k=0 1=0 k=0
p"~1-1p—1 p -1 c—1 an—1—1
_ —k —k
= RO DL D
k=0 [=0 k=0 [=0 k=0
pr—l-1 an—1—1

(bup + ) Z R+ YD
k=0

=u,_1 mod (anq —1).

Also konvergieren die u,, gegen ein Element u € A, das (1 —y )u =1 — p~! erfiillt.
Analog existiert ein Element v € A mit (1 — = ')v =1—~71. Da A lokal und re-
gulir, also nullteilerfrei ist, gilt v =v"1 € A*. D1e Aussage des Lemmas folgt nach
Anwendung von Tw (siehe Definition 2.10.1), denn der Automorphismus Tw
bildet Einheiten auf Einheiten ab. O
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3.2 Der Nenner des Stickelberger-Elements

Die Inklusionen

Zp|G(Q(Cnpr+1)/Q)] € Qp[G(Q(Crprt1)/ Q)]

induzieren eine injektive Abbildung

Zp[G(Q(¢Np=)/ Q)] — Qp[G(Q(Cnp=)/Q)]-
Also kénnen wir h als ein Element von Q,[G(Q({np=)/Q)] auffassen.
Lemma 3.2.3. h, ist eine Einheit in Q,[G(Q(C{np>)/Q)].

Beweis. Wir bezeichnen das Bild von v in G(Q(Cypn+1)/Q) = T’y x A ebenfalls mit
7. In Qp[G(Q(Cypn+1)/Q)] gilt 47" =1 und somit

h iy _ 1 —ea(yP" )y P"
Y (:2{: Eoo(V)kﬁ/ k) _ (7/ )7 1

I—eoc(M?" \ &= 1 —eoo(y)?"

Man beachte, dass 1 # exo(y) € 1 + pZy, d.h. ex(7) ist keine Einheitswurzel. Somit
ist der Nenner stets wohldefiniert. Nun zeigt man wieder leicht, dass die Elemente

p"—1
! (Z soow)kv—k) € Q[ (K, /Q)]

_ p"
1 500(7) k—0

unter den Ubergangsabbildungen kompatibel sind und somit ein Inverses von h~ in

Qp[G(Q(Cnp=)/Q)] definieren. ¥

Wir erhalten also eine Injektion

Zp[G(Q(¢np=) / QAT — QpG(Q(Crp=)/Q)]-

(Beachte, dass nach Lemma 3.2.2 der Ring Z,[G(Q({np=)/Q)][h5 '] nicht von der
speziellen Wahl des Erzeugers  abhingt.) Weiter unten werden wir zeigen, dass
Enpee ein Urbild unter dieser Abbildung hat. Zunéichst beweisen wir ein vorbereitendes
Lemma:

Lemma 3.2.4. Sei (N,p) = 1. Dann ist .7-"1_+le € G(Q(¢np=)/Q) ein topologischer
Erzeuger von I' C G(Q(Cnp=)/Q).

Beweis. Nach Definition (siehe Abschnitt 2.1) wirkt 7, +le wie folgt auf einer primi-
tiven Np-ten Einheitswurzel:

—1 __ +~14+Np
]:1+Np§Np —SNp T CNp-

Mit anderen Worten, die A-Komponente von F| Jrle ist trivial, also JF| +le e T.

Andererseits wird F;_ +le unter
rec: ' — 1+ pZ,

auf (1+ Np)~! abgebildet (siehe Abschnitt 2.1), also auf einen Erzeuger von 1 + pZ,.
]
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3 Stickelberger-Elemente und p-adische L-Funktionen

Definition 3.2.5. Sei y € Q. Dann bezeichne [y] € Z den ganzen Anteil von y,
d.h. die néchstkleinere ganze Zahl. Der gebrochene Anteil von y ist gegeben durch

def

{y} = y — [y], ist also die eindeutig bestimmte Zahl z € Q mit 0 < z < 1 und
y—z€ZL.

Lemma 3.2.6. Sei vy ein beliebiger Erzeuger von I'. Dann gilt

hy&np € Zyp [[G(Q(CNpOC )/ Q)]

insbesondere also
Enp € Q(Zp[G(Q(Cnp=)/Q)])-
Fiir die spezielle Wahl v = .7-'1_+le folgt

- ¥ Np [(1+Npa n
hfyngoo = < 5 — I: an+1 fa(lJer) mod (’Y — 1)
0<a<Npt1
(a,Np)=1

fir alle n > 0.

Beweis. Es ist klar, dass wir nur die letzte Aussage beweisen miissen, denn nach
Lemma 3.2.2 diirfen wir den Erzeuger frei wéhlen. Man beachte auflerdem, dass h., ein
Nichtnullteiler von A und somit auch von Z,[G(Q({np>=)/Q)] ist (sieche Lemma 2.3.5
und Lemma 1.2.7).

Sei also v = F,_ _:Np. Nach unserer Normierung der Reziprozitdtsabbildung erhalten

wir eco(Fyy,) = 1+ Np. Es gilt folgende Gleichung in Q[T x Al:

hy&nprst = (1= (14 Np)Frinp) (Z ({Np(flﬂ} - ;) fa)
= <{an+1} ;) Fo=(1+Np) Y ({Npcfm} - ;) Fa(+np)
SR s (-
Sa{ (A

wobei sich alle Summen iiber 0 < a < Np"*! mit (a, Np) = 1 erstrecken. In der
vorletzten Zeile wurde in der ersten Summe a durch a(l + Np) substituiert. Dies
entspricht einer Permutation der Summanden.

Nun gilt fiir ganze Zahlen a mit 0 < a < Np

] T = e = e ) { i |

Mit dieser Relation kénnen wir obige Gleichung zu

n+1.

Np (1+ Np)a
hvaan = E <2 - |:an+1 fa(lJrNP)
0<a<Np”+1
(a,Np)=1
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3.3 Die dquivariante L-Funktion

umformen. Da p # 2 vorausgesetzt war, liegen alle Koeffizienten in Z,, d.h. es gilt
h»yngn-H S Zp[Tn X A]

Da die Abbildungen Z,[G(Q({npnt1)/Q)] — Qp[G(Q(Cypn+1)/Q)] injektiv sind und
mit den Ubergangsabbildungen des projektiven Systems kommutieren, definieren die
Elemente hy&yyn+1 ein Urbild von hy&npeo in Zp[I' x A], fiir das gilt:

Np 1+ Np)a n
o= Y (G [Tt ) B med 7
p
0<a<Npm+!
(a,Np)=1
(beachte, dass Z,[I' x A]/(y" — 1) = Zp[I'y, x A]). O

Sei d ein Teiler von N. Nach Satz 2.6.2.(iii) ist die natiirliche Projektion

¥+ Zp[|G(Q(Cnp=) / Q)] — Zp[G(Q(Cap>)/Q)]
fortsetzbar. Lemma 3.1.4 impliziert nun:

Folgerung 3.2.7. Sei d ein Teiler von N. Ferner bezeichne

¥ QUZp[G(Q(CNp=) /Q)]) — QZp[G(Q(Cap=)/Q)])

die von der natirlichen Projektion induzierte Abbildung. Dann gilt:

(Enp) =Eape [ (1= F0).
IIN prim
ld

Beweis. Die Einschrénkung von 1 auf I' ist die Identitét (siche Lemma 2.2.2). Ins-
besondere wird h, auf h, abgebildet. Nach Lemma 3.1.4 folgt durch Ubergang zum
projektiven Limes

Y(hybnpe) = holape  [[ (1= F1) € Z,[G(Q((ape) /Q)]
I|N prim
Ud

und somit die Aussage fiir Q(Z,[G(Q(Cape)/Q)])- O

3.3 Die aquivariante L-Funktion

Sei S eine endliche Menge von Stellen von Q, die p und oo enthélt und sei K(/Q
auflerhalb S unverzweigt. Ist Ly C Ky, so bezeichnen wir mit

VKoo /Loo * G(Koo/Q) — G(Lo/Q)

die natiirliche Projektion, bzw. den entsprechenden Homomorphismus der pro-endli-
chen Gruppenringe. Nach Satz 2.6.2.(iii) ist ¢x__ /Lo 21 einem Homomorphismus

VKoo /Lo Q(Op[G(Koo/Q)]) — Q(Op[G(Leo/Q)])

fortsetzbar. Mit Gg bezeichnen wir die Galoisgruppe der maximalen, auflerhalb S
unverzweigten Erweiterung von Q (siehe Abschnitt 2.1).
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3 Stickelberger-Elemente und p-adische L-Funktionen

Lemma 3.3.1. Sei Ko/Q auflerhalb S unverzweigt und x : Gg — O, ein stetiger
Charakter. Dann existiert eine natirliche Zahl N, die folgende Bedingungen erfillt:

(i) Die Menge der Primteiler von Np stimmt mit S\ {oo} iiberein,
(i) Ko C Q(Cnp),
(iii) x € Homeys(G(Q(Cnp=)/Q), OF),

(iv) (N,p) = 1.

Beweis. Nach dem Satz von Kronecker und Weber (siehe Theorem 2.1.2) und der
Diskussion in Abschnitt 2.1 existiert ein IV, dass die ersten drei Bedingungen erfiillt.
Ferner hatten wir vorausgesetzt, dass Q,NKo = Q fiir alle n > 0 (siche Abschnitt 2.2).
Folglich kénnen wir N so wihlen, dass auch die vierte Bedingung erfiillt ist. O

Definition 3.3.2. Sei x : Gg — O ein stetiger Charakter und Ko/Q auBlerhalb
S unverzweigt. Wéhle ein N, das den Bedingungen von Lemma 3.3.1 geniigt. Dann
nennen wir

Lps(Koo,x) £ VQ(Cupoo )/ Koo ( TWx (64 — Enp=)) € Q(Op[G(K/Q)])
dquivariante L-Funktion zu Ko und S am Charakter x.
Lemma 3.3.3.
(1) Lps(Ks,X) hingt nicht von der speziellen Wahl von N ab.

(ii) Sei Lo ein Teilkorper von Ky. Dann gilt:
VK oo/ Lo (Lp,5 (Koo, X)) = Lp,5(Loos X)-
(iii) Sei T eine weitere endliche Menge von Stellen, die S enthdlt. Dann gilt:

£p7T(K007 X) = ﬁp,S(Koov X) H (1 — wa(e_.ﬂ)).
leT\S

Beweis. Zu (i): Sei d die minimale Zahl, die die Bedingungen von Lemma 3.3.1 erfiillt.
Dann gilt d | N. Auflerdem stimmt die Menge der Primteiler von d mit der von N
iiberein und Tw, vertauscht nach Bemerkung 2.10.2 mit w@(CNpm) JQ(Capoo)- Also gilt

YQCnpoo) /Koo (TWx (€4 = Enpe)) =
= (Y0Capoe) /Koo © TWX O V@(Cryo0)/QGapoe) ) (€4 — ENp)
= YQ(Capoe )/ Koo (T (e4 = Eap)
nach Folgerung 3.2.7.
Zu (ii): Ist Ko in Q(¢np) enthalten, so auch Ly. Da Lg ein Teilkorper von K ist,

enthélt S bereits alle in Ly/Q verzweigten Stellen. Damit erfiillt NV auch fiir Ly die
Bedingungen von Lemma 3.3.1 und es gilt:

Lp,5(Loos X) = YQ(pee) /Loo (TWX (€4 = ENp=)) = Ve /Lo (Lp,5 (Koos X))
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3.4 Zerlegung nach Charakteren

Zu (iii): Sei
MEN T &
1eT\S

Dann erfiillt M die Bedingungen von Lemma 3.3.1 fiir Ky, 7" und den Charakter
X € Hom 4 (Gg, (’)pX) C Hom (G, C’);). Nach Folgerung 3.2.7 gilt:
ﬁp,T(Kooa X) = TZJQ(C]\/IPOO)/KOO (wa(€+ - é.Mpoo))
= YQ(Cnpoe)/ Koo (wa (6’+ ~&vpe [ (1~ fz)))

1€T\S

Beachte nun, dass e; und e_ ein System zueinander orthogonaler Idempotenten bilden
und dass {npe = e_Enpo. Also gilt:

er —énpe [ (1-F) =

leT\S
= (e4 —e_Enpe) H (ex+e—(1—F)) = (e4 — Enp>) H (1—e_F),
1ET\S 1ET\S
woraus die Behauptung folgt. O

Bemerkung 3.3.4. Formal korrekt miissten wir

1 = (¢ o)/ Koo (T (€~ F1))

statt 1 — Tw,(e_F;) schreiben (sieche Bemerkung 2.10.2). Wir hoffen jedoch, dass
unsere Schreibweise nicht zu Missverstandnissen fithren wird.

3.4 Zerlegung nach Charakteren

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, wie die Bilder der dquivarianten L-Funktion
unter den Projektionen py (fiir # € A, siehe Definition 2.6.1) mit den p-adischen
L-Funktionen zu Dirichlet-Charakteren zusammenhéngen. Folgendes Lemma ist wohl-
bekannt:

Lemma 3.4.1. Sei x : Z — C ein primitiver Dirichlet-Charakter. Dann ist die
L-Funktion zu x fir s > 1 durch

L(x,s) 2 S x(n)

ns
n=1

definiert und auf ganz C meromorph fortsetzbar. Die Funktionswerte L(x,1 —r) fir
ganzzahlige r > 0 liegen in dem Erweiterungskorper Q({x(a)|a € Z}) von endlichem
Grad iber Q.

Beweis. Siehe [Brii95], Satz 2.4.1, Satz 2.4.2 und [Was97], Theorem 4.2. O
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3 Stickelberger-Elemente und p-adische L-Funktionen

Bemerkung 3.4.2. Ist F' ein endlicher Erweiterungskérper von QQ, mit Bewertungsring
Op und (fiir beliebiges S) x : Gg — O, ein Charakter endlicher Ordnung, so kénnen
wir y in der in Abschnitt 2.1 beschriebenen Weise mit einem Dirichlet-Charakter mit
Werten in C identifizieren, indem wir eine Einbettung ¢ : ¥ — C wiéhlen. Anderer-
seits existiert nach Lemma 3.4.1 ein Urbild von L(po x,1 —r) (fir » > 0 ganzzahlig)
unter o. Das Urbild o~ !(L(pox, 1—7)) hiingt offensichtlich nicht von ¢ ab. Wir werden
deshalb die Identifikation g in Zukunft nicht mehr gesondert kennzeichnen.

Lemma 3.4.3. Seien m > 0, k > 0, N ganze Zahlen mit (N,p) = 1 und x ein
Dirichlet-Charakter mit Fihrer Np* und Werten in dem Erweiterungskérper F von
endlichem Grad tiber Q,. Dann gilt:

. 1 _
Am T > xe™(@)a™ =—m(1— xe™(p)p™ ) L(xe™, 1 - m)
P ocasnpnt
(a,Np)=1

in ', wobei wir xe™ als primitiven Dirichlet-Charakter auffassen.

Beweis. Dies ist genau [Was97], Lemma 7.11, verkniipft mit Theorem 4.2. Beachte
dabei, dass der Teichmiiller-Charakter w in [Was97] fiir (a,p) = 1 wie folgt mit ¢
zusammenhéngt:

O]

Wir wollen den Zusammenhang mit den in [HKO03] verwendeten Elementen der
Iwasawa-Algebra herstellen.

Definition 3.4.4. Sei > 0 und x ein primitiver Dirichlet-Charakter mit x(—1) =
(—1)". Dann sei L,(x,1—7r) € Q(Op[I']) das nach Lemma 2.6.3 und Bemerkung 2.6.4
durch folgende Bedingung eindeutig charakterisierte Element: Sei 7 : I' — O) ein
Charakter endlicher Ordnung (mit O, geniigend grof3). Dann gelte

T(Lp(x, 1 = 1)) = (1= x7(p)p" ) L(x7,1 7).

Bemerkung 3.4.5. Die Elemente £,(x,1 — r) stimmen leider nicht ganz mit den in
[HKO03] verwendeten Elementen gleichen Namens iiberein, siche Abschnitt 6.5.

Folgender Satz ist eine direkte Konsequenz von [Was97|, Theorem 7.10. Da die
unterschiedliche Normierung der Reziprozitits-Abbildung leicht zu Verwechselungen
fiihren kann, geben wir hier den Beweis, adaptiert auf unsere Notation, vollstindig
wieder.

Satz 3.4.6. Sei (N,p) =1 und 6 : G(Q(Cnp)/Q) — O, ein Charakter mit Fiihrer N
oder Np. Die Menge S bestehe aus den Primteilern von Np und der archimedischen
Stelle. Sei weiterhin r > 0 ganzzahlig. Dann gilt

—r Ly(0,1—7r) fir6(—1) = (-1)",
pg(ﬁp,S(@(Cpr%eiycl)) = {1p( ) ;ﬂ?” 92—1; = E_lir_l'
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3.4 Zerlegung nach Charakteren

Beweis. Die Zahl N erfiillt die Bedingungen von Lemma 3.3.1 fir Ko = Q((np), S
und 6. Es gilt deshalb

Lp,5(QCNp=), ) = Twa-r(e4 — Enpoe).

cycl

Bezeichne

pr: G(Q(CNp>)/Q) — T

die natiirliche Projektion. Dann gilt pg(F_1) = 1. Auerdem gilt nach der Definition
des zyklotomischen Charakters (siehe Abschnitt 2.1) ey (F, ') = a € Z,, fiir a € Z,
(a, Np) = 1. Wir erhalten somit:

I
—~
|
—
~—
i
—_

L+ e gy (F-1) {1 fiir (—1)

T 1—r = -
(P o Tw1-+)(e+) 9 0 fiir 6(—1) = (—1)".

Fiir e_ gelten die entgegengesetzten Vorzeichen. Da {npe = e_Enpoe, folgt
Po(Lp,s(QCnp=)sey) = 1

fiir 6(—1) = (=1)"" L.
Sei nun §(—1) = (—1)". Wir zerlegen e.y¢ in eo und €. Wéhle v = fijp als
topologischen Erzeuger von I'. Nach Lemma 3.2.6 gilt:

per-rg(e+ — halnpo) =

1+ Npa N
a;ﬂ ([(J\—TF]WJF]?} - 2p> e 7f(a(l + Np))pr(Fa(+np)) mod (v — 1),

wobei sich die Summe iiber die Elemente a der Menge
A, 2{0<a < Np"™|(a,Np) =1}

erstreckt. Fiir a € A,, schreiben wir:

bo(a) 2 | 0

cn(a) ﬁ (1 + Np)a — an+1bn(a) = an+1 {m]\fp)a}

an+1

Die Abbildung ¢, : A, — A, ist gerade die Multiplikation der Restklassen modulo
Np™*! mit (1 + Np), gesehen als eine Permutation der Repriisentanten-Menge A,,.

Sei 7 ein Charakter endlicher Ordnung von I'. Fiir geniigend grofie n gilt 7(y)P" =
und somit

(o Twa ) (") = coo(Fily, 77 = (14 Npy" "7 =1 mod p",

d.h. die Abbildung 70 Tw_i—» : I' — (Op/p"Op)* faktorisiert durch I',. Nach der
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3 Stickelberger-Elemente und p-adische L-Funktionen

universellen Eigenschaft der pro-endlichen Gruppenringe (siehe Satz 2.5.2) gilt also:

(Topgo Twsiﬁ)(e_F — hy&npe) =

Np —r
= Z <bn(a) - 2> 5Cycl(]:a(1+Np))1 QT(fa(1+Np))

a€Ay

_ Np _

= a;:n (bn(a) — 2) (a(1+ Np))""*0r(a(l + Np))

=3 (bnw) - ]Zp) (cala) + Np™ 1 b,(a))" 107 (cala) + Np™ b, (a)
a€Ay

_ Np r— n

= agA:n (bn(a) - 2) cn(a)""107(cp(a)) mod pmtL.

Wir verwenden dabei, dass 6 ein Charakter mit Fithrer N oder Np und 7 stets ein
gerader Charakter mit Fiihrer p* fiir ein festes k ist. Daher gilt auch fiir n hinreichend
grof3:

S br(@a = (3 or(@ar 3 0r(Np - (N by )

acAn, 2 a€A, bE Ay,
e 1 r—1 _ _ r—1 r—1 — n+1
= 2(; B@ 4611 3 om0 ) =0 mod ",

Somit konnen wir den Term —% streichen:

(T opg o Tw€14> (e4 — hylnpe) = Z bn(a)en(a)"101(cpy(a)) mod pTt.

cvet a€An
Nun gilt:
(7’ opg o Tw@iy_ﬁ) (hy) = (7- o Tw_ i+ Opsl—rg) (1— o)y ™) =
=1-e,(M7(7) " =1=(1+Np)'r(1+ Np).

Wir erhalten folgende Kongruenz:

(T o Twsgr)(hw) Z a’0r(a) = (1 — (14 Np)'7(1+ Np)) Z a"0t(a)

= ; areT(ZE)A—n GZA; (a(1 + Np)) 0r(a(l + Np)) -
= :Z; a"fr(a) — :Z; (en(a) + Np™by(a)) 07 (cn(a))
= z; a"fr(a) - az; (cn(a)” + rNp" by (a)en(a) )07 (cn(a))
= EZ a’fr(a) — EZ cn(a) 07 (cn(a)) — Y rNp™ by (a)en(a) 107 (cn(a))
= ﬁgfp”“ > Z:(IZC”(CL)T_IHT(C”(CL)) aerz:)d p(ntD?
acAn
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3.4 Zerlegung nach Charakteren

Es gilt also:

T('ro Twagropslfrg) (e4—hyEnp=) = <To Twagr> Z Np n+1 mod p™+D).
a€An

Lemma 3.4.3, angewandt auf den geraden Charakter x = 07¢™" und m = r, liefert
nun das Ergebnis. O

Folgerung 3.4.7. Sei S eine endliche Menge von Stellen, die p und co enthdlt. Sei
ferner Ky/Q auj]erhalb S um)erzwezgt Der Bewertungsring O, enthalte die Werte
der Charaktere aus A. Ist 0 € A und r > 0 eine positive ganze Zahl, so gilt

(Lp.s(Koo, ™)) = Ep(a’l_r)leg[w(l—ale(fz)) fiir 0(—1) = (=1),
Po\Lp,5\ ooy &y 1 fﬁr@(—l):(_l)r—17

mit
T 2 {0, p} U {Primteiler des Fiihrers von 0} .

Beweis. Sei d oder dp mit (d,p) = 1 der Fiihrer von . Wir nutzen die Kommuta-
tivitéits-Aussage von Satz 2.6.2 und Lemma 3.3.3. Danach kénnen wir, indem wir
eventuell zu einem Teilkorper von Kj iibergehen, annehmen, dass Ky/Q nur iiber
p, oo und den Primteilern von d verzweigt ist. Dann erfiillt d die Bedingungen von
Lemma 3.3.1 fiir T, Ko und 6. Wir wenden Satz 3.4.6 fiir § an. Durch Vergréflern
der Menge T' zu S erhalten wir nach Lemma 3.3.3 die Euler-Faktoren in der obigen
Aussage. O

Wir zeigen nun noch, dass £, s(K«,x) ein Element in der Gruppe der Cartier-
Divisoren €(Op[G(K«/Q)]) definiert. Mit diesem Element werden wir uns spéter
eingehend beschéftigen. Zunichst beweisen wir ein vorbereitendes Lemma:

Lemma 3.4.8. Sei O, der Bewertungsring eines beliebigen Erweiterungskorpers end-
lichen Grades von Q, und | # p eine Primzahl, die in Ko/Q nicht verzweigt. Dann
ist der Euler-Faktor 1 — e_JF; ein Nichtnullteiler von Op[G(Ko/Q)].

Beweis. Nach Lemma 1.2.7 ist die Erweiterung O,[G(Kx/Q)] — O,[G(K/Q)]
fir O, C Oz/v fortsetzbar. Wir diirfen deshalb annehmen, dass O, die Werte der
Charaktere aus A enthélt. Nach Satz 2.6.2.(i) reicht es zu zeigen, dass fiir jeden
Charakter § € A das Element 1 — py(e_F;) € Op[I'] ein Nichtnullteiler ist. Nun gilt
aber sicher

po(F1) = 0(Dpr(F1) # 1.

Da O,[I'] ein regulérer lokaler Ring (siehe Satz 2.3.3), also nullteilerfrei ist, folgt die
Behauptung. O

Folgerung 3.4.9. Sei x : Gg — O ein stetiger Charakter. Dann ist L s(Keo, X)
eine Binheit von Q(Op[G(Ks/Q)]). Insbesondere erzeugt Ly, s(Koo, x) einen Cartier-
Divisor von O,[G(Ks/Q)].
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3 Stickelberger-Elemente und p-adische L-Funktionen

Beweis. Nach Satz 2.6.2.(iii) diirfen wir annehmen, dass Ko = Q((np) fiir ein N,
das den Bedingungen von Lemma 3.3.1 geniigt. Da alle Verdrehungen um Charaktere
Einheiten in Einheiten abbilden, kénnen wir 0.B.d.A. x = 5;y2d wéhlen.

Nach Satz 2.6.2.(i) kénnen wir feststellen, ob Epys(Q(CNpoo),sc_de) eine Einheit in
Q(O,[G(Kx/Q)]) ist, indem wir nach Charakteren § von A = G(Q({np)/Q) zer-
legen. Wir benutzen Folgerung 3.4.7. Nach Lemma 3.4.8 sind alle FEuler-Faktoren
Einheiten des Quotientenrings. Infolgedessen miissen wir nur £,(6, —2) fiir ungerade
Charaktere 0 betrachten (fiir gerade Charaktere ist nichts zu zeigen). Es ist aber be-
kannt, dass fiir  ungerade L(0, —2) # 0 gilt (siehe [Brii95], Satz 2.4.2). Offensichtlich
ist auch (1 — 6(p)p?) # 0. Nach Definition 3.4.4 folgt somit £,(6,—2) # 0, also die

Behauptung. O
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4 Das Theorem von Ferrero-Washington

In diesem Kapitel geben wir den Beweis von L. C. Washington ([Was97] bzw. [Was89))
des Theorems von Ferrero-Washington wieder. Dabei handelt es sich um eine Um-
formulierung des Beweises von W. Sinnot (siehe [Sin84]), der wiederum eine wesent-

liche Vereinfachung des urspriinglichen Beweises von Ferrero und Washington (siehe
[FWT9]) darstellt.

4.1 Die p-Invariante von K. lwasawa

Die Iwasawa-Algebra A =2 Z,[T] ist ein reguldrer und lokaler Ring der Dimension 2
und die Primideale der Kodimension 1 sind (p) und die von irreduziblen, ausgezeich-
neten Polynomen

P(T)=T"+an1T" " + -+ ap, n>0, a€(p), 0<i<mn,

erzeugten Hauptideale (siehe Satz 2.3.3). Ist M ein endlich erzeugter A-Modul, so gibt
es nach dem Strukturtheorem (siehe Theorem 1.9.2) einen Pseudo-Isomorphismus

s t
fM— A e@A/™) e PA/(PY)
i=1 j=1
mit irreduziblen, ausgezeichneten Polynomen P;.
Definition 4.1.1. Die Zahl .
def
p(M) = " m;

i=1

heifit u-Invariante von M.
Das Verschwinden der p-Invariante kann man wie folgt charakterisieren:

Lemma 4.1.2. Sei M ein endlich erzeugter Torsionsmodul iber A. Dann sind fol-
gende Aussagen dquivalent:

(i) w(M) =0

(i1) M ist iber Z, endlich erzeugt.
(i) M @p Ay = 0.
Beweits. Sei

fiM— PN o @A/PY)
i=1 Jj=1
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4 Das Theorem von Ferrero-Washington

ein Pseudo-Isomorphismus. Dann gilt nach Definition 1.9.1

Ker(f) QA A(p) = Coker(f) QA A(p) =0

und somit
S t s
Mo 2 (e}A/(pmi) @ @A/(PJMO D Ay = D Ay /(™).
= j=1 i=1

Die Aquivalenz von (i) und (iii) folgt daraus sofort.

Andererseits ist ein A-Homomorphismus f genau dann ein Pseudo-Isomorphismus,
wenn der Kern und der Kokern von f endliche Kardinalitit haben (siehe [NSWO00],
Bemerkung 4 nach Definition 5.1.4). Also diirfen wir in (i) und (ii) den Modul M

durch
t

M = DA/ = DA/ E)

j=1
ersetzen. Sei
P(T)=T"+ a1 T" ' + - + ag,

mit n > 0 und a; € (p), 0 < i < n ein beliebiges ausgezeichnetes Polynom. Dann gilt
A/(P) = Zy als Zp-Moduln. Andererseits ist

AJ(p") =Z/(p")[T]

eindeutig kein endlich erzeugter Z,-Modul. Damit folgt die Aquivalenz von (i) und
(i). O

Diese Charakterisierung werden wir jedoch erst spéter benstigen (siehe Kapitel 6).

4.2 Das Theorem von Ferrero-Washington

Sei Ko /K die zyklotomische Z,-Erweiterung eines abelschen Zahlkérpers K. Dann
ist
X £ lim CU(K,,) ®z Z,

n

ein A-Modul (siehe [Was97], § 13.3). Wir wollen folgendes Theorem beweisen:
Theorem 4.2.1 (Ferrero-Washington).

(i) Sei K eine abelsche Erweiterung von Q, p eine ungerade Primzahl und Ko /K
die zyklotomische Z,-Erweiterung von K. Dann gilt u(X) = 0.

(ii) Sei 0 ein primitiver, ungerader Dirichlet-Charakter der ersten Art und -y ein
topologischer Erzeuger von I'. Sei ferner O, der Bewertungsring eines Erwei-
terungskérpers endlichen Grades von Q,, der die Werte von 0 enthdlt. Das
mazimale Ideal von O, werde von m erzeugt. Dann ist ™ kein Teiler von

hoyL,(0,0) € O,[T].
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4.3 Vorbereitungen

Dabei reicht es, die zweite der beiden Aussagen zu zeigen:
Satz 4.2.2. In Theorem 4.2.1 impliziert Aussage (ii) die Aussage (i).

Beweis. Siehe [Was97], § 7.5. Der Beweis beruht im Wesentlichen auf der Klassen-
zahlformel. O

Der Beweis von Theorem 4.2.1 wird uns die néichsten Abschnitte beschiftigen. Im
letzten Abschnitt zeigen wir, welche Konsequenz das Theorem von Ferrero-Washing-
ton fiir den Cartier-Divisor hat, der von der dquivarianten L-Funktion erzeugt wird.

4.3 Vorbereitungen

Wir fiithren in diesem Abschnitt zwei Bezeichnungen ein, die wir spéter benottigen
werden.

Definition 4.3.1. Sei a € Z; und «a € pp-1 die eindeutig bestimmte p — 1-te Ein-
heitswurzel mit a = @ mod p. Dann setzen wir

(@)L atac + pZy.
Definition 4.3.2. Sei a € Z]f. Setze

i(a) @ log,(a)
- log, (14 dp)

Dabei bezeichnet log,, den p-adischen Logarithmus (sieche [Was97], § 5.1).

Mit der Funktion i hat es folgende Bewandtnis: (1 4 dp) ist ein topologischer Er-
zeuger der multiplikativen Gruppe 1+ pZ,,. Ist a € Z;, so gilt:

(1+dp)"® = (a).
Genauer gilt:

Lemma 4.3.3. Seien a,b € Z;. Dann gilt
(1) i(a) € Zy,

(i) i(ab) =i(a) + i(b),

(iii) i(a) = i((a)),

(iv) i( i

a) =i(b) mod p" genau dann, wenn (a) = (b) mod p
(v) i induziert einen stetigen Gruppenisomorphismus 1 + pZy, — Zp.

n+1

Beweis. Wir verwenden folgende Eigenschaften von log, (siehe [Was97], Satz 5.4 und
Lemma 5.5): Seien a,b € Z,. Dann gilt:
logp(a) € pZy
log,,(ab) = log,(a) + log,,(b)
log,,((a)) = log,(a)
[log, ({a))|, = [{a) —1],,,

p=|
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4 Das Theorem von Ferrero-Washington

wobei |z[, den p-adischen Betrag von z bezeichnet. Daraus folgen unmittelbar (ii),
(iii) und wegen
[log,, (1 +dp)| , = |dpl, =p~"

auch (i). Weiter folgt

= log,(a) = log,(b) mod p
= ‘log (g ‘ <p ™t
r\p /1, =
= (51, =
b P
= (a) = (b) mod p" !

und somit (iv). Die Injektivitit in (v) ist damit klar und da log, stetig ist, trifft dies
auch auf i zu. Da 1 + pZ, kompakt ist, ist das Bild von i abgeschlossen in Z,. Sei
a € Z. Dann gilt nach (ii)

i((1+dp)*) =ai(l+dp) = a.

Da Z in Z,, dicht ist, folgt die Surjektivitdt von i. O

4.4 |wasawa-Potenzreihen

Fiir der Rest des Kapitels sei 6 ein ungerader, primitiver Dirichlet-Charakter mit
Fithrer f = d oder f = pd, (d,p) = 1, d.h. 0 ist ein Charakter der ersten Art
(siehe Abschnitt 2.1). O, sei der Bewertungsring eines Erweiterungskérpers endlichen
Grades von @, der alle Werte von 6 enthilt. Das maximale Ideal von O, werde von
T erzeugt.

Das Element

v = Fiily € GQCap)/Q)

ist ein topologischer Erzeuger von I', wenn wir I" in der in Lemma 2.2.2 beschriebenen
Weise in G(Q((gp~)/Q) einbetten (siche Lemma 3.2.4). Die Zuordnung vy +— (1 +T)
induziert einen Isomorphismus

0: Op[T] — lm O,[T]/((T + 1) ~ 1) = O[T]
(siehe Satz 2.3.3). Wir setzen

9(T) £ o(hyLy(6,0)).
Ferner schreiben wir abkiirzend

wn(T) Z (T +1)P" —1.
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4.4 Iwasawa-Potenzreihen

Definition 4.4.1. Fiir n > 0 und a € Z, (a,dp) = 1 definieren wir

By (a) ¥ {(1 + dp) {dpffﬂ}] - %.

Dabei bezeichnen [y] und {y} den ganzen, bzw. gebrochenen Anteil von y € Q
(siehe Definition 3.2.5).

Lemma 4.4.2. Fir allen > 0 gilt

g(T)= > Bu(a)f(a)(1+T) @7 mod w,(T).

0<a<dp™t!
(a,dp)=1

Beweis. Aus Satz 3.4.6 folgt

‘cp(ev 0) = p@(ﬁp,S(Q(Cdp‘x’)a l))»

wobei die Menge S aus den Primteilern von dp und der archimedischen Stelle besteht
und 1 den trivialen Charakter bezeichnet. Nun gilt nach Definition 3.3.2

Po(hy Lp,s(QCap=), 1)) = po(hy (€4 = Eap)) = —Po(hyapee),

denn @ ist ungerade, d.h. py(e;) = 0. Mit Lemma 3.2.6 folgt

po(hyEapee) = Z Bn(a)p9(-7:a(1+dp)) mod (v —1).
0<a<dpnt?t
(a,dp)=1

Nach Definition (siehe Abschnitt 2.6) gilt pg(Fa14ap) = O(Fa(i4dp))Pr(Fa(i4dp))-

Unserer Konvention zufolge (siehe Abschnitt 2.1) identifizieren wir F,(j4p) mittels
rec mit a(1 + dp) und erhalten

O(Fa(1+dp)) = 0(a + adp) = 0(a),
denn der Fiihrer von 0 teilt adp. Andererseits ist

a(l+dp) _ g(a>(1+dp) _ C(1+dp)i(“)+1 — Vi(a)ﬂg
P

—1
PF(fa(l-s-dp))Cp”“ = Cpn+1 prtl prtl nt1

fiir alle n € N und somit pr(Fo144p)) = 4~ @=1 Die Identifikation v — (T + 1)
liefert nun das Ergebnis. O

Bemerkung 4.4.3. Das i(a) in [Was89] unterscheidet sich zu dem hier und in [Was97]
benutzten durch ein Vorzeichen. Diese unterschiedliche Konvention wurde jedoch in
[Was97] bei dem fiir g auf Seite 381 angegebenen Ausdruck unterschlagen.
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4 Das Theorem von Ferrero-Washington

4.5 Relationen der Koeffizienten B, (a)

Im Folgenden werden wir einige einfache Rechengesetze fiir ganze Anteile brauchen,
die wir hier zusammenstellen:

Lemma 4.5.1. Seia,b € Q und k € Z. Dann gilt:

(i) [—a] = {—a falls a ganz,

—1—[a] sonst.

(i) la +b] = [a] + [0] + [{a} + {b}],

[—al +{-a} = —a = —([a] +{a}),

also
[—a] + [a] = —=({a} + {—a}).

Fiir a € Z verschwindet die rechte Seite, fiir a ¢ Z ist 0 < {a} + {—a} < 2. Da die
linke Seite ganz ist, folgt {a} + {—a} = 1.
Zu (ii): Es gilt

[a+b+{a+b} =a+b=[a]+ {a} + [b] + {b}
= la] + [0] + [{a} + {b}] + {{a} + {0}}.

Die Behauptung folgt wegen {{a} + {b}} = {a + b}.

Zu (iii): Es gilt
-2 8+ ()2

nach (ii). Nun gilt {%}S%und%<%,also
| fab) _
o) 1] g

Daraus kénnen wir folgende Eigenschaften von B, (a) ableiten:

Lemma 4.5.2. Sein >0 und a,b € Z mit (a,dp) = (b,dp) = 1. Dann gilt
(i) Bp(a) = B,(b) fir a =b mod dp"1,
(i) Bn(—a) = —Bn(a),

(iii) >-%_g Bns1(a + kdp"™') = Bu(a).
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4.5 Relationen der Koeffizienten B, (a)

Beweis. (i) ist offensichtlich. Sei in (ii) deshalb 0.B.d.A. 0 < a < dp™*!. Mit Hilfe der
Regeln (i) und (ii) aus Lemma 4.5.1 folgt

Bu(—a) = Bu(dp™ — a) = {(1 +ap) (1- dpffﬂ)] - dgp
= (1+dp) + [—%] - % = %p - [%] = —Bu(a)

und damit (i). Beachte dabei, dass (Ltdp)a ¢ 7, weil nach Voraussetzung (a,dp) = 1.
dpnt
Wir beweisen nun (iii). Zunéchst stellen wir fest, dass

p—1 p—1
> Buila+kdp™™) =" By (b+ kdp™)
k=0 k=0

fiir a = b mod dp™*!: Fiir jede ganze Zahl k mit 0 < k < p gibt es genau eine ganze
Zahl k' mit 0 < k' < p, so dass a + kdp"*t! = b+ k'dp"*t! mod dp"*2. Nach (i) sind
also beide Summen gleich.

Die rechte Seite von (iii) hingt nach (i) ebenfalls nur von der Restklasse von a
modulo dp™*! ab. Deshalb kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass 0 < a < dp™*!. Fiir
zﬁListalso()§z<1. Es gilt

[Z)l dp)(z + k)} _ [[(14+dp)z+ (1 + dp)k]} _ [[(1 +dp)z] + (1 + dp)k]
p I p P
[ e {15 o
[
mit . { (1 +pdp)2] } (14 dp)e] —p [(1 —i—pdp)z] |

Nun gilt ¢ < p und somit

[c—i—k] B {0 wenn k < p — c,

p 1 wenn k>p—c.

Daher folgt

= 2 p=! n+1
d 1+d kd
ZBnH(a—l-kdp”H) = _i+ (1 4 dp)(a + kdp"™")
2 dpn+2

k=0 k=0

RIS [<1+dp><z+k>]

2 = p
_dp? g([(lerp)Z] dpk [c+k])
2 k=0 p p D
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4 Das Theorem von Ferrero-Washington

dp2+p[(1+dp)2} +dp(p—1)+c

2

— _%p +[(1 + dp)z] = By(a)

und somit (iii). O
SchlieBlich betrachten wir noch folgende Relation:

Lemma 4.5.3. Sei (1 + dp)dp < dp™*'. Fir 0 < a < dp"', (dp,a) = 1 sei

(1 +dp)a =z, mod dp"t! mit 0 < x, < dp™t. Dann gilt

dp wenn a < dp,
Bp(a—dp) — Bp(a) =< =1 wenn a > dp und z, < (1 + dp)dp,

0 sonst.
Beweis. Sei zuniichst a < dp. Dann gilt mit (ii) von Lemma 4.5.2:
By (a —dp) — By(a) = —By(dp — a) — By(a)

i[O ] 0],

denn die Argumente von [-] sind jeweils kleiner als 1.
Sei nun a > dp. Dann gilt mit (ii) von Lemma 4.5.1:

Bu(a — dp) — Ba(a) = [(1 + fgg{ffl dp)] ) [“d;@ﬂ

_ [(1 —|—dp)a} N [_(1 —i—dp)dp} N [{(1 —i—dp)a} N {_(1 —i—dp)dp}] B [(1 —l—dp)a]

dpn—l—l dpn—H dpn+1 dpn+1 dpn+1

(1 + dp)dp Tq (1 + dp)dp
1 |: dpn—l—l dpn+1 1 dpn—i-l
(1 + dp)dp]

dpn+1

:—1+[1+m“

woraus sich die beiden iibrigen Fille ergeben. O

4.6 Ein Kriterium fiir das Verschwinden modulo 7

Die Aussage des folgenden Lemmas ist zwar beinahe trivial, aber entscheidend fiir
das weitere Vorgehen:

Lemma 4.6.1. Sei f(T') € Op[T]. Dann gibt es genau ein Polynom

p"—1
Fa(T) =" apn(T +1)F € O[T
k=0

mit f(T) = fn(T) mod wy,(T). Insbesondere gilt f(T) =0 mod 7 genau dann, wenn
fiir alle k und n

arn, =0 mod

erfillt ist.
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4.6 Ein Kriterium fiir das Verschwinden modulo w

Beweis. Dies folgt direkt aus dem fundamentalen Isomorphismus

Op[TT] = lim Op[T]/(wn(T))

(siehe Satz 2.3.3), denn die Polynome in (1 + 7') vom Grad kleiner als p™ bilden ein
vollsténdiges Reprasentantensystem von Op[T']/(wn(T)). O

Beachte dabei, dass die Anordnung der Koeffizienten fiir die Teilbarkeit durch =
keine Rolle spielt. Dies werden wir wie folgt ausnutzen:

Lemma 4.6.2. Sei g(T) wie in Abschnitt 4.4. Wir nehmen an, dass g(T) = 0
mod 7. Dann gilt fiir alle n > 0 und alle b € Z:

Z B,(a)f(a) =0 mod T,

a€eMy

wobei sich die Summe iber die Elemente der Menge
M, £{0<a<dp"|(a,dp) =1, (a)=b modp"'}.
erstreckt.

Beweis. Nach Lemma 4.4.2 gilt
p"—1
AEDY ( 3 Bn(a)H(a))(l +T)* mod wy(T)
k=0 aENk

fiir
def n+1 o . _ n
Ny ={0<a<dp" " |(a,dp) =1, —i(a)—1=k modp"}.

Auf die Aussage des Lemmas kommen wir, indem wir die Koeffizienten umordnen:
O.B.d.A. gelte b € 1 + pZ, denn ansonsten ist M, = (). Nun gibt es nach Lem-
ma 4.3.3.(v) ein k mit 0 < k < p"! so dass —i(h) — 1 = k mod p" und nach
Lemma 4.3.3.(iv) gilt

Ny ={0<a<dp"|(a,dp) =1, i(a)=i(b) mod p"}
={0<a<dp"™|(a,dp) =1, (a)=b mod p"™} = M,

Fiir g(T) =0 mod 7 folgt also

Z B,(a)f(a) =0 mod 7

a€ My

nach Lemma 4.6.1. J
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4 Das Theorem von Ferrero-Washington

4.7 Eine weitere Umformulierung

Die Idee ist nun, mit den Koeffizienten B;,(a) neue Potenzreihen in O,[T] zu bilden,
die sich leichter handhaben lassen. Wir betrachten die folgenden Polynome:

Definition 4.7.1. Sei a € py,—1. Setze
g = > Bup(a)f(a)(1+ 1))

«a
0<a<dp™t?
a=a mod p

Bemerkung 4.7.2. Beachte, dass nach Konvention 0(a) = 0, falls d | a. Zusammen mit
a =« mod p erspart dies die Bedingung (a,dp) = 1.

Lemma 4.7.3. Die Folge der g definiert ein Element g, € Op[T7].
Beweis. Wir miissen zeigen, dass fiir alle n > 0 gilt:

G T) = g(T) mod wy(T).
Dies folgt leicht mit Lemma 4.5.2, Punkt (iii):

Z B (b)8(b)(1 4 T)+apb

0<b<dpnt?
b=a mod p

p—1
= Z ZBn(a + kdpn+1)¢9(a + kdpn+1)(1 + T)(1+dp)(a+kdp"+1)

0<a<dp™t! k=0
a=a mod p

= Y Bu(a)f(a)1+ 1) mod w,(T).

0<a<dp™t?
a=a mod p

Beachte dabei, dass (14+7)? = (1 +T)” mod w,(T) fiir a =b mod p" und dass der
Fiihrer von 6 gleich d oder dp ist. O

Aus Lemma 4.5.2 und Lemma 4.5.3 ergeben sich nun folgende Eigenschaften:
Lemma 4.7.4. Es gilt §_o((1+T)™' — 1) = §o(T).

Beweis. Es reicht, dies modulo w,(T) zu iiberpriifen. Benutze dazu Lemma 4.5.2,
Punkt (ii) und beachte, dass 6 ein ungerader Charakter ist. Es gilt

Y Bu(@@)(1+ (L + 1)t - 1)) =

0<a<dp™t?
a=—a mod p

= > Bu(a)f(a)(1+ 1) CFdre

0<a<dp™t!
a=—a mod p

Z B, (—=b)0(—b)(1 + T)(1+dp)b

0<b<dpnt?!
b=a mod p

= > Bu(®)o®) 1+ T) P mod wy(T)

0<b<dpnt!
b=a mod p

und somit die Behauptung. O
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4.7 Eine weitere Umformulierung

Lemma 4.7.5. Es gilt

Z (1 + dp)f(a)(1 + T)*(1+dp) Z 0(a)(1+T)°
dp(1+dp) _ B dp(1+dp) _
0<a<dp (1 + T) i ) 1 0<a<dp(1+dp) (1 T T) v P) 1

a=a mod p a=a mod p

und somit go(T) € Q(O,[T)).

9o (T) =

Beweis. Mit Lemma 4.5.3 gilt fiir hinreichend grofles n:

(1+ )dp(dp+1 DT =
= > B0)od)(1+ )P0 N B (a)f(a)(1 + T) )

0<b<dp"+1 0<a<dp™t!
b=a mod a=a mod p
= > Bula—dp)f(a—dp)(1+T)""*®) — " B,(a)0(a)(1+T) )
0<a<dp™t? 0<a<dpnt?!
a=a mod p a=a mod p
= > (Bula—dp) — Bu(a))b(a)(1 +T) %)
0<a<dp™tt
a=a mod p
=(1+dp) > @)@ +T) R — N f(a)(1+T) Y
0<a<dp 0<a<dpt!
a=a mod p zo<(14dp)dp
a=a mod p
=(1+dp) > a)A+T)UHP - N )1+ T)" mod w(T),
0<a<dp 0<z<dp(dp+1)
a=a mod p r=a mod p

wobei 0 < x, < dp™*! jeweils als Reprisentant der Restklasse von (1 + dp)a modulo
dp™*! gewihlt wird. Beachte dabei, dass a = 2, mod p und 6(a) = 0(z,). O

Das Kriterium aus Lemma 4.6.2 kénnen wir nun wie folgt formulieren:

Lemma 4.7.6. Sei g(T) =0 mod 7. Dann gilt:

Z Go(1+T)* =1)=0 mod 7.

agpp—1

Beweis. Es ist

S @+ == > 3 Bu(a)f(a)(1 + 1)+

acup—1 agpp—1 0La<dpnt!
a=a mod p
= > > Bl 14 T)0+b  mod w, (T)
0<b<pntl ac My
mit
={0<a<dp"™|(a,dp) =1, (a)=0b mod p" T}
Die Behauptung folgt nun direkt aus Lemma 4.6.2. O
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4 Das Theorem von Ferrero-Washington

4.8 Abschluss des Beweises

Der Beweis von Theorem 4.2.1 kann mit Hilfe des folgenden rein algebraischen Argu-
mentes schnell zu Ende gefithrt werden:

Lemma 4.8.1 (W. Sinnot). Fiir jede p — 1-te Einheitswurzel o sei
Fo(T) € Op[T] N Q(O[T]).

Angenommen
> Ful(14+T)* —1) € 70, [T]

a€pp—1

Dann gibt es Konstanten co € Op, so dass
Fo(T)+ Fo(1+T)t —1) =co mod 7O,[T].
Beweis. Siehe [Was97], Lemma 16.9. O

Beweis von Theorem 4.2.1. Wir nehmen an,
S Gu((+T) ~1)=0 mod .
a€pp—1

Nach Lemma 4.7.6 reicht es, diese Annahme zum Widerspruch zu fithren. Wende
Sinnotts Lemma mit F(T) = 3§,-1(T) an. Nach den in Lemma 4.7.4 beschriebenen
Symmetrieeigenschaften folgt

Ga(T) = %(ga(T) a1 +T) = 1) =ca mod 7O, [T].

Das kann aber mit Hilfe der Formel fiir §o(7") aus Lemma 4.7.5 leicht zum Wider-
spruch gefiihrt werden: Fiir o = 1 berechnet sich danach der Koeffizient von (1 + T')
in ((1+7T)®ErtD) —1)g,(T) zu

—0(1)=—-1#0 mod 7.

Andererseits hat ((1 4 T)%(@+1) _ 1)¢; als Polynom in (14 7)) keinen linearen Term.
Also gilt

((1+ D)2 1)3,(T) # (1 + T)P) — ey mod .

im Widerspruch zu unserer Annahme. ]

4.9 Eine Konsequenz fiir die aquivariante L-Funktion

Fiir die dquivariante L-Funktion hat Theorem 4.2.1 folgende Konsequenz:

Folgerung 4.9.1. Sei S eine endliche Menge von Stellen von Q, die p, oo und die
in Ko/Q verzweigten Stellen enthdlt; O, der Bewertungsring eines beliebigen Kdrpers
vom endlichen Grad iber Q, und 1 : Gg — O;f der triviale Charakter. Bezeichne
ferner

D € €(0,[G(Kw/Q))
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4.9 FEine Konsequenz fiir die dquivariante L-Funktion

den von der dquivarianten L-Funktion L, s(Koo, 1) erzeugten Cartier-Divisor. Ist P
ein Primideal von Op[G(Ks/Q)] mit p € B, dann gilt

Clagp) (D) = (1) € E(Op[G(Koo/Q)] )
fiir die natirliche Lokalisierungsabbildung 1 : Op[G(Koo/Q)] — Op[G(Koo/Q)]s-

Beweis. Sei vy ein topologischer Erzeuger von I' und h, “q_ Eoo (Y)Y~ € A. Mit
Lemma 3.2.6 folgt h L) s(Koo, 1) € Zp[G(Kos/Q)], d.h. wir kénnen £, (Ko, 1) als

h’yﬁp,S(Kooa ]l)

[,ns(Koo,]l) = ’
"

darstellen. Nach Konstruktion von €(ugp) (siche Lemma 1.2.6), reicht es zu zeigen,
dass

Zm(h“/)a Z‘B(h’yﬁp,S(Kom ]l)) € Op[[G(Koo/Q)]];fy
d.h. dass beide Elemente nicht in P liegen. Wir nehmen zunéchst an, dass O, die
Werte aller Charaktere von A = G(Ky/Q) enthélt und konnen somit Lemma 2.8.1
anwenden. Danach gibt es einen Charakter 6 € A mit

po(P) = () C Gp[IT,

wobei 7 einen Erzeuger des maximalen Ideals von O, bezeichnet. (Beachte, dass
Satz 2.3.3 zufolge (7) das einzige Ideal von Op[I'] der Kodimension 1 ist, welches p
enthélt.)
Nun ist
Po(hy) = hy = P(1 =7)
mit P(T) = 1—¢eoo(7)(14+T)~! € Z,[T7], also ganz sicher nicht durch 7 teilbar. Nach
Folgerung 3.4.7 gilt ferner

Po(lyLp,5(Koo, 1)) = hyLp(0,0) [T (1= po(F2)),
lesS\s’
mit
S" 2 {00} U {Primteiler von fp},
im Fall, dass 6 ein ungerader Charakter mit Fiithrer f ist. Nach dem Theorem von
Ferrero-Washington (siehe Theorem 4.2.1) ist 7 kein Teiler von £,(6,0). Andererseits
gilt
1—po(F1) =Q(y—1)

mit Q(T) = 1 —0(1)(1 + T)~'® € Z,[T]. Mit Lemma 4.6.1 folgt daher leicht, dass
auch 1 — pg(F;) nicht durch 7 teilbar ist. Im Fall, dass € ein gerader Charakter ist,
gilt

pg(hyﬁpVS(Koo, 1)) = h.
Es ist also nichts weiter zu zeigen.

Enthélt O, nicht alle Werte der Charaktere aus 3, so wéhle einen Bewertungsring
O,,, welcher die Werte enthilt. Nach dem Lying-Over-Lemma (siehe [Eis99], Satz
4.15) gibt es ein Primideal P’ von O, [G(K/Q)] mit P’ N O,[G(Kw/Q)] =B und
codimP’ = 1. Da h, und h,L, 5(Ko, 1) nicht in P’ liegen, sind sie auch nicht in P
enthalten. O
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5 Kohomologie von Z,-Erweiterungen

A. Huber und G. Kings betrachten in ihrer Formulierung der Hauptvermutung der
Iwasawa-Theorie fiir Dirichlet-Charaktere Kohomologie-Gruppen der Form

H % liLnngt(Spec Ox,[p™ 1], F).

n

Dabei bezeichnet HE, (Spec Ok, [N, F) die étale Kohomologiegruppe einer konstru-
ierbaren Z,-Garbe F iiber dem Schema Spec O, [N~1].

Die Gruppe H tragt in natiirlicher Weise die Struktur eines Z,[G(K/Q)]-Mo-
duls. Teilt p die Ordnung von G(K+/Q), so ist Zy[G(K/Q)] kein regulérer Ring.
H Dbesitzt dann im Allgemeinen keine endliche projektive Auflosung. Also existiert
auch kein charakteristisches Ideal im Sinne von Definition 1.7.6.

Stattdessen soll der entsprechende Komplex in der abgeleiteten Kategorie betrach-
tet werden. Die Entwicklung des Formalismus einer ,,abgeleiteten” Kategorie von
étalen Z,[G(Ko/Q)]-Garben, die fiir die Konstruktion dieses Komplexes notwendig
wére, ist jedoch technisch recht aufwendig (siehe [Eke90]).

Wir umgehen einen Teil dieses Aufwandes, indem wir étale Kohomologie durch
stetige Galois-Kohomologie ersetzen, also den Komplex stetiger Koketten mit Wer-
ten in kompakten Galois-Moduln betrachten. In diesem Kapitel erldutern wir diese
Konstruktion und untersuchen ihre Eigenschaften.

5.1 Moduln mit stetiger Galois-Operation

Sei €2 eine kompakte und noethersche Z,-Algebra und G eine pro-endliche Gruppe
(nicht notwendig abelsch). Wir fithren Bezeichnungen fiir folgende Kategorien ein:

Notation 5.1.1.

G-Cpt Kategorie der kompakten Raume mit stetiger G-Operation. Die Morphis-
men sind stetige G-Aquivariante Abbildungen.

Mod(Q2)  Kategorie der 2-Moduln.

Mody 4 (§2) Unterkategorie von Mod(£2) der endlich erzeugten £-Moduln.

Der(2)  abgeleitete Kategorie der Kategorie Mod(f).

Wir erinnern daran, dass auf jedem Modul der Kategorie Mods , (§2) eine kanonische
kompakte Topologie gegeben ist, fiir die alle Homomorphismen stetig sind (siehe
Folgerung 2.4.5 und Bemerkung 2.4.3). Bei Bedarf kénnen wir deshalb die Objekte
von Mody,, () als topologische Moduln auffassen. Dies ist dann interessant, wenn wir
auf 2-Moduln zusétzlich eine stetige G-Operation betrachten wollen:
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5 Kohomologie von Z,-Erweiterungen

Definition 5.1.2. Die Objekte der Kategorie G-Mody ,(§2) seinen endlich erzeugte
)-Moduln mit ihrer kompakten Topologie, zusammen mit einer stetigen G-Operation
durch Q-Homomorphismen. Die Morphismen sind stetige, G-dquivariante {2-Homo-
morphismen.

Lemma 5.1.3. G-Mody ,(S2), Mody 4 (2) und Mod(2) sind abelsche Kategorien. Fer-
ner sind sie -linear: Ist C eine der drei Kategorien und sind X, Y Objekte von C,
so trigt die Morphismen-Menge Home(X,Y) die Struktur eines Q-Moduls und die
Komposition von Morphismen ist bilinear.

Zum Beweis. Fiir die Axiome additiver und abelscher Kategorien siche [GM96], Kap.
I1, §5. Dass Mod(€2) und Mody 4 (£2) (fiir €2 noethersch) abelsch und €-linear sind, ist
eine bekannte Tatsache. Der Fall G-Mody ,(€2) ldsst sich andererseits leicht darauf
zuriickfithren. So sind Ker f und Coker f eines stetigen G-dquivarianten (2-Homo-
morphismus f : M — N gerade der Kern bzw. Kokern in der Kategorie Mods 4 (§2),
ausgestattet mit ihrer kompakten Topologie und der induzierten G-Operation. Die
Stetigkeit dieser Operation folgt aus der Kompaktheit der betrachteten Moduln. Die
Isomorphie von Bild und Kobild in G-Mody,(§2) ist dann eine direkte Konsequenz
der entsprechenden Isomorphie in Mody 4 (§2). O

Bemerkung 5.1.4. G-Mody 4 (€2) ist eine Unter-Kategorie der Kategorie der kompakten
Q[G]-Links-Moduln. Letztere ist auch dann noch abelsch, wenn 2 nicht noethersch
ist (siehe [NSWO00], Kap. V, § 2). Die in Abschnitt 5.2 bis Abschnitt 5.5 vorgestellten
Ergebnisse diirften sich ohne weiteres auf Moduln dieser Kategorie ausdehnen lassen,
wobei man in Abschnitt 5.5 das gewdhnliche Tensorprodukt durch das komplettierte
Tensorprodukt ersetzen muss.

Die Idee ist jedoch, dass, falls G = m(X,Z) die étale Fundamentalgruppe eines
Schemas X bezeichnet, auf dem p invertierbar ist, G-Mody, () dquivalent zu der
geeignet definierten Kategorie glatter und konstruierbarer 2-Garben sein sollte. Ist
) eine endliche Erweiterung von Z,, so ist dies eine wohlbekannte Tatsache (siehe
[KWO01], Anhang A).

5.2 Stetige Galois-Kohomologie

Die Kategorie G-Mody 4 (€2) ist zwar abelsch, hat aber nicht gentigend injektive Objek-
te. Die Konstruktion von rechts-abgeleiteten Funktoren ist deshalb nicht ohne weiteres
moglich. Stattdessen ordnen wir jedem Modul in G-Mody ,(§2) direkt den Koketten-
Komplex der stetigen Galois-Kohomologie in der abgeleiteten Kategorie der 2-Moduln
zu. Stetige Galois-Kohomologie wurde von J. Tate in [Tat76] eingefiihrt. Wir folgen
hier grofitenteils der Darstellung in [NSWO00], Kap. II, §3.

Sei M ein Modul in G-Mody 4 (2) und n > 0. Setze

(G, M) <€ Homg. ope (G™ 1, M).
Mit der Operation

QxCc"(G,M)— C"(G,M), (a,x)— az, (ax)(v) € a(z(v)), ve G}
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wird C™"(G, M) zu einem Q-Modul. Einem G-Mody ,(§2)-Morphismus f : M — N
wird die Q-lineare induzierte Abbildung

. Cc"(G,M) — C"(G,N), T foux
zugeordnet. Wir erhalten somit einen Funktor
C"(G,-) : G-Mody 4(2) — Mod ().

Fiir alle n > 0 ist dieser Funktor Q-linear, d.h. fiir Moduln X,Y der Kategorie
G-Mody 4(2) ist die Abbildung

HomG-MOdf,g,(Q) (X7 Y) - HomMod(Q) (Cn(Ga X)? Cn(Ga Y))? f = f*

ein 2-Homomorphismus.
Sei n > 0 und M ein Modul aus G-Mody ,(€2). Setze

" C™(G, M) — C"TH (G, M) x— 0"w.

Dabei ist 9"z auf dem Tupel (v, ..., v,11) € G"2 durch

n+1
" (vo, ..., vpp1) 2 Z(—l)laz(vo, ey Uy ey Unp1)
i=0
gegeben. (Mit v; deuten wir an, dass im Tupel (v,...,;,...,vn+1) das Element v;

ausgelassen wurde.)

Man priift schnell nach, dass die Abbildungen 0" ebenfalls -linear sind und als
natiirliche Transformationen der Funktoren C™(G, -) aufgefasst werden koénnen, d.h.
O™ kommutiert mit den induzierten Abbildungen. Ferner gilt "*! 0 9" = 0, d.h.

0 1 2
(G, M) Z- NG, M) Ze G, M) s

ist ein Komplex. Wir fassen ihn als ein Objekt der abgeleiteten Kategorie von Mod(£2)
auf und erhalten somit einen Funktor

C*(G,-) : G-Mody 4 (2) — Der(Q).

Definition 5.2.1. Sei M ein Modul in G-Mody 4(2). Dann heifit C*(G, M) stetiger
(homogener) Koketten-Komplex (mit Q-Modul-Struktur). Der Kohomologie-Modul

def

H"(G,M) =H"C*(G, M)
heifit n-te stetige Galois-Kohomologie.

Es gilt H*(G, M) = M€, denn auf der einen Seite ist jeder Kozykel ¢ € Ker 8° kon-
stant und G-#quivariant, kann also mit einem Element von M¢ identifiziert werden;
auf der anderen Seite ist jede konstante Funktion G — M stetig (da M kompakt, also
ein Hausdorff-Raum ist) und genau dann G-dquivariant, wenn der Wert der Funktion
in M liegt.

Ist M ein endlicher Modul in G-Mody 4 (€2), so ist stetige Galois-Kohomologie mit
Werten in M gleich der iiblichen Galois-Kohomologie (sieche [NSW00], Kap. II, § 3),
denn die kompakte Topologie eines endlichen Moduls ist diskret.
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5 Kohomologie von Z,-Erweiterungen

5.3 Exaktheit von C"(G, ")

Stetige Galois-Kohomologie kann allgemeiner fiir jeden topologischen G-Modul defi-
niert werden. Eine lange exakte Kohomologie-Sequenz existiert jedoch nur unter ein-
schrankenden Bedingungen (wesentlich ist dabei die Existenz eines stetigen Schnitts).
Folgendes Lemma zeigt, dass diese Bedingungen fiir die von uns betrachteten Moduln
stets erfiillt sind:

Lemma 5.3.1. Fir alle n >0 ist C"(G, ) ein exakter Funktor.
Beweis. Betrachte eine kurze exakte Sequenz in G-Mody 4 (Q):

f

0—— M Lo M 2 M — 0.

Es ist leicht zu sehen, dass fI' : C"(G,M') — C™(G,M) injektiv ist und dass
Im f* C Kerg? gilt. Wir zeigen Kerg? C Im f7: Sei v € G""! und » € Kerg~.
Dann ist g o z(v) = 0, d.h. z(v) € Kerg = Im f. Da Ker g abgeschlossen ist, ist die
Einschréinkung z : G"! — Im f stetig. Aus der Kompaktheit der Moduln und der
Injektivitit von f folgt, dass die Einschrinkung f : M’ — Im f ein Homdomorphis-
mus ist. Setze y 2 =1 o z. Die Abbildung y : G — M’ ist offensichtlich stetig.
Weil f G-dquivariant ist, trifft dies auch auf f~! und somit auf y zu. Darum gilt
y € C"(G, M'). Nun ist y ein Urbild von x unter f; also Im fI* = Ker g

Wir zeigen nun die Surjektivitéit von g7. Da die Moduln M und M” als Gruppen
pro-endlich sind, existiert eine stetige Abbildung (nicht notwendig ein Homomorphis-
mus) s : M” — N mit g o s = id (siehe [Ser64], Kap. I, Satz 1). Sei x € C™(G, M")
und v Z (v, ..., v,) € G, Setze

y(v) £ vos(x(vy 'v)).
y: GMTY — M ist als Zusammensetzung der stetigen Abbildungen

Gl .~ G x G G x gL GxM— M

v — (vo, ) (vo, u) —— (vg, s o x(u))
(v0, v) > (vg, vy 'v) (vo, m) > vom

stetig und offensichtlich G-dquivariant. Also gilt y € C™(G, M). Nach Konstruktion
ist y ein Urbild von z. Somit ist alles bewiesen. O

Aus diesem Lemma folgt leicht, dass man einer kurzen exakten Sequenz von Moduln
aus G-Mody. 4 (€2) kanonisch ein ausgezeichnetes Dreieck in Der(2) zuordnen kann:

Folgerung 5.3.2. Jede kurze exakte Sequenz in G-Mody 4 (§2)

0 — M 1o

g
M — M —0
induziert ein ausgezeichnetes Dreieck

o, M) L oG, M) 2 oG M) e oG, M)
in Der(92).
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5.4 Endliche kohomologische Dimension

Beweis. Nach Lemma 5.3.1 erhalten wir ein exaktes Tripel von Komplexen

f*

0—— C*(G,M') > C*(G, M) L~ C*(G,M") — 0.

Es ist bekannt, dass jedes solches Tripel kanonisch zu einem ausgezeichneten Dreieck
vervollsténdigt werden kann (siehe [GM96], Prop. 3.3.5). O

Jedes ausgezeichnete Dreieck in Der(2) gibt nun wiederum Anlass zu einer langen
exakten Kohomologie-Sequenz (siche [GM96], Theorem 3.3.6).

5.4 Endliche kohomologische Dimension

Definition 5.4.1. Sei G eine pro-endliche Gruppe. Die kohomologische Dimension
von G ist die kleinste ganze Zahl k, so dass fiir alle n > k und alle Moduln M in
G-Mody 4 (S2) gilt:

H"(G, M) = 0.

Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass man fiir Gruppen G endlicher kohomologischer
Dimension den Komplex C*(G, M) durch einen beidseitig beschrinkten Komplex
ersetzen kann.

Fir n > 0 sei

Z"(G,-) = Ker C"(G, ) -2+ om+L(@G, ).
Der Funktor Z™(G, -) ist ebenfalls Q-linear, im Allgemeinen jedoch nur links-exakt.

Lemma 5.4.2. G habe kohomologische Dimension k. Dann ist der Funktor Z¥*(G,-)
exakt und fir jeden Modul M aus G-Mody ,(S2) ist der natiirliche Homomorphismus
von Komplexen

k—2 k—1
L oy, My T 286G, M

P

k—2 —
e (el Vs NGl V) ol

8k+1

ein Quasi-Isomorphismus.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt H"(G, M) = 0 fiir n > k, also induziert obiger
Komplex-Homomorphismus einen Isomorphismus auf der Kohomologie und ist somit
ein Quasi-Isomorphismus.

Andererseits gilt danach auch Z*¥+1(G, M) = Im 0*. Fiir eine kurze exakte Sequenz
in G-Mody., ()

0—-M Lo 2o

7



5 Kohomologie von Z,-Erweiterungen

erhalten wir ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen und Spalten

Eine Diagramm-Jagd oder das Schlangen-Lemma zeigen nun, dass
gf : Zk(G7 M) - Zk(Gv M”)

surjektiv ist. O

5.5 Tensorprodukte und Koeffizientenerweiterungen
In diesem Abschnitt definieren wir zunéchst ein Tensorprodukt
G-Mody 4 (2) x Mody. 4 (2) — G-Mody 4 (€2)

und zeigen dann, dass das Tensorprodukt mit dem Funktor C*(G, ) vertauscht. Ins-
besondere trifft dies auf die Koeffizientenerweiterung eines Moduls (siche Definiti-
on 1.1.2) mittels eines endlichen Ringhomomorphismus zu.

Fiir Moduln M aus G-Mody,(€Q2) und N aus Mody,(§2) statten wir den Modul
M ®q N (das Tensorprodukt in Mody 4 (£2)) mit der G-Operation

Gx(M®qgN)— MeqgN (gm®@n)— (gm)®@n
und seiner kompakten Topologie aus. Man sieht leicht, dass die vom Tensorprodukt
induzierten Homomorphismen fiir diese Operation G-édquivariant sind.

Nicht ganz offensichtlich ist die Stetigkeit der so definierten G-Operation: Wir neh-
men zundchst an, N = Q" ist frei. Dann ist der natiirliche Isomorphismus

Mo Q" — M",  m® (n), — (nym)’,

G-dquivariant (und stetig), also muss die oben definierte Operation auf M ®q Q"
stetig sein. Fiir allgemeines N zeigt die Wahl einer endlichen freien Prasentation

AR —N—o,
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5.5 Tensorprodukte und Koeffizientenerweiterungen

dass die Operation auf M ®q N = Coker(id ® f) ebenfalls stetig sein muss: id @ f
ist offensichtlich G-dquivariant. Da nach Lemma 5.1.3 G-Mody () eine abelsche
Kategorie ist, ist Coker(id ® f) ein Objekt von G-Mody 4 (€2).

Wir erhalten also einen rechtsexakten Bifunktor

G—Modf.g.(ﬂ) X Modf,g.(Q) — G—Modf'g.(Q) (M, N) — M ®q N.

Da Mody 4 (€2) gentigend projektive Objekte besitzt, existieren die (klassischen) links-
abgeleiteten Funktoren

Tor (M, -) : Mody,(Q) — G-Mody , ().
Ist P*® eine projektive Auflosung des Moduls N aus Mody 4 (€2), so ist

Tor*(M,N) = H{(M ®q P*).

Als Q-Moduln stimmen die Tor$!(M, N) offensichtlich mit den Linksableitungen
des gewohnlichen Tensorprodukts iiberein. Sie tragen nun aber zusétzlich eine stetige
G-Operation.

Wir untersuchen das Vertauschen mit den Funktoren C™(G,-).

Lemma 5.5.1. Sei M ein Modul aus G-Mody4(S2), N ein Modul aus Mody ,(S2).
Dann gilt:

(i) Fiir alle natirlichen Zahlen k,i > 0 existiert ein natiirlicher Isomorphismus von
Bifunktoren

of - Tor(C*(G, M), N) — C*(G, Tor${(M, N))
und es gilt O o af = o o Torf(9%).
(i) Ist M als Q-Modul flach, so sind auch die Q-Moduln C*(G, M) flach.

(ii) Hat G endliche kohomologische Dimension d, so gelten die Aussagen (i) und
(i3) auch fir Z4(G, M) anstelle von C*(G, M).

Beweis. Zu (i): Fiir jedes n € N ist die Abbildung
n:Mw— M®qN me—men
ein G-dquivarianter 2-Homomorphismus. Die Abbildung
CH*(G, M) x N — C*(G,M ®q N)  (z,n) — aF(z)

ist Q-bilinear. (Die Linearitéit in z ist klar, die Linearitdt in n folgt sofort aus der
Q-Linearitit des Funktors C*(G,-).) Somit induziert sie einen Q-Homomorphismus

af : CHG, M) ®q N — C*(G, M ®q N).

Man priift schnell nach, dass a’é eine funktorielle Transformation ist und mit den

Differentialen &% vertauscht.
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5 Kohomologie von Z,-Erweiterungen

Betrachte nun zuniichst freie Moduln Q. Beachte, dass C*(G,-) als Q-linearer
Funktor mit endlichen direkten Summen vertauscht. Es gibt daher natiirliche Iso-
morphismen

CH(G, M) @ Q" = (CH(G, M))" = CHG, M") = C*(G, M @q Q).

Man {iiberzeugt sich leicht, dass die Zusammensetzung dieser Isomorphismen gleich
0/5’ ist.

Sei nun F* eine freie Auflosung von N. Wir erhalten nach dem eben Gezeigten
einen Isomorphismus von Komplexen

of  CF(@, M) ®q F* — C*(G, M ®q F*).

Da der Funktor C*(G, -) exakt ist, wird durch Ubergang zur Kohomologie der Kom-
plexe ein Isomorphismus

af : Tor?(C’k(G,M),N) =

= H {(C*(G, M) ®q F*) — H{(C*(G, M ®q F*)) =
= CMG, H (M ®q F*)) = C*(G, Tor} (M, N))

1%

induziert. Dieser Isomorphismus erfiillt offensichtlich die oben angefiihrten Bedingun-
gen.

Zu (ii): Ein Q-Modul M ist flach genau dann, wenn fiir alle endlich erzeugten Q-Mo-
duln N und alle i > 0 gilt: Tor$*(M, N) = 0 (siehe [Eis99],Prop. 6.1). Mit (i) folgt
daraus sofort die Behauptung.

Zu (iii): Die Ergebnisse von Lemma 5.4.2 zeigen, dass sich die Argumente aus (i)
und (ii) direkt iibertragen lassen. O

Wir wollen nun zeigen, dass C*(G, -) mit dem abgeleiteten Tensorprodukt ®§ und
mit Koeffizentenerweiterungen vertauscht. Wir beschrénken uns dabei auf den fiir uns
wichtigen Spezialfall.

Sei ' eine weitere kompakte und noethersche Z,-Algebra und ¢ : Q — Q' ein end-
licher und stetiger Ring-Homomorphismus. Als Koeffizientenerweiterung eines Moduls
M aus G-Mody 4 (§2) mittels ¢ bezeichnen wir den Modul

oM Z M eq QY

aus G-Mody 4 (Y'). Entsprechend bezeichnen wir den links-abgeleiteten Funktor der
Koeffizientenerweiterung von Q-Moduln (siehe auch Abschnitt 1.5):

Lo, : Der(Q) — Der(Q)  C*— C* @5 Q.

Satz 5.5.2. Sei G von endlicher kohomologischer Dimension. P sei ein Modul aus
G-Mody 4 (), der als Q-Modul flach ist.

(i) Sei M ein endlich erzeugter Q-Modul. Dann gilt

C*(G,P) @5 M = C*(G,P ®q M).
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5.6 Eingeschridnkte Verzweigung

(i1) Sei ¢ : Q — Q) ein stetiger und endlicher Ring-Homomorphismus. Dann gilt
Lo.C*(G, P) = C*(G, ¢.P).

Beweis. Um das abgeleitete Tensorprodukt zu berechnen, miissen wir C*(G, P) durch
einen quasi-isomorphen, nach oben beschriankten Komplex von flachen 2-Moduln
ersetzen. Da G von endlicher kohomologischer Dimension ist, liefert Lemma 5.4.2
einen solchen. Alles andere folgt aus Lemma 5.5.1. O

Bemerkung 5.5.3. Als Modell fiir die Ergebnisse dieses Abschnitts diente [Kat93],
Prop. 4.17 (der dort gegebene Beweis ist jedoch nicht ganz korrekt) und [Har77],
Kap. III, § 12. Die Methoden gehen urspriinglich auf A. Grothendieck zuriick.

5.6 Eingeschrinkte Verzweigung

Im Folgenden wollen wir die Betrachtung allgemeiner pro-endlichen Gruppen auf die
flir uns interessanten Fille spezialisieren. Sei K ein abelscher Zahlkorper. Wir fithren
folgende Bezeichnungen ein:

Notation 5.6.1.

P eine ungerade Primzahl.

S eine endliche Menge von Stellen von K, die alle iiber p liegenden Stellen und
die archimedischen Stellen enthélt.

Kg die maximale auflerhalb S unverzweigte Erweiterung von K.

Ferner bezeichnen wir mit
Gs(K) £ G(Ks/K)

die (pro-endliche) Galois-Gruppe der maximalen aufierhalb von S unverzweigten Er-
weiterung Kg/K. Ist K = Q so schreiben wir abkiirzend

Gs £ Gs(Q).
Die pro-endlichen Gruppen Gg(K') haben folgende wichtige zusitzliche Eigenschaft:

Satz 5.6.2. Sei M ein Modul von endlicher Kardinalitit in Gg(K)-Mody.4 (). Dann
sind die Kohomologie-Moduln H"(Gg(K), M) fiir alle n > 0 endlich und trivial fir
n > 2.

Beweis. Da M ein endlicher 2-Modul ist und €2 eine Z,-Algebra, ist die Ordnung von
M eine Potenz von p und wir hatten vorausgesetzt, dass p € S. Der Satz folgt nun
aus [NSWO00], Satz 8.3.17 und Theorem 8.3.19. O

Fiir den folgenden Satz miissen wir zusétzlich fordern, dass €2 als projektiver Limes
iiber ein durch N (mit der natiirlichen Ordnung) indiziertes inverses System

ey —— O —— O

von kompakten Z,-Algebren endlicher Kardinalitét €2; dargestellt werden kann. Eine
genaue Analyse des Beweises wiirde jedoch wahrscheinlich zeigen, dass diese Voraus-
setzung unnotig ist.
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5 Kohomologie von Z,-Erweiterungen

Satz 5.6.3. Firi € N sei Q; eine kompakte Zy,-Algebra endlicher Kardinalitdt,

Q 2 1im Q;,
(_
ieN

und M ein Modul in Gg(K)-Mody,(S2). Dann gilt fir alle n > 0:

H"(Gs(K), M) = lim H"(Gs(K), M ®q Q).
€N

Zum Beweis. Nach Lemma 2.4.4 gilt

M =1lim M ®q
1€N

und da M iber 2 endlich erzeugt ist, ist M ®q €; fiir alle ¢ € N von endlicher
Kardinalitat. Mit Satz 5.6.2 folgt aus [NSW00], Cor. 2.3.5 obige Gleichheit in der
Kategorie abelscher Gruppen. Man priift jedoch leicht nach, dass die dabei verwendete
Identifikation ein 2-Homomorphismus ist. O

Wir setzen nun voraus, dass (2 eine endliche Erweiterung der Iwasawa-Algebra A
ist. Dann erfiillt Q die Voraussetzung von Satz 5.6.3: Mit A (siehe Satz 2.3.3) ist auch
Q) noethersch. Da Q als A-Modul endlich erzeugt ist, hat Q ®, Z/(p*)[T;] endliche
Kardinalitdt und nach Lemma 2.4.4 gilt:

Q =1im Q@4 Z/(p")[T4).
ieN

Satz 5.6.4. Sei Q) eine endliche Erweiterung von A. Dann sind die Kohomologie-
Moduln H"(Gg(K), M) fir jeden Modul M aus Gg(K)-Mody,(2) tber € endlich

erzeugt.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass H"(Gg(K), M) iiber A endlich erzeugt ist. Fir
n = 0 folgt dies sofort, da M iiber 2 und somit iiber A endlich erzeugt ist und
HO(Gg(K), M) = MSsK) ein Untermodul von M ist. Sei also n = 1 oder n = 2.

Nach Satz 5.6.3 ist H"(Gg(K), M) projektiver Limes von A-Moduln endlicher Kar-
dinalitdt. Mit der entsprechenden pro-endlichen Topologie ist H"(Gg(K), M) kom-
pakt.

Sei k = Z/(p) der Restklassenkérper von A. Nach dem topologischen Nakayama-
Lemma (siehe [Was97], Lemma 13.6) ist ein kompakter A-Modul N endlich erzeugt,
wenn N ®a k endlich ist. Wir miissen uns also von der Endlichkeit des Moduls
H"(Gg(K), M)®n k iberzeugen. Da M als A-Modul endlich erzeugt ist, sind anderer-
seits die Moduln Tor* (M, k) fiir alle i > 0 endlich (ersetze M durch eine Auflssung
mit endlich erzeugten, freien A-Moduln). Nach Satz 5.6.2 wissen wir damit, dass
H"(Gg(K), Tor* (M, k)) endlich ist.

Da A ein lokaler regulérer Ring der Dimension 2 ist (siehe Satz 2.3.3), besitzt jeder
endlich erzeugte Modul iiber A eine freie Auflésung der Linge 2 (siehe [Eis99], Cor.
19.3 und Cor. 19.6), d.h. es gibt einen Komplex F'® bestehend aus endlich erzeugten,
freien A-Moduln, so dass F~¢ = 0 fiir 4 > 2 und die Sequenz

0——F 2 & ! FO k 0
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5.7 Induzierte Moduln

exakt ist.
Betrachte den Doppelkomplex C*(Gg(K), M) @ F*. Dieser liefert uns nach Lem-
ma 5.5.1 Spektralsequenzen

Tor®,(H/ (Gg(K), M), k) = HH(C*(Gg(K), M) &k k)
H7 (Gg(K), Tor™, (M, k)) = H™(C*(Gg(K), M) &K k)

(siehe [GM96], Kap. III, § 7.9). Beide Spektralsequenzen degenerieren bereits im
néchsten Schritt und alle Eintrége aulerhalb eines 3 x 3-Quadrats sind trivial. Da die
Anfangsterme H7(Gg(K), Tor®,(M, k)) der zweiten Spektralsequenz endliche Moduln
sind, folgt sofort dasselbe fiir die Endterme H"™/ (C*(Gg(K), M) ®% k).

Die erste Spektralsequenz liefert einen Isomorphismus

H*(Gg(K), M) @ k = H*(C*(Gs(K), M) @ k).

Daher ist H?(Gg(K), M) nach dem topologischen Nakayama-Lemma endlich erzeugt,
woraus wiederum die Endlichkeit aller Moduln Tor*(H?(Gg(K), M), k) folgt.
Betrachte nun das Differential

d : Tork (H}(Gg(K), M), k) — HY(Gg(K), M) @4 k.

Mit Tory (H2(Gg(K), M), k) ist auch Im d endlich.

Die graduierten Stiicke, die zum Endterm H'(C*(Gg, M) ®% k) beitragen, sind
Tor (H?(Gg(K), M), N) und Coker d. Also ist Coker d endlich. Damit muss aber be-
reits H'(Gg, M) ®4 k endlich sein. Dies galt es noch zu zeigen. O

Folgerung 5.6.5. Sei P in Gg(K)-Mody,(S2) flach als Q-Modul. Dann ist der Kom-
plex C*(Gg(K), P) perfekt.

Beweis. Dies folgt sofort aus aus Satz 5.6.4 und Lemma 1.5.4. O

5.7 Induzierte Moduln

In diesem Abschnitt beschéiftigen wir uns wieder mit den im Kapitel 2 eingefiihr-
ten pro-endlichen Gruppenringen einer zyklotomischen Z,-Erweiterung K., /Ko mit
KoNQx = Q. Sei O, der Bewertungsring eines Erweiterungskorpers endlichen Gra-
des von Q,. Wir setzen zur Abkiirzung

Q 2 Oy[G(Koo/Ko)]-

Die endliche Menge S = Sg von Stellen von Q enthalte p, die unendliche Stelle von
Q und alle in Ky/Q verzweigten Stellen. Die Menge der iiber S liegenden Stellen von
K,, bezeichnen wir mit Sk, oder ebenfalls mit S, falls der zugehorige Korper klar
ersichtlich ist.

Da nach Satz 2.2.4.(i) K,,/Q auflerhalb von S unverzweigt ist, ist auf der einen
Seite K, in der maximalen auflerhalb S unverzweigten Erweiterung von QQ enthalten,
auf der anderen Seite ist nach der Multiplikativitdt der Verzweigungsindices aber
auch jede aulerhalb S unverzweigte Erweiterung von K, bereits iiber Q auflerhalb S

83



5 Kohomologie von Z,-Erweiterungen

unverzweigt. Mit anderen Worten, Gg(K,,) ist eine offene Untergruppe von Gg und
es gilt
Gs / Gs(Ky) = G(K,/Q).
Insbesondere ist jeder Modul M in Gg-Mody,(O,) in natiirlicher Weise auch ein
Modul in Gg(Ky)-Modg g (O,).
Wir erinnern an folgende Konstruktion der Gruppen-Kohomologie (siehe [NSWO00],
Kap. II, § 3):

Definition 5.7.1. Sei G eine pro-endliche Gruppe, H C G eine offene Untergruppe
und M ein kompakter G-Modul. Dann ldsst sich die Normabbildung

Ng/H:MH—>MG m— Z om

fiir alle k£ eindeutig zu funktoriellen Homomorphismen
cor : HE(H, M) — H*(G, M),
den Korestriktionsabbildungen, fortsetzen.

Auf H*(CGg(K,), M) ist wie folgt eine Operation von G (K, /Q) definiert: Sei o die
Restklasse in G(K,,/Q) von g € Gg. Das Bild eines Kozykels ¢ : Gg(K,)**! — M

unter o wird durch
oc(x) & ge(g wg), @€ Gg(K,)H!

gegeben. Die Kohomologieklasse von oc ist dann von der speziellen Wahl von ¢ un-
abhiingig (siche [NSWO00], Satz 1.6.2). Auf MGs(En) = HO(G (K, ), M) ist dies gerade
die von Gg induzierte Operation.

Diese Operation ist mit den Korestriktionsabbildungen

cor : H¥(Gg(Ky11), M) — H¥(Gg(K,), M)

und den Zusammenhangshomomorphismen kompatibel (siche [NSWO00], Satz 1.5.4).
Der projektive Limes
lim H*(Gs(Ky), M)

n

iiber die Korestriktionsabbildungen trigt auf diese Weise die Struktur eines 2-Moduls.
Ziel ist es, diesen Modul als Kohomologie-Modul eines Objektes in Gg-Mody ,(€2) zu
interpretieren.

Sei M ein Modul in Gg-Mody 4 (O,). Wir statten den Modul

Indic, (M) £ M 00, O,[C(K/QI ={ Y me@o | mgenf
0eG(K,/Q)

mit der stetigen Gg-Operation
GS X IndKn(M) — IndKn(M)

(9.3 me@a) > gmo @ Wi, (g7 = 3 gmiae, (o) © 0

e o’
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5.7 Induzierte Moduln

aus. Dabei bezeichnet Vg, : Gg — G(K,,/Q) die natiirliche Projektion.

Mittels der Projektion @ — Op[G(K,,/Q)] fassen wir Indg,, (M) als ein Objekt von
Gg-Mody 4 (§2) auf. Ind, ist in offensichtlicher Weise ein Funktor und die Projektion
Tmn @ Op[G(Kp/Q)] — O,[G(K,/Q)] (fir m > n > 0) induziert einen natiirlichen
Morphismus

Indg,, (M) — Indg, (M)

Z Ay @ 0 +— Z ( Z ao—)@T

c€G(Km/Q) TE€G(Kn/Q) mm,n(0)=T
von Moduln in Gg-Mody 4 (€2).

Definition 5.7.2. Sei S eine endliche Menge von Stellen von Q mit p,oco € S und
sei Ky/Q auBlerhalb S unverzweigt. Dann heifit

Indg., (M) £ limInd, (M) = limInd, (M/p"M).

n n

der von M (kompakt) induzierte Modul in Gg-Mody, 4 ().

Als Q-Modul ist Indg_ (M) isomorph zu M ®p, 2 und Gg operiert auf Indg_ (M)
durch
gm@w) =gme Uk, (9w

fir g € Gg, m € M und w € Q, also in gleicher Weise wie auf Indg,, (M).

Satz 5.7.3. Sei M ein Modul in Gg-Modsg(O,). Dann gibt es einen natirlichen
Isomorphismus von Q-Moduln:

H*(Gg,Indg_ (M)) = lim H*(Gg(K,), M).

pam—
n

Zum Beweis. Die Moduln M /p" sind endlich, also gleichzeitig kompakt und diskret.
Nach dem Lemma von Shapiro fiir diskrete Moduln (sieche [NSWO00], Satz 1.6.3) in-
duziert die Abbildung

Indg, (M/p"M) — M /p" M, Z My @ 0 — My
ceG(Kn/Q)

einen natiirlichen Isomorphismus
sh : H*(Gg, Indg, (M/p™)) — H*(Gs(K,), M/p™)

und [NSWO00], Satz 1.6.4 zeigt, dass shomy, n, = corosh. Die Aussage folgt nun durch
Ubergang zum projektiven Limes. ]

Bemerkung 5.7.4. Analoge Betrachtungen im Fall lokaler Kérper wurden bereits von
Pierre Colmez durchgefiihrt, siehe [Col98], Satz II1.1.1.

Wir beweisen nun noch zwei wichtige Eigenschaften von induzierten Moduln.

Lemma 5.7.5. Sei M ein Modul in Gg -Mody.,(Op). Dann gilt

H°(Gg,Indg_ (M)) = 0.
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5 Kohomologie von Z,-Erweiterungen

Beweis. Es gilt nach Satz 5.7.3 und Satz 5.6.3

H(Gg,Indg., (M)) = lim H(Gg(K,), M)

= lim H*(Gs(K,,), M/p* M) = lim H(Gg, Ind g, (M /p"* M)).
n,k k

Insbesondere geniigt es, die Aussage fiir die endlichen Moduln M /p*M zu beweisen.
Sei deshalb von nun an M endlich. Die aufsteigende Kette von Untermoduln

MGsEo) ¢ pGs(K) ... c mGsEn) ...

wird stationér, d.h. es gibt eine natiirliche Zahl N, so dass fiir n > N und alle ¢ > 0
gilt:
MGS(Kn+a) — MGS(KH) — (]\4(}3(I<n+a))G'(I(thCL/I<'IL)7

d.h. G(K,14/Ky) operiert trivial auf MSs(Kn+a) - Also ist die Normabbildung

NG (K pa 1) # MESE) — M)

gleich der Multiplikation mit p® = § G(Kp+q/Kp). Ist nun a so groB, dass p®M =
0, dann ist Nq(k,.,/K,) gleich der Nullabbildung, d.h. fiir den projektiven Limes
beziiglich der Normabbildungen muss gelten:

lim H(Gg(K,), M) = 0.

n

Lemma 5.7.6. Sei Ko C Lo und Lo/Q aufSerhalb S unverzweigt. Bezeichne

¥+ G -Mody 4 (Op[G(Loo/Q)]) — Gis -Mody 4 (Op[G(Koo/Q)])

die von der natirlichen Projektion ¢ : G(Loo/Q) — G(Koo/Q) induzierte Koeffizi-
entenerweiterung. Dann gilt fir jeden Modul M in Gg-Mody ,(Op):

W, Indy (M) = Indg_ (M).

Beweis. Sei m € M, 1 € @ £ 0,[G(Ls/Q)] und k € Q £ O,[G(Ko/Q)]. Wir
miissen zeigen, dass der Isomorphismus von 2-Moduln

fipIndp (M) = M @0, @0 Q — M ®0, Q = Indg._ (M)
me1l®k—mep()k

Gg-dquivariant ist. Bezeichne U : Gg — G(F/Q) (mit F' = Lo, K& ) die natiirliche
Abbildung. Die Operation von g € Gg auf ¢, Indp o (M) ist durch

gmIQk)=gme ¥, _(¢ ek
gegeben (vgl. Abschnitt 5.5). Wegen ¢ o Uy = Vg folgt
Flgme U, () ek) =gme Uk (g YDk =gf(me 1 k),
also die Behauptung. O

Bemerkung 5.7.7. Man zeigt in gleicher Weise leicht, dass Indx_ mit endlichen Er-
weiterungen des Ringes O, vertauscht.
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6 Die aquivariante Hauptvermutung

In diesem Kapitel werden wir unser Hauptresultat, die dquivariante Hauptvermutung
der Iwasawa-Theorie fiir die zyklotomische Z,-Erweiterung abelscher Zahlkorper, for-
mulieren und beweisen.

6.1 Formulierung der aquivarianten Hauptvermutung

Sei S eine endliche Menge von Stellen von Q, welche die archimedische Stelle co und
die ungerade Primzahl p enthélt. x : Gg — O, sei ein stetiger Charakter mit Werten
im Bewertungsring O, eines Erweiterungskorpers endlichen Grades von Q.

Mit Op(x) bezeichnen wir den freien Op-Modul vom Rang 1 mit der Gg-Operation

Gg XOp(X) - OP(X)?
(g,m) — x(g)m.

Dies ist klar ein Modul der Kategorie Gg-Mody,(Op) (sieche Abschnitt 5.1).
Ein wichtiger Spezialfall ist der Modul Zy,(ecyer) aus Gg-Mody 4, (Zy). Es gilt

Zp(ecycl) = @ﬂp"a
n
wobei pn den (multiplikativ geschriebenen) Z,-Modul der p™-ten Einheitswurzeln mit
der natiirlichen Gg-Operation bezeichnet. Die Ubergangsabbildung Hopnt1 — fpn it
das Erheben in die p-te Potenz.

Sei nun K/Q eine auBerhalb S unverzweigte, endliche und abelsche Erweiterung
von Q und K /K die zyklotomische Z,-Erweiterung von K. Wir sind nur an K
interessiert, kénnen also 0.B.d.A. K durch Ky = KL ersetzen (siche Abschnitt 2.2).

Nach Konstruktion (siehe Definition 5.7.2) ist der induzierte Modul Indg_ Op(x)
ein freier Op[G(K/Q)]-Modul vom Rang 1 mit der Gg-Operation

Gs xIndx Op(x) — Indx Op(x),  (g,m) = Ug_(g ") xEcyer(g)m,

wobeil Vg : Gg — G(K«/Q) die natiirliche Projektion bezeichnet.
Wie in Kapitel 3 bezeichne F_; die komplexe Konjugation und

%14-.7:_1 ﬁl—}-_l
€+ = 9 ) € = 27

die entsprechenden idempotenten Elemente von O,[G(K~/Q)].

Im Laufe dieses Kapitels wird es sich herausstellen, dass der Kokettenkomplex
C*(Ggs,e—Indg. Zp(ecyer)) der stetigen Galois-Kohomologie (siehe Kapitel 5) eine
sinnvolle Verallgemeinerung des pro-endlichen Limes der Klassengruppen in der klas-
sischen Formulierung der Hauptvermutung darstellt. Insbesondere werden wir zeigen,
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6 Die dquivariante Hauptvermutung

dass dieser Komplex ein perfekter Torsionskomplex im Sinne von Definition 1.5.3 ist
(siche Satz 6.3.4).

Also konnen wir die in Kapitel 1 entwickelte Konstruktion des charakteristischen
Ideals auf C*(Gg, e— Indk,_ Zy(cye)) anwenden und erhalten ein Element

char C*(Gg, e— Indg Zp(ecyer)) € C(Op[G(Ks/Q)])
in der Cartier-Divisor-Gruppe. Das folgende Theorem ist unser Hauptresultat:

Theorem 6.1.1 (Aquivariante Hauptvermutung, [BG03], Theorem 6.1). Sei
p eine ungerade Primzahl und Ko /K die zyklotomische Z,-Erweiterung eines abel-
schen Zahlkérpers K. S sei eine endliche Menge von Stellen von Q, die p, die archi-
medische Stelle oo, und alle in K /Q verzweigten Stellen enthdlt. 1 : G(K«/Q) — Zy,
bezeichne den trivialen Charakter. Dann ist die dquivariante L-Funktion £, (Koo, 1)
ein Erzeuger des charakteristischen Ideals

char C*(Gg,e— Indg_ Zp(ecyer)) € CZp[G(Kx/Q)]).

Die &quivariante L-Funktion £, g(K, 1) hatten wir in Kapitel 3 aus dem Li-
mes von Stickelberger-Elementen konstruiert. Durch Zerlegung nach Charakteren
gewinnt man die {iblichen p-adischen L-Funktionen zu Dirichlet-Charakteren (siehe
Satz 3.4.6).

Durch das Verdrehen mit stetigen Charakteren von Gg (siche Abschnitt 2.10) er-
halten wir folgende Verallgemeinerung;:

Folgerung 6.1.2 (Um x verdrehte Hauptvermutung, [BG03], Theorem 7.1).
Sei O, der Bewertungsring eines Erweiterungskérpers endlichen Grades von Q, und
X : Gs — O ein stetiger Charakter. Dann ist L, s(Kwo, x) ein Erzeuger des cha-
rakteristischen Ideals

char C.(Gs, wa(ef) IHdKOO Op(X_lgcycl)) € Q:(Op[[G(KOO/@)H)

Der Beweis beider Aussagen wird uns fiir den Rest dieses Kapitels beschéftigen.

6.2 Kohomologie von Z, ()

In diesem Abschnitt wollen wir die Kohomologie von Indg_ (Zp(ecycr)) bestimmen.
Dabei folgen wir weitgehend den Beweisen von [BGO03], Lemma 3.2 und Satz 5.1. Wir
verwenden nachstehende Bezeichnungen (siche auch [NSW00], Kapitel VIII, § 3):

Definition 6.2.1. Sei L ein Zahlkorper und S eine Menge von Stellen von L, die alle
archimedischen Stellen enthélt.

(i) Of ¢ bezeichne den Gruppe der S-FEinheiten von L, d.h. O] 4 besteht aus den
Elementen von L, die fiir jede Stelle v von L mit v ¢ S im Bewertungsring des
lokalen Korpers L, Einheiten sind.

(ii) Sei Ig die von den Stellen von L auflerhalb S frei erzeugte abelsche Gruppe.
Betrachte die Abbildung

val : L* — Ig, x Z val,(x)v,
véS
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6.2 Kohomologie von Zy(& cyc1)

wobei val, die additive Bewertung zur Stelle v bezeichnet. Dann heifit
Cls(L) = I/ Imwal

S-Klassengruppe von L. Mit anderen Worten, Clg(L) ist die Faktorgruppe der
vollen Klassengruppe CI(L) modulo der von den endlichen Stellen von S er-
zeugten Untergruppe.

Fiir Galois-Erweiterungen L/Q betrachten wir beide Gruppen mittels der natiirlichen
Operation als G(L/Q)-Moduln.

Sei Sg wieder eine endliche Menge von Stellen von Q mit p,co € S und Sy, die
Menge der Stellen eines Zahlkorpers L iiber den Stellen von Sgp. Wir unterdriicken
den Index L, falls klar ersichtlich ist, um welchen Korper es sich handelt.

Bezeichne
X def X
OS - U OL,S

die Vereinigung der Gruppen der Sp-Einheiten iiber alle aufierhalb von Sg unver-
zweigten Erweiterungen L von Q. Die Gruppe OgF ist damit in natiirlicher Weise ein
diskreter Gg(Q)-Modul.

Sei L/Q eine endliche Galois-Erweiterung. Wir zerlegen Sy, = S 5 U Sp o in die
Menge der endlichen Stellen S7, y und die Menge der archimedischen Stellen Sy, o in

Sr. Ist A eine abelsche Gruppe, so bezeichne A[Sy ¢] den G(L/Q)-Modul & Av
’UESLJ

mit der Operation

G(L/Q) x A[SL f] — A[SL ¢, (U, Z avv) — Z ayov.

vGSLyf ’UESL,f

Betrachtet man A als trivialen G(L/Q)-Modul, so ist

¢:A[SL ] — A, Z Ay > Z ay

offensichtlich ein G(L/Q)-Homomorphismus. Ist L'/L eine endliche Galois-Erweite-
rung, so ist

aL//L:A[SLI,f]—>A[SL7f], Z AW +— Z Zawv

WESL/J' UESLJ w|v
ein G(L'/Q)-Homomorphismus und es gilt ¢ o oz /p, = <.

Lemma 6.2.2. Seien L' /L und L/Q auferhalb von S unverzweigte, endliche Galois-
Erweiterungen. Dann gilt:

(i) H'(Gg(L),0%) = Of g als G(L/Q)-Moduln. Die Korestriktionsabbildung ist
gleich der Normabbildung

Npor :OZ/,S’_’OE,& U H ou.
s€G(L//L)
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6 Die dquivariante Hauptvermutung

(ii) HY(Gs(L),0%) = Cls(L) als G(L/Q)-Moduln. Die Korestriktionsabbildung ist
gleich der Normabbildung Ny, : Cls(L') — Cls(L), d.h. fir eine Stelle v ¢
S, von L und eine Stelle V von L tiber v gilt Np, (V') = f(V|v)v, wobei f(V]v)
den Restklassenkdrpergrad der ensprechenden lokalen Erweiterung bezeichnet.

(iii) Folgendes Diagramm von G(L'/Q)-Moduln ist kommutativ und die Zeilen sind
exakt:

0— H2(GS(L/)7 Og) Qg Lp — QP/ZP[SL’J] — @p/Zp —0

N r|

0 —— H*(Gs(L), 0%) ®z2 Zp — Qp/Zy[S1 ] — Qp/Zy — 0

Zum Beweis. In [NSWO00], Satz 8.3.10 wird (i), (ii) und die Exaktheitsaussage von
(iii) gezeigt. Die Kommutativitét folgt im Wesentlichen aus [NSW00], Satz 8.1.4 und
Satz 8.1.10. O

Die Kohomologie von Z(ecye;) lésst sich nun leicht berechnen.

Lemma 6.2.3 (siche [BGO03], Lemma 3.2). Sei L/Q eine auferhalb von S un-
verzweigte, endliche Galois-Erweiterung. Dann gilt

Hl(GS(L>7 Zp(Ecyer)) = O;,S ®z Ly

und Korestriktionsabbildung ist durch die Normabbildung gegeben. Ist L' /Q eine weite-
re aufSerhalb S unverzweigte, endliche Galois-Erweiterung mit L C L', so ist folgendes
Diagramm von Zy|G(L/Q)]-Moduln kommutativ und die Zeilen sind exakt.

0 — Cls(L) ®2 Zy — HX(Gs(L'), Zp(eyet)) — Zp|Spr f] —> Zp — 0
Npjp cor aL//Ll l
0 — Clg(L) ®z Zy — HX(Gs(L), Zp(coyer)) — ZplSp f] —> Zp — 0

Beweis. Fiir jede natiirliche Zahl n ist die Kummer-Sequenz
x D" X

exakt (sieche [NSWO00], Satz 8.3.3). Wir betrachten die dazugehorige lange exakte
Kohomologiesequenz. Fiir ein geniigend grofies k& annulliert p* den endlichen Zy-Mo-
dul Cls(L) ®z Z, und die lange exakte Kohomologiesequenz liefert ein kommutatives
Diagramm mit exakten Zeilen

0 — OZ,S/(Oz,s)p R Hl(GS(L)aﬂpk(nH)) — Cls(L) ®z Ly — 0

i pk 0
A\

0 —— OF o /(OF " ——+ HY(Gs(L), ptypn) — Cls(L) @z Z — 0

Durch Ubergang zum projektiven Limes erhalten wir den ersten Teil der Aussage.
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6.2 Kohomologie von Zy(& cyc1)

Setze H, 2 Ker(H?(Gs(L), 0%) N H?(Gg(L),0%)). Aus der langen exakten
Kohomologiesequenz der Kummersequenz folgt die Exaktheit von

0 — Clg(L)/p"Cls(L) — H*(Gs(L), tpn) —» H,, — 0.

Andererseits liefert uns Punkt (iii) von Lemma 6.2.2 zusammen mit dem Schlangen-
lemma eine exakte Sequenz

1 1
00—~ H, — <an/Z) 1S5 —> EZ/Z — 0.

Die Ubergangsabbildung zu den entsprechenden Sequenzen fiir n — 1 ist, bis auf
die natiirliche Projektion Clg(L)/p"Cls(L) — Clg(L)/p" *Cls(L), jeweils Multi-
plikation mit p. Der Ubergang zum projektiven Limes bei beiden Sequenzen liefert
zusammen mit dem natiirlichen Isomorphismus

1
lim —7/7 = 7,
— p?’b

n

die Exaktheit der Zeilen im Diagramm des Lemmas. Die Kommutativitit des Dia-
gramms sieht man nun leicht ein. O

Betrachte nun wieder die zyklotomische Z,)-Erweiterung K, /Ky. Wir erhalten fol-
gende Beschreibung der Kohomologie von Indk.__(Zy(€cyer))-

Satz 6.2.4 (siehe [BGO3], Satz 3.2). Der Komplex C*(Gg,Indg  Zp(ecycr)) ist
azyklisch auferhalb der Grade 1 und 2. Ferner gibt es einen kanonischen Isomorphis-
mus von Zy[G(Ks/Q)]-Moduln

HI(G57 Indk, (Zp(scycl))) = 1&1 le(n,s ®z Zp

n

und fiir gentigend grofies no € N eine exakte Sequenz von Zy[G(K/Q)]-Moduln
0 — lim Clg(Ky) @z Zp — H?(Gs, Indk, Zy(ecyer) — Zp[SK g f] = Zp —= 0.
n

Beweis. Das Verschwinden der Kohomologie auflerhalb der Grade 1 und 2 haben
wir in Lemma 5.7.5 und Satz 5.6.2 bereits allgemein bewiesen. Fiir n > ng mit ng
geniigend grofl gilt nach Satz 2.2.4 §Sk,, r = 85k, ,s- Also ist

Oy /Ky ¢ LplSKof] = Lpl Sk, 1]

ein Isomorphismus von Z,[G(K/Q)]-Moduln.
Alles andere folgt aus Lemma 6.2.3 durch Ubergang zum projektiven Limes iiber
die Korestriktionsabbildungen, denn nach Satz 5.6.3 gilt:

Hi(GSa IndKoo (ZP(Ecycl))) = h%HTLHZ(G’S(I(TL% Zp(gcycl))‘

n
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6 Die dquivariante Hauptvermutung

6.3 Torsion und p-Invariante

Um die Ergebnisse aus Kapitel 1 anwenden zu kénnen, bendtigen wir einen perfek-
ten Torsionskomplex. Der Komplex C*(Gg, Indg. Zy,(ecyer)) ist nach Folgerung 5.6.5
perfekt, denn Indg,__ Zj(€cyer) ist isomorph zu o Zp|G(K+/Q)] als Q-Modul, ins-
besondere also frei und somit flach. Jedoch ist er kein Torsionskomplex. Man kann
zeigen, dass die erste Kohomologie iiber dem Quotientenring im Allgemeinen nicht
verschwindet.

Genau wie bei der Konstruktion des dquivarianten Stickelberger-Elements im Ka-
pitel 3 miissen wir deshalb den Komplex nach den Idempotenten

Efl""f_l ﬂl—}__1
€+ = ) ) € = 2 —

zerlegen und den ey -Anteil entfernen. Wir kénnen diese Zerlegung als Bildung des
Tensorprodukts

e-C*(Gs,Indg, Zp(ecyar)) = C*(Gs, Indg., Zp(ecyer)) @ e
interpretieren. Nach Satz 5.5.2 gilt also
e_C*(Gg,Indk, . Zy(ccyer)) = C*(Gs,e—Indg. . Zp(ecyer))
und weil e_Q als direkter Summand von  projektiv ist (siehe Satz 1.1.1) gilt auch
e H(Gg,Indg, Zp(ecyar)) = H(Gs, e— Indi . Zp(ecyer))-

Wir werden weiter unten zeigen, dass der so verénderte Komplex bereits iiber A ein
perfekter Torsionskomplex ist.

Gleichzeitig erhalten wir noch ein weiteres wichtiges Resultat. Wir moéchten durch
Zerlegung nach Charakteren die dquivariante Hauptvermutung auf die klassische
Hauptvermutung in der Formulierung von [HK03] zuriickfithren. Doch bei dieser Zer-
legung geht die Information iiber das charakteristische Ideal an den Singularititen
von 2 (d.h. den Primidealen, die § G(K(/Q) enthalten) verloren.

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass das charakteristische Ideal des Komple-
xes C*(Gg,e— Indg_ Zp(ecyer)) an den Singularitéten trivial ist, also gar keine Infor-
mation enthélt. (Diese Beobachtung geht urspriinglich auf D. Burns und C. Greither
zuriick, siche [BGO03].) Essentieller Bestandteil des Beweises ist eine Anwendung des
Theorems von Ferrero-Washington iiber das Verschwinden der p-Invariante, welches
wir in Kapitel 4 bewiesen haben.

Lemma 6.3.1. H'(Gg,e_Indg,, Zp(ccye)) ist als Z,-Modul endlich erzeugt.

Beweis. Wir erinnern daran, dass F_1 auf K, als komplexe Konjugation operiert. Mit
K" bezeichnen wir den maximalen reellen Teilkérper von K,,, d.h. den Teilkérper der
unter F_1 invarianten Elemente.

Ist Ko = Ka“, so gilt auch Koo = KoQo = KT (jeder der Koérper Q,, ist reell,
da der Grad der Erweiterung Q,,/Q nicht durch 2 teilbar ist). Also ist F_; = id in
G(Kx/Q), d.h. es gilt e_ Indg,_ Zp(ecyer) = 0. In diesem Fall ist die Aussage deshalb
trivial.
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6.3 Torsion und p-Invariante

Sei nun Ky # Kar . Der Untermodul der unter F_; invarianten Elemente von
(’)Ix{m ¢®zZy, ist demnach (’)IX( + g ®z Zyp. Andererseits ist dieser Modul gerade der Kern
der Multiplikation mit e_ auf O ¢ ®z Zy,. Da e_ idempotent ist, ist OIX(TJL 5 ®z Ly
ein direkter Summand von O[X% s ®7 L.

Weil die Galoisgruppe G(K,,+1/K,) abelsch ist, vertauscht die Operation von F_;

mit der Normabbildung Nk, k. Die Zerlegung
Ok, s®nZy= O%,S ®zZLp ®e-Of @z Ly
ist somit mit der Normabbildung vertriglich. Insbesondere folgt nach Satz 6.2.4

HY(Gg,e—Indk., Zp(ceyel)) = lime_Op ¢ ®zZp.

n
Nach dem Einheitensatz von Dirichlet (siche [Cas67], § 18) gilt

Ot 5 @1 Ly = ZiSK’T g Ok,.s @z Ly = Wy, x ZE <0
als Zy-Moduln, wobei Wy, = pynt1 oder W, = 0, je nachdem, ob Ky die p-ten Ein-
heitswurzeln enthélt oder nicht.

Die archimedischen Stellen von K" in der Erweiterung K, /K, sind vollstindig
verzweigt, denn diese Erweiterung hat den Grad 2 und alle Einbettungen von K&
nach C liegen in R, wihrend dies fiir keine Einbettung von K, gelten kann: K, /Q ist
eine Galois-Erweiterung, d.h. alle archimedischen Stellen sind unter der Operation von
G(K,,/Q) zueinander konjugiert (siche [Tat67], Prop. 1.2). Da eine der archimedischen
Stellen nicht reell ist, gilt dies fiir alle archimedischen Stellen.

Infolgedessen ist S5 K oo = B9K,,00 und es gilt

mit a, < 1Sk, r — #S K Nach Satz 2.2.4, angewendet auf die zyklotomischen

Zy-Erweiterungen K1/ Kar und Ko /Ky, ist der Wert von a,, ab einem gewissen ng
konstant.

Im Fall W, = p,n+1 liegt das Bild Wy unter der Normabbildung ganz in W,.
Genauer gilt fiir eine Einheitswurzel ( € W, 11:

p_]' n+3
1 n+2k p (p—1)
Ngwyin$= [ o¢=][¢" F=¢t =2 =¢

o’EFnJrl/Fn k=0

Setze A, Z Zyr. Wir erhalten in beiden Fillen ein kommutatives Diagramm von
Zp-Moduln mit exakten Zeilen

0 ——> Wy — e Of 4@2Zp —> Ay —— 0

pmnl NKm/Kn l fmv"l

0 —— Wy — - Of @z Z) —» Ay — 0

wobei f, , die von der Norm induzierte Abbildung bezeichnet.
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6 Die dquivariante Hauptvermutung

Da A, ein freier Z,-Modul ist, gilt dies auch fiir das Bild von f, . Setze fiir jedes
neN

oo
By £ () Im(fmm)-
m=n

Dann ist B,, ein freier Z,-Modul vom Rang b, < a, und f,,, lésst sich auf einen
surjektiven Homomorphismus f, » : By, — B, einschrénken. Wegen b, < a,, ist ab
einer gewissen natiirlichen Zahl ny > ng auch b, konstant, d.h. f, ,, ist fiir m > n > ny
ein Isomorphismus von Z,-Moduln.

Der Ubergang zum projektiven Limes im obigen Diagramm liefert somit einen
Isomorphismus von Z,-Moduln

Hl(GS, e_Indg Zp(ecyer)) =

. . . 0+bn
=lime O ®zZ, = 7Z) x lim A, = Z) x lim B, = 7, ™

n n n

mit 4 = 1 oder § = 0, je nachdem, ob Ky die p-ten Einheitswurzeln enthélt oder
nicht. O

Bemerkung 6.3.2. Aus den weitaus allgemeineren Betrachtungen in [NSWO00], Kap.
XI, insbesondere Theorem 11.3.11, folgt in dem Fall p 1 § G(Ko/Q), dass

Hl <G57 €_ IndKoo Zp(gcycl)) - Zp(gcycl)a
falls p, C Ko. Es sollte moglich sein, dies auch im Fall p | § G(Ky/Q) zu zeigen.
Lemma 6.3.3. H?(Gg,Indg_, Zp(€cyer)) ist als Zy-Modul endlich erzeugt.

Beweis. Wir betrachten die exakte Sequenz aus Satz 6.2.4:

0 — lim Cls(Ky) ®z Zy — H*(Gs,Indk, Zp(ccyer)) — Zp[Sk

n

S
noyf] — Z, — 0.

Nach dem Theorem von Ferrero-Washington (Theorem 4.2.1) und Lemma 4.1.2 ist
lim CI(K,,) iiber Z, endlich erzeugt. Dies éndert sich selbstversténdlich nicht, wenn
wir CI(K,,) jeweils durch den Faktormodul Clg(K,,) ersetzen. Also ist der erste Term
und der dritte Term der obigen exakten Sequenz iiber Z, endlich erzeugt, somit aber
automatisch auch der zweite Term. O

Wir beweisen nun das oben angekiindigte Resultat:

Satz 6.3.4. C*(Gg,e_Indk__ Zy(ccyer)) ist ein perfekter Torsionskomplex iber A und
tber Q. Genauer ist bereits die Lokalisierung

C.(GS) €— IndKoo ZP(Ecycl)) ®% A(p)
an dem Primideal (p) von A azyklisch. Also gilt dies auch fir
C*(Gs, e Indg., Zp(ecyer)) @6 Dy,

wobei p alle Primideale von ) durchliuft, die p € p und codimp =1 erfiillen.
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Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass C*(Gg, e~ Indg, Zp(ecya)) @ A(p) azyklisch ist.
Da Lokalisierung flach ist, lasst sich dies auf der Kohomologie iiberpriifen, d.h. es
reicht zu zeigen: Fiir ¢ = 1, 2 gilt

H'(Gg, e~ Indg,, Zp(ecya)) ®a Ay = 0.

Dies folgt nach Lemma 4.1.2 sofort daraus, dass beide Kohomologie-Moduln iiber Z,
endlich erzeugt sind (sieche Lemma 6.3.1 bzw. Lemma 6.3.3). Wegen A,y C Q(A) folgt
auch

C*(Gs, e~ Indie., Zy(eeyer) ®F Q(A) = 0.

Die entsprechende Aussage fiir €2, mit p € p und codimp = 1, ergibt sich nach dem
folgenden Lemma 6.3.5, angewandt auf A C Q, fiir U = A\ (p) und V = Q\p (beachte,
dass p N A = (p)). Die Aussage fiir Q(Q2) lisst sich analog auf die Aussage fiir Q(A)
reduzieren, indem man fiir U und V jeweils die Menge der Nichtnullteiler von A bzw.
) wihlt. Beachte dabei, dass € frei iiber A ist (siehe Lemma 2.3.5). Insbesondere ist
die Einbettung A C 2 fortsetzbar, bildet also Nichtnullteiler auf Nichtnullteiler ab
(sieche Lemma 1.2.7). O

Lemma 6.3.5. Sei f : A — B ein Ringhomomorphismus. U C A und V C B
seien multiplikativ abgeschlossene Mengen mit f(U) C V. Ist M ein B-Modul mit
M @4 A[lUTY =0, so gilt auch M ®@p B[V~1] = 0.

Beweis. M ®@p B[V 1] = 0 gilt genau dann, wenn fiir jedes m € M ein v,, € V mit
vmm = 0 existiert. M wird durch die Operation

Ax M — M, (a,m) — f(a)m

zu einem A-Modul. Nach Voraussetzung existiert ein u,, € U mit f(umy)m = 0 und
es gilt f(U) C V. Damit ist alles bewiesen. O

6.4 Euler-Faktoren

Sei Ko/Q auBerhalb S unverzweigt und 7' < S U {I} fiir eine Stelle [ ¢ S von Q. Wir
werden zeigen, dass sich die charakteristischen Ideale von C*(Gr,e_ Indk_ Z,(ecycr))
und von C*(Gg,e_Indg_ Zy(ecyer)) genau um den Euler-Faktor 1 — e_F; unterschei-
den.

Setze Q0 2 Zp[G(Ks/Q)]. Die Projektion x : Gy — Gg induziert fiir jeden Modul
M aus Gg-Mody 4 (€2) einen Q-Homomorphismus von Komplexen

infl : C*(Gg, M) — C*(Gp, M), T TOK
(siehe [NSWO00], Kap. I, § 5).
Definition 6.4.1. Wir setzen
Cr(Gg, M) 2 Cone®(infl)[-1].

Den i-ten Kohomologie-Modul H}(Gg(K), M) des Komplexes C7(Gg(K), M) nennen
wir i-te relative Kohomologie.
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6 Die dquivariante Hauptvermutung

Bemerkung 6.4.2. Siehe Definition 1.5.1 fiir unsere Vorzeichenkonvention beziiglich
des Kegels Cone®(f) eines Morphismus f. Wir verschieben den Kegel von infl um —1,
um in der Notation mit der relativen Kohomologie étaler Garben iibereinzustimmen.

Bemerkung 6.4.3. C?(Gg(K), M) ist in der abgeleiteten Kategorie Der(§2) durch die
Existenz des ausgezeichneten Dreiecks

. . infl o .
Cr(Gs, M) — C*(Gg,M) — C*(Gp, M) — C}(Ggs, M)[1]
bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt (sieche [GM96], Kap. IV, § 1).
Wir wollen nun die Kohomologie-Moduln H}(Gg, e_ Indg._ Zp(gcye1)) berechnen.

Lemma 6.4.4. Sei K/Q auferhalb S unverzweigt.

(i) Folgendes Diagramm ist kommutativ:

Hl(GS(K>,Zp(5cycl)) — OIX(,S Qz Zp

~

H! (GT(K)7 Zp(gcycl)) — OIX(,T ®z ZP
(ii) Folgendes Diagramm ist kommutativ und die Zeilen sind exakt:

0 — Cls(K) ®z Zp — HQ(GS(K)aZp(gcycl)) — Zp[Sk f] —— Ly —0

i o 7

0 — Clp(K) ®z Zp — HQ(GT(K)7ZP(50ycl)) — Zp[Tk g] — Ly — 0

Zum Beweis. Die Kommutativitdt der Diagramme iiberrascht zwar kaum, ein exakter
Beweis ist jedoch recht aufwendig. Die wesentlichen Argumente werden in [NSWO00],
Kapitel VIII, § 3 beschrieben und kénnen ohne groflere Probleme auf die vorliegende
Situation iibertragen werden. Wir geben hier nur eine kurze Skizze.

Wie im Abschnitt 6.2 benutzt man die Kummer-Sequenz, um die Aussage auf die
entsprechende Aussage iiber die Kohomologie von Og = O ¢ und Op = O
(mit den maximal auflerhalb S bzw. T unverzweigten Erweiterungen Kg und Kr) zu
reduzieren. Die Abbildung H'(Gg, 0%) — H'(Gr, O3) ist jedoch nicht infl, sondern
die Zusammensetzung

H'(Gs, O, 5) — H'(Gs, O 1)~ H/(Gr, OF, 7).
Die Kommutativitét folgt nun fiir ¢ = 0 auf triviale Weise, fiir ¢ > 0 aus einer genauen
Analyse der Berechnung der Kohomologiegruppen von OF in [NSW00], Kapitel VIII,
§ 3 und der Ausdehnung der dortigen Ergebnisse auf die Kohomologie von C’)IX(&T.
Dies beinhaltet wiederum eine Berechnung der Kohomologie der entsprechenden S-
Idele-Gruppen und S-Idele-Klassengruppen. O

Lemma 6.4.5. Fs gilt

0 fiir i # 3,

H%(GS,Inde Zp('fcycl)) = {Q/(l _F) firi=3
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Beweis. Das ausgezeichnete Dreieck aus Bemerkung 6.4.3 fiir M = Indg_ Zy(ecyer)
induziert nach [GM96], Theorem 3.3.6 eine lange exakte Kohomologiesequenz

H}(Gs,Indg., Zy(eeyer)) — H(Gs,Indg. Zp(eeyer)) — H(Gr, Indg., Zp(ecyer))-

Mit Satz 6.2.4 folgt, da

H (G, Indk, Zp(eeyet) —Lo HY (G, Indg,, Zp(Ecyer))

injektiv ist (siehe [NSWO0], Satz 1.6.6), H}(Gg, Indx. Zp(eeyer)) = O fiir 4 # 2, 3.
Wir behandeln nun die Félle i = 2 und ¢ = 3. Sei Rk, = Tk, \ Sk, die Menge der
Stellen von K, iiber [. Fiir m > n > 0 bezeichne ferner

Bk Ky + LIRK,,| — Z[RK,]

den folgenden Homomorphismus: Fiir v € R, und V € Rk, iiber v sei f(V|v) der
Restklassenkorpergrad der entsprechenden lokalen Erweiterung. Dann ist

Bk kn (V) = f(V]|v)v.

(Beachte, dass sich 3 grundlegend von dem in Abschnitt 6.2 benutzten Ubergangsho-
momorphismus « unterscheidet.)
Auflerdem betrachten wir die Abbildung

val : O — Z[R,], U Z valy (u)v,

wobei val,(u) die Bewertung zu der Stelle v bezeichnet.
Folgendes Diagramm ist damit kommutativ und die Zeilen sind exakt:

val

0 —— Ok ¢ — Ok r— Z[Rg,] — Cls(Kp) — Clp(Ky) — 0

Nim/Kn l Nk /Kn l Brm/Kn l Nk /Kn l N/ 5p l

val

Dies gilt auch noch, wenn man das Diagramm mit Z, tensoriert. Nach Satz 2.2.4 gibt
es ein ng, so dass fRg, fiir n > ng konstant bleibt. Fiir V € Rk, , v € Rk, und
m >n > ng folgt f(V|v) =p™™", da V unverzweigt iiber [ ist. Mit anderen Worten,
Bk /K, ist die Multiplikation mit p™~". Der Ubergang zum projektiven Limes liefert

limZ,[Rx,] = 0.

n

Man erhélt also Isomorphismen

Im O ¢ ®z2y =lim O 7z Zy,

n n
lim Cls(Ky) ©z Zy = lim Clp(Ky) @z Zp.
n n
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6 Die dquivariante Hauptvermutung

Da cor mit infl kommutiert (siche [NSWO00], Satz 1.5.5), kénnen wir auch in Lem-
ma 6.4.4 zum projektiven Limes iiber die Korestriktionsabbildungen iibergehen. Somit
gilt:

H'(Gs,Indg.,, Zp(eeyer)) —e HY (G, Indgc, Zp (e cyer))

(siehe Satz 5.7.3). Fiir ng € N geniigend grof§ ist folgendes Diagramm kommutativ
mit exakten Zeilen (siehe Satz 6.2.4):

0 — lim Cls(K,) @z Zy — H*(Gs, Indic, Zp(eyer)) — Zp[Skng,s] —> Zp — 0

n
g o -
0 — lim Cly(Ky) ®z Zp — H?(Gr, Ind ke, Zp(€cyet)) — Zp|Tk 1] = Zp — 0

Folglich ist H} (Gg, Ind k. Zp(ecyer)) = 0 und
H}(Gs,Indg, Zy(ccyer)) = Coker j = Zy[ Ry, ).

Bezeichne D; C G(K/Q) die Zerlegungsgruppe von I. Da K, /Q unverzweigt aufler-
halb S, also auch in [ ist, ist D; isomorph zur Galoisgruppe der Restklassenkorperer-
weiterung an der Stelle /. Diese wird von F; topologisch erzeugt. Sei nun v € R,,, eine
fest gewiihlte Stelle. Dann ist die Abbildung

G(Kx/Q) — Ry, o — ov

surjektiv, denn die Operation von G(K/Q) auf R,, ist transitiv (siehe [Tat67],
Prop. 1.2.(ii)). Nach Definition ist D; gerade das Urbild von v unter dieser Abbildung
(siehe [Was97], Anhang 2 und beachte, dass ng beliebig vergrofert werden kann). Wir
erhalten somit einen Isomorphismus von 2-Moduln

O/ (1 = Fi) = Z,[G(Kuo/Q)/ D] = T, Ry, ] = H} (G, Indc., Zp(Eyer).

Wir kommen nun zu dem anfangs angekiindigten Ergebnis:

Satz 6.4.6. Seien S C T endliche Mengen von Stellen von Q, welche p und die
archimedische Stelle oo enthalten. Ferner sei Ko/Q unverzweigt auferhalb S. Dann
gilt

char C*(Gr, e Indg, Zy(ccyer)) = char(C*(Gg, e— Indg Zp(ecyer))) H (1—e_Fy).
leT\S

Beweis. Durch Induktion iiber (7" \ S) kénnen wir annehmen, dass T'= S U {l} mit
[ ¢ S. Aus Satz 5.5.2 und dem ausgezeichneten Dreieck aus Bemerkung 6.4.3 fiir
M =Indg_ Zy(ecyer) folgt nach Anwendung des Funktors - @% e_)

Cr(Gs, e—Indk, Zp(ecya)) = C7 (Gs, Indk, Zp(Ecyer)) @ e
Der einzige nicht triviale Kohomologie-Modul ist nach Lemma 6.4.5

H} (Gg,e—Indg., Zy(eeyer)) = /(1 — F) @0 e-Q = Q/(1 — e_F).
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6.5 Die Hauptvermutung fiir Dirichlet-Charaktere

(beachte, dass e_£) projektiv und deshalb flach ist). Nun ist (1 — e_7;) ein Nichtnull-
teiler in © (siche Lemma 3.4.8). Mit Lemma 1.8.1 und Lemma 1.8.2 folgt

char CP(Gg, e— Indg. Zp(ceyer)) = (1 — e~ F)
Nach Satz 1.7.7 gilt

Chal“(C.(Gs, e_ IndKoo Zp(gcycl))) =
= char(C*(Gr, e— Indg,, Zp(ecyer))) char(C} (Gs, e Indk Zp(Ecyer)))-

Daraus ergibt sich sofort die Behauptung. O

6.5 Die Hauptvermutung fiir Dirichlet-Charaktere

A. Huber und G. Kings formulieren und beweisen in [HK03] nachfolgende kohomo-
logische Version der Hauptvermutung der Iwasawa-Theorie fiir Dirichlet-Charaktere
(die Notation werden wir weiter unten erldutern):

Theorem 6.5.1 (Hauptvermutung fiir Dirichlet-Charaktere, [HKO03], Theo-
rem 4.2.4). Sei p # 2 und 0 ein Dirichlet-Charakter mit 6(—1) = (—1)*. Setze

T £ O ®7 Z,[T].
Dann ist die p-adische L-Funktion L:Np(ﬁ, k) ein Erzeuger des Cartier-Divisors
_ -1 _
(char Hy(T,(07")(k))) ™ char H(T,(07 ")) € €(T).
Wir wollen dieses Theorem in folgender Form verwenden:

Theorem 6.5.2 (Hauptvermutung fiir Dirichlet-Charaktere). Sei p eine un-
gerade Primzahl. Fir einen ungeraden Dirichlet-Charakter 6 mit Fihrer f sei

S(fp) € {oo} U{l|l Primteiler von fp}

und O, der Bewertungsring eines Erweiterungskorpers endlichen Grades von Q,, der
die Werte von 6 enthdlt, d.h. 0 : Ggpy — O) ist ein Charakter von endlicher
Ordnung. Dann ist die p-adische L-Funktion L,(0,1 — k) ein Erzeuger des charakte-
ristischen Ideals

char C* (G 7y, Indg., O,(07'<k,)) € €(O,[T]).

Wir werden kurz skizzieren, wie sich Theorem 6.5.1 in Theorem 6.5.2 iiberset-
zen lasst. Dabei miissen wir allerdings eine Annahme iiber die Euler-Faktoren der
verzweigten Primstellen machen, die wir hier nicht beweisen. Im Folgenden verwen-
den wir ohne weitere Erlduterung die Begriffe der étalen Garbenkohomologie. Eine
Einfithrung in die Theorie étaler Garben findet sich in den Biichern [Tam94] und
[Mil&0].

In der Notation von Theorem 6.5.1 bezeichnet Or den Ganzheitsring eines Zahl-
korpers F', der alle Werte des Dirichlet-Charakters 6 enthélt. Es gilt also

OF ®Z Zp = HOFU7
vlp
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6 Die dquivariante Hauptvermutung

wobei v die Stellen von F' {iber p durchléuft und Of, der Bewertungsring des lokalen
Korpers F,, ist.

Entsprechend ist auch die von A. Huber und G. Kings verwendete p-adische L-
Funktion £,(,1 — k) ein Element von Y. Sie ist wie folgt eindeutig charakterisiert:
Fiir jede endliche Erweiterung F’/F und jeden Charakter 7 : I' — O}, endlicher
Ordnung gilt:

T(Ly(0,1 = k) = (1 — 07(p)p* " HL(O7,1 — k) € Opr @7 Z,.

Bemerkung 6.5.3. ITn [HKO03] steht an dieser Stelle 7-'(£, (0,1 — k)). Dabei handelt
es sich jedoch wahrscheinlich um einen Vorzeichenfehler.

Diese L-Funktion hingt wie folgt mit dem von uns definierten Element £,(6,1 —
k) € Op,[I'] (siehe Definition 3.4.4) zusammen: Ist p, : Op — Op, die natiirliche
Einbettung, so gilt

Pv(ip(ea 1—k))=Ly(pyob,1—k).

Im Wesentlichen ist dies die Projektion auf einen der Faktoren.
T,(071)(k) bezeichnet einen freien Op ®z Z,-Modul vom Rang 1, auf dem die

absolute Galoisgruppe G & G(Q/Q) durch Multiplikation mit 9—1€l§ycl operiert.
T,(6071)(k) entspricht in unserer Notation damit dem Modul (Op ®z Zp)(ﬁflsljycl)
aus G —Modf.g.(OF K7z, Zp).

Ist X ein zusammenhéngendes, lokal noethersches Schema, Z ein geometrischer
Punkt, 71 (X, ) die étale Fundamentalgruppe und R eine endliche Erweiterung von
Zp, so ist bekannt, dass die Kategorie 7 (X, Z)-Mody 4 (R) zu der Kategorie der glatten,
konstruierbaren R-Garben auf X &quivalent ist (siche [KWO01], Anhang A). Fiir uns
relevant sind die Schemata Spec K und Spec Ok[d~!], d € Z fiir Zahlkérper K. Es
gilt

m1(Spec K,7) = G(Q/K),  mi(Spec Ok[d™"],7) = Gga)(K)
mit
S(d) 4 {archimedische Stellen von K} U {Stellen iiber Primteilern von d}

(siehe [Mil80], Kap. I, Beispiel 5.2.(a) und (b)).
Sei j : Spec Q — Spec Z. Dann ist nach Definition

él(Tp(e_l)(k‘)) = lim Hi@t(Spec Oq., It j*Tp(H_l)),

n

wobei die étalen Kohomologiegruppen H (Spec Og, [p™'],j«T,(0~ ")) durch die Ope-
ration von I';, = G(Q,/Q) auf Spec Og, [p~!] als Z,[I';]-Moduln aufgefasst werden
und der projektive Limes beziiglich der Korestriktionsabbildung gebildet wird. Die
YT-Moduln Hgl(Tp(Hfl)(k:)) sind fiir alle ¢ endlich erzeugte Torsions-Moduln und trivi-
al fir ¢ # 1,2 (siche [HKO03], Prop. 4.2.1). Ferner ist T ein endliches direktes Produkt
lokaler regulirer Ringe der Dimension 2 (siehe Satz 2.3.3). Also existiert das charak-
teristische Ideal der Kohomologie-Moduln (siche Lemma 1.9.3).

Die étale Kohomologie hingt wie folgt mit stetiger Galois-Kohomologie zusammen:

100



6.6 Zerlegung unter Charakteren

Satz 6.5.4. Sei R eine endliche Erweiterung von Zy, d € Z, F eine glatte, konstru-
ierbare R-Garbe auf Or[(dp)~'] und M der Modul aus G(Q/K)-Mody 4 (R), der dem
Halm von F im generischen Punkt entspricht. Dann gilt fir r > 0:

Hi: (Spec Ok [(dp) '], F) = H' (G (ap) (K), M).

Zum Beweis: In [Mil86], Kap. II, Prop. 2.9 wird dies fiir lokal-konstante, konstruier-
bare p-Torsions-Garben gezeigt. Das Ergebnis ldsst sich nun leicht auf den Fall von
glatten, konstruierbaren R-Garben verallgemeinern.

Trotz der oben erwiihnten Kategorien-Aquivalenz zwischen glatten, konstruierba-
ren R-Garben und den Moduln aus 71 (X, Z)-Mody , (R) ist dieses Ergebnis keineswegs
trivial und lésst sich auch nicht ohne weiteres auf allgemeinere Schemata X ausdeh-
nen. 0

Beachte, dass j,T,(071)(k) nur dann glatt ist, wenn die Operation von G auf
Tp(0~1)(k) durch Gg,) faktorisiert, d.h. wenn der Fithrer f von 6 ein Vielfaches
von p ist. Die relative Kohomologie-Sequenz (siehe [Mil80], Kap. III, Prop. 1.25)

D Ha), Xk 5 Tp(07 ) (k) — He (X, 1 Tp(071) (k) — Hy (U, Tp(0~ ) (k)
veS(fp)\S(p)

fiir X = Spec Ok [p~Y], Ux = Spec Ok [(fp)~!], erlaubt es uns, auch im allgemeinen
Fall H (X, jTp(071)(k)) mit Galois-Kohomologie in Verbindung zu bringen.
Sei
Hiy\ o (Tp(x 1) (k) £ lim o, (Het)y (5 Tp (07 1) (K)).-
" vESk, (fP)\Sk, (p)

Es liegt nahe, dass das charakteristische Ideal von H&\U(Tp(x_l)(k)) gleich dem Pro-
dukt der Euler-Faktoren zu [ | f, [ # p ist. Nun folgt aber (1 — x(I)F;) = 1 wegen
x(1) = 0. Also sollte gelten:

Vermutung 6.5.5. HfX\U(Tp(Xfl)(k)) ist fiir i = 2,3 endlich und fiir alle anderen i
trivial.

Diese Vermutung vorausgesetzt, folgt aus der relativen Kohomologie-Sequenz (nach
Ubergang zum projektiven Limes) mit Satz 1.7.7 und Lemma 1.9.3:

char C*(Gs, T,(60")(k)) = (char Hy (T,(07")(k))) " char H (T,(671)).

Anwenden der Projektion
T — Op,[I']

fiir eine beliebige Stelle v von F' iiber p liefert dann Theorem 6.5.2.

6.6 Zerlegung unter Charakteren

Sei wieder Ko /Ky die zyklotomische Z,-Erweiterung eines abelschen Zahlkorpers K
mit KoN Qs = Q. Die Menge S enthalte p, co und alle in K(/Q verzweigten Stellen,
d.h. G(K/Q) ist eine Faktorgruppe von Gg.
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6 Die dquivariante Hauptvermutung

Setze O 2 Op[G(K«/Q)]. Durch die Verdrehung um x (siehe Definition 2.10.1)
Twy : Q2 — Q

wird  zu einer Algebra iiber sich selbst. Zur besseren Orientierung bezeichnen wir
diese Algebra mit Tw,(£2). Jeden Modul M aus Gg-Mods,(£2) kann man nun auf
zwei verschiedene Weisen nach Gg-Mody,(Twy(2)) verpflanzen: zum einen durch
die natiirliche Identifikation Tw, (€2) = Q unter Missachtung der Algebren-Struktur
(diesen Modul nennen wir weiterhin M), zum anderen durch die Koeffizientenerwei-
terung Tw,, (siche Definition 1.1.2).

Ist ferner 0 : G(Ko/Q) — O, ein Charakter des Grundkorpers Ko, so bezeich-
ne pp : Op[G(K/Q)] — Op[G(Qx/Q)] die entsprechende Projektion (siehe Ab-
schnitt 2.6).

Lemma 6.6.1. FEs gilt

wa* IndKoo (’)p(scycl) = Ind}(oo Op(x_lécycl)
und

Do« IndKoo Op(ecycl) = Inono Op(e_lECycl).

Beweis. Nach Definition (siehe Abschnitt 5.5) ist Tw,, Indg. Op(ecyer) der freie
Tw, (§2)-Modul
QRq Tw,y *(Q)

mit der Gg-Operation
9(1®1) = (Y (97 eeya(9)) @ 1
=1® (wa(\IIKoo(g_l)Ecycl(g)))
=1® (X_lgcycl(g)\I’Koo (g_l))'

Die Abbildung
Tw,, Indg. Op(eeyer) — Indg., Op(X ecyer), a®b— Twy(a)b

ist damit klar der gesuchte Gg-dquivariante Isomorphismus von Tw, (€2)-Moduln.
Beachte nun, dass pg = pr o Twg, wobei

pr: Op[G(Koo/Q)] — Op[G(Qo/Q)]

die natiirliche Projektion bezeichnet. Die zweite Aussage des Lemmas folgt somit aus
der ersten und Lemma 5.7.6. O

Das folgende Lemma ist eine weitere Umformulierung von Theorem 6.5.2. Es erlaubt
nun beliebige Vergroflerung der Ausnahmemenge S und stellt den Zusammenhang
zum eingangs betrachteten Komplex C*(Gg, e— Indg_ Zp(ecyer)) her.

Lemma 6.6.2. Sei : G(Ko/Q) — O ein ungerader Charakter. S sei eine endliche
Menge von Stellen von Q, die p, oo und die in Ky/Q verzweigten Stellen enthdlt.
Ferner sei

T 2 {p, o0} U {Primteiler des Fiihrers von 0} C S.
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Dann ist £,(8,0) 1] (1 —pe(F1)) ein Erzeuger von
1€S\T
€(pp) (char C*(Gg,e_Indg, Op(ecya))) € E().
Ist 0 ein gerader Charakter, so gilt
¢(py) (char C*(Gs, e Tndic. Op(Eayet))) = (1) € T,

Beweis. Sei Ly 2 KKer9 Die Charaktergruppe von Lg wird von 6 erzeugt. Nach

Theorem 2.1.3 sind die endlichen verzweigten Stellen von Ly/Q genau die Primteiler
des Fiihrers f von 6, d.h. Ly/Q ist aulerhalb S unverzweigt. Betrachte die natiirliche
Projektion ¢ : G(Ko/Q) — G(Lo/Q). Wir erhalten ein kommutatives Diagramm

Op[G(Koo/Q)] 2> Op[G (Lo /Q)]

N

OplG(Q/Q)]

Fiir ungerade Charaktere 6 folgt:

(pg 0 ) (charC' Gg,e_Indg_, Op(&?cycl))) =

(char Ly, C*(Gg,e— Indg_ Op(acycl))) nach Satz 1.7.8,
(charC’ (Gs, ¥, (e~ Indg,, (’)p(ecycl)))) nach Satz 5.5.2,
po)(char C*(Gg,e—Indr_ Op(ecyea))) nach Lemma 5.7.6,

( har(C*(Gr,e—Indr Op(ecyer))) H (1-— e,}'l)) nach Lemma 6.4.6,
c*

1€S\T
— char(C* (Gr,po, ndp, Opleye))) ] (1= po(F)  weil pole—) =1,
1€S\T
= char(C*(Gr, Indg,, Op(0 ' cyer))) H (1 —po(F1)) nach Lemma 6.6.1
1€S\T

und nach Theorem 6.5.2 ist £,(6,0) ein Erzeuger von
char C*(Gr, Indg,, Op(0 e cyer))-

Fiir gerade Charaktere 6 folgt die Behauptung aus der gleichen Rechnung wegen
po(e~) = 0. O

6.7 Abschluss des Beweises

Wir fithren nun den Beweis von Theorem 6.1.1 und von Folgerung 6.1.2 zu Ende.
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Beweis von Theorem 6.1.1. Sei D € €(Z,[G(K+/Q)]) der von der dquivarianten L-
Funktion £, (K, 1) erzeugte Cartier-Divisor. Wir wollen zeigen:

D = char C*(Gg, e— Indg . Zp(ecyer))-

Nach Satz 1.3.2 geniigt es zu iiberpriifen, dass die Lokalisierungen beider Cartier-
Divisoren fiir alle Primideale p der Kodimension 1 iibereinstimmen.

Wir wissen bereits, dass die Lokalisierungen beider Divisoren fiir solche p, die p
enthalten, die trivialen Divisoren sind: Fiir D haben wir dies in Folgerung 4.9.1 be-
wiesen. Fiir das charakteristische Ideal von C*(Gg,e_ Indg, Z,(ccyer)) folgt dies aus
Satz 6.3.4 und Lemma 1.7.5.(i).

Fiir alle anderen Primideale p der Kodimension 1 folgt die Gleichheit im Wesent-
lichen aus Folgerung 3.4.7 zusammen mit Theorem 6.5.2. Dabei trifft man noch auf
einige kleinere technische Schwierigkeiten, auf die wir im Folgenden eingehen werden.

Im ersten Schritt wollen wir den Ring Z;, durch den Bewertungsring O, eines Er-
weiterungskorpers endlichen Grades von Q,, ersetzen, der alle Werte der Charaktere
auf A = G(Ko/Q) enthilt (dabei bezeichnet Ky wie iiblich den Fixkérper K., siehe

Abschnitt 2.2). Sei Q 2 0,[G(Ko/Q)] und
k2 Zp[G(Keo/Q)] — ©
die natiirliche Inklusion. Nach Lemma 2.9.3 ist der induzierte Homomorphismus
¢(r) : EZp[G(Koo/Q)]) — €(©)
injektiv. Andererseits gilt nach Satz 1.7.8, Satz 5.5.2 und Bemerkung 5.7.7
¢(k)(char C*(Gg,e— Indg.. Zp(gcyer))) = char C*(Gg,e— Indg Op(Ecyer)).

Sei 7, : 8 — €1 die Lokalisierungsabbildung fiir ein Primideal p von  mit
codimp = 1. Falls p € p, so gilt nach Folgerung 4.9.1 immer noch

€(1p) 0 €(k) (D) = €(1p) 0 €(r)(char C*(Gg, e— Indg. Zp(ecyer)) = (1) € ().
Wir kénnen deshalb annehmen, dass p ¢ p. Sei ¢ = p N Op[I']. Nach Lemma 2.8.1
gibt es einen Charakter 6, so dass folgendes Diagramm kommutiert:

Q" Op [[Fﬂ

p q

Q, »1 0,[r],

[a)

Somit reicht es zu zeigen, dass pg(Lp s(K oo, 1)) fiir alle Charaktere 6 € A ein Erzeuger
von

Q(pe) (Char C.(GSa e_Indg Op(gcycl))) € Q:(Op[[r]])
ist. Nach Folgerung 3.4.7 gilt
Ly(0,0) IT (1—pe(F:)) fiir 6(-1) = -1,

po(Lps(Koo, 1)) = 1€S\T
1 fiir O(—1) = 1,
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6.7 Abschluss des Beweises

mit
T % {p, 00} U {Primteiler des Fiihrers von 6} C S.

Die Behauptung folgt nun direkt aus Lemma 6.6.2. 0

Beweis von Folgerung 6.1.2. Sei x : Gg — O, ein stetiger Charakter. Wir wollen
zeigen, dass Ly, 5(Ko, x) ein Erzeuger des charakteristischen Ideals

char C*(Gg, Twy(e—) Indg (’)p(x_lscyd))

ist.
Wir betrachten zunéchst den Fall, dass x durch G(K/Q) faktorisiert. Damit ist

def

Tw, ein Automorphismus von Q@ = O,[G(K/Q)]. Wir schreiben wieder Tw, (£2)
fir den Ring € mit der durch Tw, vermittelten Algebren-Struktur, fassen aber
C*(Gg, Twy(e~) Indg., Op(x'ecyer)) unter Missachtung dieser Algebren-Struktur als
Komplex iiber Tw, (Q2) auf. Damit sind wir in der Lage, die bereitgestellten Sétze an-
zuwenden und erhalten

char C*(Gg, Twy(e~) Indk. Op(x ecyel)) =
= char C*(Gg, Twy, (e— Indg. Op(ecyer))) nach Lemma 6.6.1,
= char LTw, C*(Gg,e_Indg_ Op(ecyer)) nach Satz 5.5.2,
= &(Twy)(char C*(Gg, e—Indg. Op(ecya))) nach Satz 1.7.8,
= Twy (Lp,s(Koo, 1)) Twy () nach Theorem 6.1.1,
=Ly (Koo, x) Twy () nach Definition, siche Abschnitt 3.3.

Indem wir nun die Algebren-Struktur wieder vergessen, folgt die Behauptung.
Faktorisiert x nicht durch G(K/Q), so ersetze man K durch einen entsprechenden

groferen Korper. Die Aussage folgt nun wegen der Kompatibilitét beider Seiten mit

Projektionen (sieche Lemma 5.7.6 und Lemma 3.3.3). O
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