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Ubungen zu Lineare Algebra I — Blatt 2

Aufgabe 1. (2 Punkte) Sei M ein Monoid und e sein neutrales Element. Man
zeige: M ist genau dann eine Gruppe, wenn es fiir jedes m € M ein m € M gibt
mit m-m =e.

Aufgabe 2. (4 Punkte) Sei K ein Korper derart, dass es kein x € K gibt, mit
r?=—1.
(i) Man zeige, dass K x K mit der Addition und Multiplikation gegeben durch
(a,b) + (¢,d) :=(a+ ¢, b+ d),
(a,d) - (¢,d) := (ac — bd, ad + bc)
ein Koérper ist.

(ii) Man kiirze (a,0) mit @ und man setze i = (0,1). Man zeige, dass fiir
die Abbildung ¢ : a + bi — a —ib gilt p(z + w) = ¢(2) + ¢(w) und
o(zw) = p(z)p(w) fiir alle z,w in unserem neuen Korper K x K.

Erginzung: Ersetzt man K = R (das Korper der reellen Zahlen), bekommt
man als Ergebnis dieser Konstruktion der Kérper C der komplexen Zahlen. Die
Abbildung a + bi — a — ib heifit in diesem Fall die kompleze Konjugation und
wird {iblicherweise z — Z notiert.

Aufgabe 3. (4 Punkte) Man bestimme die Menge aller rationalen Lésungen
des Gleichungssystems

1 — 3r9 + 223 +2x4 =0
Tx1 —x3+2x4 =3

5x1 + 622 — bxr3 — 224 =3
15217 — 329 + 624 = 6.

Aufgabe 4. (2 Punkte) Fiir welches A\ € R ist das Gleichungssystem
{)\x —2y=2
204+ (2-2 )y =0
in R eindeutig losbar und fiir welches A € R ist es nicht l6sbar?
Aufgabe 5. (4 Punkte) Fiir eine vorgegebene abelsche Gruppe (V,+) gibt es

hochstens eine Abbildung Q x V' — V derart, dass sie mit dieser Abbildung als
Multiplikation mit Skalaren ein Q-Vektorraum wird.

Abgabefrist: Donnerstag, den 6. November um 8.00 Uhr.



