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Aufgabe 1 (5 Punkte).
In der Vorlesung Algebra und Zahlentheorie wurde bereits gezeigt, dass die Untergruppe As von
S5 normal und einfach ist.

(a) Zeige, dass S5 keinen Normalteiler der Méchtigkeit 2 besitzt.

Hinweis: Fiir ein Zyklus o der Linge r, beschreibe die Zyklendarstellung von 7 oo o771,

(b) Schliele daraus, dass der einzige echte Normalteiler von S5 die Untergruppe As ist.

Aufgabe 2 (5 Punkte).

Seien p > 3 eine Primzahl und n,m > 1 aus N. Bezeichne mit F,; den endlichen K&rper mit
q = p™ vielen Elementen. Zur Erinnerung: Die multiplikative Gruppe F ist zyklisch und isomorph
20 Lg—1.

(a) Bestimme mit Hilfe der Aufgabe 1 von Blatt 5 die Méchtigkeit der Gruppe SLy(F,) invertier-
barer Matrizen {iber F, der Determinante 1.

Hinweis: Noether.
(b) Zeige mit Hilfe der Aufgabe 3 von Blatt 3, dass Z(SL,,(F,)) = Z(GLy(F,)) N SL,(Fy).
(c) SchlieBe daraus, dass Z(SLy,(IF,)) Méchtigkeit genau ggT(n,q — 1) hat.

Aufgabe 3 (10 Punkte).
Sei G eine Gruppe der Ordnung |G| = p" - ¢, wobei p # ¢ Primzahlen sind und n > 1 eine
natiirliche Zahl ist. Wir wollen in dieser Aufgabe zeigen, dass G nicht einfach ist.

(a) Wir nehmen an, dass G einfach ist. Zeige, dass G genau q viele p-Sylowgruppen besitzt. Au-
Berdem existieren zwei p-Sylowgruppen Py # P, mit P N Py, > {15}.

(b) Beweise, dass fiir jede p-Sylowgruppe P von G gilt Ng(P) = P, falls G einfach ist.

Ab jetzt nehmen wir an, dass eine solche Gruppe G wie oben einfach ist und betrachten einen
groBtmoglichen Schnitt D = P; N P, zweier verschiedener p-Sylowgruppen. Beachte, dass |D| > 2
nach Teil a).
(c) Zeige, dass D < Np, (D) (und analog D < Np,(D)).

Hinweis: Jede p-Sylowuntergruppe ist eine p-Gruppe.
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(d) Schliele daraus, dass es ein = aus Ng(D) der Ordnung ¢ geben muss.
Hinweis: Eine p-Gruppe liegt in einer p-Sylowgruppe. Des Weiteren ist Np, (D) = Ng(D)NP;.

(e) Zeige, dass die p-Sylowgruppen aus G gerade die Untergruppen Py, xPyz~t, ... 29 1 Py (29~ 1) 1
sind, mit = wie im Teil (d).

(f) Zeige: Wenn eine (nicht-leere) Familie F von Untergruppen von G unter Konjugation invari-
ant ist, so ist (ycrH ein Normalteiler. Schliee daraus, dass G nicht einfach sein kann (im
Widerspruch zu unserer Annahme).



