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Aufgabe 1 (6 Punkte).

a) Sei f : N — N eine rekursive streng monoton steigende Funktion. Zeige, dass die Teilmenge f(N)
von N rekursiv ist.

b) Sei g : N — N eine rekursive Funktion mit unendlichem Bildbereich. Zeige, dass es eine rekursive
streng monoton steigende Funktion h : N — N derart gibt, dass h(N) C g(N).

c¢) Schliefle daraus, dass jede unendliche rekursiv aufzéhlbare Teilmenge A von N eine rekursive
unendliche Teilmenge B C A besitzt.

Aufgabe 2 (2 Punkte).
Seien A und B rekursiv aufzihlbare Teilmengen von N* derart, dass AN B und AU B rekursiv

sind. Zeige, dass A und B beide rekursiv ist.

Aufgabe 3 (12 Punkte).

In dieser Aufgabe zeigen wir zuerst, dass die Abbildung «: N? — N eine
(l‘,y) — x4 (a:—i-g—l—l)

bijektive primitiv rekursive Aufzihlung von N? bestimmt:
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Das Element (0,0), mit Wert 0 = «(0,0) wird das kleinste Element (beziglich der von « induzierten
Aufzihlung) sein. Sein Nachfolger ist (0,1) mit Wert 1 = «(0,1). Auf jeder Diagonale ist der
Nachfolger von (z,y + 1) der Punkt (z + 1,y). Der Nachfolger von (z,0) ist der Punkt (0,2 + 1).

a) Schliefe aus der Identitét

dass die Funktion « injektiv ist. (Bitte wenden!)

DiE UBUNGSBLATTER SOLLEN ZU ZWEIT EINGEREICHT WERDEN. DIE ABGABE DER UBUNGSBLATTER
ERFOLGT IN DEN BRIEFKASTEN IN DER GEORGES-KOHLER-ALLEE 51.



HINWEIS: Auf der Gerade im Diagramm, welche den Punkt (x,y) enthélt, gibt es genau
x viele Vorgénger von (z,y). Wie viele Punkte gibt es auf den vorigen Geraden? Was ist der
Zusammenhang mit a(x,y)?

Zeige induktiv, dass jedes n aus N im Bildbereich von « liegt. Schliefe daraus, dass « eine
Bijektion ist. Begriinde, dass a3 : N® — N mit az(z,y, z) = a(a(z,y), ) auch eine Bijektion ist.
Zeige, dass « primitiv rekursiv ist.

Zeige, dass die Funktionen 8; = 72 o ™! und B2 = 75 o ™! (mit der Notation der Definition
3.1 im Skript) primitiv rekursiv sind. Insbesondere ist a~! = (1, 32) auch primitiv rekursiv.

HINWEIS: a(x,y) > max{z,y}.

Sei nun die Fibonacci Folge:

ag=a; =1 und ant2 = apn+1 + ay, fiir n > 2.

(e) Zeige mit Hilfe der Funktionen 5, und (2, dass die Funktion h(n) = a(an,an4+1) primitiv

rekursiv ist.

Insbesondere ist die Funktion n — a,, = f1(h(n)) auch primitiv rekursiv.



