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Aufgabe 1 (2+1+2,5+3+2,5+2 Punkte).
In der Sprache L = {f, g,<} mit den einstelligen Funktionszeichen f und g sowie dem zweistel-

ligen Relationszeichen < betrachten wir die folgende Klasse K von L-Strukturen M: Die Relation
<M ist eine diskrete lineare Ordnung ohne Endpunkte (d.h. transitiv, irreflexiv, total, jedes Ele-
ment besitzt einen direkten Nachfolger und es gibt weder ein größtes noch ein kleinstes Element).
Weiter ist fM eine Bijektion, die x auf seinen direkten Nachfolger abbildet und gM ist die inverse
Abbildung (fM)−1.

Das Element y heißt hierbei direkter Nachfolger von x, falls y echt größer als x ist, aber es kein
Element dazwischen gibt.

a) Gib eine Axiomatisierung T von K an. Ist T rekursiv axiomatisierbar?

b) Ist T widerspruchsfrei?

Gegeben eine Struktur M aus K definieren wir eine Relation ∼ auf M durch

a ∼ b ⇔ für ein n aus N gilt fn(a) = b oder fn(b) = a.

Hierbei steht fn für die n-fache Verkettung von f .

c) Beweise, dass ∼ eine Äquivalenzrelation ist. Des Weiteren, für M aus K beliebig und Elemente
a1, . . . as von M , zeige, dass die erzeugte Unterstruktur ⟨{a1, . . . , as}⟩M eine Vereinigung von
∼-Klassen ist.

d) Zeige, dass es für jedes Modell M |= T eine L-Struktur N ≡ M gibt mit unendlich vielen
Äquivalenzklassen bezüglich der Äquivalenzrelation ∼, d.h. es gibt unendlich viele Elemente in
N , welche nicht ∼-äquivalent sind.

e) Zeige, dass es zwischen je zwei Strukturen N1 und N2 wie aus Teil d) ein nicht-leeres Back&-
Forth-System gibt.

f) Schließe, dass T vollständig ist. Ist T entscheidbar?

Aufgabe 2 (2+3+2 Punkte).
In der Sprache L = {0, 1,+, P}, wobei P ein einstelliges Relationszeichen ist, betrachte die

Struktur N = (N, 0, 1,+, PN ) mit PN = {n ∈ N |n = m2 für ein m aus N}.
Eine Teilmenge A von Nk ist definierbar, falls es eine L-Formel φ(x1, . . . , xk) so gibt, dass

A = {(n1, . . . , nk) ∈ Nk | N |= φ(n1, . . . , nk)}.

a) Zeige, dass sowohl die Ordnung < als auch der Graph der Nachfolgerfunktion durch L-Formeln
in der Struktur N definierbar sind.

(Bitte wenden!)

Die Übungsblätter sollen zu zweit eingereicht werden. Die Abgabe der Übungsblätter
erfolgt in den Briefkästen in der Georges-Köhler-Allee 51.



b) Welche Teilmenge aus N2 wird durch die Formel(
P (y) ∧ P (y + x+ x+ 1) ∧ ¬∃z

(
P (z) ∧ (y < z ∧ z < y + x+ x+ 1)

))

in N definiert? Schließe daraus, dass die Abbildung x 7→ x2 (das heißt, ihr Graph) in N defi-
nierbar ist.

c) Zeige, dass die Menge {(x, y, z) ∈ N3 | z = x · y} in der Struktur N definierbar ist.

Insbesondere werden wir sehen, dass die Theorie Th(N ) auch unentscheidbar ist, aus dem Satz
3.34 im Skript.


