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Kapitel 1

Aussagenlogik

In diesem Abschnitt werden wir die Grundlagen der aristotelischen Aussagenlogik einfiihren.
Dabei gelten das Zweiwertigkeitsprinzip (eine Aussage ist entweder wahr oder falsch) und das
Prinzip des ausgeschlossenen Dritten (Beweise ad absurdum oder Widerspruchsbeweise sind
giiltige Beweise), im Gegensatz zum mathematischen Konstruktivismus bzw. Intuitionismus.

1.1 Formeln und Tautologien

Notation. Wir haben unendlich viele Aussagenvariablen (oder Atome), welche mit Ay, As, ...
bezeichnet werden. Falls wir nur endlich viele Variablen betrachten, werden wir moglicherweise
eher A, B, C usw. oder P, ), R, usw. verwenden.

Definition 1.1. Die Klasse aller aussagenlogischen Formeln ist die kleinste Kollektion F aller
Ausdriicke, welche alle Aussagenvariablen enthélt und derart, dass

e wenn P in F liegt, so liegt =P in F (Negation);
e wenn P und @ in F liegen, so liegt (P V Q) in F (Disjunktion).

Insbesondere haben wir die Eindeutigkeit der Darstellung: Jede aussagenlogische Formel P
lasst sich eindeutig schreiben, das heifit, es existieren entweder

e cine eindeutige Aussagenvariable A; mit P = A;. Wir sagen, dass P der Stufe 0 ist; oder

e cine eindeutige aussagenlogische Formel (), sodass P = —(Q). Wir sagen, dass P der Stufe
n + 1 ist, wenn @) der Stufe n ist; oder

e cindeutige aussagenlogischen Formeln @) und R, sodass P = (Q V R). Wir sagen, dass P
der Stufe n + 1 ist, wobei n das Maximum der Stufen von () und R ist.

Bemerkung 1.2. Mit Hilfe der Stufe einer Formel kénnen wir Eigenschaften der Menge der
Formeln zeigen, indem wir sie induktiv (siehe Appendix iiber den Aufbau von Formeln
zeigen. Insbesondere gelten Eigenschaften, welche fiir alle Atome gelten und unter Negation
und Disjunktion erhalten bleiben, fiir alle aussagenlogischen Formeln.

Notation. Wir werden folgende Abkiirzungen verwenden, wobei wir die Eindeutigkeit der
Darstellung dementsprechend verlieren:



e (PAQ)=~(-PV-Q) (Konjunktion).
e (P— Q)= (=PVQ) (Implikation).
e (P+—Q)=(P— Q) A (Q— P)) (Aquivalenz).

Definition 1.3. In aristotelischer Logik ist {0,1} als geordnete Menge (mit 0 < 1) die Menge
der Wahrheitswerte. Eine Belegung [ ist eine Abbildung

B {Aitien — {0, 1}.
Jede Belegung [ lasst sich induktiv nach den folgenden Regeln eindeutig auf die Menge aller
aussagenlogischen Formeln fortsetzen:

B(-P) =1—p5(P) und S((PV Q)) = max{(P), 5(Q)}.
Durch Induktion iiber den Aufbau von Formeln zeigt man leicht folgendes Lemma:

Lemma 1.4. Wenn zwei Belequngen 51 und (B2 auf der endlichen Menge der Aussagenvariablen,
welche in der aussagenlogischen Formel P vorkommen, tbereinstimmen, so gilt B1(P) = [a2(P).

Bemerkung 1.5. Eine anschauliche Methode, um zu sehen welche Wahrheitswerte eine aussa-
genlogische Formel bekommen kann, wird mit Hilfe der Wahrheitstafel gegeben. Zum Beispiel:

A | Ay || =Ar | (A1 V As) | (AL A A) | (A — A) | (A +— Ay)
11 0 1 1 1 1
110 0 1 0 0 0
01| 1 1 0 1 0
00| 1 0 0 1 1

Falls in der aussagenlogischen Formel n Aussagenvariablen vorkommen (siche Lemma ,
steigt die Komplexitat der Wahrheitstafel mit Ordnung 2".

Definition 1.6. Eine aussagenlogische Formel P ist eine Tautologie, falls 5(P) = 1 fiir alle
Belegungen S.

Zwei aussagenlogische Formeln P und @ sind logisch dquivalent, bezeichnet als P ~ @, falls
(P <— Q) eine Tautologie ist.

Bemerkung 1.7. Die aussagenlogischen Formeln P und @ sind genau dann logisch dquivalent,
wenn 3(P) = (Q) fiir alle Belegungen £3.

Dass P und () logisch dquivalent sind bedeutet nicht, dass P und () als Ausdriicke gleich
sind!! Zum Beispiel:

e ((PVQ)V R) ist logisch dquivalent zu (P V (Q V R)), aber die beiden Formeln sind im
formellen Sinne verschieden.

e -~ P ~ P aber -—P # P als Aussagenformel.

Bemerkung 1.8. Logische Aquivalenz definiert eine Aquivalenzrelation (sieche Appendix
auf der Klasse der aussagenlogischen Formeln. Mit T bezeichnen wir die Aquivalenzklasse einer
(bzw. jeder) Tautologie und mit L die Aquivalenzklasse einer (bzw. jeder) aussagenlogischen
Formel, deren Negation eine Tautologie ist, zum Beispiel (A; A —A1).

Wir kénnen dementsprechend Ausdriicken der Form (PAT) oder (P V T) einen Wahrheits-
wert zuordnen und behandeln diese Symbole formell als aussagenlogische Formeln.

2



Bemerkung 1.9. Fiir alle aussagenlogische Formeln P, ) und R gilt:

o —P~ P.

(PV —P) ~ T (Prinzip des ausgeschlossenen Dritten).

T
L

(P AN =P) ~ L (Prinzip des ausgeschlossenen Widerspruchs).

(=P V =Q) (Erstes De Morgan’sche Gesetz)

~Y
~Y

)
)
(P AQ)
)

—(PVQ)~ (=P AN-Q) (Zweites De Morgan’sche Gesetz)

(P — Q) ~ (=P V Q) (Definition der materialen Implikation)

e (P—Q)~ (-Q — —P) (Kontrapositionsgesetz).

o (P Q)~ ((P SOAQ— P)) (Definition der materialen Aquivalenz)
o (PA(QAR))~ ((PAQ)AR) (Assoziativitit der Konjunktion)

e (PV(QVR))~ ((PVQ)V R) (Assoziativitit der Disjunktion)

e (PV(QAR))~ ((PVQ)A(PVR)) (Distributivgesetz I)

e (PA(QVR))~((PAQ)V(PAR)) (Distributivgesetz II)

(P=Q)A(Q— R)) = (P— R)) ~ T (Inferenz)

[ ]
VRS /N

(PA(P—Q)) — Q) ~ T (Modus Ponens)

1.2 Normalformen

Notation. Ab jetzt werden wir folgende Abkiirzungen verwenden:

o (PLAPA...AF,) oder (A P) fir die Formel ((... (P A P) A..) A Py).

=1

n

o (PLVPV...VP,)oder (\/ ) fir die Formel ((...(PLV P)V...)V B,).

=1

Definition 1.10. Eine aussagenlogische Formel ist ein Literal, falls sie eine Aussagenvariable
oder die Negation davon ist.
Eine aussagenlogische Formel ist in konjunktiver Normalform (KNF), falls sie eine endliche

Konjunktion ( A P;) von endlichen Disjunktionen
i=1

von Literalen L;; ist.



Eine aussagenlogische Formel ist in disjunktiver Normalform (DNF), falls sie eine endliche

Disjunktion (\/ P;) von endlichen Konjunktionen
i=1

von Literalen L;; ist.

Lemma 1.11. Jede aussagenlogische Formel ist logisch dquivalent zu einer aussagenlogischen
Formel in KNF und auch logisch dquivalent zu einer aussagenlogischen Formel in DNF.

Beweis. Beachte, dass die Negation eines Literales logisch dquivalent zu einem Literal ist. Somit
sieht man leicht, dass die Negation einer aussagenlogischen Formel in DNF' logisch dquivalent
zu einer aussagenlogischen Formel in KNF ist. Weil P ~ == P, geniigt es zu zeigen, dass jede
aussagenlogische Formel logisch dquivalent zu einer aussagenlogischen Formel in DNF ist.
Wir beweisen dies durch Induktion iiber den Aufbau von Formeln. Fiir Formeln der Stufe 0 ist
das trivial. Falls P und @) beide logisch dquivalent zu aussagenlogischen Formeln in DNF sind,
so gilt dies klarerweise auch fiir (P V Q). Wir miissen nur zeigen, dass =P logisch dquivalent
zu einer Formel in DNF ist, falls P logisch dquivalent zu einer Formel in DNF ist.

Falls P ~ (\/ P;), wobei jedes P, = (Lj A ... A Liy,,) fiir Literale L;;, ist
i=1

i=1
WEeil die Negation eines Literales logisch dquivalent zu einem Literal ist, konnen wir mit Hilfe
der Distributivitédtsgesetze die Konjunktionen mit den Disjunktionen so distributiv umformen,

dass =P auch logisch dquivalent zu einer Formel in DNF ist.
]

Bemerkung 1.12. Wenn wir noch verlangen, dass jedes Literal L;; in jeder endlichen Konjunk-
tion genau einmal vorkommt, bekommen wir eine kanonische DNF, welche bis auf Permutation
der P; und innerhalb der P, bis auf Permutation der Literale eindeutig ist, denn (L; A—L;) ~ L.



Kapitel 2

Pradikatenlogik

Nach dem Satz von Lindstrom ist die Logik erster Stufe die stéirkste Logik, in welcher der
Kompaktheitssatz (Korollar und Lowenheim-Skolem abwiirts (Korollar gelten. Bei-
de Sétze sind eine Folgerung des Vollstindigkeitssatzes (Korollar , welcher besagt, dass
wahr und beweisbar dquivalente Begriffe sind. Wir werden in diesem Abschnitt untersuchen
wie mathematische Strukturen als Strukturen erster Stufe betrachtet werden kénnen und den
Begrift eines formellen Beweises einfithren. Formelle Beweise sind im Kern des Gddel’schen
Unwvollstandigkeitssatzes, welcher im néchsten Abschnitt bewiesen wird.

2.1 Sprachen und Strukturen

Definition 2.1. Eine Sprache ist eine Menge £ von Konstanten, Funktions- und Relationszei-
chen.

L= {ci}ier U{fj}jes U{Ri}rex.

Jedes Funktionszeichen f;, bzw. jedes Relationszeichen Ry, hat eine Stelligkeit n;, bzw. n.

Eine Struktur A in der Sprache £ besteht aus einer nicht-leeren Grundmenge A, das Univer-
sum von A, zusammen mit Interpretationen der Konstanten-, Funktions- und Relationszeichen
der Sprache L. Dies bedeutet, dass es

e fiir jedes Konstantenzeichen c; ein Element aus A gibt, das wir als ¢i* bezeichnen;
o fiir jedes Funktionszeichen f; mit Stelligkeit n; eine Funktion f]“-4 : A" — A gibt;
e fiir jedes Relationszeichen Rj, mit Stelligkeit n;, eine Teilmenge Ry von A™ gibt.

Wir sagen, dass A eine L£-Struktur ist und schreiben
"4 = <A7 {Cf}iéla {f]A}jGJ7 {R?}kEK)
Beispiel 2.2.

e Jede nicht-leere Menge ist eine Struktur in der leeren Sprache.

e Jeder Graph ist eine Struktur in der Graphensprache Lgrqpn = { R}, wobei R ein 2-stelliges
Relationszeichen fiir die Kantenrelation ist.



e Jede Gruppe G ist eine Struktur in der Gruppensprache Lg, = {1,-,7' }.
e Jeder Kérper F ist eine Struktur in der Ringsprache Lg;n, = {0,1,4+, —, -}

Definition 2.3. Eine Finbettung der L£-Struktur A in die £-Struktur B ist eine injektive Ab-
bildung F': A — B, welche mit den Interpretationen kompatibel ist. Dies bedeutet, dass

e fiir jedes Konstantenzeichen c aus £ ist F(c*) = c&;

o fiir jedes Funktionszeichen f aus £ mit Stelligkeit n und Elemente a4, ..., a, aus A gilt

F(fMaq,...,an)) = fB(F(a1),..., F(an));
o fiir jedes Relationszeichen R aus £ mit Stelligkeit m gilt

(a1,...,a,) liegt genau dann in R4, wenn (F(ay), ..., F(a,)) in RP liegt.

Ein Isomorphismus ist eine surjektive Einbettung. Falls es einen Isomorphismus von 4 nach
B gibt, bezeichnen wir dies mit A ~ B.

Bemerkung 2.4. Die Relation =~ ist eine Aquivalenzrelation zwischen £-Strukturen.

Definition 2.5. Gegeben zwei L-Strukturen A und B, sagen wir, dass A eine Unterstruktur
von B ist, falls A C B gilt und die mengentheoretische Inklusion Ids : A — B eine Einbettung
ist. Wir schreiben A C B.

Bemerkung 2.6. Fiir zwei Unterstrukturen 4 und B einer gemeinsamen Struktur M in der
Sprache £ mit nicht-trivialem Durchschnitt AN B # () existiert eine natiirliche £-Unterstruktur
mit Universum A N B, welche wir als A N B bezeichnen. Insbesondere, gegeben eine nicht-leere
Teilmenge C' C A, ist der Durchschnitt aller Unterstrukturen D von A, deren Universum D
die Menge C' enthilt, die kleinste Unterstruktur, deren Universum C' enthélt. Sie ist die von
C' erzeugte Unterstruktur in A , bezeichnet als (C) 4. Die Unterstruktur D von A ist endlich
erzeugt, falls es eine endliche Teilmenge C' so gibt, dass D = (C') 4 .

Insbesondere, gegeben eine L£-Struktur A und eine nicht-leere Teilmenge C' C A derart, dass
C' alle Interpretationen (in .A) der Konstantenzeichen enthélt und unter den (Interpretationen
der) Funktionen aus £ abgeschlossen ist, ist C' das Universum einer £-Unterstruktur C von A:
Setze

R¢=C™N R4,

fiir jedes Relationszeichen R der Stelligkeit m aus L.

Notation. Im Gegensatz zu den Aussagenvariablen werden die Variablen in der Pradikatenlogik
mit den Symbolen z, y, z usw. bezeichnet. Da wir auch in diesem Zusammenhang unendlich vie-
le Variablen besitzen, werden wir abhéngig von der Situation die Variablen mit zq,...,x,,...,
oder yi,...,Ym, ... usw. bezeichnen.

Definition 2.7. Die Kollektion von Termen einer Sprache L ist die kleinste Menge TIERM von
Ausdriicken, welche alle Variablen und Konstantenzeichen enthélt, so dass

o fiir jedes n aus N und Terme ¢4, ...,t, aus TERM sowie jedes n-stellige Funktionszeichen
f aus L, der Ausdruck f(tq,...,t,) in TERM liegt.
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Bemerkung 2.8. Die obige Definition impliziert, dass wir die Terme einstufen kénnen. Varia-
blen und Konstantenzeichen sind Terme der Stufe 0. Falls ¢4, ..., t, Terme der Stufe héchstens
k sind, ist der Term f(t1,...,t,) der Stufe hochstens k + 1.

Insbesondere hat man die Eindeutigkeit der Darstellung: Jeder Term der Stufe £ > 0 lésst
sich eindeutig schreiben als f(ty,...,t,) fiir ein eindeutig bestimmtes Funktionszeichen f und
eindeutig bestimmte Terme t4,...,t,, welche der Stufe héchstens k& sind.

Notation. Wie iiblich in der Mathematik, werden wir in gewissen Fillen Terme anders dar-
stellen, z. B:
t1 + ty anstatt + (ty,ts).

Fiir einen Term ¢ schreiben wir t = t[z1, ..., x,,], wobei die Variablen x, ..., z,, verschieden
sind, falls die Variablen, welche in ¢ vorkommen, in der Menge {x1, ..., z,,} liegen.
ACHTUNG: t[xy,...,z,] bedeutet nicht, dass jede Variable z;, fiir 1 < i < n, unbedingt in
t vorkommt!!

Somit definiert fiir jede £-Struktur A der Term ¢t = t[z4, ..., z,,] eine Funktion

tA A™ — A ,
(ai,...,am) +— t4ar,...,ap)
wobei t4[ay, ..., a,] der Wert von t evaluiert auf x, = ay,..., 2, = a,, ist. Dieser Wert wird

induktiv iiber die Stufe des Termes t definiert:
e Falls t = c fiir ein Konstantenzeichen ¢ aus £, ist t* die konstante Funktion mit Wert ¢*;
e Falls t = z; fiir eine Variable ;, ist t4[ay, ..., am] = a;
o Fallst = f(tq,...,t,), ist

tAay, ... am) = A a1, .. am], .t ar, - am)).

Beispiel 2.9. Sei (G, -, e) eine Gruppe, gesehen als natiirliche Struktur in der Gruppensprache
Lgp, ={1,-,7'}. Die Terme
ti=1-zund ty, ==

definieren die gleichen Funktionen in der Struktur G = (G, e, -, x + x~!), sind aber verschiedene
Terme, gesehen als Ausdriicke in £ (allein schon, weil ¢; der Stufe 1 und ¢, der Stufe 0 ist).

Definition 2.10. Atomare Formeln in der Sprache £ sind entweder Ausdriicke der Form
(t1 =t2),
fiir zwei £-Terme t; und t,, oder Ausdriicke der Form
R(ty, ... tn),

wobei n aus N kommt, die Elemente tq,...,t, Terme aus £ sind und R ein n-stelliges Rela-
tionszeichen ist.

Die Kollektion von Formeln in der Sprache L ist die kleinste Menge FORM von Ausdriicken,
welche alle atomare Formel enthélt, und derart, dass



e wenn ¢ in FORM liegt, so liegt = in FORM;
e wenn ¢ und ¢ in FORM liegen, so liegt (¢ V ¢) in FORM;
e wenn ¢ in FORM liegt und x eine Variable ist, so liegt dz¢ in FORM.

Ebenso wie Terme, kénnen wir nun Formeln einstufen, indem wir sagen, dass atomare
Formeln der Stufe 0 sind und wenn wir eine der drei obigen Konstruktionen auf Formeln ¢ und
¥ der Stufe hochstens k anwenden, die neue Formel der Stufe héchstens &+ 1 ist. Insbesondere
lasst sich jede Formel eindeutig schreiben, entweder als

o (t; =t9), fiir eindeutige Terme ¢; und t9; oder
e R(ty,...,t,), fiir eindeutige Terme t1,...,t,, oder

e —p, fiir eine eindeutige Formel ¢; oder

(p V1), fiir eindeutige Formeln ¢ und v; oder

e dxyp, fiir eine eindeutige Formel ¢ und eine eindeutige Variable z.

Bemerkung 2.11. Wie in der Notation [I.1} werden wir folgende Abkiirzungen verwenden,
wobei wir die Eindeutigkeit der Darstellung von Formeln dementsprechend verlieren:

o (pAY)=(mpV ).

° (p—= 1) = (V).

e (pe)=(p =)A= p)
o Yoy = ~Jz-p.

Ahnlich wie bei Termen schreiben wir fiir Formeln ¢ = olxy,...,z,), falls die Variablen,
welche in ¢ frei vorkommen, in der Menge {x1,...,z,} liegen. Eine Variable x kommt frei in
¢ vor, falls x in ¢ vorkommt, aber nicht im Wirkungsbereich eines Quantors Jx liegt. Genauer
definieren wir induktiv iiber den Aufbau von Formeln, dass x in ¢ frei vorkommt, falls

e ¢ atomar ist und z kommt in ¢ vor;
e ¢ = —) und z frei in ¢ vorkommt;
e © = (¢ Vo) und x frei in 91 oder 1) vorkommt;

e ¢ = Jyip und x frei in ¢ vorkommt aber verschieden von y ist.

Das Vorkommen einer Variable x, welche in ¢ nicht frei vorkommt, ist gebunden.
ACHTUNG: Die Schreibweise ¢[x1, ..., x,] bedeutet nicht, dass jede Variable x;, fir 1 <1i <
n, unbedingt in ¢ vorkommt!!

Definition 2.12. Sei ¢ = ¢[zy,...,x,] eine L-Formel und a4, ..., a, Elemente aus der Grund-
menge einer L£-Struktur A. Wir sagen, dass das Tupel (ay,...,a,) die Formel ¢ in A erfillt,
oder dass ¢ von ay,...,a, in A gilt, wir schreiben A = @[aq, ..., a,], falls entweder
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0 = (t1 = ty) und t{'[as, ..., a,] = t3'|ay, . .., a,]; oder
e v =R(ty,...,t,) und (t“f‘[al,...,an],...,té[al,...,an]) in R4 liegt; oder
@ = - und A £ Ylay,. .., a,]; oder

© = (Y1 Vo) und A = ¢1ay,. .., a,] oder A = ihgfay, ..., a,]; oder

@ = Jyu, wobei ¥ = Y[xq,...,x,,y] und es ein Element a aus A derart gibt, dass
A EYay, ... a,,al.

Bemerkung 2.13. Es folgt aus der Definition, dass A [~ ¢[ay,...,a,] genau dann, wenn
A E —play, ..., a,)].

Die obige Definition ist kompatibel mit unserer Intuition beziiglich der eingefiihrten Abkiirzungen

2.11} Zum Beispiel:

AE (o= Y)ar,. .., a,)

ist dquivalent zu

AEplay, ... a,) > AEYla, ..., a4,
Definition 2.14. Eine Aussage ist eine Formel x ohne freie Variablen. Dennoch ist die Schreib-
weise y = x[z] sinnvoll, siehe Bemerkung Somit sagen wir, dass die £-Aussage x in der
L-Struktur A gilt oder dass A die Aussage x erfillt, wir schreiben A = x, falls A = x|al, fiir

ein (bzw. jedes) Element a aus A.

Definition 2.15. Zwei £L-Strukturen A und B sind elementar dquivalent, wir schreiben A = B,
falls sie dieselben Aussagen erfiillen. Dies bedeutet, dass fiir jede Aussage ¥,

falls A = x, dann B [ x.

Wir méchten den Zusammenhang und den Unterschied zwischen Isomorphismen und ele-
mentar Aquivalenz verstehen. Dafiir brauchen wir den Begriff von Back-&-Forth-Systeme,
manchmal auch Ehrenfeucht-Fraissé Spielen gennant.

Definition 2.16. Seien A und B zwei L-Strukturen. Ein Back-&-Forth System zwischen A und
B ist eine Kollektion S von £-Isomorphismen F' : Dom(F') — Im(F') zwischen endlich erzeugten
L-Unterstrukturen Dom(F') von A und Im(F') von B derart, dass folgende Bedingungen gelten:

Back Fiir jedes F' aus S und jedes b aus B existiert eine Fortsetzung G von F'in § derart, dass
b im Bildbereich Im(G) von G liegt.

Forth Fiir jedes F' aus S und jedes a aus A existiert eine Fortsetzung H von F in S derart, dass
a im Definitionsbereich Dom(H) von H liegt.

Bemerkung 2.17. Die triviale Menge S = () ist ein Back-&-Forth System zwischen je zwei
L-Strukturen A und B.

Jeder Isomorphismus zwischen den L£-Strukturen A und B induziert ein nicht-leeres Back-
&-Forth System zwischen A und B.

Induktiv iiber den Aufbau von [z, ..., x,] beweiit man, dass fiir ein Element F' aus einem
Back-&-Forth System S und Elemente ay, ..., a, aus Dom(F)

A= ¢lay, ..., a,) genau dann gilt, wenn B = p[F(aq), ..., F(a,)].
Insbesondere erfiillen A und B dieselbe Aussagen falls S # ().
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Definition 2.18. Fiir zwei £-Strukturen A und B und Teilmengen () # C C Aund D C B ist
eine partielle Abbildung F': C' — D elementar, falls

A ¢ley, ..., ¢, genau dann gilt, wenn B = ¢[F(c¢1), ..., F(c,)],

fiir alle Elemente ¢y, ..., ¢, aus C und jede Formel @[z, ..., x,].

Die Struktur A ist eine elementare Unterstruktur der Struktur B, falls A C B und die
mengentheoretische Inklusion Id, : A — B elementar ist. Wir schreiben A < B. Des Weiteren
ist B eine elementare Erweiterung der Struktur A, falls A sich in B elementar einbetten ldsst.

Nach der Bemerkung ist jede Abbildung F' aus einem Back-é-Forth System S eine
elementare partielle Abbildung von Dom(F') nach Im(F).

Korollar 2.19. Fulls ein nicht-leeres Back-&-Forth System S zwischen den L-Strukturen A
und B existiert, sind A und B elementar dquivalent.
Insbesondere sind isomorphe Strukturen elementar dquivalent.

Bemerkung 2.20. Ein Isomorphismus von A und B ist immer eine elementare Abbildung aus
der Bermerkung

Wenn eine partielle elementare Abbildung von A nach B existiert, dann sind A und B
elementar aquivalent.

Beispiel 2.21. In der Sprache £ = {<}, wobei < ein zweistelliges Relationszeichen ist, sind
die Strukturen (Q, <) und (R, <) nicht isomorph (aus Méachtigkeitsgriinden) aber elementar
dquivalent, weil die Kollektion aller £-Isomorphismen zwischen endlichen Teilmengen von Q
und R ein Back-&-Forth System bildet.

2.2 Theorien und Beweise

In diesem Abschnitt fixieren wir eine Sprache L.

Definition 2.22. Eine £-Theorie T ist eine Kollektion von Aussagen.

Die L-Struktur A ist ein Modell von T, falls A |= x fiir jede Aussage x aus T'. Dies bezeichnen
wir mit A = T

Die Aussage 0 folgt aus der Theorie T, bezeichnet mit 7' |= 6, falls 6 in jedem Modell A =T
gilt.

Wenn eine Theorie Modelle besitzt, heifit sie konsistent, ansonsten inkonsistent.

Bemerkung 2.23. Jede L-Struktur ist ein Modell der leeren Theorie, welche keine Aussage
enthélt.

Jede Aussage ist eine Folgerung einer inkonsistenten Theorie. Falls je zwei Modelle einer kon-
sistenten Theorie T elementar dquivalent sind, gilt fiir jede Aussage x entweder T' = y oder
T = —x. Beachte, dass diese beiden Fille nicht gleichzeitig vorkommen kénnen.

Definition 2.24. Eine Klasse C von L-Strukturen ist axiomatisierbar, falls es eine Theorie
gibt, deren Modelle genau die Strukturen aus C sind.

Aufgabe. Ist die Klasse aller Gruppen in der Sprache L, axiomatisierbar? Wenn ja, folgt die
Aussage
VaVy (z-y =y - x)

(oder die Negation davon) aus der Axiomatisierung?
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Definition 2.25. Eine L£-Aussage Y ist allgemeingiiltig, falls sie aus der leeren Theorie folgt.
Das heifit, dass sie in jeder L£-Struktur A gilt. Dies bezeichnen wir mit = y.
Eine £-Formel p[z1, ..., x,] ist allgemeingiiltig, falls =V, ... Ve, .

Bemerkung 2.26. Sei P = P(Ay,...,A,,) eine aussagenlogische Tautologie mit Variablen
Ay, ..., A Gegeben L-Formeln oq[z1, ..., 2], ..., om|x1, ..., 2,], betrachte die £-Formel

mit freien Variablen xzq,...,z,, welche wir aus P(Aq,...,A,,) gewinnen, indem wir jede aus-
sagenlogische Variable A; durch ¢;[z1,...,x,] ersetzen. Die L-Formel ¥[zy,...,x,] ist allge-
meingiiltig.

Wir bezeichnen solche entstandene Formeln wieder als Tautologien (trotz der moglichen Ver-
wirrung).

Beweis. Sei B eine beliebige L-Struktur und by,...,b, Elemente aus B. Definiere folgende
Belegung der aussagenlogischen Variablen:

B {Ai, ..., A, — {0,1}
{1, falls B = @i[by, ..., by

A;
0, sonst

Induktiv tiber den Aufbau der aussagenlogische Formel Q(A, ..., A,) sieht man leicht, dass
B(Q(A1,...,Ay)) = 1 genau dann, wenn B |= 0[by, ..., b,], wobei die L-Formel 0]z, ..., z,]
aus () durch Ersetzen der Variable A; durch ¢; entsteht.

Wenn P(Aq, ..., A,,) eine Tautologie ist, folgt, dass die entsprechende Formel ¢[z1, ..., x,]
wie in der Behauptung allgemeingiiltig ist. O

Definition 2.27. Die Gleichheitsaziome sind die folgende Liste von Aussagen:
1. Vo(x = x)
2. VaVy ((z =y) — (y = 2)).

3. Va:Vsz( (x=y)AN(y=2)) = (x = z))

4. ‘v’xl...‘v’mn‘v’yl...‘v’yn<( N (i =w)) = (f(z1,...,2,) = f(yl,,yn))> fiir jedes n-

1<i<n
stellige Funktionszeichen f aus L.

5. ‘v’xl...‘v’a:mVyl...Vym<( N (i =) — (R(xy, ..., x) < R(yl,...,ym))> fiir jedes

1<i<m
m-stellige Relationszeichen R aus L.

Bemerkung 2.28. Beachte, dass die obige Liste von Axiomen unendlich sein kann, falls die
Sprache £ unendlich viele Funktions- oder Relationszeichen enthélt.
Jedes Gleichheitsaxiom ist allgemeingiiltig.

Beweis. Gleichheit ist in der Tat eine Aquivalenzrelation (dies besagen die Axiome (1) — (3)).
Ferner ist das Bild von Tupeln, die gleich sind, auch gleich (und dementsprechend fiir Relatio-
nen). O

Um den Begriff eines formellen Beweises einzufiihren, brauchen wir einige Hilfslemmata.
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Definition 2.29. Seien t und s Terme aus £ und x eine Variable. Die Ersetzung von x durch s
in ¢ ist ein neuer Term ¢,/,, der aus ¢ gewonnen wird, indem wir jedes Vorkommen der Variable
x durch s ersetzen.

Bemerkung 2.30. Beachte: Falls z in s nicht als Variable vorkommt, dann kommt x nicht
mehr in ¢,/, vor. Allerdings werden die Variablen aus s nun in ¢/, vorkommen.

Definition 2.31. Gegeben eine Formel ¢, eine Variable x und einen Term s, definieren wir die
Ersetzung @s/, von x durch s in ¢, indem wir alle freien Vorkommen der Variable x in ¢ durch
s ersetzen. Genauer definieren wir rekursiv:

Falls ¢ = (t; = t2), ist Ys/a = (t1s/a = taga)-

Falls Y = R(tl, . ,tk), ist Ps/oz = R(tls/x . 7tks/z)'

Falls ¢ = =), ist ©,/0 = s/

Falls ¥ = (901 v 902)7 ist Ps/z = (SOIS/SC N 9028/1;)'

Jyy, firy==x
Hy%/x, fiir Yy 7é r

Falls ¢ = Jyv, ist pg/p = {

Die Variable x ist frei fiir s in ¢, falls keine der Variablen von s in ¢/, gebunden wird. Dies
bedeutet, dass entweder z nicht frei in ¢ vorkommt (und somit ist ¢,/, = ¢), oder

e ¢ ist quantorenfrei; oder

e © = —) und = kommt frei fiir s in ¢ vor; oder

e © = (1 V) und x kommt frei fiir s sowohl in ¢ als auch in ¢y vor; oder
e ¢ = Jyi und = # y kommt frei fiir s in 1, aber y kommt nicht in s vor.

Beispiel 2.32. Nach dem Ersetzen kann die Erfiillbarkeit einer Formel in einer Struktur héchst
verschieden sein. Zum Beispiel, falls s = y, kommt z nicht frei fiir s in ¢ = Vy (y = x) vor, denn
y wird nach dem Ersetzen gebunden. In der Tat ist ¢,/, = Vy(y = y) eine allgemeingiiltige
Aussage. Jedoch erfiillt das Element a der Struktur A die Formel ¢ genau dann, wenn die
Grundmenge A die Einermenge {a} ist.

Falls die Variable z frei fiir s in ¢ vorkommt, haben wir eine Aquivalenz:

Lemma 2.33 (Substitionslemma). Wenn die Variable x frei fir s = s[zy, ..., x,] in der Formel
olr,x1, ..., x| ist, gilt fiir beliebige Elemente ay, ..., a, in einer Struktur A,

AE gp[sA[al, Gyl A, G| S A Oglan, . ag).

Beweis. Mit der obigen Notation zeigen wir zuerst induktiv iiber den Aufbau eines Termes
tz, 1, ..., x,), dass

t;“/x[al, an] = A5 ar, .. an),a, . an).



Falls t ein Konstantenzeichen ist, ist es trivial. Wenn ¢ eine Variable ist, miissen wir unterschei-
den, ob t = x oder t # x. Und fiir beliebige Terme folgt es aus der Induktionsannahme.
Nun zeigen wir induktiv iiber den Aufbau der Formel ¢, dass

A plstar, ... a0, a1, .. a,] < pgpelar, .. a).

Fiir quantorenfreie Formeln folgt es aus dem ersten Teil des Beweises. Daher miissen wir
nur den Fall ¢ = Jyy betrachten mit ¢ = Yy, z,xq,. .., x,). Falls y = x, kommt z nicht frei in
¢ vor und es ist ¢,/ = ¢ und die Aquivalenz folgt.

Ansonsten ist y # x und wir schreiben ¢ = Y[y, z, x1,...,x,]. Weil z frei fir s in ¢ ist,
kommt die Variable y nicht in s vor. Insbesondere ist s4[ay, ..., a,] = §4[a, a1, ..., a,] fiir jedes
Element a aus A, wenn wir s als Term § in den Variablen {y, x1,...,z,} schreiben. Ferner ist

Os/z = Is/e|®1, . .., 2], Nun gilt:

AE o[s4ay, ... a4 a1,...,a,] & Es gibt ein Element a aus A mit
A= la,sMay, ... an],a, ... a,] ©
Es gibt a aus A mit A |= ¢[a, 54 [a,ay, ..., a,],a1,. .., ay] P o gibt a aus A mit

AEYsgla,ar, ... a,] & AE gsplar, .. a,] & AE @ ala, ... a]
O

Korollar 2.34 (3-Quantorenaxiom). Wenn x frei fir s = s[xy,...,z,] in o[z, xq1,. .., z,)] ist,
dann st die Formel

(¢sje — Izp)

allgemeingiiltig.
Insbesondere gilt = (¢ — Jz1).

Beweis. Wir miissen zeigen, dass jede Struktur A die Aussage Vi, ... V2, (s, — Jxp) erfiillt.
Gegeben ay, ..., a, aus A derart, dass A = ¢y/z[ai,...,a,] gilt, dann folgt aus dem Lemma
2. 00

A= plshay, ... a,],aq,. .., a).

Insbesondere bezeugt das Element s[ay, . . ., a,] aus A, dass A |= Jzplay, . . ., a,], wie gewiinscht.
Fiir die letzte Behauptung des Korollars geniigt es den Fall s = x zu betrachten. O

Definition 2.35. Eine £-Formel ¢ ist in prdnexer Normalform, wenn
Y= Qlyl s mem¢a
wobei jedes (); eines der Quantoren V oder 3 ist und v eine quantorenfreie Formel ist.

Lemma 2.36. Fir jede Formel plzy,...,x,] gibl es eine Formel O[xy,... ,x,| in prinezer
Normalform derart, dass (¢ <> 0) allgemeingiiltig ist.

Wir sagen, dass ¢ und 6 logisch dquivalent sind, und schreiben ¢ ~ 6.
Beweis. Es geniigt alle Quantoren in ¢ nach folgenden Regeln nach vorne zu ziehen:

[ ] ﬁElN\V/—\
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[ ] ﬂVNE|—|

o (Y1 ATwahy) ~ Iy(Y1 Athay ) und (1 V 3zhe) ~ Fy(¢1 Viba, ), wobei y weder in ¥, noch
in 1y vorkommt.

o (Y1 AVarhy) ~ Vy(h1 Aty ) und (1 V Vaihe) ~ Yy (i1 Viba, ), wobei y weder in ¢ noch

in 19 vorkommt.

Jede Reihenfolge dieses Verfahrens liefert moglicherweise eine andere Formel in prénexer Nor-
malform, aber sie sind alle logisch dquivalent zueineander. O

Der Beweis des folgenden Lemmas ist offensichtlich.
Lemma 2.37 (Modus Ponens). Falls = ¢ und = (p — 1), dann ist ¢ auch allgemeingiiltig.

Lemma 2.38 (3-Einfiihrung). Falls die Variable x nicht frei in v vorkommt und = (p — 1),
dann ist (Jxyp — 1) allgemeingiiltig.

Beweis. Schreibe ¢ = plx, z1, ..., x,] und ¢ =[xy, ... 2] = Y[z, 21, ..., x,] (weil z nicht frei
in ¢ vorkommt). Gegeben Elemente aq, .. ., a, aus der Grundmenge A einer beliebigen Struktur
A, wollen wir zeigen, dass

AE (Jzp = ¥)[ay, ..., a,].

Angenommen, dass A = Jxplx,ay,...,a,], wihle a aus A mit A | ¢la,ay,...,a,]. Es folgt
A = Yla,ay, ..., a,), weil die Formel (¢ — ) allgemeingiiltig ist. Weil x nicht frei in ¢
vorkommt, bedeutet dies, dass A = 9laq,. .., a,], wie gewiinscht.

]

Definition 2.39. Die Formel ¢ ist aus der Theorie T' beweisbar, wir schreiben T - ¢, falls ein
n aus N und eine endliche Folge (1, ..., ¢,), mit ¢, = ¢, derart existieren, dass fiir jedes i < n

e die Formel ¢; ein logisches Aziom ist, das heifit, entweder eine Tautologie (siehe[2.26)) oder
ein Gleichheitsaxiom oder eine Instanz (1s,(x) — Jx1)(z)) des 3-Quantorenaxiomes ist;
oder

e die Formel ¢; zu T gehort; oder

e die Formel ¢; aus zwei vorherigen Formeln ¢; und ¢, = (¢; — ¢;) durch Modus Ponens
entsteht; oder

e die Formel ¢, = (3zyy — ) aus einer vorherigen Formel ¢; = (¢y — 1) durch
3-Einfithrung entsteht (insbesondere kommt z nicht frei in ¢y vor).

Die obige Folge (¢1,...,p,) ist ein Beweis in T der Formel .

Bemerkung 2.40. Falls (¢4, ..., ¢,) ein Beweis in T' von ¢ ist, so ist (1, ..., @,12) ein Beweis
von ¢, wobei ¢, 1 die Tautologie (y,, — ¢,) ist und ¢, 12 = @, = ¢ mit Anwendung von Modus
Ponens entsteht. Insbesondere kann eine Formel mehrere Beweise in T" haben.

Falls die Formel ¢ aus der Theorie T'U {11, ..., ¥, } beweisbar ist, wobei jede Aussage 1)
auch aus T" beweisbar ist, dann ist ¢ aus 17" beweisbar: Es geniigt die Beweise der ¢;’s zusammen
mit dem Beweis von ¢ aus T'U {41, ...,%,} zu konkatenieren, um einen Beweis von ¢ aus T’
ZUu gewinnen.
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Definition 2.41. Eine Formel ¢ ist beweisbar, falls sie aus der leeren Theorie beweisbar ist.
Dies bezeichnen wir mit - .
Das Hilbertkalkiil ist die Kollektion aller beweisbaren Formeln (beziiglich der leeren Theorie).

Lemma 2.42.

V-Quantoren-

: Falls x frei fir s in ¢ ist, dann gilt = (Voo — @y;). Insbesondere ist (Yxeo — @)
azxiom

beweisbar.

V-FEinfiihrung Falls x nicht frei in ¢ vorkommt und & (o — ), so gilt b (p — Yau)). Insbesondere ist
V) beweisbar, wenn 1 beweisbar ist.

Beweis. Fiir das V-Quantorenaxiom, beachte, dass x auch frei fiir s in = ist. Insbesondere ist
(—¢@s/z — Jr@) eine Instanz des 3-Quantorenaxiom und daher beweisbar. Die aussagenlogi-
sche Tautologie

(41 = 43) = (=45 = =4y))

zusammen mit =y, /, als A; und dr—yp als Ay und Modus Ponens liefert, dass

l_ (ﬁaxﬁgp — —lﬂgps/x)’

und &dquivalent dazu

F (Ve = ~—@gs/a).

Die aussagenlogische Tautologie
((Al — _|_\A2) — (Al — Ag))

liefert nun mit Modus Ponens, dass (Vzy — ¢;/,) beweisbar ist wegen Bemerkung [2.40]
Wende nun das V-Quantorenaxiom mit s = x an und erhalte, dass (Vxe — ¢) beweisbar
ist.
Fiir die V-Einfiihrung ist es dhnlich wie oben, weil x nicht frei in —p vorkommt, wenn x
nicht frei in ¢ vorkommt. Aus der Tautologie

(6 =) = (0 > )

und Modus Ponens folgt, dass (-9 — =) beweisbar ist und somit auch (x—) — —p). Mit
Hilfe der entsprechenden Tautologie, Modus Ponens und der Bemerkung ist die Formel
(¢ — Vz1)) beweisbar, wie gewiinscht.

Die Formel ¢ = Vy(y = y) ist ein Gleichheitsaxiom und somit beweisbar, aber x kommt nicht
frei in ¢ vor. Die aussagenlogische Tautologie

<A1 - <A2 (A = Ag)))

und zweimaliges Anwenden von Modus Ponens (mit ¢ als A; und v als As) liefern, dass - (¢ —
1), falls ¢ beweisbar ist. Insbesondere ist (¢ — Vz1)) beweisbar. Aus Modus Ponens folgt, dass
V1) auch beweisbar ist. O
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Lemma 2.43. Sei o[z, ...,x,| eine L-Formel und C eine Menge von neuen Konstantenzei-
chen, welche nicht aus L kommen. Fir Symbole ci, ..., ¢, aus C, ist die L-Formel @[z, ..., x,]
genau dann beweisbar, wenn die LU C-Aussage p[cy, . .., c,] beweisbar ist.

Beweis.

(—) Falls b ¢[z1,...,2,], so folgt aus der V-Einfithrung die Beweisbarkeit von der Formel
Vay ... Vep[x, ..., x,]. Beachte, dass x; frei fiir ¢; in [z, ..., z,] ist (in der Sprache LU
('), weil iiberhaupt keine Variablen im Term ¢; vorkommen. Aus dem V-Quantorenaxiom
folgt induktiv, dass ¢[cy, ..., ¢,] beweisbar ist.

(<) Sei ¢1,...,¢, ein Beweis in der Sprache £ U C. OBdA koénnen wir annehmen, dass alle
Konstantenzeichen aus C, welche im Beweis vorkommen, in der Menge {c, ..., ¢, } enthal-
ten sind. Wenn wir formell jedes Vorkommen von ¢; durch eine neue Variable y; ersetzen,
welche im Beweis nicht vorkommen, gewinnen wir einen £-Beweis von ¢|yi, ..., y,]. Wie
oben folgt aus der V-Einfithrung, dass die £-Aussage

(plyt, - yn] = Yyr .. Yyn@lyt, - - Yn))

beweisbar ist, und somit ist die £-Aussage = Yy ...Yy,@[v1,- .., ys] beweisbar. Weil y;
frei fur z; in @y, ...,y,] ist, folgt aus dem V-Quantorenaxiom und iteriertem Modus
Ponens induktiv, dass

(YY1 YYn@lY1, - Yn] = VYo VYR QLTL, T, i Ynl)
beweisbar ist. Insbesondere ist ¢|x1, ..., z,| beweisbar.
O

Bemerkung 2.44. Eine Formel ¢ ist genau aus der Theorie T beweisbar, wenn es endlich

viele Aussagen xi,..., X, aus T so gibt, dass (/\f”:1 Xi — 4,0), wobei fiir £ = 0 setzen wir
k .

Nizi xi = V(z = z).

Beweis.

(=) Wenn T F ¢, gibt es einen Beweis endlicher Lange von ¢, welcher die Aussagen x1, . .., Xk
aus T verwendet. Setze nun 6 = /\?:1 X;i- Beachte, dass die Formel

(v=0—w)

fiir jede Formel 4 eine Tautologie ist. Insbesondere folgt aus der Bemerkung 2.40] induktiv
iiber die Lénge des Beweises, dass die Formel < /\f:1 Xi — g0> beweisbar ist.

(<) Fir k = 0, mussen wir nun Modus Ponens und das Gleichheitsaxiom Vz(z = x) verwen-
den. Ansonsten folgt diese Richtung aus iteriertem Modus Ponens, denn die Formel

((Ax) =) = (1= (2=l = 9)--)
ist eine Tautologie.
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]

Korollar 2.45. Seien ¢ eine Formel und 1) eine Aussage. Die Implikation (1» — @) ist genau
aus der Theorie T beweisbar, wemn die Formel ¢ aus der Theorie T U {1} beweisbar ist:

THW =) TU{YtE .
Beweis.

(=) Falls es in T einen Beweis ¢y, ..., ¢, der Linge n von der Formel ¢, = (¢ — ¢) gibt,
dann bekommen wir mit Modus Ponens einen Beweis der Linge n+ 2 von ¢ aus T'U {1},
in dem wir ¢, 11 = ¢ und @, 12 = ¢ setzen.

(<) Wir unterscheiden zwei Falle: Zuerst nehmen wir an, dass T bereits die Formel ¢ beweist.
Aus der aussagenlogischen Tautologie

(Al — (Ag — Al))
folgt (mit A; = ¢ und Ay = 1) mit Hilfe der Bemerkung 2.40] dass T'F (¢ — ), wie

gewiinscht.

Im zweiten Fall gibt es keinen Beweis der Formel ¢, welcher nur Aussagen aus T' verwen-
det. Wegen der Bemerkung gibt es Aussagen xi, ..., x, aus T'U{¢} derart, dass die
Formel ((A]_, xi) — ¢) beweisbar ist. Nach Umformung kénnen wir annehmen, dass es
Aussagen 1, ..., xx aus T derart gibt, dass

- ((/k\xi/\w) —>g0>.

i=1

Nun liefert folgende Tautologie

(((Z\lXiA¢) —¢) - (i:/k\lxi—>(w—>90)>>

mit Modus Ponens einen Beweis von (¢ — ¢) aus T, wieder aus der Bemerkung [2.44]
0

Korollar 2.46. Wenn eine Formel beweisbar ist, dann ist sie allgemeingiiltig.
Insbesondere, wenn T+ ¢, dann folgt ¢ aus T, d. h. T |= ¢.

Beweis. Aus den Bemerkungen [2.28 und [2.26] den Lemmata[2.37]und 2.38 und aus dem Korollar
folgt, dass jede beweisbare Formel allgemeingiiltig ist.

Fiir die letzte Behauptung; falls ¢ aus T beweisbar ist, dann ist ((/\/f:1 Xi) — x) fiir
endlich viele Aussagen xi,...,xx aus 1. Jedes Modell A von T erfiillt die Formeln x4, ..., x&
(und auch das Gleichheitsaxiom Vz(x = ) falls £ = 0). Somit erfiillt A auch ¢, so T = ¢. O

Wir werden im néchsten Abschnitt sehen, dass die Riickrichtung auch gilt: der Vollstandig-
keitssatz. Insbesondere haben wir eine Aquivalenz zwischen zwei Begriffen: semantische Wahr-
heit und syntaktische Folgerung.
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2.3 Vollstindigkeit und Kompaktheit

In diesem Abschnitt fixieren wir eine Sprache L.

Definition 2.47. Eine Theorie T ist widerspruchsfrei, falls keine Aussage x derart existiert,
dass T'F y und T+ —y. Ansonsten ist T" widerspriichlich.
Eine widerspruchsfreie Theorie ist vollstindig, falls T+ x oder T+ —y fiir jede Aussage Y.

Bemerkung 2.48. Jede konsistente Theorie ist widerspruchsfrei: Wenn A ein Modell von T’
ist, dann gilt, siehe Korollar [2.46] in A4 jede Aussage, welche aus T' beweisbar ist. Aber in einer
Struktur kann nicht sowohl x als auch —y gelten.

Je zwei Modelle einer vollstindigen Theorie sind elementar dquivalent: Falls A und B Modelle
der vollstéandigen Theorie sind und x eine beliebige Aussage ist, gilt

AExeTHye BEx.

Bemerkung 2.49. Eine Theorie T ist genau dann widerspruchsfrei, wenn fiir keine endliche
Kollektion von Formeln 1, ..., ¢, aus T gilt, dass - —(/\f:l ©i)-

Beweis. Wenn die Formel —( /\f:1 ;) beweisbar wére, ist sie insbesondere auch aus T beweisbar.
Mit Hilfe von iteriertem Modus Ponens und Benutzung der Tautologie

(901—>((,02—>...—>(90k—></k\<,0¢)...)>.

sieht man, dass /\f:1 @; aus T" beweisbar ist. Somit ist 7" widerspriichlich.

Fiir die andere Richtung nehmen wir an, dass T" widerspriichlich ist, das heif3t wir nehmen an,
dass T sowohl x als auch -y beweist. Wie in der Bemerkung[2.44] existieren Aussagen x1, . .., X;
und Xit1,- -, Xk aus 7' mit

= ((/\ X;) = x) und ((/\ Xj) = 7X)-

Die aussagenlogische Tautologie

((A1 S Ay) ((A3 = Ay) = —(AL A A3)>>

liefert mit Modus Ponens, dass - —(AY_, x:), wie gewiinscht. O

Lemma 2.50. Fine Theorie T ist genau dann widersprichlich, wenn jede Aussage aus T
beweisbar ist.

Beweis. Eine Richtung ist trivial. Fiir die andere Richtung sei x eine beliebige Aussage. Falls
T widerspriichlich ist, gibt es eine Aussage # mit T'F 6 und T+ —6. Die Tautologie

<9 — (-0 — X))
liefert mit Modus Ponens (zwei Mal) einen Beweis von x aus T O
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Korollar 2.51. Sei T eine Theorie und x eine Aussage. Die Theorie T'U{—x} ist genau dann
widersprichlich, wenn T = .

Beweis.

(=) Falls T'U {—x} widerspriichlich ist, dann beweist sie wegen Lemma jede Aussage.
Insbesondere beweist T'U {—x} die Aussage x. Wegen Korollar ist (-x = x) aus T
beweisbar. Die Tautologie

((ﬂx —x) = x)
liefert nun mit Modus Ponens einen Beweis aus T von Y, wie gewiinscht.

(<) Wenn T F x, dann ist y auch in jeder Obertheorie von T' beweisbar, insbesondere in 7'U
{—=x}. Aber TU{—x} beweist auch —y, trivialerweise. Daher ist T"U{—y} widerspriichlich.

]

Satz 2.52. Die Behauptung

T E x genau dann, wenn T & x fiir jede Theorie T und jede Aussage x
1st dquivalent zur Behauptung

FEine Theorie ist genau dann widerspruchsfrei, wenn sie konsistent ist.

Beweis.

(=) Wegen Bemerkung miissen wir nur zeigen, dass die widerspruchsfreie Theorie T' ein
Modell besitzt. Sonst gilt trivialerweise T' |= x fiir jede Aussage x. Aber unsere Annahme
bedeutet, dass T I x fiir jede Aussage y, das heifit T" wére widerspriichlich wegen Lemma

2,50l

(<) Wegen Korollar [2.46] geniigt es zu zeigen, dass T - x, falls T |= . Sonst ist die Theorie
T U {—-x} wegen Korollar widerspruchsfrei und es gibt somit ein Modell A von
T U {=x}. Insbesondere ist A ein Modell von T mit A = —x. Aber x folgt aus T, was
den gewiinschten Widerspruch liefert.

]

Um den Vollstédndigkeitssatz zu beweisen, werden wir die dquivalente Umformulierung im
Satz beweisen. Wir miissen fiir eine widerspruchsfreien Theorie ein Modell konstruieren.
Dafiir fithren wir neue Konstantenzeichen ein, welche erzwingen, dass die Theorie (in der er-
weiterten Sprache) genau die Kollektion aller Aussagen ist, welche in einer konkreten Struktur
gelten.

Lemma 2.53. Sei T' eine widerspruchsfreie Theorie und x eine Aussage. Fine der beiden
Theorien T U {x} oder T'U{—x} muss auch widerspruchsfrei sein (eventuell beide).

Beweis. Ansonsten wiren T'U {x} und T'U{—x} beide widerspriichlich. Wegen der Tautologie
(m=x > x) bedeutet dies, dass T"U {—=—x} und T'U {—x} beide widerspriichlich sind. Aus
Korollar folgt, dass T'F —x und T F x. Das heif3t, die Theorie T ist widerspriichlich. [
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Proposition 2.54. Jede widerspruchsfreie Theorie T besitzt (mindestens) eine Vervollstandigung,
das heifst, die Theorie T ist in einer vollstindigen Theorie enthalten.

Beweis. Sei T eine widerspruchsfreie Theorie. Wir definieren auf
S = {T" widerspruchsfreie £-Theorie mit 7" C 7'}

eine partielle Ordnung durch
T1§T2<—>T1CT2.

Wir wollen zeigen, dass S induktiv ist (siehe [C.1]). Sei I" eine linear geordnete Teilmenge von
S. Falls T' = (), dann ist das Element T aus S eine obere Schranke aus S. Falls T # (), ist die
Kollektion

T* = {L£-Aussagen x, so dass es T" aus I mit xy € T" gibt}

eine Theorie, welche jedes T” aus I' enthélt. Insbesondere enthéalt T* die Theorie T'. Es gentigt
also zu zeigen, dass T in S liegt, das heiflit, dass T™ widerspruchsfrei ist. Sonst gibe es wegen

Bemerkung [2.49| 1, . .., ¢, aus T* mit = —=( A\ ¢;). Dies bedeutet, dass es T7,..., T} aus I" mit
=1

@; in T} gibt. Da I linear geordnet ist, konnen wir 7] < ... < T/ annehmen. Aber dann ist 7
widerspriichlich, weil sie alle Aussagen ¢; enthélt.

Aus dem Zorn’schen Lemma folgt, dass eine maximale Theorie TinS existiert. Per De-
finition ist T widerspruchsfrei und enthélt 7. er miissen nur zeigen, dass T vollstandig ist.
Sei x eine beliebige Aussage. Wegen Lemma [2.53) liegt 1 TU {x} oder TU {-x}in S. Aus der
Maximalitéit von T folgt, dass T = T U {x} oder T = T U {-y}. Dementsprechend beweist T
trivialerweise die Aussage x oder ihre Negation. O

Bemerkung 2.55. Falls die Sprache £ abzéhlbar ist, kann man eine Vervollstiandigung der
widerspruchsfreien Theorie T" direkt konstruieren: Da jede Aussage eine endliche Folge von Sym-
bolen aus der Sprache ist (unter anderem Quantoren und logische Zeichen), ist die Kollektion
aller £-Aussagen auch abziahlbar. Sei {x»}i1<nen €ine Aufzihlung aller £-Aussagen. Definiere
rekursiv fiir jedes n aus N eine Theorie 7;, D T in folgender Weise: Setze Ty = T" und

T T, U{xn}, falls T, U {x,} widerspruchsfrei ist.
T U {=xn}, sonst.
Die Theorie T' = \J 7, ist vollstéindig und enthélt 7. Bei der Konstruktion von T kénnen beide
neN

Fille vorkommen, sodass es mehrere Vervollstédndigungen von 7' geben kann.

Definition 2.56. Eine Theorie T' ist eine Henkintheorie, falls es zu jeder Formel p[x] ein
Konstantenzeichen c, derart gibt, dass

T+ <E|:cg0[:c] — go[c@]),

wobei ¢[c,| = @c, /a-
Lemma 2.57. Sei ¢[z] eine L-Formel und c ein neues Konstantenzeichen, das nicht aus L

kommt. Falls T widerspruchsfrei ist, so ist die LU {c}-Theorie T'U {<E|xg0[a:] — go[c])} wider-

spruchsfrei.
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Beweis. Sonst wire in der Sprache £U{c} wegen Korollar [2.51die Aussage — <3xg0[ac] — go[c])

aus T beweisbar. Aus Bemerkung folgt, dass es eine endliche Konjuntion 6 von Aussagen
aus T gibt, sodass

oot (9= ~(Fwela] - eld))-
Insbesondere
oot (0 v (Fopla] A —pld)

oder dquivalent dazu (mit Hilfe der entsqprechenden aussagenlogischen Tautologien):

oot (-0 3apla]) A (26 V ~gld) ).

Dies bedeutet, dass sowohl (=6 V 3xzy[z]) als auch (=6 V —¢|c]) in £ U {c} beweisbar sind. Da
(=60 V Jzp[z]) eine L-Aussage ist, heiBt das, dass (-6 V Jxplx]) L-beweisbar ist und somit ist
dies auch (6 — Jxyp|z]).

Analog ist (¢[c] — —0) beweisbar. Weil ¢ nicht aus £ kommt, bedeutet dies, dass (¢[z] — —0)
als L-Formel beweisbar ist, wegen Lemma Mit 3-Einfiihrung (weil 0 eine Aussage ist,
kommt z nicht frei vor), ist die Aussage (Jxp|x] — —6) auch beweisbar.

Aus der aussagenlogischen Tautologie

(((A1 A A (Ag — ﬂAl)) N ﬁA1>

folgt, dass =6 beweisbar ist. Aber @ ist eine endliche Konjunktion von Aussagen aus T, was mit
Bemerkung den gewiinschte Widerspruch liefert. O

Proposition 2.58. Jede widerspruchsfreie Theorie T in der Sprache L ist in einer wider-
spruchsfreien Henkintheorie TT in der Sprache L U C enthalten, wobei C eine Menge neuer
Konstantenzeichen ist. Des Weiteren ist C in Bijektion mit der Menge aller Formeln aus L.

Beweis. Sei {p;[x]}ier eine Aufzdhlung aller £-Formeln in einer freien Variable. Desweiteren
sei ¢; fiir jedes ¢ aus I ein neues Konstantenzeichen, das nicht in £ vorkommt, so dass ¢; # ¢;
fiir 1 # j. Setze Lo = L und L1 = LU {c; }ier-
Mit iterierter Anwendung von Lemma folgt, dass fiir jedes i aus I die Theorie
T, =Tul [ (350%' [z] = ; [CjD}jSi

j<i

widerspruchsfrei ist (in der Sprache £ U {c¢;};<;). Insbesondere ist die £;-Theorie T = |J T;
el

widerspruchsfrei. Sie enthélt 7" und hat die Eigenschaft, dass es fiir jede Lo-Formel ¢[z] ein
Konstantenzeichen ¢, aus £; gibt, sodass

T - (Elxgp[x] — (IO[C@D.

Wir iterieren dieses Verfahren und konstruieren so in einer Spracherweiterung Lo eine Theo-
rie T2 aus T mit den obigen Eigenschaften. Und dementsprechend allgemein 77*! aus T™. Setze

T+:UT"

neN
in der Sprache L = |J £,. Jede L1 Formel muss dann fiir ein n aus N eine £,-Formel sein.
neN
Daraus folgt, dass T eine Henkintheorie ist. O]
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Bemerkung 2.59. Wenn die £-Theorie T' eine Henkintheorie ist, so ist jede Vervollstandigung
eine Henkintheorie.

Satz 2.60. Jede vollstindige Henkintheorie T in der Sprache L besitzt ein Modell, welches
nur aus Interpretationen der Konstantenzeichen besteht. Ferner ist solch ein Modell bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmt.

Beweis. Die Eindeutigkeit ist leicht zu zeigen. Sei C' die Menge der Konstantenzeichen aus L.
Falls A = (¢*)cec und B = (cB)ecc zwei solche Modelle sind, dann sind sie wegen Bemerkung
2.48 elementar dquivalent. Insbesondere gilt fiir ¢ und d aus C

A =d* o B =db.

Die Funktion
F: A = B

A B

C = C

ist eine Bijektion. Es geniigt zu zeigen, dass F’ einen Isomorphismus zwischen den £-Strukturen
A und B definiert, was sofort aus den folgenden Uberlegungen fiir jedes Funktionszeichen f,
bzw Relationszeichen R, folgt.

= flef e e B = f(F, . B) und
(... eye RY < (B,... &) e RP.

Wir miissen also nur zeigen, dass so ein Model A existiert. Definiere auf der Menge C' der
Konstantenzeichen folgende Relation:

c~deTERe=d.

Aus den Gleichheitsaxiomen (mit Hilfe von Modus Ponens und Lemma [2.42) folgt, dass ~ eine
Aquivalenzrelation auf C' ist. Sei A die Menge der Aquivalenzklassen ¢/ ~. Wir wollen eine
L-Struktur A auf der Menge A definieren.

Behauptung 1. Fiir jedes n-stellige Funktionszeichen f aus £ und alle ¢y, ..., c, aus C' gibt
es ein ¢ aus C, sodass T+ (f(c1,...,¢) = ).

Beweis der Behauptung 1. Sei plx] = (f(c1,...,¢,) = ). Weil T eine Henkintheorie ist, gibt
es ein Konstantenzeichen ¢ aus C' derart, dass

T+ (Fzplz] — p[c]).

Aus den Gleichheitsaxiomen und dem Lemma|2.42{folgt, dass T' F <f(cl, o e) = fla, ..., cn)>

und somit

T+ <<f(cl,...,cn) = f(cy, ... ,cn)> — EImap),
weil z frei fiir f(cq,...,c,) in @[x] ist. Aus iteriertem Modus Ponens folgt, dass

TH(f(cr,...,cn) =c),

wie gewiinscht. [Ben 1
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Definiere dementsprechend:

o fAlci)/~,....ch) ~)=c/ ~=TF(flcr,...,cn) =c);
e (ci/ ~,...;cx/ ~) ERA TFR(cy,. .. cp).

Beachte, dass diese Interpretationen wohldefiniert sind (dies besagen die Gleichheitsaxiome mit

Hilfe von Modus Ponens und Lemma [2.42)).

Induktiv iiber den Aufbau des Termes t ohne freie Variablen konnen wir leicht zeigen, dass
tA=ct o TH@E=0).

Wir wollen nun beweisen, dass A ein Modell von 7 ist. Es geniigt folgende Aquivalenz induktiv
iiber den Aufbau der £-Aussage x zu zeigen:

AEx e Ty,

Fiir x = (t; = t2), wobei t; und t; Terme ohne freie Variablen sind, existieren ¢ und d aus C
mit ' = ¢4 und #5' = d*. Insbesondere gilt T ((tl =) N (ty = d)) und

At =t) o AE(c=d) < ThH(c=d) < TkF (t; =t).

Genauso sicht man die Aquivalenz fiir den Fall x = R(ty,...,t). Der Fall x = (x1 V x2) ist
trivial. Falls x = =), gilt

Tvollst.

Ay o Ao o THe T8 Ty

Es ist nur noch der Fall x = 3¢ iibrig. Falls A |= x, dann gibt es ein Element d/ ~= d* aus A
mit A = ¢[d/ ~]. Dies bedeutet, dass A = ¢[d] und aus der Induktion folgt 7"t ¢[d]. Weil d
keine Variablen enthélt, ist z frei fiir d in 1[x]. Insbesondere folgt aus dem 3-Quantorenaxiom,
dass F (¢[d] — Jze[x]). Insbesondere gilt T+ Jze)[x], das heifit, T F x.

Falls T'F , gibt es ein ¢ aus C' mit T' = (x — ¥[c]), weil T" eine Henkintheorie ist. Also T" - |
und induktiv erfiillt das Element ¢/ ~ aus A die Formel ¢[z]|. Dies bedeutet, dass A = x. O

Aus den Sitzen und [2.60] und den Propositionen und folgt der Vollstindig-

keitssatz:
Korollar 2.61 (Vollstandigkeitssatz). Gegeben eine Theorie T und eine Aussage x,
TExeTEx.
Zusammen mit der Bemerkung bekommen wir:

Korollar 2.62. Fine konsistente Theorie ist genau dann vollstindig, wenn je zwei Modelle
elementar dquivalent sind.

Korollar 2.63 (Kompaktheitssatz). Fine Theorie ist genau dann konsistent, wenn jede endli-
che Teiltheorie konsistent ist.
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Bewers. Wir miissen nur zeigen, dass 1" ein Modell besitzt, wenn jede endliche Teiltheorie von
T konsistent ist. Sonst wire T wegen Satz [2.52 nicht widerspruchsfrei und es géibe Beweise aus
T von den Aussagen y und —y. Jeder dieser Beweise benutzt nur endlich viele Aussagen aus
T. Die entsprechende endliche Teiltheorie kann kein Modell besitzen. O

Korollar 2.64 (Abzéhlbares aufwérts/abwirts Lowenheim-Skolem). Jede konsistente Theorie
in einer abzahlbaren Sprache besitzt ein abzdhlbares Modell.

Sei L eine Sprache der Mdachtigkeit hochstens Kontinuum (d.h. der Mdchtigkeit der reellen
Zahlen R). Falls eine L-Theorie T unendliche Modelle (oder beliebig grofie endliche Modelle)
besitzt, dann hat sie auch ein Modell der Mdchtigkeit Kontinuum, (das heifit, ein Modell der
Machtigkeit der reellen Zahlen R).

Beweis. Beachte, dass die Sprache der zu T' gehorigen Henkintheorie wiederum abzéhlbar ist,
falls die Sprache abzahlbar ist. Insbesondere ist das Modell, welches aus den Interpretationen
der Konstanten besteht, auch abzéhlbar.

Nun, wenn die Sprache £ der Theorie T" Méchtigkeit hochstens Kontinuum hat, so hat die
Sprache der zu 1" gehorigen Henkintheorie wiederum Méchtigkeit hochstens Kontinuum. Falls
die Theorie T ein unendliches Modell (oder beliebig groe endliche Modelle) besitzt, wihle neue
paarweise verschiedene Konstantenzeichen {c, },cgr und definiere

T"=TU {=(c, = CS>}T#86R'

Diese Theorie ist endlich konsistent, das heifit, jede endliche Teiltheorie ist konsistent. Insbe-
sondere gibt es ein Modell, welche aus Interepretationen der Konstantenzeichen besteht. Wir
haben Kontinuum viele Konstantenzeichen und sie liefern verschiedene Elemente. O

Korollar 2.65. Sei C eine Klasse endlicher L-Strukturen, welche fiir jedes n aus N eine Struk-
tur der Mdachtigkeit zumindest n enthdlt. Die Klasse C ist nicht axiomatisierbar (siehe Definition
2.24)).

Insbesondere ist die Klasse aller endlichen Gruppen (in der Gruppensprache Lg,) sowie die
Klasse aller endlichen vollstindigen Graphen (in der Sprache Lgraphen) nicht aziomatisierbar.

Korollar 2.66. In der Sprache L = {0,+} gibt es eine Struktur M derart, dass M = N =
(N,0,+), jedoch besitzt M ein Element m, welches sich von jeder Primzahl aus N sich teilen

lift.
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Kapitel 3

Unentscheidbarkeit

Es gibt mehrere mathematische Modelle, welche die Idee eines Algorithmus formalisieren: Godel
fithrte rekursive Funktionen fiir seinen Beweis der Unvollstidndigkeit ein (Satz , wobei Tu-
ring und Church Machinen bzw. das A-Kalkiil einfithrten. Diese drei Begriffe der Berechenbar-
keit sind &dquivalent und somit wurde die Church’sche These eingefiihrt, welche besagt, dass
alle Begriffe der Berechenbarkeit dquivalent sein sollen. Selbstversténdlich ist diese These nicht
beweisbar ohne den Begriff des Algorithmus einfiithren zu miissen. Der Unvollstandigkeitssatz
besagt, dass es keinen Algorithmus gibt, der im Voraus entscheiden kann, ob eine Aussage er-
ster Stufe beweisbar ist oder nicht. Konkrete Sétze, die unabhéngig vom Axiomensystem sind,
sind unter anderem die Kontinuumshypothese (beziiglich des Axiomensystems ZFC der Men-
genlehre) oder die Aussage, dass Goodstein’sche Folgen immer aufhéren (in jedem Modell der
Peanoarithmetik).

3.1 Rekursivitat

In diesem gesamten Abschnitt verstehen wir unter Funktion eine Abbildung von einem (belie-
bigen) kartesischen Produkt von N nach N.

Definition 3.1. Die Kollektion der primitiv rekursiven Funktionen ist die kleinste Menge
PREK von Funktionen, welche die Grundfunktionen:

Nachfolger S: N — N
r — x+1

Projektion =} : N» — N und
(X1, ..y Tp) @

Konstanten-

funktion .

Null (sogar ( N ) : %I

nullstellig) Tlyeesn

enthélt und unter folgenden Operationen abgeschlossen ist:

Komposition Fiir jede m-stellige Funktion A in PREK und n-stellige Funktionen g, ..., gn
in PREK ist die folgende Funktion in PREK

Iz N 5 N
(1, xn) = hlg(xy, . 20), o gm(T1, . )
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Primitive

. Fiir jede n-stellige Funktion g und (n + 2)-stellige Funktion ~ in PREK ist
Rekursion

f: N+t — N
g(x1, ..., xy), firy =0
(xla"'7$n7y) — ..
Ry, .. xn, 2, f(21,. ., &0, 2)), firy=2+1
in PREK.
Beispiel 3.2. Diese Funktionen sind in PREK:
e +: N> — N
(z,y) = z+y

e r—-1: N — N
0, falls x =0
Tr +—
z, fallsx = 2+ 1
e z-y: N2 — N Beschrinkte
2, falls y = 0 Differenz
(x=z)=1, fallsy=2+1
e -y

(1.y) — 0, falls y =0
x?
Y x-z+ux, fallsy=2+1

e I N - N
. {1:5'(0), falls 2 = 0
x-z fallsx =241
Definition 3.3. Die Kollektion der rekursiven Funktionen ist die kleinste Menge REK von
Funktionen, welche alle Projektionen, die Nachfolger- und die Null-Konstantenfunktion enthélt

und unter Komposition und primitiver Rekursion sowie der folgenden Operation abgeschlossen
ist:

p-Rekursion Falls fiir die rekursive Funktion g : N**! — N gilt, dass fiir alle z1,...,z, ein y
aus N mit g(xy,...,2,,y) = 0 existiert, dann ist die Funktion
py g(xy, ... xn,y) =0: N7 — N
(x1,...,2,) + kleinstes z mit g(xq,...,2,,2) =0

auch rekursiv.

Definition 3.4. Eine Teilmenge A C N¥ ist (primitiv) rekursiv, falls ihre charakteristische
Funktion
XA - NF — N
1, falls (z1,...,25) € A
(5617 » Tk =
0, sonst.

(primitiv) rekursiv ist.
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Beispiel 3.5. Die Relation < ist primitiv rekursiv, das heit, die Teilmenge {(z,y) € N* |z < y}
ist primitiv rekursiv, weil

X<(z,y) =1 y=-x#0.
Man sieht leicht, dass die einstellige Relation z # 0 primitiv rekursiv ist.
Lemma 3.6. Falls A und B (primitiv) rekursive Teilmengen von N¥ sind, dann sind
o AUB;
e ANB;
e A\ B;

o {(z1,...,xn) EN"|(fi(z1,...,20), ..., fx(z1,...,2,)) € A}, fiir alle (primitiv) rekursive
Funktionen fi,..., fr;

auch (primitiv) rekursiv.

Lemma 3.7. Gegeben (primitiv) rekursive Teilmengen Ay, ..., A, von N* und k-stellige (pri-
mitiv) rekursive Funktionen fi, ..., fn,1, ist die Fallunterscheidungsfunktion
f: Nk — N

.

fi(zy, .. xy), falls (xq,...,2%) € Ay
folzr, ... xy), falls (xq,...,2%) € Ag\ Ay

(1‘17 ,I’k) = '
Fulr, o), fals (1, € A\ (U 4)
1<j<n
v (za, .o xy), falls (xq,...,26) € U A
\ 1<j<n

auch (primitiv) rekursiv.

Beweis. Aus dem Lemma folgt, dass fiir jedes i < n die Teilmenge B; = A; \ ( U Aj>

1<j<i

(primitiv) rekursiv ist. Damit ist auch B, ;; = NF\ ( U Aj) (primitiv) rekursiv. Beachte,
1<j<n

dass die B;’s paarweise disjunkt sind und dass
fxr, ..o ) = fi(z, o z)xe (@1, xk) + 0o+ fagi (T, o Z0) X By (21, -, ).
O

Korollar 3.8. Sind A C B C N¥ Teilmengen derart, dass B\ A endlich und A (primitiv)
rekursiv ist, so ist B (primitiv) rekursiv.

Lemma 3.9. Wenn A C N¥*! eine (primitiv) rekursive Teilmenge ist, dann sind

o B={(z1,...,2,9) ENk+1|Vz<y<(x17...,:vk,z) €A>}
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o C={(z1,...,71,y) € N1 |3z < y((xl,...,xk,z) e A>}
auch (primitiv) rekursiv.

Beweis. Man sieht leicht, dass

1, fallsy =0
XB(:E17 ce 7$k7y) =

xB(T1,. ..,z u) - xalzy, ..., Tx,u), fallsy =u+1
Aus Lemma und der obigen Uberlegung folgt, dass C auch (primitiv) rekursiv ist, weil
(T1,..., g, y) € C <= Vz < y((xl,...,:nk,z) € Nk\A>.

]

Lemma 3.10. Seien A C N**! ynd f : N¥ — N primitiv rekursiv derart, dass es fiir jedes
(x1,...,71) aus NF einy aus N mity < f(xy,...,2) und (zy,...,78,y) in A gibt. Die Funktion
g(xy, . x) = py (21, ... xx, y) € A st primitiv rekursiv.

Wir wissen, dass die Funktion g rekursiv ist, weil sie mit Hilfe der pu-Rekursion aus ya
gewonnen wird. Da ein mogliches y im Voraus mit Hilfe der Funktion f abgeschéitzt werden
kann, ist die u-Rekursion nicht notig.

Beweis. Definiere h(zy, ...,z y) = pz ((:171, cey T, 2) EAV Z = y)) Weil

0,falls y =0
h(xy,...,x5,y) = S (1, ..., 2,u), falls y =u+ 1 und (z1, ..., 28, h(z1, ..., 28,u)) € A

Y, sonst
ist die Funktion A primitiv rekursiv, denn wie im Beweis vom Lemma [3.7] ist

h(zy,...,xp,u+1) = h(zy,...,25u) - xa(@y, ..o, Tp, (21, ..o 2, 0))+
S(u)-(1;XA(asl,...,xn,h(:cl,...,xk,u))).

Beachte, dass g(x1,...,2x) = h(xy,...,zx, f(x1,...,21)) weil es aus unserer Annahme ein
y < f(x1,...,2x) mit (xq1,...,2x,y) in A gibt . Insbesondere ist g primitiv rekursiv. ]

Lemma 3.11. Folgende Funktionen und Teilmengen sind primitiv rekursiv:

e Das zweistellige Prddikat teilen:

r|y<=y=x-2z fireinz¢eN.

N

e PRIM = {z € N Primzahl} und p: N —
n +— (n+1)-te Primzahl
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Beweis. Sei Rest(z,y) die Funktion, welche den Rest der Divison von y durch z gibt, falls es
Sinn macht. Beachte, dass

Rest: N2 — N

0, falls y =0
(z,y) {Rest(as,u) +1 falls Rest(z,u) +1 <= } , falls y =u+1
0, sonst

Nun gilt x | y genau dann, wenn y = 0 oder Rest(z, y) = 0 und sowohl x und y beide verschieden
von 0.
Ein Element x gehort genau dann zu PRIM, falls 1 < x und

Ve<az(z=1Vzix).
Wegen Lemma 3.9 ist PRIM primitiv rekursiv. Induktiv zeigt man, dass die (n+ 1)-te Primzahl

p(n) durch 22" beschrinkt ist, weil p(n) < 1+ [] p(k). Aus dem Lemma [3.10| folgt, dass
k<n

p: N — N
2 =5(5(0)), falls z =0
T
pw(w € PRIM A p(u) < w), falls z =u+1
primitiv rekursiv ist. O

Im Folgenden werden wir eine andere Présentation der rekursiven Funktionen geben.

Lemma 3.12. Sei F die Teilkollektion der rekursiven Funktionen, welche die Konstanten-,
Nachfolger- und Koordinatenfunktionen sowie 4, - und x~ enthdlt und unter Komposition und
p-Rekursion abgeschlossen ist. Folgende Funktionen sind in F:

TR

® XanB, XAup und Xnw\a, falls x4 und xp in F liegen;

e xr, wobei (x,y) in R C N? genau dann liegt, falls 3z < y((x,z) € A) mit x4 in F;
o \_;

® Xmod, wobei mod = {(z,y,z) € N® |z =y mod z};

e Definition aus Fallunterscheidung (siehe Lemma , wenn alle Funktionen und Teil-
mengen in F liegen.

Beweis. Beachte, dass x ~y = uz (x <y+z+ 1). Der zweite Teil der Behauptung ist trivial.
Sei A C N? mit x4 in F. Wir definieren g(z,y) = uz(z =yV(z,2) € A). Nun liegt (z,y)
genau dann in R = Jz < y((x, z) € A), wenn g(x,y) < y. Weil g in F liegt, ist somit auch yg
in F.
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Aus der Ordnung < kann man leicht Gleichheit definieren. Falls x und y dquivalent modulo z
sind, gibt es ein Element w aus N mit |z — y| = z - w. Fiir z = 0 sind = und y genau dann
dquivalent, wenn y—(z,y) = 1. Ansonsten bedeutet dies, dass w < |z —y| <z +y <z +y+1.
Insbesondere ist

Xmod (T, Y, 2) =1 <= ((z:O/\X:(x,y):1)\/E|w<x+y+1(mzy+z-w\/y:x+z-w)>,

und somit liegt xmoq auch in F. Letztlich ist eine Definition aus Fallunterscheidung klarerweise
in F, weil F unter Produkten, Summen und charakteristischen Funktionen von boolschen
Kombinationen aus (charakteristischen Funktionen von) Mengen aus F abgeschlossen ist. [

Lemma 3.13. Es exzistiert eine Funktion 3 : N3 — N in F, sodass es fiir jedes n aus N und
Coy - -y Cn_1 aus N natirliche Zahlen a und b mit $(a,b,i) = ¢; fir0 <i<mn—1 gibt.

Beweis. Sei b ein Element aus N, welches durch jede natiirliche Zahl zwischen 2 und n teilbar
ist und ¢; < b fiir alle ¢ < n erfiillt. Zum Beispiel b = (max(cy,...,¢,—1) + 1)

Wir zeigen zuerst, dass die Zahlen 1+0b6,1420, ..., 1+ nb paarweise teilerfremd sind: Falls 7 <
und die Primzahl p sowohl 1 + ib als auch 1 + ;b teilt, dann teilt p auch die Differenz (j — 4)b.
Aber p kann b nicht teilen, weil p sonst 1 = (1 4 ib) — ib teilen miisste. Daher teilt p die Zahl
J—1 < n. Weil b von j — ¢ teilbar ist, teilt p die Zahl b, was den gewiinschten Widerspruch
liefert.

Wegen dem Chinesischen Restsatz , gibt es eine Losung a in N (sogar mit a <[], 1 + ib)
fiir das Kongruenzensystem

r = ¢ mod 140

r = ¢,-1 mod 1+nb

Weil ¢; < b < 1+ (i+1)b fiir i < n, ist ¢; die kleinste natiirliche Zahl, welche zu a kongruent
modulo 1+ (i 4 1)b ist. Die Funktion

Blz,y,z) = uw(w =zrmod 1+ (z+ 1)y>

liegt in F wegen Lemma und erfiillt, dass §(a,b,i) = ¢; fir 0 < i <n. O
Satz 3.14. F = REK.

Beweis. Wir miissen nur zeigen, dass die Klasse F von rekursiven Funktionen unter primitiver
Rekursion abgeschlossen ist. Seien hierfiir ¢ und h aus F. Wir definieren

f: NW o N

gl(xl,...,xn), fury:()
(T1, ..y Ty y) )
h’(Q('rla s 7$n),2,f(x1, R ,xn,z)), firy=2+1

und mit z = (xq,...,2,) setzen wir ¢g = ¢g(z) und ¢;41 = h(Z,4, f(Z,4)) fir i < k € N.
Wegen Lemma gibt es a und b aus N mit S(a,b,i) = ¢;. Dies bedeutet, dass

W<i<k@mﬁJ+D:q:h@mﬁmaOD.
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Wegen Lemma ist die charakteristische Funktion der Teilmenge R C N"*3 mit

(Z,y.a,b) € R <= ((5@, b,0) = g(2)) AV < y(Bla.b,z+1) = bz, 2, Blab, z)))

in F. Fiir gegebene z und y gibt es nach Konstruktion a und b (und somit ein s = max(a, b))
mit (Z,y,a,b) € R. Daher ist S(z,y) = /LS(H&E")((& <$s)A(b<s)N(T,y,a,b) € R)) auch in
F. Es geniigt induktiv auf y zu zeigen, dass

1(@,y) = pz(303b((@ < S(2,9)) A (b < S@.9) A (3,9,0,0) € B) A (= = B(a.b,y))).

Sei f(,y) die Funktion auf der rechten Seite, welche klarerweise in F liegt. Der Wert f(z,0)
ist der kleinste Wert f(a,b,0) sodass (z,0,a,b) in R liegt. Aber f(a,b,0) = g(z) = f(z,0).
Fiir y = z + 1 ist f(Z,z+ 1) der kleinste Wert S(a,b, z + 1) sodass (Z,z + 1,a,b) in R liegt.
Also f(:ﬁ,z +1) = p(a,b,z+ 1) = h(z, z,B(a,b, 2)). Fir z < y + 1 liegt (z, 2,a,b) auch in R,
also f(Z,2) = f(z,2) = B(a,b, z) und somit ist f(Z,z+ 1) = h(Z, z, f(Z,2)) = f(Z, 2 + 1), wie
gewiinscht. O]

3.2 Godelisierung und rekursiv aufzihlbare Mengen

Notation. Sei S die Kollektion aller endlichen Folgen aus N. Wir definieren folgende Funktion:

(y: § - N ,
0, falls s die leere Folge ist.
S
p(0)® -+ p(n — 2)*—2p(n — 1)1 — 1 falls s = (zg, ..., Tn_1)

wobei p die Funktion aus Lemma ist. Wir schreiben (g, ..., z,_1) statt (s). Beachte, dass
die Funktion (-) eine Bijektion ist: Sie ist klarerweise injektiv, wegen der Eindeutigkeit der
Faktorisierung in Primzahlen. Ferner, falls x # 0, ist x + 1 > 2 und lésst sich faktorisieren,
wobei wir immer annehmen konnen, dass die grofite Primzahl in der Faktorisierung nicht trivial
vorkommt.

Lemma 3.15. Mit der obigen Notation sind folgende Funktionen primitiv rekursiv:

e Die Langenfunktion lg: N — N
{0, falls m =0
m =

n, fallsm = (xg,...,Tp 1)
e Die Komponentenfunktion:

N2 — N

(k,m) +— {

Ty, falls m = (xo,...,xn_1) und k <lg(m)

0, sonst.

Insbesondere ist fiir jedes k aus N die k-te Komponentenfunktion (-), : N — N primitiv
rekursiv.
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Beweis. Beachte, dass wegen Lemma und Lemma [3.10| die Funktion lg(m) = pz (Vy <

m((z <y — (ply) f m+ 1)) primitiv rekursiv ist, weil es immer ein solches z < m + 1

gibt, da die Funktion z — p(z) streng monoton ist.
Fiir die Komponentenfunktion gilt N — — N

py(p(k)™ rm+ 1), falls k < 1g(m) — 1
(k,m) = ¢ py(p(k)y™tm+1), falls k =lg(m) — 1

0, sonst.
Aus dem Lemma [3.10]ist diese Funktion primitiv rekursiv, da es ein solches y < m gibt.
m

Korollar 3.16. Die Teilmenge von Elementen aus N, welche eine Folge aus der Kollektion S,
aller Folgen der Ldnge n reprdsentieren, ist primitiv rekursiv, fir jedes n aus N. Dementspre-
chend werden wir sagen, dass S, primitiv rekursiv ist.

Korollar 3.17. Mehrfachrekursion primitiv rekursiver Funktionen g, : N¥=1 — N und g, :
NFtL 5 N st primitiv rekursiv. Dies bedeutet, dass die Fuktion f : N* — N gegeben durch

flxy,. o mp1,0) = gi(w1, ..., 21) und
flzy, . xp, x4+ 1) = go(wr, .y xp_r, 2, (f(x1, . 2k-1,0), o0 foeg, oo 21, )
primitiv rekursiv ist.

Beweis. Setze h(x1,...,x;) = (f(z1,...,25-1,0),..., f(x1,..., 25 1,71)). Es geniigt zu zeigen,
dass h primitiv rekursiv ist, denn f(Z) = (h(Z)),,. Nun ist

h(!El, e ,[L’k_l,O) = <g1(113'1, e ,:L‘k_l» = 2g1(x1,...,zk_1)+1 -1
und
Mz, ..z, + 1) = (f(z1, ., 25-1,0), ..o, f(21, . g, 2+ 1)) =

<f<:[;17 s 7‘1.]67170)7 ce '7f($17 cee 7xk717$)7g2<x17 s 7xk717x7h(x17 s >xk71>x))> =

((h(xy, .. xe—1,2))oy -+ (A(T1, ooy Th1,T)) s G2 (T, ooy 1, T, B(Tq, - T, X)) =

i<z
Somit folgt klarerweise, dass h primitiv rekursiv ist. O
Definition 3.18. Eine Teilmenge A C N™ ist rekursiv aufzihlbar, falls A die Projektion auf die
ersten n Koordinaten einer rekursiven Teilmenge B C N**! ist. Dies bedeutet,
(x1,...,2,) € A<= es gibt y aus N mit (z1,...,2,,y) € B.

Bemerkung 3.19. Jede rekursive Menge ist rekursiv aufzihlbar, weil A x N ¢ N*™! auch
rekursiv ist, wenn A C N” rekursiv ist.

Wir werden im néchsten Abschnitt sehen, dass nicht jede rekursiv aufzéhlbare Menge rekursiv
ist.
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Lemma 3.20.
e Die Projektion einer rekursiv aufzihlbaren Menge ist wiederum rekursiv aufzdahlbar.

o Rekursiv aufzihlbare Mengen sind unter endlichen Durchschnitten und Vereinigungen ab-
geschlossen.

e Fulls A C N*™! rekursiv aufzihlbar ist, so ist
C={(1...,7,,w) € N""|Vz < w((ml,...,xn,z) € A)}

rekursiv aufzdhlbar.

Beweis.

e Sei X C N” die Projektion einer rekursiv aufzihlbaren Menge A C N™™!. Es gibt eine
rekursive Menge B C N2 welche auf A projiziert. Insbesondere liegt (z; ..., z,) genau
dann in X, wenn es eine Folge s in Sy der Lange 2 so gibt, dass (xq,...,Zn, (S)o, ($)1) in
B liegt. Dies impliziert, dass X auch rekursiv aufziahlbar ist, weil Sy primitiv rekursiv ist.

e Weil die Vereinigung von Projektionen die Projektion der Vereinigung ist, miissen wir nur
den Fall eines Durschnittes betrachten. Seien A; und As rekursiv aufzéhlbare Teilmengen
von N", welche jeweils die Projektion der rekursiven Teilmengen B; und B, von N™*!
sind. Es folgt, dass ein Tupel (x; ..., z,) genau dann in A; N A, liegt, wenn es eine Folge
s in Sy der Lénge 2 so gibt, dass (z1, ..., Ty, (8)o) in By und (x1, ..., x,, (s)1) in By liegen.

e Angenommen, dass A die Projektion der rekursiven Teilmenge B C N"*2 ist, dann liegt
fiir jedes z < w das Tupel (x1,...,2,,2) in A, wenn es ein Element y = y(z) so gibt (das
von z abhéngt), dass (z1,...,2,, 2,y(2)) in B liegt. Insbesondere gibt es eine Folge s =
(y(0),...,y(w—1)) der Lénge w derart, dass fiir jedes z < w das Tupel (z1, ..., z,, 2, (5).)
in B liegt:

(X1, ..., Tp,w) € C <= EIS(lg(s) =wAVz <w((z1,...,2,2,(5).) € B)>
Aus Lemma [3.9] folgt, dass C' rekursiv aufzihlbar ist.

]

Lemma 3.21. Fine Teilmenge A C N" ist genau dann rekursiv, wenn A und ihr Komplement
N\ A beide rekursiv aufzihlbar sind.

Beweis. Eine Richtung ist wegen Lemma [3.6] und Bemerkung trivial. Seien nun A und
N\ A rekursiv aufzihlbar beziiglich der rekursiven Teilmengen B und C' von N"*'. Jedes
Tupel (z1,...,x,) liegt entweder in A oder in ihrem Komplement. Also muss es ein y geben,
sodass (z1,...,T,,y) in B oder in C' liegt. Insbesondere ist die Funktion

g(x1, ... xy) = py (((xl,...,xn,y) EB) V ((xl,...,xn,y) € C))

wohldefiniert und rekursiv. Klarerweise gilt x a(z1, ..., z,) = xg((z1, ..., 2n, g(x1,...,2,)) und
somit ist A rekursiv. n
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Wir werden nun zeigen, dass Teilmengen von N (aber nicht allgemein fiir Teilmengen von
N"™) genau dann rekursiv aufzéhlbar sind, wenn sie das Bild einer rekursiven Funktion sind.
Insbesondere konnen sie rekursiv aufgezihlt werden!

Lemma 3.22. Fine Teilmenge A C N ist genau dann rekursiv aufzdhlbar, wenn sie leer oder
gleich f(N) ist, fir eine rekursive Funktion f: N — N.

Beweis. Die leere Menge ist klarerweise primitiv rekursiv und somit rekursiv aufzéhlbar. Falls
A = f(N) fiir eine rekursive Funktion f : N — N, dann ist die Menge B = {(z,y) € N*| f(z) =
y} rekursiv und A = 72(B).

Nun die Riickrichtung. Angenommen, dass die nicht-leere Menge A rekursiv aufzdhlbar
beziiglich der rekursiven Menge B C N? ist, wiihlen wir ein a aus A fest (weil A # () und
definieren

f: N - N
(2)o, falls z = (z,y) mit (z,y) € B
zZ =
a, sonst.
Klarerweise ist f rekursiv und f(N) = A, wie gewiinscht. O]

Definition 3.23. Eine Menge A C N" ist arithmetisch, falls sie in der Struktur
NU = (Na Oa S? +a ) <)

definierbar ist. Dies bedeutet, falls es eine Formel p[z1, ..., x,] in der Sprache {0, S, +,-, <}
so gibt, dass
(a1,...,a,) € A<= Ny = palay, ..., a,l.

Eine Funktion ist arithmetisch, falls ihr Graph arithmetisch ist.

Fiir die Struktur Ny werden wir zwischen den Symbolen der Sprache {0, 5, +, -, <} und den
kanonischen Interpretationen nicht unterscheiden.

Proposition 3.24. Rekursive Funktionen und Mengen sind arithmetisch.

Beweis. Wegen Satz geniigt es zu zeigen, dass Komposition und p-Rekursion wiederum
definierbar sind, wenn alle Funktionen arithmetisch sind.

e Fiir die Komposition: Seien die (Graphen der) arithmetischen Funktionen g¢i, ..., gm,h
durch die Formeln ¢, ..., ¢, , ¢n definiert. Wir setzen z = (21, ..., x,). Die Funktion
y = f(z) = h(g:1(Z), ..., gm(Z)) ist nun durch die Formel

dzp ... Elzm<<ph[zl, e Zmy YA /\gogi[f,ziD

=1

definiert.

e Fiir die p-Rekursion: Wenn ¢(Zz, z) durch die Formel o[z, z,u] definiert wird, ist y =
f(z) = pz (g(x, z) = 0) durch die Formel

(¢[z,y,0] AVu < y=[Z,u,0])

definiert.
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Korollar 3.25. Rekursiv aufzihlbare Mengen sind arithmetisch.

Beweis. Wenn o[z, y| die rekursive Menge B C N"™! definiert, wird die Projektion A von B
auf die ersten n Koordinaten durch die Formel Jyp[z, y| definiert. O

3.3 Entscheidbarkeit

In diesem Abschnitt sind alle Sprachen endlich.

Definition 3.26. Sei £ eine endliche Sprache, welche aus den Symbolen Ag, ..., A\;_; besteht.
Wir ordnen jeder endlichen Folge aus L, insbesondere jedem Term und jeder Formel aus L,
nach den folgenden Regeln eine Gédelnummer zu:

Il
I

o o~ o~ o~ o~~~

e R N = R = N = =)
DD O = W N = O
S~ S~ S~ S~ S~~~ ~—

111111

Mot = (0,54 1)

Falls die Formel ¢ der Folge &; ...&, von Zeichen aus L entspricht, ist ihre Gddelnummer

T = (&) ()

Dementsprechend definieren wir die Godelnummer "t eines L£-Termes t der Stufe £ > 0.
Beachte, dass Termen der Stufe 0 (das heifit, fiir Variablen und fiir Konstantenzeichen aus der
Sprache £) nach dem obigen Vorschrift bereits eine Godelnummer mit besitzen.

Bemerkung 3.27. Wir hitten eine dhnliche Definition, falls die Sprache £ nicht unbedingt
endlich, aber zumindest rekursiv wire.

Lemma 3.28. Folgende Teilmengen von N sind primitiv rekursiv:
o {"t7|t € TERM},
o {"¢7|p € FORM};
o {"o7| ¢[r] € FORM mit hichstens einer freien Variable x};

o {"x|x Aussage}.
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Bewers. Wir werden nur den ersten Teil zeigen, weil sich alle anderen analog beweisen lassen.
Es lésst sich leicht zeigen, dass fiir jedes Funktionszeichen A, die Funktion

g N — N
(To, ..., Xigm)—2) falls n = (s) mit s = (xo, ..., Tign)—1) und
no = zo="N"T, 21 ="(7 sowie Zign)—1 =")"
0, sonst.

primitiv rekursiv ist. Des Weiteren ist fiir jedes m aus N die Funktion

hpy: N2 — N
((s1), .., (sm)) fallsn=(s),k = ((i1,...,4,)) mit

§=81 ~ -~ Spy,lg(s;) =4; > 1 und

lg(n) = Z;nzl ij

0, sonst.

(k,n) +—

primitiv rekursiv, wobei t; ~ t5 die Konkatenation der Folgen t; und t5 ist. Beachte, dass
wenn es ein k = ((i1,...,4,)) wie oben gibt, dann ist k < p(m)e+1 denn jedes i; < lg(n).
Zusitzlich ist (s;) < n fiir alle j < m.

Wir sehen zuerst, dass die Menge Ty der Godelnummer von Termen ¢ der Stufe 0 primitiv
rekursiv ist, denn das Element n ist Gédelnummer von einem Term ¢ der Stufe 0, falls

e n = (1,7), fiir ein ¢ < n (und somit ist n = "x;7); oder

e n= (0,641 ="X\7, fir ein i <[, mit )\; ein Konstantenzeichen aus L.

Der erste Fall ldsst sich mit den Koordinatenfunktionen leicht beschreiben. Der zweite Fall ist
primitiv rekursiv, weil die Sprache endlich ist.

Wir miissen also nur noch zeigen, dass die Menge 715, der Godelnummer von Termen po-
sitiver Stufe primitiv rekursiv ist. Das Element n ist "¢ fiir einen Term ¢ positiver Stufe,
falls

e (n)g = (\,) fir ein m-stelliges Funktionszeichen \,; sowie
e die Werte (n); =" (7 = (0,3) und (n)igm)-1 = ") = (0,4); und
o t = \(t1,...,ty,) fir Terme tq,...,t,.

Die ersten zwei Bedingungen sind offensichtlich primitiv rekursiv. Wenn n die ersten zwei
Bedingungen erfiillt, beachte, dass

XT>0(n) =le \/ /\ XT>0(hm(k7>g7"<n))j) =1v XTo(hm(kagT‘(n))j) =1

k<p(m)s()+1 j<m

primitiv rekursiv ist, wegen des Korollars denn g,(n) < n, wobei h,,(k, g,(n)); die j-te
Komponentenfuntion bezeichnet. ]
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Weil jede rekursiv aufzihlbare Menge in der Struktur My = (N,0,S,+,, <) definierbar
ist, muss es allein aus Kardinalitdtsgriinden Teilmengen von N geben, welche nicht rekursiv
aufzéhlbar sind. Mit Hilfe des Satzes kénnen wir explizit Mengen angeben, die nicht
rekursiv aufzahlbar sind: Es geniigt aus dem Lemma das Komplement einer Menge zu
betrachten, welche rekursiv aufziahlbar ist, aber nicht rekursiv.

Definition 3.29. Eine Theorie T' in einer endlichen Sprache L ist rekursiv axiomatisierbar,
falls {"x 7| x € T} rekursiv aufzéhlbar ist. Die Theorie T ist entscheidbar, falls {"x7|T F x}
rekursiv ist.

Bemerkung 3.30. Das Hilbertkalkiil, das heif3t die leere Theorie, sowie jede endliche Theorie
ist rekursiv axiomatisierbar.
Wenn T entscheidbar und 77 O T eine Erweiterung mit 7"\ 7" endlich ist, so ist wegen Korollar

2.45] 7" entscheidbar.
Lemma 3.31. Die Menge {"¢'| ¢ Tautologie } ist primitiv rekursiv.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass die Kollektion {" P | P aussagenlogische Tautologie } pri-
mitiv rekursiv, weil die Ersetzungsfunktion klarerweise primitiv rekursiv ist. Dafiir geniigt es
zu zeigen, dass das Komplement {" P7| P keine aussagenlogische Tautologie } primitiv rekursiv
ist. Eine aussagenlogische Formel P ist keine Tautologie, falls es eine Belegung 5 mit 5(P) = 0.
Eine solche Belegung ( ist gegeben durch eine Folge von 0 und 1’s, so die Menge

{("P7,n)|n ist eine Belegung 5 mit 5(P) = 0}

ist primitiv rekursiv. Aus dem Lemma folgt, dass eine aussagenlogische Formel P keine
Tautologie ist, wenn es eine Belegung  mit S(P) = 0, deren Linge durch P beschrinkt
ist. O

Lemma 3.32. Wenn T rekursiv aziomatisierbar ist, dann ist die Menge {"o | T & ¢} rekursiv
aufzdhlbar.

Beweis. Weil wegen Lemma rekursiv aufzédhlbare Mengen unter Projektionen abgeschlos-
sen sind, geniigt es zu zeigen, dass die Menge {("¢ ™, y) |y = (@1, - .., n) kodiert einen Beweis
von ¢, = ¢ in T} rekursiv aufzihlbar ist. Weil die Menge der Godel’scher Zahlen der logischen
Axiome klarerweise primitiv rekursiv ist, und wir Modus Ponens und 3-Einfithrung kodieren
konnen, folgt sofort, dass ein Beweis aus T kodiert werden kann, da wir bestimmen koénnen,
wann eine Formel (oder eher ihre Godel’sche Zahl) zu T' gehort, denn 7' ist rekursiv axiomati-
sierbar. O

Aus Lemma folgt, dass vollstdndige rekursiv axiomatisierbare Theorien entscheidbar
sind, weil die Funktion
N —- N

I—_| m f H — Ty
n v, falls n 2
0, sonst.

primitiv rekursiv ist.

Korollar 3.33. Jede vollstindige rekursiv axiomatisierbare Theorie ist entscheidbar.
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Notation. Wenn die Sprache £ die Teilsprache {0, S} enthilt, bezeichnen wir mit n den Term
So...05(0), wobei 0 = 0.
——

n

Satz 3.34. Die Theorie Th(Ny) = {x Aussage, welche in Ny gilt, d.h, Ny = x} ist unent-
scheidbar.

Beweis. Aus dem Lemma [3.2§] ist die Menge von Gédelnummern von Formeln in der freien
Variable z in der Sprache {0, S, +, -, <}. primitiv rekursiv ist. Nun folgt aus dem Lemma m,
dass es eine rekursive Funktion f: N — N derart gibt, dass

{'_QO[I']—'}@[I] L—Formel — {f(m)}mGN
Es lasst sich leicht zeigen, dass die Funktion
g: N2 — N
(n,"pl2]") = Tpln]”

wiederum primitiv rekursiv ist.
Wenn Th(Np) entscheidbar wire, wire die Menge

A ={"x"]|x ist eine L-Aussage mit Ny E x}
rekursiv. Insbesondere wire die Menge
Ay = {n e N[Ny = —pnln|} ={n e N[ g(n, f(n)) € A}

auch rekursiv und somit arithmetisch wegen Proposition Also gibt es eine Formel ¢[x] in
der Sprache {0, S, +, -, <}, welche in /\[0 die Menge A; definiert. Sei ng so, dass "¢ = f(ng)
und schreibe ¥ = ¢,,,. Nun liefert die Aquivalenz

ng € Ay = Ny | ¢[no] <= No | ¥ng] <= Ny F ~¥ng] <= Ny =~ [00] == 1o ¢ A,
den gewiinschten Widerspruch. O]

Korollar 3.35 ((Einfacher) Unvollsténdigkeitssatz). Jede rekursiv axiomatisierbare Theorie in
der Sprache {0, S, +,-, <}, welche Ny als Modell besitzt, ist unvollstindig.

Beweis. Wenn die rekursiv axiomatisierbare Theorie T vollsténdig ist, ist sie wegen Korollar
.33 entscheidbar. Ferner sind wegen Korollar alle Modelle von T elementar dquivalent
und somit gilt

Thx<= N Ex < ThNy) - x.

Insbesondere ist 1" unentscheidbar. O

Wenn wir eine unentscheidbare Theorie finden, welche rekursiv axiomatisierbar ist (zum Bei-
spiel, weil sie endlich ist), dann haben wir eine Teilmenge von N, ndmlich die Menge Godel’scher
Zahlen der Folgerungen, welche wegen Lemma [3.32| rekursiv aufzdhlbar aber nicht rekursiv ist.
Leider ist Th(Nj) nicht rekursiv axiomatisierbar, deswegen werden wir im néchsten Abschnitt
eine endliche Teiltheorie einfiihren: das Axiomensystem Q).
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3.4 Der Godel’sche Unvollstindigkeitssatz
In diesem Abschnitt fixieren wir die Sprache £ = {0, S, +, -, <}.
Definition 3.36. Das endliche Axiomensystem () besteht aus den folgenden Axiomen:
Q1 Va(r+0 =2)
Q2 VaVy (:c +S(y) = S(x + y))
Qs Yz(x-0=0)
Q4 VxVy(m -Sly) =x- y+x>
Qs Vo—(x < 0)
Qs Vavy(z < S(y) +— (2 <y) V(2 =p)))

Die Struktur Nj ist klarerweise ein Modell von Q. Somit ist () widerspruchsfrei.
Lemma 3.37. Fiir alle n und m aus N sind folgende Azxiome Folgerungen aus Q:

Qi(n,m) (n+ m = n+m)

Q5(n,m) (n-m= n-m)

Qi(n) Va((z <) = V(@ =b)

k<n

Beweis. Wegen dem Vollstandigkeitssatz [2.61] geniigt es zu zeigen, dass diese Axiome in jedem
Modell von @ gelten. Achtung! In einem Modell M von ) kann es Elemente geben, welche
nicht der Form n sind. Aber in M gilt, dass n+1 = S(n). Somit lassen sich die ersten beiden
Behauptungen leicht induktiv iiber m zeigen. Die dritte Behauptung zeigt man leicht durch
Induktion iiber n. O

Notation. Wir bezeichnen mit Q* die Theorie, welche aus den Axiomen Q7 (n, m), Q3(n,m), Q%(n)
mit n und m aus N besteht. Beachte, dass Q* nicht mehr endlich ist, aber dennoch rekursiv
axiomatisierbar. Wegen Korollar ist weder () noch * vollsténdig.

Korollar 3.38. Fiir alle n und m aus N gilt:
1. Wenn n # m, dann Q* - —(n = m).
2. Wenn n <m, dann Q*F (n < m).
3. Wennn £ m, dann Q* F —(n < m).

Bewers. Wegen dem Vollstandigkeitssatz geniigt es induktiv iiber m zu zeigen, dass diese
Axiome in jedem Modell M von Q* gelten.
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1. Falls m = 0, dann ist n # 0 und somit n = k + 1 fiir ein k£ aus N. Aber k < S(k) = n
wegen Q% und somit ist n verschieden von 0 = 0 (nochmal Q3).

Falls m # 0, aber n = 0, ist der Beweis wie oben. Ansonsten gibt es n’ und m’ aus N mit
n=n'"4+1und m =m'+ 1. Weil n # m, ist n’ #m’. Wenn m’ < n/, folgt induktiv, dass
n’ verschieden von k ist fiir alle & < m/. Weil n’ < n, folgt aus Q%, dass n und m (in M)
verschieden sind.

2. Lésst sich einfach mit Q)% induktiv {iber m zeigen.

3. Falls m = 0, folgt dies trivialerweise aus Q5. Wenn m = m’ 4 1, haben wir n = m oder
n > m (weil die Ordung auf N total ist). Falls n < m = S(m’) in M gilt, dann gibt es
ein k < m/ mit n =k (in M). Aber, weil n # k, ist n verschieden von k wegen des ersten

Teiles.
O
Induktiv tiber den Aufbau von Formeln sieht man leicht:
Korollar 3.39. Fiir jede quantorfreie Formel plxy,...,x,| und Elemente my,...,m, aus N

gilt
No E p[my,...,m,) <= Q"+ ¢[my,...,m,].

Wir wollen die Aquivalenz von Giiltigkeit in N und Beweisbarkeit aus Q* auf eine grofere
Klasse von Formeln erweitern.

Notation. Wir werden die Abkiirzung Vo < y ¢ fiir die beschrinkte universelle Quantifizierung
Va ((m <y)A cp) verwenden.

Definition 3.40. Eine X;-Formel ist eine Formel in der Sprache £ = {0,S,+, -, <}, welche
aus einer quantorfreien Formel durch iteriertes Anwenden von A, V, Jx und beschrdankter uni-
verseller Quantifizierung VYo < y entsteht, wobei x verschieden von der Variable y sei.

Beispiel 3.41. Die Formel Jy(z = y) ist Xq, aber ihre Negation Vy(z # y) ist es nicht.

Bemerkung 3.42. Angenommen, dass in der Formel ¢ nur universelle Quantifizierungen der
Form Vz < t vorkommen, wobei z nicht frei im Term ¢ vorkommt. Weil jeder Term aus 0, S, +, -
gewommen wird, kénnen wir dies zu Vzr < y umformen und im Quantorenbereich die quanto-
renfreie Formel y = ¢ hinzufiigen.

Insbesondere hétten wir eine allgemeinere Definition von Y;-Formeln angeben kénnen, welche
aber dquivalent ist.

Satz 3.43. Fiir jede ¥1-Formel p[zy, ..., x,] und Elemente my, ..., m, aus N gilt
N Eolma,...,m,] <= Q"+ plmy,...,m,].

Beweis. Eine Richtung folgt aus dem Vollstindigkeitssatz. Wir miissen nur zeigen, dass Q* die
Aussage ¢[m,, ..., m,] beweist, falls N = ¢[my, ..., m,]. Wir beweisen das induktiv iiber den
Aufbau von ¢, wobei es fiir quantorenfreie ¢ aus Korollar folgt. Der Fall einer Konjuntion,
bzw. einer Disjunktion, ist trivial. Nur fiir die Quantifizierung bleibt es zu zeigen:

40



e Falls p = Jyt), dann ist [xy, ..., x,,y] auch eine Xy-Formel. Wenn Ny = ¢[my, ..., m,],
gibt es ein Element k aus N mit Ny = ¢¥[mq,...,my, k]. Mit der Induktionsannah-
me folgt, dass Q* F ¢¥[m,,...,m,, k|]. Aus dem F-Quantorenaxiom folgt, dass Q* +
(Jyv)[my, ..., m,], das heifit, @* F p[m,, ..., m,].

e Falls ¢ =V y < x1 Y[xy,...,2,,y], haben wir Ny | ¥[mq,...,m,, k] fiir alle k& < m;.
Insbesondere beweist Q* die Aussage 1[m, ..., m,, k| fur alle £ < m;. Aus dem Axiom
Q3 folgt, dass Q* F (Vy < z1¢)[my, ..., m,], wie gewiinscht.

]

Proposition 3.44. Jede rekursive Funktion bzw. jede rekursiv aufzihlbare Menge wird durch
eine Y1-Formel in N definiert.

Beweis. Aus den Beweisen von Proposition und Korollar folgt, dass wir nur eine
geeignete Definition fiir die u-Rekursion angeben miissen, ohne —¢ zu benutzen. Es geniigt
also, folgende Definition zu betrachten:

(gp[f,y,O] ANVz < yﬂu(gp[f,z,u] ANu # 0)),

welche eine >;-Formel ist. O
Lemma 3.45. Jede rekursive Funktion f : N* — N wird von einer ¥1-Formel @[z, ..., x,, Y]
in Q* reprasentiert: Fir alle mq,...,m, aus N gilt

Q" FVy(w[ml,---,mmy] — (y = flma.. .. mn)))

Insbesondere wird jede rekursive Teilmenge A C N™ von einer ¥i-Formel |xy, ..., xn,y] in Q*
reprasentiert: Fiir alle mq,...,m, aus N gilt

(my,...,my,) €A = Q*F¢Y[my,...,m,] }
(my,....my) ¢ A = QF —[my,...,m,)]

Beweis. Wegen Satz geniigt es zu zeigen, dass die Funktionen aus der Klasse F durch
¥;-Formeln in Q* reprisentierbar sind. Die Grundfunktionen {S,+, -, x<} sind klarerweise so
reprasentierbar und auch die Konstanten- und Koordinatenfunktionen.

e [ir die Komposition: Seien die Funktionen gy, ..., gn, h durch die X;-Formeln ¢, , ..., ¢, @n
definiert. Setze T = (z1,...,2,). Die Funktion y = f(Z) = h(g:1(Z),..., gn(T)) ist nun
durch die Formel

dz1 ... 32, (gph[zl, ey Zmy YA /\ g T, zz]>
i=1
definiert, welche wieder eine »;-Formel ist.

e Fiir die p-Rekursion: Wir nehmen an, dass g(z, z) durch die ¥;-Formel ¥[Z, z, u] definiert
wird und machen es so dhnlich wie im Beweis von Proposition Wir betrachten die
>1-Formel

el y) = (Vla,y, 0] A V2 < y3u(Blz, 2,u] Au#0) A ((0 < y) AVw < y(s(w) <y))).
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Weil N = plmy, ..., my, f(m,...,m,)], folgt aus Satz

Q" Femy,...,m,, f(my,....my)].

Es geniigt nun zu zeigen, dass in jedem Modell M von Q* gilt: falls M = p[m,, ...
fiir ein Element b aus M, dann ist b = f(mq,..., m,). Weil

1

7

0]

)

MEpm,....m,, f(m,....my,)

folgt, dass weder b < f(my,..., my) noch f(mq,..., my,) < bin M gilt. Wir wissen, dass
b > 0in M ist. Entweder ist b = 0 oder b > 0 und somit b > 1. Dies bedeutet, entweder
ist b =1 oder b > 2. Wir iterieren und schliefen daraus, dass b = f(my,....my,).

Fiir eine rekursive Teilmenge A C N”, ist ihre Charakteristische Funktion durch eine ¥;-Formel
olxy, ..., Ty, y] reprasentiert. Setze nun Y[zy,...,x,] = lxy,..., 2, 1], weil in jedem Modell
von (* das Element 0 verschieden von 1 ist. O

Bemerkung 3.46. Im obigen Beweis fiir die u-Rekursion haben wir nicht verwendet, dass die
Interpretation von < in einem beliebigen Modell M von @Q* eine totale Ordnung ist (weil es
nédmlich nicht stimmt!)

Satz 3.47 (Godel’scher (erster) Unvollstindigkeitssatz). Jede Teiltheorie T C Th(Ny) ist un-
entscheidbar. Insbesondere ist () unentscheidbar.
Es gibt Teilmengen aus N, welche rekursiv aufzdhlbar aber nicht rekursiv sind.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass jede Teiltheorie T C Th(Ny), welche alle Aussagen aus Q*
beweist, unentscheibar ist. Insbesondere ist dann auch @) untentscheidbar. Wenn T eine beliebige
Teiltheorie ware, welche entscheidbar ist, wéire wegen Bemerkung m auch 71 = TU{Q; }1<i<s
entscheidbar, was ein Widerspruch wére, weil T} alle Aussagen aus Q* beweist.

Sei nun T C Th(N}) eine Teiltheorie, welche alle Aussagen aus Q* beweist. Wenn T} entscheid-
bar wire, wire die Menge A = {"x ' | x ist eine £-Aussage mit T} F x} rekursiv und somit
auch die Menge

Ay ={n eN|TiF=p,u]} ={neN|g(n, f(n) e A}

mit der Notation des Beweises des Satzes|3.34] wobei f : N — N eine rekursive Aufzihlung der
Godelnummer aller Formeln in einer freien Variable ist. Wir schreiben ¢,, fiir die Formel mit
Godelnummer f(n)

Aus dem Lemma wird A durch eine ¥;-Formel 1[z| reprasentiert. Schreibe ¢ = ¢y,

wobei wir damit "¢ = f(ny) meinen.

e Falls ng in A liegt, dann gilt Q* F ¢, [n,], weil A durch ¢[z] = @, [z] reprisentierbar ist,
und deswegen auch T} F ¢, [n,]. Da T} wiederpsruchsfrei ist (denn 7} besitzt das Modell
M) folgt, das Ty F ¢y, [ng], und somit liegt ng nicht in Ay, was ein Widerspruch ist.

e Falls ngy nicht in A liegt, dann Q* - =y, [n,], weil A durch ¢[z] = ¢, [x] repréisentierbar
ist. Insbesondere beweist T} auch —¢,,[n,] und somit liegt ng in A, was aus dem obigen
nicht moglich ist.

Wegen Lemma ist die Menge {"x 7| @ F x} rekursiv aufzéhlbar, weil @) endlich ist. Aber
diese Menge ist nicht rekursiv, da () unentscheidbar ist. O
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Wir werden diesen Abschnitt mit einem kleinen Exkurs zur Rekursionstheorie beenden.

Satz 3.48. (Fizpunktssatz) Fiir jede Formel 1)|x] gibt es eine Aussage x derart, dass
o (x o).
Falls 1) eine X1-Formel ist, so ist x eine ¥q-Aussage.

Beweis. Die Funktion
I N2 — N
("elz]n) = Tpln]

ist primitiv rekursiv und wird durch eine 3;-Formel ¢z, y, 2] repréasentiert: Fiir

Q" F¥z(pilplalT,n 2) & (= = Tl ).

Setze nun ¢'[z] = Jy (¢[y] Az, T, y}) und beachte, dass ¢’ eine ;-Formel ist, falls ¢ es ist.

Aus der Konstruktion folgt, dass fiir jede Formel ¢|x]
Q"+ ($Telel ] vlrel elal 7).
Insbesondere gilt fiir ¢ = ¢’ dass
Q"+ (¢ I¢lel ] & eIl 1)
Die gewiinschte Aussage x ist ¢'["¢'[x]7].
Der Fixpunktssatz liefert einen anderen Beweis des Unvollstédndigkeitssatzes.

Korollar 3.49. Jede Teiltheorie T C Th(Ny) ist unentscheidbar.

Beweis. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass T alle Aussagen
aus Q* beweist. Falls T' entscheibar wire, wire die Menge A = {"p|T F ¢} rekursiv und

wegen Lemma durch eine ¥;-Formel ¢[z] représentierbar. Wenden wir den Fixpunktssatz

auf die Formel —)[z] an, bekommen wir eine Aussage y mit

Q"+ (& ~ux1),

und somit ist auch in 7" die obige Aquivalenz beweisbar. Beachte, dass —[x] nicht unbedingt

eine X;-Formel ist.

e Falls T' die Aussage x beweist, liegt "x ' in A. Wegen Lemma gilt @* F ¥["x7] und
daher auch 7'+ ¢["x]. Andererseits beweist 7" aus der Konstruktion von y auch =[x

was ein Widerspruch ist.

e Falls T' die Aussage x nicht beweist, dann liegt "y nicht in A und es gilt Q* - —["x

Es folgt T+ —["x ] und somit beweist 7" die Aussage x, was ein Widerspruch ist.
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A Das Induktionsprinzip der natiirlichen Zahlen

Die Menge N = {0,1,2,...} der natiirlichen Zahlen zusammen mit den kanonischen Opera-
tionen (oder Verkniipfungen) Summe + und Produkt - wird in dieser Vorlesung als bekannt
vorausgesetzt. Beachte, dass 0 in N liegt (Mit diesem Punkt sind nicht alle Mathematiker einig).
Insbesondere ist eine Aufzédhlung x4, ...z, leer, wenn n = 0.

Die Multiplikation natiirlicher Zahlen kann mit Hilfe der Addition definiert werden:

n-m=n+-:--+n
N’

m

Die totale Ordnung < auf den natiirlichen Zahlen (siehe Appendix |C]| fiir die entsprechenden
Begriffe) konnen wir folgendermaflen definieren:

n<m<=Jk#0eN mitn+k=m

Beziiglich dieser Ordnung ist 0 das kleinste Element. Allgemein gilt folgendes Prinzip:

Prinzip A.1. (Prinzip des kleinsten Elementes)
Jede nicht-leere Teilmenge von N besitzt ein kleinstes Element.

Aus dem obigen Prinzip folgt eins der wichtigsten Prinzipen in der Mathematik: Induktion
(Beide Prinzipien sind sogar dquivalent).

Prinzip A.2. (Prinzip der vollstindigen Induktion auf N)
Sei P eine mathematische Eigenschaft derart, dass

o die Figenschaft P gilt fiir das Element 0 aus N.

o Wenn die Eigenschaft P fir das Element n aus N gilt, dann so gilt P fir das Element
n+ 1.

Dann gilt die Eigenschaft P fiir alle natiirlichen Zahlen.

Beweis. Wir beweisen das Prinzip indirekt durch Widerspruch: Angenommen, dass die
Teilmenge
M = {n € N | n erfiillt nicht die Eigenschaft P} # (),

dann besitzt M ein kleinstes Element ng aus dem Prinzip [A.T] Nun ist ng # 0, denn P gilt
fiir 0 , so schreibe ny = m + 1 fiir ein m aus N. Insbesondere ist m < ng, so m kann nicht
in der Menge M liegen, weil ng das kleinste Element von M ist. Das bedeutet, dass P fir m

gilt. Aus der Annahme muss P auch fiir m + 1 = ny gelten, was den gewiinschten Widerspruch
liefert. O]

Folgende Variante des Induktionsprinzips lésst sich dann leicht zeigen:

Korollar A.3. Sei P eine mathematische Eigenschaft derart, dass es ein Element ng aus N
derart gibt, dass:

e die Figenschaft P fir das Element ng gilt.

o Wenn die Eigenschaft P fir alle Elemente k aus N mit ng < k < n, dann so gilt P fir
n.
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Dann gilt die Figenschaft P fir alle natirlichen Zahlen n > nyg.

Fiir den Beweis des Korollars geniigt es vollstandige Induktion fiir folgende Eigenschaft (als
Eigenschaft von n befasst):

»Alle Elemente im Intervall [ng, ng + n| erfiillen P

anzuweden.

B Aquivalenzrelationen und Quotienten

Definition B.1. Eine Aquivalenzrelation E auf einer (nicht-leeren) Menge X ist eine binire
Relation £ C X x X, welche folgende Eigenschaften fiir alle z, y und z aus X besitzt:

Reflexivitiat Es gilt Fx (Wir schreiben xEy anstatt (r,y) € E, als Teilmenge von X x X).
Symmetrie Wenn xFEy gilt, so gilt yEx.
Transitivitdt Wenn xFEy und yEz gelten, so gilt xEz.
Die Aquivalenzklasse eines Elementes  ist die Menge
[#]p =z/E={y € X | zEy}.
Beachte, dass [x]g # 0, wegen Reflexivitit

Beispiel B.2. In jeder (nicht-leeren) Menge definiert Gleichheit eine Aquivalenzrelation derart,
dass jede Aquivalenzklasse eine Einermenge ist.

Bemerkung B.3. Gegeben eine Aquivalenzrelation E auf einer (nicht-leeren) Menge X und
zwei Elemente z und y aus X, gilt

rBy < [zlgNyle #0.
Insbesondere sind zwei Aquivalenzklassen entweder gleich oder disjunkt.

Beweis. Wenn zEy, liegt das Element in [z]z und in [y]|g, so [x]g N [y]e # 0.

Falls z im Durschnitt [x]g N [y]g liegt, dann gilt *Ez und yEz. Aus der Symmetrie und der
Transitivitét folgt, dass xEy.

Wenn zEy, ist [z]p = [y|g, aus der Symmetrie und der Transitivitat . O

Definition B.4. Der Quotientenraum X/E von X durch die Aquivalenzrelation E ist die
Menge, deren Elemente die Aquivalenzklassen sind.

Gegeben eine Aquivalenzrelation E auf einer nicht-leeren Menge X, definiert die Kollektion
aller Aquivalenzklassen eine Partition (oder Zerlegung) von X: Keine der Teilmengen in der

Zerlegung ist leer, je zwei verschiedene Teilmengen sind disjunkt und die Vereinigung ist die
Menge X.

Definition B.5. Ein Reprdsentantensystem der Aquivalenzrelation F ist eine Teilmenge P von
X derart, dass jede Aquivalenzklasse genau ein Element aus P enthélt.

Beachte, dass eine Aquivalenzrelation kann verschiedene Reprisentantensysteme haben, so-
bald es eine Aquivalenzklasse mit mehreren Elementen gibt.
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C Das Zorn’sche Lemma

Definition C.1. Eine Menge § ist partiell angeordnet, falls sie eine binédre Relation < mit den
folgenden Eigenschaften besitzt:

Reflexivitat = < x fiir alle x aus S;

Antisymmetrie Fiir alle x und y aus § gelten x < y und y < x gleichzeitig genau dann, wenn
=Y
Transitivitiat Fiir alle z, y und z aus S gilt die Implikation
r<yundy<z=—x<z.

Wir schreiben = < y, falls x <y aber x # y.
Eine partielle Ordnung < auf S ist total, oder linear, falls x < y oder y < z fiir alle x # y aus

S.
Sei < eine partielle Ordnung auf S.

e Ein Element z ist eine obere Schranke fiir die Teilmenge I" von S, falls v < x fiir alle ~
aus I

e Ein Element z ist eine untere Schranke fiir die Teilmenge I" von S, falls x < ~ fiir alle
aus I'.

e Das Element = aus S ist mazimal, falls die einzige obere Schranke der Teilmenge {x} von
S das Element x selbst ist. Oder dquivalent dazu, dass kein y aus § mit x < y existiert.
Das Element z ist das grofite Element der Teilmenge I', falls x in I' liegt und y < z fiir
alle y aus I'.

e Das Element x aus S ist minimal, falls die einzige untere Schranke der Teilmenge {x} von
S das Element x selbst ist. Oder dquivalent dazu, dass kein y aus S mit y < x existiert.
Das Element z ist das kleinste Element der Teilmenge I, falls x in I liegt und x < y fiir
alle y aus I'.

e Das Element a ist das Supremum (oder das Oberste) der Teilmenge I' von S, falls a die
kleinste obere Schranke von I' ist. Das Element a ist das Maximum von I', wenn a das
Supremum von I' ist und a in I' liegt.

e Ein Element a ist das Infimum der Teilmenge I' von S, falls a die grofite untere Schranke
von I' ist. Das Element a ist das Minimum von I', wenn a das Infimum von I' ist und a
in I liegt.

e Die Menge § ist induktiv, falls jede linear geordnete Teilmenge eine obere Schranke in S
besitzt.

Bemerkung C.2. Beachte, dass jede induktive partiell geordnete Menge S nicht-leer ist, da
die leere Menge () linear geordnet ist und somit eine obere Schranke in S besitzt (jedes Element
aus S ist eine obere Schranke fiir ().

Trotz des folgenden Namens ist das Zorn’sche Lemma eine Aussage der Mengenlehre, welche
unabhéngig vom Zermelo-Fraenkel-System und dquivalent zum Auswahlsaziom ist.

Lemma C.3 (Zorn’sches Lemma). Jede induktive partiele geordnete Menge (S, <) besitzt ein
mazximales Element.
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D Der chinesische Restsatz

Sei Z/nZ die endliche abelsche Gruppe der Restklassen modulo n > 0 mit dem kanonischen
Repriisentantensystem {0,...,n — 1}.

Satz D.1. Gegeben paarweise teilerfremde natiirliche Zahlen nq, ..., ng, gilt
Z/NZ ~Z|mZ X ... X ZL|nZ,

wobei N = []F_, ni.

Beweis. Weil N von jedem n; geteilt wird, ist die Abbildung

v: Z/NZ — Z/mZ X ...xZ/niZ
r+ NZ — (x+mZ,...,v+nxZ)

wohldefiniert. Ferner ist ¢ ein Gruppenhomomorphismus. Um zu beweisen, dass ¢ ein Isomor-
phismus ist, geniigt es zu zeigen, dass die Abbildung injektiv ist, weil beide Gruppen die gleiche
Kardinalitit N haben. Sei z eine Zahl mit ¢(z) = (0,...,0). Dies bedeutet x =0 mod n; fiir
jedes 1 < k, das heifit, n; teilt x. Da die Zahlen nq, ..., n; paarweise teilfremd sind, folgt, dass
N = Hle ny, das Element z teilt und somit ¥ = 0 in Z/NZ ist, wie gewiinscht. ]
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