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Kapitel 0

Worum geht es?

Der Hauptsatz der Arithmetik besagt, dass jede natiirliche Zahl, die grofier als 1 ist,
eindeutig als Produkt von Primzahlen geschrieben werden kann. Wahrend man die Teil-
barkeitsrelation auf beliebigen Integritétsringen' diskutieren kann, lisst sich der Haupt-
satz der Arithmetik sich nicht auf beliebige Ringe verallgemeinern:

Beispiel 0.1. Betrachten Sie die Menge
Z[vV-5]={a+bv-5]|a,beZ},

wobei /=5 = —5 sei. Simples Nachrechnen ergibt, dass es sich bei Z[y/—5] um einen
Ring handelt. In diesem Ring gilt jedoch

2:3=6=(1++v-5)(1—+v=5),

d.h. die Zahl 6 kann auf zwei Art und Weisen als Produkt anderer Elemente geschrieben
werden. (Daflir muss man noch nachweisen, dass diese beiden Darstellungen auch
tatséchlich unterschiedlich bis auf Assoziiertheit sind.)

Diejenigen Ringe, in denen der Hauptsatz der Arithmetik funktioniert, heiflen faktoriell.
Der Ring Z[v/—5] ist demnach nicht faktoriell. Grob gesagt beschiiftigt sich diese Vor-
lesung damit, den Hauptsatz der Arithmetik fiir Ringe wie Z[/—5] anzupassen. Dazu
muss natiirlich “Ringe wie Z[y/—5]” prizisiert werden. Das fiihrt auf den Begriff des
Dedekindrings. Wir werden zeigen, dass in Dedekindringen jedes Ideal # (0) eindeutig
als Produkt von Primidealen geschrieben werden kann. Anhand einiger Beispiele il-
lustrieren wir, wie Arithmetik in Dedekindringen genutzt wird, um nach ganzzahligen
Losungen von Gleichungen zu suchen:

(1) Sei p eine ungerade Primzahl. Wir interessieren uns dafiir, wann
X +vi=p (0.1)

ganzzahlig 16sbar ist. Als ungerade Primzahl ldsst sich p in der Form p = 4n + 1
schreiben. Da die Gleichung X2 +Y?2 = —1 (mod 4) nicht 16sbar ist (die Quadrate
modulo 4 sind 0 und 1), ist eine notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit von
(0.1), dass p = 4n + 1.

Ist p = 4n 4+ 1 auch hinreichend? Wir bemerken zunéchst, dass (Z/pZ)* fir

ld.h. nullteilerfreien, kommutativen Ringen # {0} mit Einselement



p = 4n+ 1 zyklisch der Ordnung 4n ist. Es gibt also eine ganze Zahl m # 0, deren
Klasse in (Z/pZ)* die multiplikative Ordnung 4 hat. Es folgt m? = —1 (mod p),
also ist m? + 1 durch p teilbar. Nun betrachten wir den Ring der GaufBschen
Zahlen

Zji]={a+bi|abeZ} CC.
Dieser ist ein Hauptidealring (Aufgabe 0.1.1), also auch faktoriell. In Z[i] gilt
p|lm?+1=(m+i)(m—i).

Durch Vergleichen der Imaginarteile sieht man, dass p kein Teiler von m + ¢ und
m — i sein kann. Da p jedoch ihr Produkt m? + 1 teilt, ist p kein Primelement in
Z[i]. Nun ist Z[i] faktoriell, das heift, dass p ebenfalls reduzibel ist. Es gibt also
irreduzible Elemente 7y, ..., 7 € Z[i], k > 2 mit

P=T1 ... Tk
Nehmen des Betrags und Quadrieren liefert
p?=|m|? ... |ml? (0.2)
Schreibe m; = a; + ib;, dann gilt
|7mj[* = af + b7 = (a; + ibj)(a; — ib;) = m; - 7.

Es folgt |m;|> € Z>o und |7j|* > 1 (da 7; als irreduzibles Element keine Einheit
ist). Im Hinblick auf (0.2) bedeutet dies £ = 2 und

p=|mP=d?+b?  fix j=12
Also ist p eine Summe von zwei Quadraten.

Die beriihmte Gleichung X? 4+ YP = ZP fiir p > 3 prim lésst sich im Kreis-
teilungskorper Q(¢,) wie folgt umschreiben:
p—1
XP4+y?P=][(X+¢Yy) =2
i=0
Die Schwierigkeit des grofien Satzes von Fermat liegt nun darin, dass der Ring

Z[(p) fiir fast keine Primzahlen p faktoriell ist. In Abschnitt 6.3 werden wir uns
erneut mit dem groflen Satz von Fermat beschéaftigen und Spezialfille beweisen.

Man betrachte die Gleichung X2+5 = Y3. Diese hat keine ganzzahligen Lésungen,
was wir aber noch nicht beweisen kénnen. Wie in den vorherigen Beispielen wére
ein erster Ansatz, die Gleichung in Z[/—5] zu

(X +V=5)(X - V=5)=Y?

umzuformen. Nun ist Z[\/—5] aber nicht faktoriell, das heifit, dass uns diese
Faktorisierung nicht helfen wird. Da wir aber eine eindeutige Faktorisierung in
Primideale haben, konnen wir die Gleichung

(X +V=5)(X = V=5) = V)’
von Idealen in Z[\/=5] studieren!



Innerhalb der Vorlesung gelten die folgenden Konventionen:

Konvention. Mit einem Ring sei immer ein kommutativer Ring # {0} mit Eins gemeint.
(In Spezialfallen wird es trotzdem sinnvoll sein, den Nullring auch als Ring zu betra-
chten, zum Beispiel mochten wir natiirlich, dass der Faktorring eines Ringes nach einem
Ideal erneut ein Ring ist. Verwirrungen sollten allerdings ausgeschlossen sein.) Ein
Ringhomomorphismus bildet 1 auf 1 ab.

0.1 Ubungen
Aufgabe 0.1.1. Ein nullteilerfreier Ring A heiit euklidisch, wenn es eine Abbildung
N:A\{0} = Z-9 (“Euklidische Normabbildung”)

mit der folgenden Eigenschaft gibt (“Division mit Rest”): Fiir je zwei Elemente a,b € A,
b# 0 gibt es ¢, € A mit a = ¢b + r und entweder » = 0 oder N(r) < N(b).

(1) Sei A ein euklidischer Ring mit Norm N. Zeigen Sie, dass A ein Hauptidealring
ist.
Hinweis: Sei a # (0) ein Ideal von A. Wéihlen Sie ein Element b € a\ {0} mit
N (b) minimal.

(2) Zeigen Sie, dass Z[i]| = {z + 1y | z,y € Z} C C beziiglich der Normabbildung
N(z +iy) = |z +iy|? = 2% + y? euklidisch ist.
Hinweis: Fir jedes z € C existiert ein = + iy € Z[i| mit |z — (z + iy)| <
(Warum?)

-



Kapitel 1

Der Ganzheitsring

Der Begriff der “Ganzheit” diirfte Thnen bereits gelaufig sein.

Satz und Definition 1.1. Sei B/A eine Ringerweiterung. Fiir b € B sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(1) Es gibt ein normiertes Polynom 0 # f € A[X] mit f(b) = 0.
(2) Es ist A[b] ein endlich-erzeugter A-Modul.
(3) Es gibt einen Teilring A[b] C C' C B, der ein endlich-erzeugter A-Modul ist.

In diesem Falle heiit b ganz iiber A. Die Ringerweiterung B/A heifit ganz, wenn alle
Elemente aus B ganz iiber A sind.

Beweis. Wir erinnern daran, dass A[by,...,b;] die Menge der polynomiellen Ausdriicke
in by,...,by ist. Aufgefasst als A-Modul wird A[by,...,bx] also von den Elementen

A mit ;>0

erzeugt.

“1) = (2)7 Ist
f=X"4a, 1 X" 1+ ... +a
ein normiertes Polynom mit b als Nullstelle, so gilt also
b = —(an_1b" '+ ... +ap),

d.h. " (und induktiv dann auch jede hohere Potenz) kann als A-Linearkombination von
{1,b,...,b" 1} geschrieben werden. Somit wird A[b] von {1,b,...,b" !} erzeugt.

“(2) = (3):” Man nehme C = A[b].

“3) = (1) Sei {x1,...,x,} ein Erzeugendensystem von C als A-Modul. Da b € C,
kann man bx; wieder als Linearkombination bzgl. {x1,...,x,} schreiben:

br; = Z QijTj (aij S A)
j=1



Fiir die Matrix M mit den Eintragen a;; gilt also
x1
(M —bl,)| + | =0. (1.1)
L,
Multiplizieren der Gleichung (1.1) mit der Adjunkten von M — b, ergibt (vgl. Auf-
gabe 1.0.1):
Z1
det(M —bl,) | : | =0.
Tn

Mit anderen Worten ist det(M — bl,)x; = 0 fir jedes i = 1,...,n. Da {z1,...,2,} ein
Erzeugendensystem von C' ist, gibt es a1, ...,a, € A mit

a1x1 + ... +apxy = 1. (1.2)
Multiplizieren wir (1.2) mit det(M — bl,,), so erhalten wir schlieflich
det(M — bl,) = 0.

Da det(M — X1,) € A[X] normiert vom Grad n ist und b als Nullstelle hat, haben wir
eine Ganzheitsgleichung fiir b gefunden. O

Proposition 1.2. Sei B/A eine Ringerweiterung und by,...,b, € B. Ist jedes b;
ganz tdber Aby,...,bi—1] (also insbesondere, wenn by,..., b, ganz iber A sind), so ist
Alby, ..., by] ein endlich-erzeugter A-Modul.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber n. Der Fall n = 1 wurde
bereits in Satz 1.1 diskutiert. Nehmen wir also an, dass B" := Alby, ..., b,_1] ein endlich-
erzeugter A-Modul ist. Da b,, ganz iiber B’ ist, ist B’[b,] ein endlich-erzeugter B’-Modul
(Satz 1.1 (2)). Ist {z1,...,2x} ein B’-Erzeugendensystem von B’[b,] und {y1,...,Ym}
ein A-Erzeugendensystem von B’, so ist

{ry; | 1<i<k, 1<j<m}

ein A-Erzeugendensystem von B'[b,] = Aby, ..., by,)]. O

Offensichtlich sind die Elemente aus A C B ganz tiber A, denn a € A ist Nullstelle von
X — a € A[X]. Mehr Beispiele bekommen wir durch

Korollar 1.3. Summen und Produkte ganzer Elemente sind ganz. Insbesondere bilden
die Elemente von B, die ganz tiber A sind, einen Unterring A von B, der A enthdlt.
Dieser heifst der ganze Abschluss von A in B.

Beweis. Alle Elemente aus A sind ganz tiiber A. Fiir iiber A ganze Elemente by, by € B
ist A[b1, be] nach Proposition 1.2 ein endlich-erzeugter A-Modul. Da

bi + b2, by — ba, biby € A[by, by,

folgt die Behauptung aus Satz 1.1 (3). O



Ganz besonders werden wir den Ganzheitsring eines algebraischen Zahlkérpers studieren:
Definition 1.4.
(1) Ein (algebraischer) Zahlkérper ist eine endliche Korpererweiterung von Q.

(2) Fiir einen Zahlkorper K bezeichnen wir den ganzen Abschluss von Z in K mit Ok.
Der Ring Ok heifit der Ganzheitsring von K.

Wir mochten daran erinnern, dass ein nullteilerfreier Ring A einen Quotientenkorper
Frac(A) hat:
Frac(A):{g|a,b€A,b7§O}, “u_ % <= a1by = asbhy
b b b
Beziiglich der folgenden wohldefinierten (!) Addition und Multiplikation wird Frac(A)
ein Korper:
a; a . a1an aq as albz + CLle

by by biby E+E* b1b2

Via der Abbildung ¢: A — Frac(A), a — § ist A ein Teilring von Frac(A). Ferner
ist Frac(A) ist der kleinste Korper, der A enthélt, im folgenden Sinne: Ist K ein
Korper und f: A — K ein injektiver Ringhomomorphismus, so gibt es genau einen
Korperhomomorphismus f: Frac(A) — K mit f ot = f fiir alle a € A.

Definition 1.5. Ein nullteilerfreier Ring A heit ganz abgeschlossen (oder normal),
wenn A mit seinem ganzen Abschluss im Quotientenkorper Frac(A) iibereinstimmt.

Wir zeigen, dass der Ganzheitsring eines Zahlkorpers ganz abgeschlossen ist.

Proposition 1.6. Sind C/B und B/A ganze Ringerweiterungen, so ist auch C' /A ganz.

Beweis. Sei ¢ € C. Da ¢ ganz liber B ist, erfiillt ¢ eine Ganzheitsgleichung der Form
Cn—l-bn_lcnfl—f—...—i-bo:(), mit  bg,...,b,_1 € B.

Also ist ¢ ganz tiber A" := Albg, ..., b,—1]. Nach Satz 1.1 (2) ist A’[¢] ein endlich-erzeugter
A’-Modul. Weil B/A ganz ist, impliziert Proposition 1.2, dass A’ ein endlich-erzeugter
A-Modul ist. Somit ist auch A’[c] = Alby,...,bn—1,c| ein endlich-erzeugter A-Modul.
Die Aussage folgt dann durch erneute Anwendung von Satz 1.1 (3). O

Korollar 1.7. Ist K ein Zahlkérper, so ist Og ganz abgeschlossen.

Beweis. Sei O’ der ganze Abschluss von Ok in seinem Quotientenkorper. Wir haben
ganze Ringerweiterungen O /Z und O'/Ok. Nach Proposition 1.6 ist O'/Z ganz, d.h.
O co K- O]

Bemerkung 1.8. Sei K ein Zahlkorper.
(1) Per Definition gilt
Ok ={p € K| es gibt ein normiertes Polynom P € Z[X] mit P(3) = 0}.

Weil die Erweiterung K/Q nun aber endlich ist, ist sie algebraisch. Jedes o € K
hat also ein Minimalpolynom m, € Q[X]. Dieses ist das eindeutig bestimmte



normierte Polynom minimalen Grades, das « als Nullstelle besitzt. Insbesondere
teilt m,, jedes andere Polynom # 0, das « als Nullstelle besitzt.

Gilt sogar m, € Z[X], so folgt geméafl obiger Beschreibung o« € Ox. Wenn
umgekehrt ein normiertes Polynom P € Z[X] mit P(«) = 0 gegeben ist, so wissen
wir, dass m,, ein Teiler von P ist. Da sowohl m,, als auch P normiert sind, besagt
eine der Varianten des Lemmas von GauB, dass m, € Z[X] gilt.

Summa summarum haben wir also

Ox = {8 € K | my € ZIX]}

gezeigt. Um zu iiberpriifen, ob ein Element von K ganz ist, miissen wir also nur
das Minimalpolynom berechnen und schauen, ob es ganzzahlig ist.

(2) Der Quotientenkdrper von Ok ist K, denn: Sei f € K. Erneut betrachten wir
das Minimalpolynom mg € Q[X]. Multipliziert man die Gleichung mg(/5) = 0 mit
dem Hauptnenner der Koeffizienten von mg durch, so erhalten wir eine Gleichung
der Form

anfB" 4 an_18" ...+ ag =0, a; €Z, an#D0.
Multiplizieren mit a?~! ergibt
(anB)" + an_l(anﬂ)”_l + an_gan(anﬁ)”_2 + ...+ az_lao =0.
Also ist a,8 € Ok. Es folgt 5 = % € Frac(Ok). Das zeigt K C Frac(Ok).
Beispiel 1.9. Trivialerweise gilt Oq = Z.

Beispiel 1.10. Sei K = Q(i). Wir behaupten, dass Ok gleich dem Ring der GauBschen
Zahlen Z[i] ist. Fiir den Nachweis bemerken wir zunéchst, dass a + bi € Q(¢) (a,b € Q)
Nullstelle des normierten Polynoms

(X = (a+b)(X — (a—bi)) = X? = 2aX +a* +V* (1.3)
ist.

“Z[i] € Ok:” Sind a,b € Z, so ist das Polynom in (1.3) ganzzahlig und es folgt
a+bi e Og.

“Ok C Z[i]:” Sind umgekehrt a,b € Q, sodass (1.3) ganzzahlig ist, so folgt 2a, a’+b* e Z.
Es gibt also a € Z mit a = 5. Es folgt
4(a® +b?) = a® + 4b* € 4Z. (1.4)

Es folgt 4b* € Z, d.h. man kann b =
wir

[l

mit b € Z schreiben. Eingesetzt in (1.4) erhalten

a2 +0*=0 (mod 4). (1.5)

Die einzigen Quadrate modulo 4 sind 0 und 1, und demnach kann (1.5) nur erfiillt sein,
wenn a2 = b?> =0 (mod 4). Somit sind @ und b gerade, d.h. a,b € Z.

In den folgenden Abschnitten werden wir die Struktur von Ganzheitsringen genauer

untersuchen. Wir werden insbesondere zeigen, dass es sich dabei um Dedekindringe
handelt.


https://en.wikipedia.org/wiki/Gauss's_lemma_(polynomials)

1.0.1 I"Jbungen
Aufgabe 1.0.1. Sei A ein beliebiger Ring.

(1) Zeigen Sie die Existenz eines nullteilerfreien Ringes R und eines surjektiven Ringho-
momorphismus ¢: R — A.

Sei K ein Korper und M € Mat(n x n, K). Wir erinnern an die Adjunkte M>Y von
M; dies ist die (n x n)-Matrix, deren (j,4)-ter Eintrag (—1)"*/ det(M;;) ist, wobei M;;
die Streichmatrix ist, die aus M durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte
entsteht. In der linearen Algebra beweist man dann die Formel

MM = MM = det(M)I,. (1.6)

(2) Setzen Sie die Giiltigkeit der Formel (1.6) fiir Kérper voraus und beweisen Sie dann
ihre Giiltigkeit fiir Matrizen {iber dem Ring A.
Hinweis: Nach der vorherigen Teilaufgabe gibt es einen surjektiven Ringhomomor-
phismus ¢: R — A, wobei R wie in der vorherigen Teilaufgabe ist. Der Ring R
hat einen Quotientenkdrper.

Aufgabe 1.0.2. Finden Sie den Ganzheitsring von Q(v/3).
Aufgabe 1.0.3. Ist Z[/5] der Ganzheitsring von Q(v/5)?

Aufgabe 1.0.4. Sei K = Q(a), wobei a eine Nullstelle von X3 + X2 —2X + 8 € Z[X]
sei. Finden Sie das Minimalpolynom von

iiber Q. Ist 8 ganz?



Kapitel 2

Teilbarkeitstheorie und der
Elementarteilersatz

Definition 2.1. Ein Ring! A heifit Integrititsring (oder Integrititsbereich), wenn A
nullteilerfrei ist, d.h. wenn fiir alle a,b € A mit ab = 0 stets a = 0 oder b = 0 folgt.

Bemerkung 2.2. In einem Integritatsring A diirfen wir “kiirzen”: Sind a € A\ {0} und
b,c € A mit ab = ac, dann erhalten wir a(b — ¢) = 0. Die Nullteilerfreiheit und a # 0
implizieren dann b = c.

Definition 2.3. Sei A ein Integrititsring und a, b, 7 € A.

(1) Das Element 7 heifit Primelement, wenn m # 0, m ¢ A* und wenn fiir alle by, by € A
mit 7 | byby gilt, dass 7 | by oder 7 | bs.

(2) Die Elemente a,b € A heilen assoziiert, wenn es eine Einheit v € A* mit a =
u - b gibt. (Weisen Sie zur Ubung nach, dass es sich bei Assoziiertheit um eine
Aquivalenzrelation handelt!)

(3) Das Element 7 heifit irreduzibel, wenn 7 # 0, m ¢ A* und fiir alle by,by € A mit
T = biby gilt, dass by € A* oder by € A*. (Slogan: “Eine Nichteinheit © # 0 ist
irreduzibel, wenn jeder echte Teiler von 7 zu 7 assoziiert ist”.)

Lemma 2.4. Primelemente eines Integritdtsrings sind stets irreduzibel.

Beweis. Sei 7 ein Primelement des Integritdtsrings A. Ferner seien a,b € A mit m = ab.
Dann gilt also insbesondere 7 | ab. Da 7 prim ist, knnen wir ohne Einschriankung 7 | a
annehmen. Es gibt also ein ¢ € A mit ¢r = a. Dann folgt

™ = ab = ber.
Durch Umstellen erhalten wir

(1 —=be)r =0.

Da ein Integritdtsbereich nullteilerfrei ist und 7 # 0, muss bc = 1 gelten, d.h. b € A*.
Damit ist 7 irreduzibel. O

Yommutativ, # {0}, mit Einselement

10



Beispiel 2.5. Im Allgemeinen gilt die Umkehrung nicht, d.h. irreduzible Elemente sind
nicht prim. Beispielsweise ist das Element 2 € Z[\/—5] zwar irreduzibel, aber nicht prim
— Details verifizieren Sie in Aufgabe 2.0.1.

Sei A ein Ring. Wir erinnern daran, dass ein Primideal von A ein Ideal p # A mit der
Figenschaft

Ya,b e A: abep = a€p oder bep

ist. Ferner erinnern wir an

Lemma 2.6. Sei A ein Ring und a C A ein Ideal. Dann gilt:

a ist ein Primideal <= A/a ist ein Integritdtsring.

Beweis. Es gilt fiir alle ¢ € A:
cca < c+a=0+ain A/a.

Daraus folgen sofort beide Implikationen. O

Bemerkung 2.7. Sei A ein Ring.
(1) Das Ideal (0) C A ist genau dann prim, wenn A ein Integritétsring ist.

(2) Ein Ideal a von A ist genau dann maximal, wenn A/a ein Korper ist. Lemma 2.6
sagt uns also, dass maximale Ideale auch prim sind.

Lemma 2.8. Sei A ein Integritatsring und = € A. Dann gilt:

(m) ist ein Primideal <= m =0 oder m ist ein Primelement.

Beweis. Im Hinblick auf Bemerkung 2.7 (1) muss nur der Fall 7w # 0 betrachtet werden.

“<”: Seien nun 7 € A ein Primelement und a,b € A mit ab € (7). Dann gibt es c € A
mit ab = cmr. Insbesondere gilt 7 | ab, also konnen wir ohne Einschrankung annehmen,
dass 7 auch ein Teiler von a ist. Das heifit, dass es ein d € A mit dr = a gibt, also
a € (). Also ist (7) ein Primideal.

“=7: Ist m # 0 kein Primelement, so gibt es zwei Falle:
(1) Ist m € A*, so ist (m) = A. Das Einsideal ist per Definition aber kein Primideal.

(2) Ist m ¢ A*, so gibt es a,b € A mit 7 | ab (d.h. ab € (7)), aber 7 {a (d.h. a ¢ (7))
und w1 b (d.h. b ¢ (7)). Damit ist (7) kein Primideal.

O
Proposition 2.9. Sei A ein Hauptidealring und m € A irreduzibel. Dann ist (7) ein
mazimales Ideal von A. Insbesondere gilt:
(1) Die Begriffe “irreduzibel” und “Primelement” in Hauptidealringen tberein.

(2) Jedes Primideal # (0) in einem Hauptidealring ist mazimal.

11



Beweis. Sei a C A ein Ideal mit (7) C a C A. Da A ein Hauptidealring ist, gibt es
a € A\ A" mit a = (a). Wegen (7) C a = (a) gilt a | m, d.h. es gibt ein b € A
mit ab = 7. Nun ist 7 irreduzibel und a keine Einheit (da a = (a) # A). Also folgt
b € A* und damit sind a und 7 assoziiert, d.h. a = (a) = (7), was die Maximalitét
von (m) beweist. Die Aussagen (1) und (2) folgen nun zusammen mit Lemma 2.4 und
Lemma 2.8. O

Definition 2.10. Ein Integritétsring A heifit faktoriell, wenn jedes a € A\ {0} eindeutig
in der Form

a=u-m1-*... Tk
mit u € A* und irreduziblen Elementen 71, ..., 7 geschrieben werden kann. “Eindeutig”
heifit hierbei, dass die 71, ..., 7 bis auf Assoziiertheit eindeutig sind.

Beispiel 2.11. Da die positiven irreduziblen Elemente in Z genau die Primzahlen sind,
ist Z faktoriell. Es ist Teil von Aufgabe 2.0.1 zu verifizieren, dass Z[v/—5] nicht faktoriell
ist.

Genau wie in Hauptidealringen gilt die Implikation “irreduzibel = prim” auch in
faktoriellen Ringen:

Proposition 2.12. Sei A faktoriell und m € A. Dann gilt:

7 ist rreduzibel <= w ist prim.

Beweis. Die Richtung “<” gilt unabhangig von der Faktorialitat, vgl. Lemma 2.4. Fiir
die Richtung “=" nehmen wir an, dass 7 irreduzibel ist. Ferner seien a,b € A\ {0} mit
7 | ab. Dann gibt es ¢ € A mit er = ab. Da A faktoriell ist, kénnen wir a, b, ¢ bis auf
Einheiten als Produkt irreduzibler Elemente schreiben:

a=U- Pl ... Pk, b=v-q1 ... Qm, C=W-T1 ... Ty,

wobei u, v, w € A* und p;, g;, ¢ irreduzibel seien. Die Gleichung cm = ab liest sich dann
wie folgt:

W Tl e Ty  T=U-V- Pl e D-qL" " -

Da die Zerlegung in irreduzible Elemente eindeutig ist, muss jedes 7, auch auf der rechten
Seite auftauchen. Wie in Bemerkung 2.2 kénnen wir dann rq,...,r, auf beiden Seiten
entfernen und erhalten eine Gleichung der Form

/
77-:7'[-17'(—5

Jedes der Elemente 7,..., 7,

s 1st zu einem p;

mit irreduziblen Elementen 77, ..., 7.
oder g; assoziiert, teilt also a oder b.

Nun nutzen wir erneut die eindeutige Faktorisierung in in irreduzible Elemente: Da 7 ir-
reduzibel ist, kann auf der rechten Seite nur ein irreduzibles Element 7’ = 7] auftauchen,
und dieses muss zu 7 assoziiert sein. Ist 7’ ein Teiler von a, so gilt 7 | a, andernfalls ist

7’ ein Teiler von b und wir erhalten 7 | b. Also ist 7 prim. O

Bemerkung 2.13. Da der Ring Z faktoriell ist, sind die Primzahlen ebenfalls Primele-
mente in Z. Das rechtfertigt den Begriff “Primelement”.
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Da in Hauptidealringen und faktoriellen Ringen irreduzible Elemente jeweils prim sind,
liegt das folgende Resultat nahe.

Satz 2.14. Sei A ein Hauptidealring. Dann ist A faktoriell.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Existenz einer Faktorisierung in irreduzible Elemente.
Sei M C A\ {0} die Menge der Elemente, die keine Zerlegung in irreduzible Elemente
besitzen. Wir wollen M = () zeigen. Fiir einen Widerspruch nehmen wir an, dass a € M
sei. Dann kann a weder eine Einheit noch irreduzibel sein, denn sonst wére a seine
eigene Zerlegung in irreduzible Elemente. Also gibt es Elemente b,c € A\ A* mit a = be.
Dann muss mindestens eines der Elemente b und ¢ in M enthalten sein — waren beide
nicht in M enthalten, so wéaren b und ¢ namlich zu einem Produkt irreduzibler Elemente
assoziiert, das Element a dann also auch. Ohne Einschrankung nehmen wir b € M an.
Wir wiederholen den Prozess und schliefen, dass b weder Einheit noch irreduzibel sein
kann. Induktiv erhalten wir eine Folge von Elementen (a,)n,>0 in M mit

ag = a, Yn>0: apt1 | an, und Gn+1 st nicht zu a,, assoziiert.
Nun betrachten wir die echt (!) aufsteigende Kette der Hauptideale
(a) = (a0) € (a1) S (a2) S ... .

Da a = [J;2,(an) ein Ideal ist und A ein Hauptidealring ist, gibt es ein d € A mit
a = (d). Das Element d muss aber in einem der Ideale (ax) enthalten sein. Wir erhalten
den Widerspruch

a=(d) C (an) C (an+1) C a= (d).

Also ist M = (), was die Existenz beweist.

Wir beweisen noch die Eindeutigkeit. Sei a € A\ {0} und

a=u-mt - omF =v-at o wE,
wobei u,v € A*, m,...,m € A irreduzibel und paarweise nicht assoziiert seien, sowie
v, i > 0. Wir moéchten v = v und v; = p; fiir ¢ = 1,...,k zeigen. Angenommen, es

gilte v > p1, dann kénnen wir wie in Bemerkung 2.2 kiirzen und erhalten

vVi—p1 va Vi __ H2 HEk
U'T('l '7T2...'7['k —1}'7['2 7Tk

Da 71 die linke Seite teilt, muss 71 auch die rechte Seite teilen. Da 7y irreduzibel ist und
A ein Hauptidealring ist, ist 71 prim und teilt somit v oder eines der Elemente o, ..., m
(vgl. Proposition 2.9). Das ist aber nicht der Fall, da 7 als irreduzibles Element keine
Einheit teilt und 7o, ..., 7 nicht zu 7 assoziiert sind — ein Widerspruch. Also gilt
v; = p; fiir alle 4. Dann folgt aber sofort v = v. O

Bemerkung 2.15. Leicht modifiziert funktioniert der Existenzbeweis in Satz 2.14 auch,
wenn A noethersch ist.

Bemerkung 2.16.
(1) Ist A faktoriell, so ist auch A[X] faktoriell. Das folgt aus dem Lemma von Gau$.

13


https://en.wikipedia.org/wiki/Gauss%27s_lemma_(polynomials)

(2) Nicht jeder faktorielle Ring ist ein Hauptidealring: Nach dem vorherigen Stich-
punkt ist Z[X] faktoriell. Das Ideal (2,X) C Z[X] ist aber kein Hauptideal —
machen Sie sich das klar!

(3) Zieht man Aufgabe 0.1.1 in Betracht, so haben wir Implikationen
euklidisch = Hauptidealring = faktoriell.

Im Allgemeinen gilt keine der Riickrichtungen. In der Tat ist Z [H V{lg} ein

nicht-euklidischer Hauptidealring (Nachweis spéter).

Zum Abschluss des Kapitels mochten wir noch den Elementarteilersatz diskutieren, den
wir jedoch nicht beweisen werden.

Satz und Definition 2.17 (Elementarteilersatz). Sei M ein freier Z-Modul vom Rang
r und M’ C M ein Untermodul. Dann existiert eine Z-Basis (mq,...,m;) von M,
ein s < r und Zahlen di,...,ds € Z~¢ mit der Eigenschaft d; | d;1 fur alle i, sodass
(dyma,...,dsms) eine Z-Basis von M’ ist. Insbesondere ist M’ frei vom Rang s. Die
Zahlen d, ..., ds sind auflerdem eindeutig bestimmt und heiflen die Elementarteiler von
M’ in M.

Beweisskizze/Interpretation. Wie schon erwahnt, verzichten wir auf einen vollstdndigen
Beweis, mochten aber die Philosophie hinter dem Resultat andeuten. Sei (ni,...,n,)
eine Z-Basis von M. Angenommen, wir wissen bereits, dass M’ frei vom Rang s < r ist,
dann gibt es eine Z-Basis (nf, ..., n}) von M’. Diese konnen wir als A-Linearkombination
von (nq,...,n,) schreiben:

r
/
n; = E Ai5My, ajj € Z.
=1

Sei A = (a;5) € Mat(r x s,Z) (das ist also die darstellende Matrix der Inklusion M’ — M
bzgl. der angegebenen Basen). Die Aussage des Satzes ist es dann, dass es Matrizen
S € GL(r,Z) und T € GL(s,Z) mit der Eigenschaft, dass

d 0 o ... O
0 do 0 ... O
SAT=|0o ... ... 0 a,|€Mat(rxs2)
0 0
0 0

und d; | diy1 gibt. Mit anderen Worten: Durch Zeilen- und Spaltenumformungen tiber
Z (1) kann A auf “Diagonal”form gebracht werden, O]

Bemerkung 2.18.

(1) Allgemeiner gilt der Elementarteilersatz nicht nur fiir Z-Moduln, sondern fiir Mod-
uln tiber Hauptidealringen.
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(2) Der Beweis des Elementarteilersatzes ist konstruktiv und ist hier zu finden.

Wir betrachten nun den Spezialfall » = s. In diesem Fall gilt mit der Notation aus obiger
Beweisskizze |det(A)| =d; - ... d,. Da ein Z-Modul aufierdem nichts anderes als eine
abelsche Gruppe ist, ist in diesem Fall M’ C M eine Untergruppe von endlichem Index
(M : M') = |M/M'|. Ist nun (mq,...,m,) eine Z-Basis von M mit der Eigenschaft,
dass (dymy,...,d-m;) eine Z-Basis von M’ ist, so haben wir einen Isomorphismus von
Gruppen

Z/dZ x ... x Z)d,Z — M/M’,
(et +diZ,...,cp +dyZ) = cymy + ...+ cpmy + M.

Wir haben also bewiesen:

Proposition 2.19. In der obigen Situation gilt (M : M') = |det(A)| =d;y - ... d,.

2.0.1 I"Jbungen

Aufgabe 2.0.1. Betrachten Sie den Ring Z[\/—5] = {a + bv/—5 | a,b € Z}. In der
Einleitung zum Skript wurde behauptet, dass dieser nicht faktoriell ist. Hier verifizieren
Sie alle Details.

(1) Sei N: Z[/=5] — Z durch N(a+by/—5) = a® 4 5b® definiert. Begriinden Sie kurz,
dass N multiplikativ ist, d.h. fiir alle a,b, ¢, d € Z gilt

N((a+ bvV=5)(c + dv/=5)) = N(a + bvV/—5)N(c+ dv—5).

(2) Zeigen Sie, dass +1 die einzigen Einheiten von Z[v/—5] sind.

(3) Zeigen Sie, dass die Elemente 2, 3, 14+/—5 und 1—+/—5 in Z[\/—5] zwar irreduzibel,
aber nicht prim sind.

(4) Folgern Sie, dass Z[v/—5| nicht faktoriell ist.
Aufgabe 2.0.2. Zeigen Sie, dass das Ideal (2, X)) C Z[X] kein Hauptideal ist.
Aufgabe 2.0.3.

(1) Beweisen Sie den Satz tber rationale Nullstellen:
Sei A ein faktorieller Ring mit Quotientenkorper K, sowie

f:anX”—l—...+a1X+a06A[X].

Ist o € K eine Nullstelle von f, so gibt es a,b € A, b # 0 mit a = § und a | ao,
b| ap.

(2) Folgern Sie, dass faktorielle Ringe ganz abgeschlossen sind.

Aufgabe 2.0.4. Betrachte die Z-lineare Abbildung A: Z* — Z3, die durch die folgende
Matrix gegeben ist:

Studieren Sie den Beweis des Elementarteilersatzes und finden Sie die Elementarteiler
von im(A) C Z%.
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Aufgabe 2.0.5. Sei f: A — B ein Ringhomomorphismus und p C B ein Primideal.
Verifizieren Sie, dass f~!(p) C A ein Primideal ist. Stimmt die Aussage auch, wenn man
“Primideal” durch “maximales Ideal” ersetzt?

Aufgabe 2.0.6. Sei B/A eine ganze Ringerweiterung von Integritatsringen.

(1) Zeigen Sie:

B ist ein Koérper <= A ist ein Korper.

(2) Sei p C B ein Primideal und p’ = p N A. Zeigen Sie, dass p’ genau dann ein
maximales Ideal von A ist, wenn p ein maximales Ideal von B ist.

Sei K nun ein Zahlkorper.

(3) Folgern Sie, dass jedes Primideal # (0) in Ox maximal ist. (Spéter werden wir
dies noch mit anderen Methoden beweisen.)
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Kapitel 3

Dedekindringe

3.1 Warum?

Motivation 3.1. In der Vorlesung “Kommutative Algebra” lernt man, was eine affine
Kurve ist. Zum Zwecke dieser Motivation betrachten wir nur ebene affine Kurven iiber C.
Solche sind definiert als Nullstellenmengen eines nicht-konstanten Polynoms f € Clz, y],
in Formeln

X = {(a,b) € AL | f(a,b) = 0}.

Die Menge der singuldren Punkte von X ist definiert durch

a—f(a,b) = 8—f(a, b) = 0} .

. _ 2
Sing(X) =X N {(a, b) € A o 3y

Des Weiteren kann man zu einer solchen Kurve X den affinen Koordinatenring C[X| =
Clz,y]/(f) assoziieren. Fiir jeden Punkt p € X ist

my, = {[g] € C[X] | g(p) = 0}

ein maximales Ideal im Koordinatenring C[X]. An diesem kann man lokalisieren —
dadurch erhalt man den lokalen Ring

Oxp = C[X]m, = {g;

91,92 € C[X], g2(p) # 0} )

In der Vorlesung “kommutative Algebra” wird nun bewiesen, dass Ox , genau dann ein
diskreter Bewertungsring ist, wenn p € X \ Sing(X) ist. Wenn X eine glatte Kurve ist
(das heifit Sing(X) = 0), dann heiBt das, dass C[X] ein Dedekindring ist (zumindest,
wenn X irreduzibel ist). Dieser Zusammenhang wird im Folgenden hergestellt. Wahrend
diskrete Bewertungsringe also die lokale Situation glatter affiner Kurven widerspiegeln,
sind Dedekindringe das globale Aquivalent dazu. Es lohnt sich also, Dedekindringe
genauer zu studieren.

Wir fithren nun den Begriff des Dedekindrings ein.

Definition 3.2. Ein Dedekindring ist ein Integritatsbereich A mit den folgenden Eigen-
schaften:
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(1) A ist noethersch,

(2) A ist ganz abgeschlossen,

(3) jedes Primideal # (0) in A ist maximal, und
(4) A ist kein Korper.

Bemerkung. Die Bedingungen (3) und (4) kann man auch zu “A ist ein Ring der
(Krull-)Dimension 1”7 zusammenfassen.

Bemerkung. Faktorielle Ringe sind automatisch ganz abgeschlossen (Aufgabe 2.0.3
(2))-
Wie in der Motivation angedeutet behaupte ich, dass Sie Dedekindringe bereits kennen.
Satz 3.3. Sei A ein noetherscher Integritdtsbereich der Dimension 1. Dann sind dquivalent:
(1) A ist ein Dedekindring.
(2) Fiir alle Primideale p # (0) in A ist der lokale Ring A, ein diskreter Bewer-
tungsring.

Bevor wir den Beweis fithren, wiederholen wir kurz die Lokalisierung von Moduln und
diskrete Bewertungsringe.

Erinnerung. Sei A ein Ring. Eine Teilmenge S C A heifit multiplikativ abgeschlossen,
wenn 1 € S und wenn fiir alle a,b € S gilt, dass auch ab € S. (Wichtigstes Beispiel:
Ist p C A ein Primideal, so ist A \ p multiplikativ abgeschlossen.) Wir betrachten die
folgende Relation auf A x S:

(a1,s1) ~ (az,s2) <= esgibt t € S, sodass t - (a1s2 — azs1) = 0. (3.1)

Dies ist eine Aquivalenzrelation. Die Menge der Aquivalenzklassen bezeichnen wir mit
S—1A, die Aquivalenzklasse von (a,s) € A x S mit 2. Mittels der wohldefinierten (!)
Verkniipfungen

ap az  aia2 ai + az a1z + agsi

s1osy | sis2) st sy s182
wird S~ A zu einem Ring, der Lokalisierung von A an S. Im Spezialfall S = A\ p fiir ein
Primideal p C A schreiben wir A, statt (A \ p)~1A und sprechen von der Lokalisierung
an p. (Beispiel: Ist A ein Integrititsring, so ist Frac(4) = A(y.) Die Ringe A, sind
lokale Ringe, d.h. sie haben genau ein maximales Ideal, namlich

pAp:{%eAp‘aep, sgép}.

Wir kénnen auch einen A-Modul M an S lokalisieren, indem wir die Aquivalenzrelation
(3.1) analog auf M x S definieren. So erhalten wir einen S~'A-Modul S™'M. Eine
lineare Abbildung f: M — N von A-Moduln induziert eine lineare Abbildung

m. . f(m)

S S

S7lf. 5 M — SN,

von S~'A-Moduln. Ferner erinnern wir daran, dass fiir einen Homomorphismus f: M —
N von A-Moduln dquivalent sind:

(1) f ist injektiv/surjektiv/ein Isomorphismus,
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(2) fiir alle Primideale p C A ist f,: M, — N, injektiv/surjektiv/ein Isomorphismus,

(3) fiir alle maximalen Ideale m C A ist fin: My — Ny injektiv/surjektiv/ein Isomor-
phismus.

Man beweist nun leicht

Lemma 3.4. Sei B/A eine Ringerweiterung und A der ganze Abschluss von A in B.
Ist S C A multiplikativ abgeschlossen, so ist ST'A der ganze Abschluss von S™'A in
S—1B.

Beweis. Sei x € Aund s € S. Da x ganz iiber A ist, erfiillt x eine Gleichung der Form
"4 an_12" V4. 4+ ag=0, a; € A.

Dann erfiillt £ € S ~1A die Gleichung

T\ Qp— z\n—1 a
(7) + ”1~(7) +o 2 =0
s s s s

Also ist S~'A ganz iiber S~1A.
Ist nun b € B und t € S, sodass % € S7!B ganz iiber ST A ist, dann erfiillt % eine
Gleichung der Form

b m a/_ b m—1 /
- 4 m=L (2 —&—...—i—@:O, a,€ A, s €8.
t Sm—1 t S0

Sel s :=sg ... Sp—1. Durchmultiplizieren der obigen Gleichung mit (st)”Lliefert eine
Ganzheitsgleichung von bs iiber A. Es folgt bs € A, das heifit % = I;—i c S1A.

(Man bemerke die Ahnlichkeit zu Bemerkung 1.8 (2)). O

Erinnerung. Ein lokaler noetherscher Integrititsbereich (A, m) der Dimension 1 heifit

diskreter Bewertungsring, wenn die folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt sind:
(1) A ist ganz abgeschlossen,

m ist ein Hauptideal,

Es ist m/m? ein 1-dimensionaler A/m-Vektorraum,

Jedes Ideal # (0) von A ist eine Potenz von m,

Es gibt eine surjektive Abbildung (“Bewertung”)
v: Frac(A) — Z U {oo},

sodass A = {z € Frac(A) | v(x) > 0}, und sodass die folgenden Bedingungen fiir
alle z,y € Frac(A) gelten:!

(a) v(z) =00 <= z =0,

(b) v(zy) = v(z) +v(y),

(c) v(z+y) = min{r(z),v(y)},

'Hierbei gelten die iiblichen Rechenregeln oo 4+ co = oo, k + 0o = oo + k = o0, sowie 0o > oo und
oo >k fur alle k € Z.
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Fiir uns wird hauptséchlich die erste Eigenschaft relevant sein (d.h., dass diskrete Bew-
ertungsringe ganz abgeschlossen sind), aber auch die letzte Eigenschaft wird eine Rolle
spielen. Bedingung (3) ist wie folgt zu verstehen: Es ist m? ein A-Untermodul von m,
also kann man den Quotientenmodul m/m? {iber A betrachten. Multipliziert man ein
Element von m/m? jedoch mit einem Skalar aus m C A, so erhiilt man die triviale Klasse
0 4+ m2. Demnach kann man m/m? auch als Vektorraum iiber A/m auffassen.

Nun beweisen wir Satz 3.3.

Beweis von Satz 3.3. Es ist nur zu zeigen, dass die ganze Abgeschlossenheit von A
aquivalent zur ganzen Abgeschlossenheit von A, fiir jedes Primideal p ist.

Sei A der ganze Abschluss von A und ¢: A < A die Inklusion. Nach Lemma 3.4 ist A,
der ganze Abschluss von A,. Es folgt

A ist ganz abgeschlossen
<= ¢ ist ein Isomorphismus
<= 1p: Ay — A, ist ein Isomorphismus fiir alle Primideale p C A
<= A, ist fiir alle Primideale p C A ganz abgeschlossen.

Als néchstes geben wir Beispiele von Dedekindringen.
Beispiel 3.5.

(1) Jeder Hauptidealring, der kein Korper ist, ist ein Dedekindring. Die ganze Abge-
schlossenheit folgt hierbei aus Lemma 2.0.3 (2).

(2) Der Koordinatenring C[X] einer irreduziblen, glatten Kurve X iiber C.

(3) Wir behaupten, dass A = Z[v/=5] ein Dedekindring ist. Sicherlich ist A ein In-
tegritatsbereich, der kein Korper ist. Da Z[X] noethersch ist (Hilbertscher Basis-
satz), ist A = Z[X]/(X? + 5) als Quotient eines noetherschen Rings noethersch.
Um nachzuweisen, dass A ganz abgeschlossen ist, zeigen wir, dass A = (’)Q( J=5)

ist. Dazu betrachten wir ein Element v = a 4+ by/—5 € Frac(4) = Q(v/—5) (wobei
a,b € Q), das ganz, also Nullstelle eines Polynoms # 0 mit ganzzahligen Koef-
fizienten, ist. Wir schreiben 7 := a — by/—5. Dann gilt

(X — (X —7) = X? — 2aX + a® + 5b%.

Obiges Polynom hat genau dann ganzzahlige Koeffizienten, wenn 2a € Z und
a’? + 5> € Z. Wie in Beispiel 1.10 impliziert dies, dass a,b € Z. Somit ist A in
der Tat ganz abgeschlossen. Dass dim(A) = 1 gilt, haben wir in Aufgabe 2.0.6
gesehen.

Spoiler. Wir werden bald sehen, dass Ganzheitsringe von Zahlkérpern Dedekindringe
sind.

3.2 Primidealzerlegung

Wir wissen, dass der Ring Z[/—5] nicht faktoriell ist, es in diesem Ring also keine
eindeutige Zerlegung in irreduzible Elemente gibt. Nutzt man die zusétzliche Struktur
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von Dedekindringen, erhélt man jedoch eine eindeutige Zerlegung in Primideale. Dafiir
miissen wir etwas arbeiten.

Lemma 3.6. Sei A ein Ring und p C A ein Primideal. Enthdlt p ein Produkt ai-...-ay
von Idealen, so enthdlt p eines der Ideale a;.

Beweis. Das ist Aufgabe 3.2.1. O

Lemma 3.7. Sei A ein noetherscher Ring. Dann gilt:
(1) Jedes Ideal von A enthdlt ein Produkt von Primidealen.

(2) Ist A ein Integrititsbereich, so enthdlt jedes Ideal # (0) von A ein Produkt von
Primidealen # (0).

Beweis. Wir beweisen nur die zweite Aussage. Die erste Aussage wird analog bewiesen;
man muss dazu nur drei Mal “# (0)” aus dem Beweis l6schen — diese Stellen markieren
wir farblich blau.

Wir beweisen die Aussage durch Widerspruch und nehmen dafiir an, dass die Menge

M :={aC A|a+#(0) ist ein Ideal, das kein Produkt von Primidealen # (0) enthélt}

nicht leer ist. Als nicht-leere Menge von Idealen eines noetherschen Rings enthéalt M ein
maximales Element b. Dieses Ideal b ist nicht prim, sonst wéire b ¢ M. Des Weiteren ist
b # A. Demnach existieren aj,as € A\ b mit ajas € b. Die Ideale b+ (a1) und b+ (a2)
enthalten b als echtes Ideal und sind somit aufgrund der Maximalitdat von b nicht in M
enthalten. Es gibt somit Primideale p1,...,Pn,q1,. .., qm, die verschieden von (0) sind,
sodass

PLee.. Pn C b+ (a1), q1---- - Gm C b+ (a2).
Da jedoch ajas € b, folgt
PLoePnqr oG C (b4 (a1))(b+ (a2)) C b,
ein Widerspruch zu b € M. O

Wie werden sehen, dass es sinnvoll ist, nicht nur “normale” Ideale zu betrachten.

Definition 3.8. Sei A ein Integritatsbereich mit Quotientenkérper K. Ein A-Untermodul
a von K heiit gebrochenes Ideal, wenn ein d € A\ {0} mit da C A existiert.

Bemerkung 3.9.

(1) Ubliche Ideale in A sind gebrochene Ideale mit d = 1. Um sie von “echten”
gebrochenen Idealen zu unterscheiden, nennen wir die Ideale in A oft ganze Ideale.

(2) Ist a ein endlich-erzeugter A-Untermodul von K, so ist a ein gebrochenes Ideal.
Ist ndmlich {x1,...,z,} C K ein Erzeugendensystem von I iiber A, so kann man
T, = 3—: mit a;,d; € A schreiben. Das Element d = dy - ... d, hat dann die
gewiinschte Eigenschaft.

(3) Wenn A noethersch ist (z.B. ein Dedekindring), ist ein A-Untermodul von K genau
dann ein gebrochenes Ideal, wenn er endlich erzeugt ist. Ist namlich a C K ein
gebrochenes Ideal, so wihle man d # 0, sodass da ein Untermodul von A ist (also
ein ganzes Ideal). Da A noethersch ist, ist so ist da endlich erzeugt, damit ist auch
a endlich erzeugt.
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Wir wissen bereits, was das Produkt von ganzen Idealen ist. Fir gebrochene Ideale
machen wir das genau so.

Definition 3.10. Es seien ay, as gebrochene Ideale von A. Wir definieren das Produkt
ajag als die Menge der endlichen Summen > z;y; mit x; € a; und y; € as.

Bemerkung 3.11. Seien ay, ao gebrochene Ideale.
(1) Offensichtlich gilt ajas = aga;.

(2) Seien dj,ds € A\ {0} so gewahlt, dass diaj,daas C A. Dann sind a; Nag, a3 + ay
und aja, wieder gebrochene Ideale, denn: dass es sich bei diesen Idealen um A-
Untermoduln von K handelt, ist klar. Auflerdem gilt

dl(al N CIQ), dz(al N Clz) C A, dldg(al + ﬂQ) C A, didoaiag C A.

Wir nutzen jetzt die zuséatzliche Struktur eines Dedekindrings.

Satz 3.12. Sei A ein Dedekindring, K = Frac(A) und p # (0) ein Primideal von A.
Wir setzen

p_lzz{x€K|xpCA}.

Dann ist p~1 ein gebrochenes Ideal und es gilt p~'p = A.

Beweis. Es ist klar, dass p~! ein A-Untermodul von K ist. Fiir jedes d € p \ {0} gilt
per Definition dp~! C A, also ist p~! ein gebrochenes Ideal. Wir miissen also nur noch
p~'p = A zeigen. Per Definition von p~! ist die Inklusion “C” klar. Fiir die umgekehrte
Inklusion bemerken wir zunéichst, dass A C p~—* gilt, da p ein Ideal ist. Es folgt

p=Ap Cp pC A

Also ist p~'p ein ganzes Ideal von A, das p enthilt. Als Primideal # (0) in einem
Dedekindring ist p maximal, also folgt p = p~'p oder p~'p = A. Wir miissen p = p~!p
ausschlieBen. Wir nehmen also p = p~!p an und arbeiten auf einen Widerspruch hin.
Fiir jedes x € p~! haben wir dann xp C p und damit auch

z?p C xp C p, 3p C ’p C ap Cp, o
also induktiv z™p C p fir alle m > 0. Es folgt fiir beliebiges d € p \ {0}:
Ym > 0: dx™ € A.

Mit anderen Worten: A[z] ist ein gebrochenes Ideal. Nun verwenden wir, dass A noether-
sch ist, um zu schlieflen, dass A[z| ein endlich-erzeugter A-Modul ist (Bemerkung 3.9
(3)). Das bedeutet, dass = ganz iiber A ist (Satz 1.1). Jedoch ist A ganz-abgeschlossen.
Es folgt € A und damit kann p~'p = p nur gelten, wenn p~! = A gilt.

Wir schlieflen also noch p~! = A aus. Dafiir sei a € p \ {0}. Nach Lemma 3.7 enthélt
das Hauptideal (a) C A ein Produkt von Primidealen # (0). Sei n > 1 minimal mit der
Eigenschaft, dass es n Primideale p1,...,p, # (0) mit

P pp C (a) Cp.
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gibt. Mit Lemma 3.6 folgt, dass p eines der p; enthalt, sagen wir p; C p. Da p; maximal
ist, folgt p1 = p. Wir setzen

b:=pa-... pp.

Die Minimalitdt von n impliziert, dass b ¢ (a). Wir konnen also ein b € b finden, das
nicht in (@) enthalten ist. Da jedoch p1b = pb C (a) gilt, folgt pba—! C A. Es folgt also
ba~! € p~! nach Definition von p~'. Aus b ¢ (a) erhalten wir jedoch ba~! ¢ A, das
heifit p~! # A wie gewiinscht. O

Satz 3.13 (Dedekind). Sei A ein Dedekindring. Dann lisst sich jedes gebrochene Ideal
b # (0) eindeutig in der Form

b=p" ... pF

schreiben?, wobei p1,...,pr paarweise verschiedene Primideale des Ringes A sind und
ViyeooyVg EZ\{O}

Beweis. Wir beweisen zunéchst die Existenz der Zerlegung. Sei dafiir b # (0) ein ge-
brochenes Ideal und d € A\ {0} so gewahlt, dass db C A. Dann gilt

b= (db)Ad~! = (db)(Ad)™,

weswegen es reicht, die Existenz der Primidealzerlegung fiir ganze Ideale zu beweisen.
Ahnlich wie in den Beweisen von Lemma 3.7 und Satz 2.14 betrachten wir die Menge M
der ganzen Ideale # (0) von A, die kein Produkt von Primidealen sind und nehmen fiir
einen Widerspruch an, dass M nicht leer ist. Da A noethersch ist, besitzt M dann ein
maximales Element a. Da A selbst ein Produkt von Primidealen ist (das leere Produkt),
gilt a #£ A. Es gibt also ein maximales Ideal m, das a enthélt. Es folgt mit Satz 3.12
nun aus a C m, dass

am~ ! Cmm ! = A (3.2)
Also ist am~! ein ganzes Ideal.
Da A C m~! und a = Aa, gilt aber auch a C am™'. Wir behaupten, dass a # am™
gilt. Nehmen wir das Gegenteil @ = am™! an, dann gilt fiir + € m~! auch za C a und
induktiv dann z"a C a fiir alle n > 0. Analog zum Beweis von Satz 3.12 erhalten wir
dann x € A. Das ist ein Widerspruch, da m~! # A (auch das haben wir im Beweis
von Satz 3.12 gesehen — alternativ kann man es auch aus dem Ergebnis von Satz 3.12
folgern: Gilte m~! = A, dann folgte der Widerspruch mm~! =m # A).
Das zeigt also a C am~'. Nun folgt aus der Maximalitit von a, dass am~! ¢ M.
L ein ganzes Ideal ist — als solches muss es also eine

1

Gleichung (3.2) sagt aber, dass am™
Zerlegung

am’lzpl-...-pr

in Primideale besitzen. Multipliziert man beide Seiten mit m und beachtet, dass mm~! =

A gilt (Satz 3.12), so ist

a=pr ... pp-m

Die Zerlegung von A selbst ist hierbei durch das leere Produkt gegeben. Fiir v > 0 und p # (0) prim
sei auferdem p~” := (p~1)”.

23



also eine Primidealzerlegung von a, ein Widerspruch zu a € M.
Um die Eindeutigkeit der Zerlegung nachzuweisen, nehmen wir an, dass

V1 Vi __ M1 HE

fiir paarweise verschiedene Primideale py,...,pr C A, p; # (0) gilt. (Wir erlauben an
dieser Stelle explizit, dass die v; und die p; auch 0 sein konnen — damit konnen wir
erreichen, dass auf beiden Seiten der Gleichung dieselben Primideale auftauchen.) Aus
Satz 3.12 folgt dann durch Umstellen

Vi—p1 Ve—ME __
Py SR = A.

Wir beobachten, dass entweder v; = p; fiir alle i € {1,...,k} gilt (dann sind wir bereits
fertig), oder die disjunkten (!) Mengen

I.={ie{l,....k} |vi—p; >0} und I_:={je{1,...,k} | vj — pn; <0}

sind beide (!) nicht leer. In letzterem Fall erhalten wir durch Umstellen

H p;/i*,ui _ H p;‘j_yj‘

il jel_

Fiir ig € I} enthilt das Primideal p;, also das Produkt [];c; p?j_yj. Lemma 3.6
impliziert dann, dass p;, ein pj, fir jo € I_ enthdlt. Jedoch sind beide der Ideale p;,
und pj, maximal, also gleich — ein Widerspruch. O

Eine wichtige Folgerung aus dem Beweis ist:

Korollar 3.14. FEin gebrochenes Ideal b # (0) eines Dedekindrings A ist genau dann
ganz, wenn in der Primidealzerlequng von b nur nicht-negative Potenzen von Primidealen
vorkommen.

Beweis. Seib = p7'-...-p,* die Primidealzerlegung. Gilt v, ..., > 0, so ist b natiirlich
ganz. Ist umgekehrt b ganz, so haben wir im Beweis des Satzes von Dedekind 3.13
gesehen, dass dann vq,...,v; > 0 gilt (wir haben die Menge der ganzen Ideale # (0)
betrachtet, die kein Produkt von Primidealen sind und gezeigt, dass diese Menge leer
ist). O

Notation 3.15. Ist A ein Integritatsbereich und (0) # a,b C A (ganze) Ideale, so
schreibt man a | b, wenn b C a gilt.
Die folgende Bemerkung erklért die Notation.
Bemerkung 3.16. Sei A ein Integritédtsbereich.
(1) Fir z,y € A\ {0} gilt (x) | (y) genau dann, wenn z | y.

(2) Die Teilbarkeitsrelation fiir ganze Ideale von A erfiillt dieselben Eigenschaften wie
die Teilbarkeit von Ringelementen:

(a) Reflexivitit: Es gilt stets a | a.
(b) Transitivitét: Aus a | b und b | ¢ folgt stets a | c.
(3) Seien A ein Dedekindring und (0) # a,b C A ganze Ideale.
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(a) a | b bedeutet schlicht, dass jedes Primideal, das in der Primidealzerlegung
von a mit Exponent v auftaucht, ebenfalls in der Primidealzerlegung von b
mit einem Exponenten > v auftaucht. Das folgt aus Korollar 3.14.

(b) Insbesondere folgt aus a | b die Existenz eines ganzen Ideals ¢ mit ac = b.

(c) Aus der Algebra kennen Sie den Begriff der Teilerfremdheit von Idealen: Die
Ideale a, b heiflen teilerfremd, wenn a + b = A gilt. Aus Aufgabe 3.2.7 folgt
dann, dass die Ideale a,b also genau dann teilerfremd sind, wenn es kein
Primideal gibt, das beide Ideale teilt.

Beispiel 3.17. Wir betrachten den Dedekindring Z[\/—5] und erinnern uns daran, dass
ein Produkt von Idealen von allen Produkten der Erzeuger erzeugt wird. Demnach gilt

(2, 14+ V=5)" = (4, 201+ V=5), =4+ 2V/=5) = (2), und
(3, 1+v=5) (3, =1 +V=5) = (9, =3+3vV=5, 3+3V=5, 6) = (3).

In Aufgabe 3.2.6 iiberlegen Sie sich, dass es sich bei den drei Idealen (2, 1+ \/—5),
(3, 1+ \/—5) und (3, -1+ \/—5) um Primideale handelt. Demnach ist die Primide-
alzerlegung von (6) C Z[v/—5] durch

(6) = (2)(3) = (2, 1+V=5)" (3, 1+ V=5) (3, —1+ V=)

gegeben.

3.2.1 ["Jbungen
Aufgabe 3.2.1. Beweisen Sie Lemma 3.6.

Aufgabe 3.2.2. Sei A ein Dedekindring und (0) # a C A ein Ideal. Das Ziel dieser
Aufgabe ist es zu beweisen, dass fiir jedes z € a\{0} ein y € a existiert, sodass a = (z,y).
Gehen Sie wie folgt vor:

(1) Seip C A ein von (0) verschiedenes Primideal. Zeigen Sie, dass durch
n n a n n ny—
pr Ap/p" Ay > Afp", Sk A (a kR (0P T (a,bE A, by

ein wohldefinierter Isomorphismus von Ringen beschrieben ist.

(2) Sei (0) # b C A ein Ideal. Zeigen Sie, dass jedes Ideal in A/b ein Hauptideal ist.
Hinweis: Reduzieren Sie auf den Fall b = p™ (Chinesischer Restsatz!) und wenden
Sie die vorherige Teilaufgabe an.

(3) Folgern Sie die zu zeigende Aussage, indem Sie die vorherige Teilaufgabe auf ein
geeignetes Ideal b anwenden.

Aufgabe 3.2.3. Zeigen Sie, dass Dedekindringe genau dann Hauptidealringe sind, wenn
sie faktoriell sind.

Aufgabe 3.2.4. Es sei A ein Dedekindring und a;, as # (0) zwei ganze Ideale. Zeigen
Sie, dass ein gebrochenes Ideal b # (0) existiert, das zu as teilerfremd ist, sodass a;b ein
Hauptideal ist.

Aufgabe 3.2.5.
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(1) Sei A ein Dedekindring und a # (0) ein gebrochenes Ideal von A. Wir fixieren
endlich viele paarweise verschiedene Primideale py,...,p, # (0) von A. Zeigen
Sie, dass ein a € a mit der Eigenschaft v;(a) = v;((«)) fiir alle 1 < i < n existiert.
Hierbei bezeichnet v;(b) den Exponenten von p; in der Primfaktorisierung eines
gebrochenen Ideals b # (0) von A.

Hinweis: Verwenden Sie die Aussage von Aufgabe 3.2.4.

(2) Folgern Sie die Aussage von Aufgabe 3.2.2 aus der obigen Teilaufgabe.
Aufgabe 3.2.6.

(1) Zeigen Sie, dass die Ideale
(2, 1+v-5), (3, 1++v=5) und (3, =1+ /-5)

prim in Z[v/—5] sind.

(2) Zeigen Sie, dass das Ideal (5) in Z[v/—5] nicht prim ist und geben Sie — mit
Begriindung — ein Primideal p an, das (5) enthélt. Verifizieren Sie dann (5) = p.

Aufgabe 3.2.7. Sei A ein Dedekindring und (0) # a,b C A ganze Ideale mit Primfak-
torisierung

a=pf"t - opFund b=pt - plk,

wobei p1, ..., pi paarweise verschiedene Primideale sind und p;,v; > 0. Zeigen Sie:

k k
a+b= Hp?m{““”"}, anb = Hp;nax{“i’”i}.
i—1 i—1

Aufgabe 3.2.8. Sei R =Z[V/—3|.

(1) Zeigen Sie, dass R kein Dedekindring ist, indem Sie nachweisen, dass R eine der
Eigenschaften aus Definition 3.2 nicht erfiillt.

(2) Seip = (2, 14 +/—3). Zeigen Sie, dass p ein Primideal ist.

(3) Zeigen Sie, dass p? = (2)p und (2) # p gilt. Folgern Sie daraus, dass wenn es in R
eine Primidealzerlegung gibt, dann ist diese nicht eindeutig.

(4) Zeigen Sie, dass das Ideal (2) C R keine Zerlegung in Primideale besitzt.

Somit ist sowohl die Existenz als auch die Eindeutigkeit der Primidealzerlegung in Nicht-
Dedekindringen nicht gegeben.

Aufgabe 3.2.9. Zeigen Sie: Ein Dedekindring, der kein Hauptidealring ist, besitzt
unendlich viele maximale Ideale.
Hinweis: Chinesischer Restsatz.

Aufgabe 3.2.10. Sei A ein Dedekindring. Zeigen Sie, dass jedes gebrochene Ideal
von A ein projektiver A-Modul ist. Hierbei heifit ein A-Modul P projektiv, wenn jeder
surjektive A-Modulhomomorphismus f: M — P einen sogenannten Schnitt besitzt, das
ist ein A-Modulhomomorphismus g: P — N, der rechtsinvers zu f ist.
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3.3 Die Klassengruppe

Eine entscheidende Folgerung aus dem Satz von Dedekind 3.13 ist

Korollar 3.18. Die Menge der von (0) verschiedenen gebrochenen Ideale eines Dedekin-
drings A ist eine abelsche Gruppe 14 bzgl. der Multiplikation gebrochener Ideale.

Beweis. Ist b= p{*-...-p;* die Primidealzerlegung eines gebrochenen Ideals b # (0), so
gilt bb™! = A fiir b= =p" -k O

Bemerkung. Genauer zeigt der Satz von Dedekind 3.13, dass I4 eine freie abelsche
Gruppe ist, deren Basis durch die Menge der Primideale # (0) von A gegeben ist.

Bemerkung. Fiir jedes Primideal p # (0) in einem Dedekindring A hat man einen
Gruppenhomomorphismus vp: 4 — Z, der a € I4 den Exponenten von p in der Prim-
faktorisierung von a zuordnet.

Die Gruppe I4 enthéalt die Untergruppe P4 der gebrochenen Hauptideale. Es ist dann
moglich, die Faktorgruppe Cly := I4/P4 zu betrachten.

Definition 3.19. Die Gruppe Cly = I4/P4 heifit die Klassengruppe von A.

Im Allgemeinen sind Klassengruppen jedoch sehr schwer zu berechnen — der Fakt, dass
14 bzw. Clg Gruppen sind, erlaubt jedoch, Arithmetik mit Idealen zu betreiben.

Bemerkung 3.20. Offensichtlich ist die Klassengruppe eines Dedekindrings genau dann
trivial, wenn er ein Hauptidealring ist (oder, gemafl Aufgabe 3.2.3, wenn er faktoriell ist).
Die Klassengruppe “misst” also, wie weit ein Ring davon entfernt ist, ein Hauptidealring
zu sein.

Wir werden uns im weiteren Verlauf der Vorlesung (Abschnitt 5.2) beweisen, dass die
Klassengruppe von Ganzheitsringen sogar endlich ist — das ist ein tiefes Resultat!

3.3.1 ﬂbungen

Aufgabe 3.3.1. Zeigen Sie, dass die Klassengruppe von Z[y/—5] ein Element der Ord-
nung 2 besitzt.

Aufgabe 3.3.2. Sei A ein Dedekindring. Ein endlich erzeugter A-Modul M heif3t lokal
frei vom Rang n, wenn fiir jedes maximale Ideal m C A der Modul My, ein freier Ay-
Modul vom Rang n ist. Lokal freie Moduln vom Rang 1 werden invertierbar genannt.
Zeigen Sie:

(1) Die gebrochenen Ideale von A sind invertierbare Moduln.

(2) Das Tensorprodukt — ® 4 — induziert auf der Menge der Isomorphieklassen in-
vertierbarer Moduln eine Gruppenstruktur (dazu missen natiirlich das neutrale
Element sowie das Inverse beschrieben werden). Die resultierende Gruppe Pic(A)
wird die Picard-Gruppe von A genannt.

(3) Die natiirliche Abbildung Cl4 — Pic(A) ist ein Isomorphismus.
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Kapitel 4

Zahlkorper: Die Basics

Das Studium der Ganzheitsringe algebraischer Zahlkorper ist der Hauptgegenstand der
algebraischen Zahlentheorie. In diesem Kapitel definieren wir Stiick fiir Stiick die nétigen
Begriffe.

Beispiel 4.1. Wir erinnern daran, dass algebraische Zahlkorper endliche Korpererweiter-
ungen von Q sind. Aus der Algebra kennen Sie viele Beispiele:

o Q selbst.

e Quadratische Zahlkérper: Q(v/d) fiir d € Z \ {0,1} quadratfrei (siche auch Auf-
gabe 4.1.1).

o Kreisteilungskorper: Q((,,), wobei (,, eine primitive mte Einheitswurzel ist.

e Q[X]/(f) mit f € Q[X] irreduzibel.

4.1 Einbettungen von Korpern

Aus Ihrer Algebravorlesung kennen Sie den Fortsetzungssatz fir Kdorperhomomorphismen,
den wir hier in einem Spezialfall wiederholen mdochten.

Satz 4.2. Sei L/K eine separable Kirpererweiterung vom Grad n. Dann gibt es fir
einen fixierten algebraischen Abschluss K genaun verschiedene Korperhomomorphismen
L — K, die die Identitdt auf K fortsetzen.

Beweis. Nach dem Satz vom primitiven Element (der anwendbar ist, da L/K endlich
und separabel ist) gibt es ein o € L, sodass L = K[a] = K[X]/(my): Hierbei ist ein
Isomorphismus durch « — X + (m,,) gegeben.

x Wir beweisen nun zunéchst, dass es mindestens n Einbettungen gibt. Da L/K separa-
bel ist, sind die n Nullstellen a1, ..., o, € K des Minimalpolynoms m, von a paarweise
verschieden. Der Kern des Einsetzungsmorphismus evy,: K[X] — K, P — P(a;)
enthalt m; somit erhalten wir nach dem Homomorphiesatz induzierte Ringhomomor-
phismen K[X]/(mq) — K. SchlieBlich bekommen wir Abbildungen o;: L — K, die «
auf o abbilden. Diese sind injektiv, da L ein Korper ist.

Es bleibt zu zeigen, dass es hochstens n Einbettungen gibt. Wenn o: L < K eine
Einbettung ist, die idx fortsetzt, dann gilt

ma(o(a)) = a(ma(a)) =0,
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und somit ist o(a) eine der Nullstellen aq,...,a,. Wir haben bereits gesehen, dass o
durch das Bild von « eindeutig bestimmt ist. O

Bemerkung 4.3. Im Spezialfall eines Zahlkérpers K spricht man oft von den komplexen
Einbettungen von K, das heifit von Kérperhomomorphismen K < C.
Sei 0: K — C eine solche Einbettung. Dann ist die komplex konjugierte Abbildung

o: K —C, a— o(a)

ebenfalls eine komplexe Einbettung. Die Einbettung o heifit reell, falls ¢ = & gilt. Das
ist dquivalent dazu, dass das Bild von ¢ in R enthalten ist. Wenn ¢ nicht reell ist, so ist
{0,7} ein Paar komplex konjugierter Einbettungen. Bezeichnet r die Anzahl der reellen
Einbettungen von K und s die Anzahl der Paare komplex konjugierter Einbettungen, so
erhalten wir also

[K:Q]=r+2s.

Das Tupel (r,s) heifit der Typ von K. Der Korper K heifit total reell, falls r = n ist
(also wenn s = 0 ist) und total imagindr, wenn s = 5 ist (also wenn r = 0 ist).

Die komplexen Einbettungen eines Zahlkorpers werden im Verlauf der Vorlesung eine
wichtige Rolle spielen. Die Hohepunkte stellen sicherlich die Endlichkeit der Klassenzahl
(Abschnitt 5.2) und der Einheitensatz von Dirichlet (Abschnitt 5.4) dar.

Beispiel 4.4.

(1) Sei K = Q[X]/(X?2+ 1) = Q[/—1], wobei /=1 = X + (X? + 1) die Klasse von
X in K sei. Dann sind die zwei Einbettungen K < C durch +/—1 — &4 gegeben.
Der Typ von K ist also (0,1) und K ist total imaginér.

(2) Sei f € Q[X] ein irreduzibles Polynom, das nur reelle Nullstellen hat. Dann ist
K = Q[X]/(f) total reell.

(3) Sei K = Q(a), wobei « eine Nullstelle von X3 — 2 ist. Die drei komplexen Einbet-
tungen von K sind dann durch

a— V2, a— w2, a— w22

mit w = exp (%) gegeben. Nur die erste dieser drei Einbettungen ist reell, damit
ist K vom Typ (1,1).

4.1.1 ["Jbungen

Aufgabe 4.1.1. Sei K ein quadratischer Zahlkoérper, d.h. [K : Q] = 2. Zeigen Sie, dass
ein quadratfreies d € Z \ {0,1} mit K = Q(v/d) existiert. Finden Sie d in den Féllen
K =Q(i),Q(¢3), Q(ax), wobei a eine Nullstelle von X2 + 2X + 2 € Q[X] ist.

Aufgabe 4.1.2. Sei K ein Zahlkorper. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent
sind:

(1) K ist total imagindr und enthélt einen total reellen Teilkorper F' mit [K : F] = 2.
(2) Es gibt p € Aut(K)\ {idx }, sodass oo p = 7 fiir alle Einbettungen o: K — C gilt.
(3) Es gibt eine nicht-triviale Involution p von K, sodass cop = 7 fiir alle Einbettungen

o: K — C gilt.
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(4) K kann in der Form K = F'[a] geschrieben werden, wobei F ein total reeller Kérper
ist und a € K, sodass a? € F und o(a?) < 0 fiir alle Einbettungen o: K < C.

Ein Zahlkérper K, der die obigen aquivalenten Bedingungen erfiillt, heiit CM-Kdorper.
Die Abkiirzung “CM” steht fiir complex multiplication.

Aufgabe 4.1.3. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:
(1) Teilkérper von CM-Korpern sind entweder wieder CM-Korper oder total reell.

(2) Sei L ein Kérper und Ki, Ko C L zwei CM-Korper, so ist der kleinste Teilkérper
K1K5 von L, der K7 und K5 enthalt, wieder ein CM-Korper.

(3) Sei K ein CM-Korper. Wir fixieren eine Einbettung K C C. Zeigen Sie, dass der
Galoisabschluss L von K in C ein CM-Korper ist.

Aufgabe 4.1.4. Bestimmen Sie alle m > 1, fiir die der Kreisteilungskorper K, = Q((,)
ein CM-Korper ist. Geben Sie in diesem Falle einen total reellen Teilkoérper F),, von K,
an, sodass [K,, : Fj,] = 2.

4.2 Norm und Spur

Sei A ein Ring und B ein Ring, der ein freier A-Modul vom Rang n ist!. Wir diskutieren
Norm und Spur der Ringerweiterung B/A. Speziell wird uns natiirlich der Fall K/Q
interessieren.

Definition 4.5. Sei B/A wie oben. Fiir 8 € B betrachten wir die A-lineare Abbildung
Lg: B — B,  + fr. Dann ist die Norm von 8 definiert durch Np,4(8) = det(Lg).

Ahnlich ist die Spur von S definiert durch trp/a(B) = tr(Lg).

Bemerkung 4.6. Sei B/A wie oben (d.h. B ist ein freier A-Modul vom Rang n). Es
gelten folgende elementare Eigenschaften von Norm und Spur:

(1) Fiir B € B ist Lg eine A-lineare Abbildung, somit gilt Ng/4(8), trp,a(8) € A.
(2) Fiir a € A gilt L, = a-idp. Damit folgt Np,4(a) = a™ sowie trg/4(a) =n - a.

(3) Da fiir o, 8 € B gilt, dass Log = Lo © Lg, ist die Norm nach dem Determinanten-
multiplikationssatz multiplikativ, d.h. Np/a(aB) = Npsa(a)Np/a(8). Inbeson-
dere gilt Np,a(8) # 0, falls 3 eine Einheit ist.

4) Dafir a, 8 € B gilt, dass Lo1g = Lo+ Lg, ist die Spur additiv, d.h. trg,4(a+5) =
+6 B /
trp/a(a) +trp a(B).
5) Die obigen Eigenschaften implizieren, dass durch (a, 8) = trg,4(af) eine sym-
/

metrische A-Bilinearform auf B definiert wird. Sie wird die Spurform von B/A
genannt.

Wir spezialisieren uns auf den Fall einer endlichen Korpererweiterung.

Lemma 4.7. Sei L/K eine endliche Korpererweiterung von Kérpern der Charakteristik
0. Ferner seien [L: K] =n und a € L.

'Es lasst sich zeigen, dass jeder Ring A (wobei “Ring” im Sinne dieser Vorlesung zu verstehen ist)
die “Invariant Basis Number”-Eigenschaft hat, d.h aus A™ = A™ folgt n = m. Das ist nicht trivial.
Sprechen Sie mich an, wenn Sie an einem Beweis interessiert sind.
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(1) Ist mg = X™ + by 1 X™ 1+ ...+ by € K[X] das Minimalpolynom von «, so gilt:

n

Npg(a) = (=1)"- bg/m, trr k(o) = o bm—1-

(2) Sind o1,...,0n: L < L die verschiedenen Einbettungen von L, so gilt:

n

Np/k(a) = Hai(a), trp k(o) = Zai(a)-
=1

i=1

Bevor wir mit dem Beweis starten, mochten wir anmerken, dass die Aussagen des Lem-
mas auch fiir allgemeine endliche separable Erweiterungen gelten (mit demselben Be-
weis). Wenn in (1) allerdings die Charakteristik von K ein Teiler von m ist, so ergibt
es keinen Sinn, ;> zu schreiben. Jedoch ist m ein Teiler von n, und somit bezeichnet -

eine natiirliche Zahl k, und die Aussagen in (1) kdnnen dann zu
Npjk(a) = (=1)"-b5  baw.  try(e) = —k-bpa
umformuliert werden.

Beweis. Wir beweisen die beiden Aussagen simultan. Dafiir betrachten wir zunéchst
den Spezialfall, in dem « ein primitives Element von L/K ist, d.h. L = K(«). In diesem
Fall ist m = deg(mq) = n und {1,q,...,a" 1} ist eine K-Basis von L. Wir schreiben
Lo (') in dieser Basis, um die darstellende Matrix von L, zu berechnen:

(o) = ot a'th, fallsi #£#n—1
Le = =
1

—bp_1a" " — ... —by, fallsi=n—1.

Damit ist die darstellende Matrix von L, gerade die Begleitmatrix

00 0 00 —b
10 0 ... 00 =b
M:=101 o0 0 0 —b
00 0 ... 01 —byp

Elementare Eigenschaften von Begleitmatrizen zeigen, dass das charakteristische Poly-
nom von M gerade (—1)" - m, ist (alternativ bemerkt man, dass das charakteristische
Polynom von M natiirlich Koeffizienten in K hat und « als Nullstelle hat — da es aufler-
dem den Grad n hat, folgt die Behauptung). Da L/K als Erweiterungen von Kérpern der
Charakteristik 0 separabel ist, hat m, die n verschiedenen Nullstellen oy (), ..., op(@).
Die Matrix M hat iiber K also n verschiedene Eigenwerte, ist also diagonalisierbar und
ahnlich zur Matrix

diag(o1(@),...,on(a)).

Damit folgen die Aussagen (1), (2) im Spezialfall L = K(«).
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Im allgemeinen Fall (also m < n) wahlen wir eine K (a)-Basis {f1,..., 8} von L. Dann
ist

{@'B; |i=0,....om—1, j=1,....k} (4.1)
eine K-Basis von L. Erneut bestimmen wir die darstellende Matrix von L, beziiglich
dieser Basis. Dafiir fixieren wir j € {1,...,k} und berechnen

a1, falls i #m —1

La(azﬁ]) — Oéi+lﬁj —
—bm_lam_lﬁj — .= boﬁj, falls i =m — 1.
Die Rechnung zeigt, dass die Einschrénkung des Endomorphismus L, auf den K-Vektor-
raum B;K[a] = (Bj,aBj,...,a™ 1B;) definiert, und dass die Darstellungsmatrix von
Lalg; i) beziiglich der angegebenen Basis wieder gerade M ist. Aus (4.1) folgt, dass
L=BiK[a]®...® K[

als K-Vektorraume gilt. Insgesamt erhalten wir, dass die darstellende Matrix von L,
beziiglich der Basis (4.1) gerade die Blockdiagonalmatrix

M 0 0 ... 0
0o M 0 ... 0
o 0 o0 ... M
ist. Die Anzahl der Blocke auf der Diagonale ist hierbei £ = . Es folgt

Ny (@) = det(La) = det(M)* = (Nic(ay/x(@))®,  und

trr k() = tr(La) = k- tr(M) = k - trg o)/ k().
Da wir N (q)/x (@) und tr(K(a)/K) bereits kennen, ist das Lemma bewiesen. O

Beispiel 4.8. Sei K = Q(v/7). Das Minimalpolynom von /7 iiber Q ist X* — 7. Also
gilt

trK/Q(%) =0 und NK/Q(%) =T
Da die Spur additiv ist, erhalten wir dadurch fir a,b,c,d € Q:
tri/gla + b7 + 0\4/?2 + d{lﬁg) = trg/g(a) = 4a.

Die Norm ist nicht additiv. Stattdessen nutzen wir die vier Nullstellen v/7, —v/7, iv/7
und —iv/7 von X% — 7, um sie zu berechnen:

Nicjola+bVT+ NT +dVT) = (a+0VT+ VT +dVT ) a—bVT + VT —dVT)
(a+ibVT — VT —idVT ) (a— b7 — VT +idVT)
= wirklich keine Lust, das auszumultiplizieren.

Beispiel 4.9 (Wichtigstes Beispiel). Sei K = Q(v/d) ein quadratischer Zahlkorper, also
d € Z\ {0,1} quadratfrei. Das Minimalpolynom von v/d iiber Q ist X2 — d. Somit gilt

Ngjo(Vd)=—d  und trgo(vVd) =0.
Allgemeiner gilt fiir a,b € Q:
Ngjo(a+bVd) = (a+bVd)(a — bVd) = a® — db? und try/q(a + bVd) = 2a.
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4.2.1 Aufgaben

Aufgabe 4.2.1. Es sei L/K eine endliche Galoiserweiterung, L C C. Zeigen Sie
Niyk (@) = oecar/r) o(@) fir a e L.

Aufgabe 4.2.2. Sei K ein Zahlkérper, a € Ok. Zeigen Sie, dass Nk q(a) und trg/q(a)
ganze Zahlen sind. Folgern Sie daraus, dass « genau dann eine Einheit in O ist, wenn

4.3 Diskriminanten

Wir nutzen die im vorherigen Abschnitt eingefithrte Spur, um die Diskriminante zu
diskutieren.

Definition 4.10. Sei A ein Ring und B eine Ringerweiterung von A, die ein endlich
erzeugter freier A-Modul mit Basis e = (eq, ..., ey,) ist. Wir definieren die Diskriminante
von B bzgl. der A-Basis e durch

dpale) ==dpjaler, ..., e,) = det ((trB/A(eiej))1gi,jgn> c A

Bemerkung 4.11. Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum mit Skalar-
produkt (, ). Das Volumen des Parallelotops

{Z)\ivi [0< N < 1},
i=1

das durch vq,...,v, € V aufgespannt wird, ist gleich der Gramschen Determinante

g(v1,...,0n) = \/det (((Ui,vj))1gi,jgn)'

Die Diskriminante aus Definition 4.10 kann also als ein algebraisches Analogon des Vol-
umens verstanden werden, indem wir statt eines Skalarprodukts die A-wertige Bilinear-
form (z,y) = trp,a(wy) auf B betrachten.

Wie iiblich mochten wir von der Diskriminante von B sprechen — wir miissen also disku-
tieren, inwiefern die Wahl einer anderen Basis die Diskriminante dndert.

Lemma 4.12. Sind e = (e1,...,e,) und € = (€},...,e),) zwei A-Basen von B, so gibt

es eine Einheit u € A* mat
dpja(e') = u’dpyae).

Beweis. Wir konnen jedes e} als A-Linearkombination bzgl. e schreiben:

n
e; = g ai;je;.
J=1

Unter Verwendung der A-Bilinearitét der Spur erhalten wir dann dann

n n n n
trB/A(€§€;'> =1trp/a (Z Aike Z aj@@[) = Z Z ik trB/A<6i€j)ajg.
k=1 =1

k=1 (=1
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Es folgt also mit U = (asj)1<i,j<n € GL,(A):

(U"B/A(egeg')) 1<i,j<n =U (trB/A<eiej))1Si’j§n Ut

und damit dp/4(e’) = det(U)?dp a(e). Da U € GL,(A), ist det(U) € A*.

(Man beachte, dass dies exakt derselbe Beweis ist, den man in der linearen Algebra
fiihrt, wenn man diskutiert, wie sich die darstellende Matrix einer Bilinearform &dndert,
wenn man die Basis wechselt.) O

Bemerkung 4.13. Betrachte die folgende Aquivalenzrelation ~ auf A:

a~da < esgibteinue A* mit a = u%d.

Durch die Wahl einer beliebigen A-Basis erhalten wir somit ein Element dg/4 € A/ ~,
das die Diskriminante von B/A genannt wird. Insbesondere ist der Ausdruck “dg/4 =
0 sinnvoll. Fiir uns wird im weiteren Verlauf der Vorlesung vor allem der Fall A = Z
wichtig sein — wegen Z* = {1, —1} ist die Diskriminante dann sogar génzlich unabhéngig
von der Wahl der Basis.

Sei K nun ein Zahlkérper mit [K : Q] = n. Sei M C K ein freier Z-Untermodul vom
Rang n mit Z-Basis (m1,...,my). Dann ist (mq,...,m,) auch eine Q-Basis von K und
wir konnen die Diskriminante von M durch

dyr =dpr(ma, ... ,my) = dK/Q(ml, oo, my) = det ((trK/Q(mimj))lgi,an)

definieren. Analog zu Lemma 4.12 erhalten wir, dass dj; unabhéngig von der Wahl der
Z-Basis von M ist:

Proposition 4.14. Sei K ein Zahlkérper vom Grad n und M', M C K freie Z-Moduln
vom Rang n. Ferner seien Z-Basen (m),...,ml) bzw. (my,...,my) von M’ bzw. M
gegeben. Dann gilt:

(1) Es ezistiert ein u € Q\ {0}, sodass

dyp(mhy, . ..,ml) =u® - dy(my,. .., my).

(2) Wenn zusdtzlich M' C M gilt, so kann man w = (M : M') wdéhlen, d.h. es gilt
dypr(mly, ... omb) = (M : M")? - dy(my,...,my).

Insbesondere gilt: Die Diskriminante dyy = dpyr(mq,...,my) ist unabhdngig von
der Wahl der Basis von M.

Beweis. (1) Der gleiche Beweis wie bei Lemma 4.12 funktioniert. Wir wiederholen das

Argument kurz. Wie bereits erwahnt sind (mf,...,m}) bzw. (m,...,m,) auch Q-
Basen von K. Man kann also jedes m/ als Q-Linearkombination der m; schreiben:

n
/
m; = E a;jm;, aij € Q
Jj=1

Sei U € Mat(n xn, Q) die Matrix mit den Eintrégen a;;. Wie im Beweis von Lemma 4.12
folgt dann

dypr(mf, ... ,mb) = det(U)? - dar(ma, . .., my).
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Mit u = det(U) € Q \ {0} folgt die Behauptung.
(2) Sei U wie in Teil (1). Aus dem Elementarteilersatz (genauer Proposition 2.19) folgt
|det(U)| = (M : M').

Die Unabhéngigkeit von der Wahl der Basis folgt, indem man im eben gezeigten Resultat
den Fall M = M’ betrachtet. O

Bemerkung 4.15. Ist K ein Zahlkorper vom Grad n und M C Ok ein freier Z-Modul
vom Rang n, dann ist dy; € Z. Das folgt aus der Tatsache, dass ganze Elemente eine
ganzzahlige Spur haben (vgl. Aufgabe 4.2.2).

In der Schule haben Sie den Begriff der Diskriminante sicherlich bereits im Kontext des
Losens einer quadratischen Gleichung aX? +bX + ¢ =0 (a,b,c € R, a # 0) gehért. Die
Diskriminante eines solchen quadratischen Polynoms war b?> — 4ac. Je nachdem, ob sie
positiv, null oder negativ ist, hat die Gleichung zwei reelle, eine reelle oder keine reelle
Losung. Héngt diese Diskriminante mit den oben eingefithrten Diskriminantenbegriffen
zusammen? Wenn ja, wie? Um diese Frage zu beantworten, miissen wir erst einmal
definieren, was die Diskriminante eines Polynoms iiberhaupt ist.

Definition 4.16. Sei A ein Integritatsbereich und
f:anX"—i—an_lX”_l—i—...—i—aoEA[X], an 7 0.

In einer Ringerweiterung von A zerfillt f in Linearfaktoren, f = a,,-(X—/1) .. .-(X—=05).
Die Diskriminante von f ist dann durch

A(f) = ap % - T](8: - 85)°
1<j
definiert.
Bemerkung 4.17.

(1) Durch das Quadrat in der Definition der Diskriminante hangt A(f) nicht von der
Nummerierung der f31,..., 3, ab.

(2) Aus der Definition ist sofort klar, dass f genau dann keine mehrfachen Nullstellen
hat, wenn A(f) # 0.

(3) Ist insbesondere L/K eine endliche, separable Korpererweiterung und « € L, so
ist A(mg) # 0.

Beispiel 4.18. Sei A =R, f = aX? +bX + ¢ mit a # 0. Dann ist

2
A(f) = a?- (2”62_4“) = b — dac.

2a

Wie héngen nun die Diskriminantenbegriffe zusammen? Um die Frage zu beantworten,
spezialisieren wir uns auf den Fall, in dem L/K eine endliche, separable Kérpererweiterung
ist. Nach Satz 4.2 gibt es dann genau n = [L : K] verschiedene Einbettungen

o1,...,0n: L > K
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iiber K. Ist {a,...,a,} eine K-Basis von L, so ist die Diskriminante bzgl. dieser Basis
ja gerade durch die Determinante der Matrix mit den Eintragen

Lemma 4.7 (2)

trL/K(OdZ'Ozj) = Zaé(ai>aé(aj)
(=1

gegeben. Es folgt
(trL/K(O‘iO‘j))m = (O'i(aj))gj : (O'i(aj))m‘
und damit auch

drjrlal,...,an) = det((ai(aj))m)g. (4.2)

Wir nutzen nun erneut die Separabilitidt von L/K aus: Diese erlaubt uns, ein primitives
Element o von L/K wihlen. In diesem Fall ist also {1,c,...,a" '} eine K-Basis von
L. Gleichung (4.2) liest sich in diesem Fall wie folgt:

1 o1(a) ... o1(x

drr(L ;... ;o =det | : : = (oi(@) — 0j(a))? = A(my).

1 op(a) ... onla

In Schritt (%) haben wir die Formel fiir die Vandermonde-Determinante verwendet.

Fazit. Ist L = K(a), so ist die Diskriminante der “Potenzbasis” {1,a,...,a" 1} gleich
der Diskriminante von m, € K[X]|, dem Minimalpolynom von a.

Schliellich erhalten wir aus der gesamten Diskussion noch die wichtige Folgerung

Korollar 4.19. Sei K ein Zahlkorper vom Grad n und M C K ein freier Z-Modul vom
Rang n. Dann ist dyy # 0.

Beweis. Sei « ein primitives Element von K. Die Diskussion oben impliziert, dass die
Diskriminante des Z-Moduls M’ := (1, a,...,a" 1)z gerade

dy = A(ma) # 0

ist. Proposition 4.14 (1) sagt uns nun, dass sich dy; und dy; lediglich um ein Element aus
Q\{0} unterscheiden. Also folgt dps # 0 aus der schon bewiesenen Tatsache dy; # 0. O

Spoiler. Im néichsten Abschnitt werden wir beweisen, dass O ein freier Z-Modul vom
Rang [K : Q] ist. Die Diskriminante dx := dp, des Z-Moduls O wird im weiteren
Verlauf der Vorlesung eine zentrale Rolle spielen.

4.3.1 fJbungen

Aufgabe 4.3.1. Sei B eine Ringerweiterung von Z, sodass B ein endlich erzeugter
freier Z-Modul vom Rang n ist. Ferner seien (B1,-..,08n) eine Z-Basis von B und p
eine Primzahl. Zeigen Sie, dass (f ., B,) eine F,-Basis von B := B/pB ist. Hierbei

ny -
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bezeichnet 3, die Klasse von §; in B.
Folgern Sie dann aus der obigen Aussage, dass die Reduktion der Diskriminante

dp/z(B1,-- -, Bn)

modulo p gerade B
dE/Fp(ﬁlv cee 7/8n)
ist.

Aufgabe 4.3.2. Es sei A ein Ring und Bj, By Ringe, die ebenfalls endlich erzeugte freie
A-Moduln sind. Zeigen Sie: d(p, xp,)/a = dp,/a - dB,/A-

Hinweis: Wie bekommt man eine A-Basis von By X By, wenn man A-Basen von By und
B2 hat?

4.4 Der Ganzheitsring als Dedekindring
Sei K ein Zahlkorper und
Og ={a € K | my € Z[X]}
der Ganzheitsring von K. In diesem Abschnitt m6chten wir den folgenden Satz beweisen:

Satz 4.20. Der Ganzheitsring O eines Zahlkorpers K ist ein Dedekindring.

Wir erinnern daran, dass ein Dedekindring ein noetherscher, ganz abgeschlossener In-
tegritatsbereich der Dimension 1 ist. Es ist klar, dass Ok ein Integritatsbereich ist. Die
ganze Abgeschlossenheit wurde bereits in Korollar 1.7 bewiesen. Des Weiteren haben
wir in Aufgabe 2.0.6 gesehen, dass jedes Primideal # (0) in O maximal ist. Da O
ebenfalls kein Korper ist, zeigt das, dass Ok die Dimension 1 hat. Um Satz 4.20 zu be-
weisen, miissen wir also nur noch nachweisen, dass O noethersch ist. Im Zuge unserer
Diskussion wird sich ein weiterer Beweis dafiir ergeben, dass O ein Ring der Dimension
1 ist.

Kurzzusammenfassung des Kapitels:

Wir beweisen, dass jedes Ideal a # (0) von O ein freier Z-Modul vom Rang n = [K : Q]
ist.

Ist diese Aussage gezeigt, erhalten wir sofort, dass Og noethersch ist: Wenn a nédmlich
endlich erzeugt iiber Z ist, dann sicherlich auch iiber dem groBeren Ring O (d.h. als
Ideal).

Des Weiteren impliziert der Spezialfall des Elementarteilersatzes (Proposition 2.19) dann,
dass Ok /a fur jedes Ideal a # (0) endlich ist. Ist a ein Primideal, so ist Ok /a insbeson-
dere ein endlicher Integritdtsbereich, also ein Korper, was beweist, dass a maximal ist.

Sei K ein Zahlkorper vom Grad n und {aq,...,a,} eine Q-Basis von K. Da K der
Quotientenkdrper von O ist, konnen wir durch Multiplikation mit den Nennern ohne
Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass a1, ...,a, € Og. In dieser Situation
haben wir dann

Lemma 4.21. Sei M C Ok der freie Z-Modul, der von aq, ..., ay erzeugt wird. Dann
ist Ok C dy M.
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Beweis. Sei o € O. Da{ay,...,a,} eine Q-Basis von K ist, gibt es A\,..., A\, € Q mit
a=Aal+ ...+ Aan. (4.3)
Zu zeigen ist dy\; € Z fur i € {1,...,n}. Wir schreiben
bi == trgq(aq;) € Z (vgl. Aufgabe 4.2.2).

Wir setzen die Linearkombination (4.3) von « in b; ein und nutzen die Q-Linearitét der
Spur:

b, = tI‘K/Q Z /\jaiaj = Z )\j trK/Q(aiaj). (4.4)
j=1 j=1

Da a;a; € Ok, folgt trg g(aia;) € Z (hier nutzen wir wieder Aufgabe 4.2.2). Schreiben
wir T fiir die Matrix mit den ganzzahligen Eintrégen trg /g (a;a;), so lasst sich (4.4) also
zu

b1 A1
=T (4.5)

umschreiben. Per Definition der Diskriminante gilt nun dy; = det(7"). Nach Korol-
lar 4.19 gilt auBerdem djy; # 0, also folgt T' € GL,(Q). Nach der Cramerschen Regel ist
T-1 € GL,(Q) durch

1

— . Tadj - . Tadj
det(T) dys

gegeben — hierbei ist 724 € Mat(n x n,Z) die Adjunkte von T. Aus (4.5) erhilt man
schliellich

A1 b1
dy | + | =1 : | ez
An bn,

O

Satz 4.22. Der Ganzheitsring Ok eines Zahlkorpers K vom Grad n ist ein freier Z-
Modul vom Rang n.

Beweis. Wir verwenden weiterhin die Notationen, die vor und in Lemma 4.21 eingefiihrt
wurden. Nach dem zitierten Lemma ist Ok im freien Z-Modul d]T/[lM vom Rang n
enthalten. Nach dem Elementarteilersatz 2.17 ist O dann ebenfalls ein freier Z-Modul
vom Rang m < n. Das gleiche Argument liefert wegen M C O allerdings, dass n < m,
also n = m. O

Die folgende Definition ergibt somit Sinn.

Definition 4.23. Eine Z-Basis von Ok heifit eine Ganzheitsbasis von K.
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Bemerkung 4.24. Eine Ganzheitsbasis eines Zahlkorpers K ist auch eine Q-Basis von
K (denn setzt man eine Q-Linearkombination von 0 € K an, so kann man diese mit
einer ganzen Zahl durchmultiplizieren, um eine Z-Linearkombination zu erhalten).

Notation 4.25. Als endlich erzeugter und freier Z-Modul hat Ok nun eine Diskrimi-
nante, die wir verkiirzt mit dx bezeichnen werden.

Allgemeiner kénnen wir nun beweisen

Korollar 4.26. Ist a # (0) ein Ideal von Ok, so ist a ein freier Z-Modul vom Rang
n=[K:Q.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung zunéchst fiir Hauptideale (a), a # 0. In diesem
Fall ist O — (a), ¢ — ax ein Isomorphismus von Z-Moduln. Da Ok frei vom Rang n
ist (Satz 4.22), ist (a) dann ebenfalls frei vom Rang n.

In der allgemeinen Situation wéhlen wir 0 # a € a. Dann haben wir Inklusionen
(a) C a C Og. Da sowohl (a) als auch Ok frei vom Rang n sind, muss nach dem
Elementarteilersatz 2.17 dann auch a frei vom Rang n sein. 0

Wie in der Zusammenfassung des Kapitels bereits erwahnt, erhalten wir daraus fast in
Ganze den Beweis von Satz 4.20:

Korollar 4.27. Der Ganzheitsring eines Zahlkorpers ist noethersch.

Beweis. Jedes Ideal # (0) darin ist ein freier Z-Modul vom endlichen Rang, also ins-
besondere endlich erzeugt als Z-Modul. Demnach ist es sicherlich auch endlich erzeugt

als Og-Modul. O
Korollar 4.28. Ist (0) # a ein Ideal in Ok, so ist Ok /a ein endicher Ring.

Beweis. Sowohl O als auch a sind freie Z-Moduln desselben endlichen Rangs. Die
Behauptung folgt dann sofort aus Proposition 2.19. 0

Schliellich liefern wir noch wie angekiindigt einen weiteren Beweis dafiir, dass jedes
Primideal p # (0) in Ox maximal ist. Da Ok /p nach Korollar 4.28 und Lemma 2.6 ein
endlicher Integridtsbereich ist, gentligt es dafiir, das folgende Lemma zu zeigen:

Lemma 4.29. Jeder endliche Integritdtsbereich ist ein Kérper.

Beweis. Sei A ein endlicher Integritdtsbereich. Fiir a € A\ {0} betrachten wir die
Abbildung L,: A — A, x — az. Diese ist injektiv, denn aus axy = axs fir x1,20 € A
folgt a(x1 — x2) = 0 und da a # 0, folgt ©1 = x9 aus der Nullteilerfreiheit. Als injektive
Abbildung zwischen endlichen Mengen ist L, auch surjektiv. Insbesondere gibt es ein
b€ Amit L,(b) = ab =1, also haben wir ein multiplikatives Inverses von a gefunden.

(Man beachte, dass der gleiche Beweis allgemeiner zeigt, dass jedes Element # 0 in einem
endlichen Ring entweder Nullteiler oder Einheit ist.) O

Der Beweis von Satz 4.20 ist damit vollstdndig. Insbesondere hat jetzt also jedes ge-
brochene Ideal # (0) in Zahlkérpern eine eindeutige Primidealfaktorisierung.
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Bemerkung 4.30. In der Tat gilt ein allgemeineres Ergebnis als das in Satz 4.20:

Satz. Sei A ein Dedekindring der mit Quotientenkérper K und L/K eine endliche Er-
weiterung von K. Wenn K die Charakteristik 0 hat, dann ist der ganze Abschluss A
von A in L ein Dedekindring.

Bei Satz 4.20 handelt es sich um den Spezialfall A = Z. Um den Satz zu beweisen,
benotigt man etwas andere Methoden. Wir skizzieren den Beweis hier nur:

e Eine bekannte Folgerung aus dem Going-Up Theorem ist, dass die Krull-Dimension
eines Ringes gleich bleibt, wenn man zu einer ganzen Ringerweiterung iibergeht.
Da nun A die Krull-Dimension 1 hat und A C A ganz ist, folgt, dass A ebenfalls
die Krull-Dimension 1 hat.

e Um zu beweisen, dass A noethersch ist, ist ein wenig Wissen iiber noethersche
Moduln notwendig. Nothersche Moduln sind dadurch charakterisiert, dass all ihre
Untermoduln endlich erzeugt sind. Wenn man also beweist, dass A ein noether-
scher A-Modul ist, dann sind die Ideale von A endlich erzeugte A-Moduln, also
sicherlich auch endlich erzeugt als Ideale. (Man bemerke die Ahnlichkeit zu Ko-
rollar 4.26 bzw. Korollar 4.27!)

4.4.1 Ijbungen
Aufgabe 4.4.1. Sei d € Z\ {0,1} quadratfrei und K = Q(v/d). Zeigen Sie: Es ist {1,6}

eine Ganzheitsbasis von O, wobei

o — Vi, falls d = 2,3 (mod 4),

1“‘—2‘/3, falls d=1 (mod 4).

Insbesondere gilt O = Z[0]. Bestimmen Sie auflerdem die Diskriminante von K =
Q(v/d) in Abhingigkeit von d.

Aufgabe 4.4.2. Sei K = Q(v/—19).

(1) Nutzen Sie Aufgabe 4.2.2, um die Einheiten in O zu bestimmen.

(2) Bestimmen Sie das Minimalpolynom m,, von o = =19 V2_19 und zeigen Sie, dass das
Bild von mq in (Z/2Z)[X] und (Z/3Z)[X] jeweils irreduzibel ist.

(3) Zeigen Sie, dass Ok nicht euklidisch ist. Nehmen Sie dafiir an, dass n: Og \{0} —
N eine euklidische Normfunktion ist und wéhlen Sie ein Element 0 # a € O \ O},
sodass n(a) minimal unter den Elementen aus O \ (O}, U{0}) ist. Teilen Sie dann

ein b € Ok mit Rest durch a, um einen Widerspruch herzuleiten.
Aufgabe 4.4.3. Entscheiden Sie auf die folgenden zwei Art und Weisen, ob o := %

eine ganze algebraische Zahl ist:

(1) Schreiben Sie a als Q-Linearkombination einer Ganzheitsbasis von Q(v/6). Handelt
es sich um eine ganzzahlige Linearkombination?

(2) Berechnen Sie das Minimalpolynom von « iiber Q. Hat es ganzzahlige Koeffizien-
ten?
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Aufgabe 4.4.4. Sei K = Q(v/7,1/10).
(1) Finden Sie ein primitives Element fiir K.
(2) Zeigen Sie, dass K nicht monogen ist, d.h. dass kein a mit Ox = Z[a] existiert.

Aufgabe 4.4.5. Sei K ein Zahlkorper, di seine Diskriminante. Zeigen Sie:
dxg =0 (mod 4) oder dg =1 (mod 4).

Hinweis: Seien oy,...,0, die komplexen Einbettungen von K und {wi,...,wy} eine
Ganzheitsbasis von K. Nach der Leibniz-Formel fiir die Determinante konnen wir
schreiben

det(o;(wj)) = Z HUz‘(Ww(i))_ Z Hai(wﬂ(i))'

TEA, i=1 ¢ Ap i=1

=P =N

Dann gilt also dg = (P—N)? = (P+N)?—4PN. Warum reicht es dann, P+N, PN € Z

zu zeigen?

Aufgabe 4.4.6. Sei a eine Nullstelle von X3 — X —2 € Z[X] und K = Q(«). Zeigen
Sie, dass O = Z][a].

Hinweis: Offensichtlich gilt Z[a] € Og. Fir die umgekehrte Inklusion kénnen Sie
Proposition 4.14 und Aufgabe 4.4.5 verwenden.

4.5 Die Idealnorm

Wir haben im vorherigen Abschnitt gesehen, dass der Ganzheitsring Ok eines Zahlkorpers
K ein Dedekindring ist. Dafiir haben wir insbesondere Korollar 4.28 bewiesen, welches
die folgende Definition motiviert.

Definition 4.31. Sei K ein Zahlkorper und a # (0) ein Ideal in Og. Dann definieren
wir die Norm von a als N(a) := |Ok/al.

Wir diskutieren nun einige elementare Eigenschaften der Idealnorm, welche gréfitenteils
Umformulierungen von Aussagen sind, die wir bereits bewiesen haben.

Bemerkung 4.32. Das Ergebnis aus Proposition 4.14 lasst sich nun zu

umschreiben.

Das untenstehende Resultat rechtfertigt den Begriff “Idealnorm”.

Proposition 4.33. Sei a € Ok \ {0}, dann gilt N((a)) = |[Ng/q(a)|.

Beweis. Da Ok und («) frei vom selben Rang n sind, gibt es Elementarteiler dy, ..., d,

mit d; > 1 und d; | d;11 und eine Z-Basis (ayq, ..., ay,) von Ok, sodass (dyaq, ..., dpoy)
eine Z-Basis von («) ist (vgl. Elementarteilersatz 2.17). Damit gilt

N((a)) = |0k /(a)| = di - ... dp.
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Wir erhalten also einen Isomorphismus von Z-Moduln

V: Og — (),
oy dZOél

Andererseits ist (aaq,...,aq,) ebenfalls eine Z-Basis von (a). Somit gibt es einen
Automorphismus ¢ von («), der d;c; auf acq; abbildet. Da es sich bei ¢ um einen
Automorphismus des Z-Moduls («) handelt, ist det(¢) € Z* = {1,—1}. Die Hintere-
inanderschaltung von

potp: Og — (a),
o = oy

mit der Inklusion ¢: (o) < O ist schlicht die Multiplikationsabbildung L, mit «, und
det(¢ o) =dy ... dy. Mit der Definition der Norm folgt also

PropLQ.lQ

+|O0k/(a)| +dy ... d, =det(p)det(vpor) =det(porpor) =det(Ly) = NK/Q(a).

O

Proposition 4.34. Sei L/K eine Erweiterung von Zahlkérpern und sei 3 # (0) ein
Primideal von Or,. Dann ist p := PN Ok ein Primideal # (0) von Ok und es gibt eine
ganze Zahl f > 1 mit N(B) = N(p)/.

Beweis. Das Ideal p =B N Ok ist das Urbild von P unter der Inklusion O — Op. Da
Urbilder von Primidealen wieder Primideale sind, ist p ein Primideal. Wir zeigen, dass
p # (0) ist. Dazu wéhlen wir o € '\ {0} und betrachten das Minimalpolynom

Mg = X"+ by 1 X" 4.+ by € Z[X]
von « iiber Q. Da v # 0, ist by # 0. Aus mq () = 0 folgt
bo=—(a™ + by 1a™ .+ bha)ePNZCPNOK =p,

was p # (0) zeigt.

Nun ist O /B ein Ox-Modul, der von p annihiliert wird (d.h. multipliziert man ein
Element aus Or, /B mit einem Skalar aus p, so ist das Ergebnis 0). Somit ist O, /B ein
O /p-Vektorraum, der endlich-dimensional sein muss, weil |0, /| < oco. O

Korollar 4.35. Ist K ein Zahlkérper und p # (0) ein Primideal von Ok, dann ist
pNZ=pZ fir eine Primzahl p und N(p) ist eine Potenz von p.

Beweis. Der Beweis von Proposition 4.34 sagt uns, dass p N Z = pZ fiir eine Primzahl p
gilt. Weiterhin sagt er uns, dass der Kern von Z — O /p gerade pZ ist. Also hat der
endliche Kérper Ok /p die Charakteristik p.

(Natiirlich hiitten wir dasselbe Ergebnis auch aus N(p) = N(pZ)/ und Proposition 4.33
schliefen kénnen. Aber Vorsicht: Da pZ ein Ideal in Z ist, ist N (pZ) gleich Ng q(p) = p

und nicht gleich Ng/q(p) = +plF:Ql) 0
Schliefilich beweisen wir:
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Proposition 4.36. Die Idealnorm ist vollstandig multiplikativ, das heifit fir je zwei
Ideale a,b # (0) von O gilt N(ab) = N(a)N(b).

Beweis. Da O ein Dedekindring ist, lasst sich b eindeutig als Produkt von maximalen
Idealen schreiben. Es gentigt also, N(am) = N(a)N(m) fiir ein maximales Ideal m zu
zeigen. Nach dem zweiten Isomorphiesatz fiir Ringe gilt

(Ok/am) / (a/am) = Ok /a,
also auch
|a/am|- N(a) = N(am). (4.6)

Nun ist a/am ein Og-Modul, der von m annihiliert wird. Wir kénnen a/am also auch als
einen Vektorraum iiber dem endlichen Korper Ok /m betrachten. Die Untervektorrdume
von a/am entsprechen den Og-Untermoduln von a, die am enthalten. Genauer sind die
Untervektorraume von der Form q/am, wobei am C q C a ein Ideal von Ok ist. Die
Eindeutigkeit der Primidealfaktorisierung impliziert nun aber wegen der Maximalitat
von m, dass ¢ = a oder ¢ = am gelten muss. Somit hat der Ok /m-Vektorraum a/am
nur zwei Untervektorrdume, muss also die Dimension 1 haben. Es folgt

la/am| = |Ok /m| = N(m).

Eingesetzt in (4.6) liefert das die Behauptung. O

Bemerkung. Sind a und b teilerfremde Ideale # (0), so liefert der Isomorphismus
Ok /ab = OK/CL x Ok /b

aus dem chinesischen Restsatz einen einfacheren Beweis der Multiplikativitét.
Die Multiplikativitat der Norm stellt nun sicher, dass die folgende Definition sinnvoll ist.

Definition 4.37. Sei a # (0) ein ganzes Ideal in Ok. Dann definieren wir die Norm
des gebrochenen Ideals a™! als N(a™!) := N(a)™%.

Die Idealnorm ist somit fiir alle gebrochenen Ideale # (0) definiert und vollstédndig
multiplikativ, d.h. fiir je zwei gebrochene Ideale a,b # (0) gilt N(ab) = N(a)N(b).
4.5.1 ["Jbungen

Aufgabe 4.5.1. Sei K ein Zahlkorper und a C O ein ganzes Ideal # (0). Zeigen Sie:
Ist N(a) eine Primzahl, so ist a ein Primideal. Gilt die Umkehrung?

4.6 Primfaktorisierung in Ganzheitsringen
Sei L/K eine Erweiterung von Zahlkérpern. Die grundsétzliche Fragestellung, die uns
in diesem Kapitel beschiftigt, ist, wie die Primfaktorisierung von pQOy, in Oy, aussieht —

hierbei ist p # (0) ein Primideal in Ok. Beispiele haben wir bereits in Aufgabe 3.2.6
gesehen, doch wie kommt man auf die dort angegebene Zerlegung?
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Definition 4.38. Sei L/K eine Erweiterung von Zahlkérpern und sei p C Ok ein
Primideal. Sei

pOp, = ilm..- ff
die Primfaktorisierung des von p erzeugten Ideals in Op. (Wie iiblich seien 1, ..., B,
paarweise verschiedene Primideale und ey,...,e, > 1.)

(1) Man definiert den Verzweigungsindex von B; iiber p als e(P;|p) = e;.

(2) Das Primideal p heifit in L verzweigt, falls einer der Verzeigungsindizes e(B;|p)
grofler als 1 ist, ansonsten heifit p in L unverzweigt .

(3) Nach Proposition 4.34 ist N(;) = N(p)% fiir ein f; > 1. Die Zahl f; = f(Bs|p)
heifit der Trdgheitsgrad von B; iiber p.

(4) Das Primideal p heifit trige in L, falls einer der Tragheitsgrade f(B;|p) grofler als
1 ist.

Satz 4.39. Sei [L : K| = n. Mit der Notation aus Definition 4.38 gilt die sogenannte
fundamentale Gleichung

i=1
Beweis. Es gilt
N(pOL) = N(B§ - 9pe) = N - N ) = N(p) i oo,
Es geniigt also,
N(pOr) = N(p)" (4.7)
zu zeigen. Definitionsgemafl gilt
N(pOr) = [OL/pOL|.

Fassen wir Or,/pOy, als Vektorraum iiber dem Kérper k(p) := Ok /p auf, so ist (4.7)
gezeigt, wenn wir

dimy,,) (Op/pOL) = n

nachweisen. Da Oy, ein endlich erzeugzer Ox-Modul ist, ist dimy,,)(OL/pOL) < oo.
Deshalb ist es moglich, eine (endliche) Menge {a1,...,an} C Of so zu wahlen, dass
die die Menge der Restklassen {ai,...,@n,} C Or/pOL eine k(p)-Basis bilden. Es
geniigt zu zeigen, dass {a1,...,a;,} eine K-Basis von L ist (dann gilt insbesondere
m = n). Angenommen, {aq,...,q,} wire K-linear abhéngig, dann gibt es auch eine
nicht-triviale Linearkombination iber Og:

Aag + ..o+ Apa, =0, Ai € Ok, nicht alle gleich 0.

Wir mochten jetzt modulo p reduzieren, um einen Widerspruch zu erhalten. Das Problem
ist, dass die A; in p enthalten sein konnen — deshalb bedienen wir uns eines kleinen Tricks.
Betrachte das Ideal a = (A1,..., \y) C Og. Wir withlen ein A € a™!, sodass A ¢ a~!p.
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Dann gilt also Aa ¢ p und man erhélt durch Multiplikation mit A die nicht-triviale
Linearkombination

Ao + .o+ A, = 0.

Nun gilt A\; € Ok \ p (das folgt aus der Definition von a und \), also liefert die Re-

duktion modulo p eine nicht-triviale Linearkombination von {@j, ..., @, } tiber k(p), ein
Widerspruch.
Es bleibt zu zeigen, dass {ai,...,a,} ein K-Erzeugendensystem von L ist. Dazu

imitieren wir den Beweis von Lemma 4.21. Betrachte den freien Og-Untermodul M
von Op, der von {ay,...,a,} erzeugt wird. Sei N := Op/M der Faktormodul. Da
Op = M +pOy, gilt pN = N. Sei {f1,...,8:} C Or ein Og-Erzeugendensystem von
N. Wegen pN = N gibt es also a;; € p, sodass fiir alle i € {1,...,k} gilt:

k
Bi=_aif;.
j=1
Sei A = (aij)i,j, sodass also

B1
(Iy—A)| : | =0

Bk

gilt. Durch Multiplikation mit der Adjunkten von I, — A bekommen wir nun aus der
Cramerschen Regel dp; = 0, wobei d := det(I; — A). Das beweist dN = {0}, d.h.
dOp, ¢ M. Da nun A Eintrége in p hat, gilt auerdem d = 1 (mod p), also gilt d # 0.
Insgesamt haben wir nun gezeigt, dass

1

Also ist {aq,...,qn} ein K-Erzeugendensystem von L. O

Definition 4.40. Ein Primideal p # (0) von Ok heifit in L ...

(1) ... total zerfallend, wenn e(Blp) = f(P|p) = 1 fiir alle Primideale P C Oy, gilt, die
pOy, teilen. Die fundamentale Gleichung impliziert, dass es hier genau n = [L : K]
verschiedene Primideale gibt, die pOyp, teilen.

(2) ... total verzweigt, wenn pQOp = P" fiir ein Primideal P C O gilt. Hier gilt also
e(Plp) = n und F(Pp) = 1.

(3) ... total trdge, wenn pQOr, = P C O ein Primideal ist. In diesem Fall ist also
e(Blp) = 1 und f(Blp) = n.

Slogan: “Je kleiner der Tragheitsgrad, desto fleiffiger zerféllt pOy, in Primideale.”

Bemerkung. Sei L/K eine Erweiterung von Zahlkérpern und o € Op. Dann hat das
Minimalpolynom m, von « iiber K Koeffizienten in O
Das sieht man wie folgt ein. Ist g € Ox[X] \ {0} ein Polynom mit g(«) = 0, so gilt fiir
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alle Einbettungen o: L < K iiber K, dass g(o(a)) = o(g(a)) = 0. Also sind alle o(a)
ebenfalls ganz tiber Of. Da nun

me= [[ (X—o(a)
o: LK

gilt, sind die Koeffizienten von m, also Polynome in den o(a)) und damit Elemente von
Ok.

Wir beweisen nun das Hauptergebnis dieses Abschnitts. Satz 4.41 beschreibt die Prim-
faktorisierung von pOr unter der zusitzlichen Voraussetzung Op = Og[a] fiir ein
a € Op. Leider ist diese Voraussetzung selten erfiillt — wir werden deshalb noch Ve-
rallgemeinerungen kennenlernen.

Satz 4.41. Es sei ein primitives Element o € O, von L/K mit der Eigenschaft
OL = OK[Oé]

gegeben. Fiir ein Primideal p # (0) von Ok sei k(p) := Ok /p und my € k(p)[X] die
Reduktion des Minimalpolynoms m, € Og|[X] modulo p. Das Polynom T, habe die
folgende Zerlegung in irreduzible Faktoren:

— __ —e1 —e
Mma = (41 '...'qrr7

wobei e; > 1 und die g; € k(p)[X] irreduzibel, normiert und paarweise verschieden seien.
Dann gibt es paarweise verschiedene Primideale P, ..., B, C O, die pOy, teilen, sodass

— €1 e
pOp, = IR U

und f(PBilp) = deg(q;). Konkret: Ist q; € Ox[X] ein Reprasentant von G;, so gelten die
obigen Aussagen fiir

Pi =pOr + (qi(a)).
Beweis. Nach Voraussetzung gilt
OL = Okl = Ok [X]/(ma).
Der Trick ist nun, den folgenden Isomorphismus zu nutzen:

Or/pOL = Ok[a]/pOk|a] = Ok [X]/(p + (ma)) = k(p)[X]/(Ma)-

Die verkniipfte Abbildung ist hierbei wie folgt gegeben:

OL/pOL — k(p)[X]/(Ma),
a+p0p — X + (Ta).

Bevor wir mit dem Beweis fortfahren, méchten wir erldutern, warum der obige Isomor-
phismus fiir das Argument entscheidend ist. Unser Ziel ist es ja, die Primteiler von
POy, zu beschreiben. Wir suchen also die Primideale von Oy, die pOy, enthalten. Diese
entsprechen genau den Primidealen im Quotienten Op/pQOp. Da jedoch Op/pOp =
k(p)[X]/(Me) gilt, konnen wir alternativ auch die Primideale von k(p)[X]/(7,) bestim-
men! Das vereinfacht die Aufgabe enorm, weil k(p)[X] ein Hauptidealring ist.
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Gehen wir nun zuriick zum Beweis. Nach dem Chinesischen Restsatz ist die kanonische
Abbildung

kp)[X])/(ma) = [ H0)1X1/(@})
7=1
ein Ringisomorphismus. Insgesamt haben wir also einen Isomorphismus
0: Op/p0L — [ k0)[X]/@7). (4.8)

j=1

Wir studieren nun einen einzelnen Faktor k(p)[X]/(g;") néher. Die Ideale in k(p)[X]/(g;")

(2

entsprechen den Idealen von k(p)[X], die g;* enthalten. Da g; irreduzibel ist und k(p)[X]
Hauptidealring, hat der Ring k(p)[X]/(7;") also genau die e; + 1 Ideale

@)/ (@) fir (=0,...,¢;.

Insbesondere hat k(p)[X]/(g;*) genau ein Primideal, ndmlich g, := (g;)/(g;"). Das Pro-
dukt [T, k(p)[X]/ (qjj) besitzt demnach genau r verschiedene Primideale. Diese kor-
respondieren zu den r Faktoren des Produkts.

Wegen der Isomorphie (4.8) hat der Ring O /pOp, also ebenfalls genau r verschiedene
Primideale. Mit anderen Worten: Es gibt genau r verschiedene Primideale Py, ..., T,
von Oy, die pOy, teilen. Diese sind gerade durch ; := goi_l(qi), wobei ; die verkniipfte
Abbildung

O % 01 /p0r, —— [T, kE)X)/(@) " k(p)X)/(@)

J K3

®i

ist. Definitionsgema8 gilt p;(a) = X + (ﬁjj) und damit folgt die behauptete explizite
Beschreibung

Bi =pOr + (¢i(a)).
Um die restlichen Aussagen zu zeigen, sei nun
pOr = 11/1 ?’

die Primfaktorisierung. Analog zu oben liefert der Chinesische Restsatz dann einen
Isomorphismus

Or/p0Or = H OL/m;’j.

i=1

Wie oben sehen wir, dass jeder Faktor Or/9B;* genau v; + 1 Ideale hat. Zusammen mit
(4.8) erhalten wir

[Tow/®: =[] kmIX)/@).
j=1 Jj=1
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Nach Definition der B; wird der i-te Faktor der linken Seite auf den i-ten Faktor der
rechten Seite abgebildet. Der i-te Faktor der linken Seite hat v; + 1 Ideale, wahrend der
i-te Faktor der rechten Seite gerade e; + 1 Ideale besitzt. Das zeigt schliellich v; = e;
und wir erhalten wie gewiinscht

pOp = il ?T.
Wir zeigen nun die Aussage tiber die Tragheitsgrade. Wegen
Or/Ri = (OL/B7)/(Bi/Bi*) = (k(P)[X]/(77))/(@:)/ (@) = k() [X]/ (@)

ist O /B, ein deg(q;)-dimensionaler k(p)-Vektorraum, was
N(B;) = |OL/FBi| = |k(p)|de@) = N (p)deel@)
also f(Bilp) = deg(q;) zeigt.
]

Beispiel 4.42. Wir betrachten die Erweiterung Q(i)/Q. Dann gilt Oq;) = Z[i], die
Voraussetzung von Satz 4.41 ist also erfiillt. Es ist X2 + 1 € Z[X] das Minimalpolynom
von 4. Sei p eine Primzahl. Nach Satz 4.41 bestimmt das Zerfallen von X? + 1 modulo
p die Primfaktorisierung von pZ[i]. Wir unterscheiden mehrere Félle:

e Wir betrachten zunéchst den Fall p = 2. Es gilt
X241 =(X+1)?cFy[X].

Somit gilt 2Z[i] = (2,i+ 1) = (i + 1), wobei im letzten Schritt verwendet wurde,
dass das Quadrat von ¢ + 1 gleich 2¢ ist und damit 2 im von ¢ 4 1 erzeugten Ideal
liegt. Somit ist 2 in Q(7) total verzweigt.

e Sei p nun ungerade’. Dann gilt p = 4k — 1 oder p = 4k + 1 fiir ein k € Z. Wir
behandeln beide Fille separat:

— Falls p = 4k — 1, so ist |Fj| = 4k — 2 nicht durch 4 teilbar, und damit enthélt
F, kein Element der Ordnung 4. Mit anderen Worten: Es gibt kein a € Z,
sodass a? = —1 (mod p). Es folgt, dass

X2 +1eF,[X]
irreduzibel ist. Also ist pZ[i] prim und p ist total tréage in Q(7).

— Falls p = 4k + 1, so ist |Fj| = 4k durch 4 teilbar. Da Fj; aufierdem zyklisch
ist, enthélt F) ein Element @ der Ordnung 4 . Es gilt also a>=—-1inF,. Es
folgt

X?2+1=(X—-a)(X +a) € Fp[X]
Sei a € Z Repréasentant von a. Dann gilt also

Da diese Ideale verschieden sind, ist p in Q(i) total zerfallend. Dieser Stich-
punkt sollte Sie im Ubrigen an das Beispiel aus der Einleitung erinnern!

2Vielleicht erinnert Sie dieser Stichpunkt an das quadratische Reziprozititsgesetz.
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Die folgende Bemerkung bereitet Korollar 4.44 vor.

Bemerkung 4.43. Sei A ein Integritatsring. Wie bereits in Bemerkung 4.17 festgestellt,
bleibt die Diskriminante eines Polynoms symmetrisch in den Nullstellen. Der Hauptsatz
iber elementarsymmetrische Polynome zeigt, dass es ein Polynom A, € A[Xy,..., X,]
gibt, sodass fiir alle Polynome

f=a, X"+...4ap € A[X], an # 0
gilt, dass
A(f) :An(a()a"'vafn)‘

Insbesondere folgt damit A(f) € A. Ist nun p C A ein Primideal und a,, ¢ p, so erhalten
wir

A(f) = An(CLOa ce 7an) = Zn(aOu .. -an) = A(?) € A/p’

wobei (—) Restklassen modulo p bezeichnet.
Nun erhalten wir eine essentielle Folgerung aus In der Situation aus Satz 4.41:

Korollar 4.44. Sei K ein Zahlkérper und o € O ein primitives Element von K, sodass
Ok = Z[a] gilt. Dann ist eine Primzahl p € Z~¢ genau dann in K verzweigt, wenn p
die Diskriminante dy teilt.

Beweis. Sei
—  _ —e1 —e
Mo =qy *---q,."

die Faktorisierung der Reduktion m, € Fp[X]. Es gilt

pJ[A(ma) <~ A(ma) Fp Sepgabel

Bem.:4.43 A(

mq) € Fp\ {0} e1=...=e =1 (4.9)

Die Voraussetzung O = Z[a] impliziert auerdem, dass {1, «, ...,a" 1} eine Ganzheits-
basis von O ist. Es gilt also

dg = dK/Q(l,a, . ,Ozn_l) = A(my), (4.10)

vgl. die Diskussion vor Korollar 4.19. Durch Kombination von (4.9) und (4.10) folgt
also

p)[dK < e1=...=¢, = 1.

Die Behauptung folgt nun aus Satz 4.41, nach welchem die Verzweigungsindizes in der
Primfaktorisierung von pOp ja gerade die ey, ..., e, sind. O

Bemerkung. Die Voraussetzung “Ox = Z[a]” in Korollar 4.44 ist lastig. Wir werden
im nachsten Abschnitt sehen, dass man sie weglassen kann.

Bemerkung. Man kann sich die Frage stellen, wieso wir Korollar 4.44 nur im Falle K/Q
formuliert haben. Der Grund dafiir ist, dass wir im Beweis verwendet haben, dass Ok
ein freier Z-Modul ist. Haben wir ein endliche Erweiterung L/K, sodass O, = Ok|a]
fiir ein «, so muss O, kein freier Ox-Modul sein. (Ist Ok jedoch ein Hauptidealring,
so ist Oy, ein freier Ox-Modul und wir kénnten Korollar 4.44 auf diese Situation mit
demselben Beweis verallgemeinern.) Wie sich die Situation im allgemeinen Fall verhélt,
schildern wir in Abschnitt 4.7.
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Beispiel 4.45. Die Diskriminante von Q(7) ist —4, also verzweigt nur 2 in Q(z). Das
bestatigt unser Ergebnis aus Beispiel 4.42.

Wie bereits bemerkt, hat Satz 4.41 den Nachteil, dass er nur fiir monogene Erweiterungen
L/K gilt (d.h., dass O, von der Form Ok[a] sein muss). Eine genaue Inspektion des
Beweises zeigt, dass man diese Voraussetzung etwas abschwéchen kann.

Definition 4.46. Sei o € Of, ein primitives Element von L/K (damit haben wir also
Okla] € Or, und Frac(Ok[a]) = L). Dann setzen wir

¢:={ye€ 0L |~0O C Oklal}.

Bemerkung 4.47.
(1) Bei € handelt es sich um ein Ideal # (0), vgl. Aufgabe 4.6.2.

(2) Fir v € € gilt insbesondere v -1 € Og[a]. Es folgt € C Okla]. Also ist € auch
ein Ideal von Ok|a].

(3) Es gilt O, = Ok|a] genau dann, wenn € = Oy, gilt.
Mit der obigen Notation gilt:
Satz 4.48. Ist p # (0) ein Primideal von Ok, sodass

PO+ € =0y,

so gilt die Aussage von Satz 4.41 auch fir p.

Beweis. Im Beweis von Satz 4.41 wurde die Voraussetzung “Op = Ogla]” nur dazu
verwendet, um

OL/pOL = Okla]/pOk[a] = k(p)[X]/ (Ma)

zu erhalten. Es geniigt also, zu zeigen, dass die verkettete Abbilduing

Quot.

(’)K[a] Inkl'> Oy, OL/]JOL

W

einen Isomorphismus Ok[a]/pOk[a] — Or/pOr induziert. Wir zeigen also, dass ¢
surjektiv ist und den Kern pOg|a] hat. Ist das bewiesen, liefert der Homomorphiesatz
einen Isomorphismus Ok [a]/pOk[a] — OL/pOL.

Zur Surjektivitat von ¢: Wegen pQOp + € = Op, lasst sich g € O in der Form 8 =z +vy
mit z € pOr und y € € schreiben. Es folgt 5 + pOr = y + pOr in Or/pOr. Da
¢ C Okla], gilt auch y € Ok|a] und wir haben ¢(y) = 5+ pOr.

Zu ker(p) = pOg|[a]: Nach Definition von ¢ gilt

ker(p) = pOr, N Oklal.

50



Es folgt sofort pOk|a] C ker(¢). Fiur die umgekehrte Inklusion behaupten wir die
Giltigkeit der Implikation

PO +€=0; = ]JOK[O(]—I—Q::OK[O&] (*)

Diese sieht man wie folgt: Ist pOg|[a] 4+ € ein echtes Ideal von Okla], so gibt es ein
maximales Ideal m C Ogla], das pOx[a] und € enthdlt. Dann enthélt mOy, aber auch
pOr, und €O0p,. Da € ein Ideal von Oy ist, gilt €Oy, = €, also folgt pOr+€ C mOy, # Of.
Das beweist (x).

Wir erhalten nun die folgende Inklusionskette:

ker(¢) = pOr N Okla] = Okla] - (pOr N Okla])
< (pOxla] +€)(pOL 1 Ocla))

(1)

C pOkla] - (pOL N Okla]) + € - (pOr N Ok |[a])
(2)

C pOklal + €+ (pOr N Okla])
(3)

C pOK[a] + ¢pOp,

@ pOxk|a] + &p

(%)
C pOxkla].

Wir rechtfertigen die einzelnen Schritte:

(1) Das Ideal (pOxkla]+ €)(pOr N Ok|a]) wird von allen Elementen der Form (x +¢) -y
mit x € pOkla], ¢ € € und y € Ok o] NpOy, erzeugt.

Analog wird pOkla] - (pOr, N Ok[a]) + € (pOr, N Ok|a]) von allen Elementen der Form
x-y1+c- -y mit x € pOgklal, ¢ € € und y1,y2 € Okla] N pOL erzeugt. Das zeigt die
Inklusion.

(2) ist klar, da pOx[a] - (pOr N Okla]) C pOk|[a].

(3) folgt ebenfalls sofort, da Ok[a] NpOr C pOp.

(4) Es ist € ein Ideal von Op, und damit gilt €O, = €.

(5) erhalten wir aus € C Ogla]. O

Beispiel 4.49. Sei K = Q(a), wobei a eine Nullstelle von f = X3+ X2 -2X +8 € Q[X]
ist. In Aufgabe 1.0.4 haben wir gesehen, dass f irreduzibel ist, und dass

2
ﬁ:za—;a € Ok

gilt. Wir behaupten, dass O = Z[a, (] gilt. Die Inklusion “D” ist klar. Fiir die andere
Inklusion nutzen wir:

Trick: Ist M C Ok ein freier Untermodul von mazimalem Rang mit quadratfreier
Diskriminante dpy, so gilt M = Ok

51



Begriindung: Nach Proposition 4.14 (2) gilt dys = (Ok : M)?-dg, und da dps quadratfrei
ist, muss (Og : M) =1, also Oxg = M gelten.

Wir wenden dies auf den Untermodul
M :=(1,a,8)z C Z|a, 5] C Ok-.

an. Wir bemerken dafiir zunéchst, dass M frei vom Rang 3 ist: Ware {1, a, 8} nadmlich
linear abhangig, dann gébe es A1, Ag, A3 € Z, nicht alle gleich 0, sodass

2
)\1+)\2a+)\3a—;a :>\1+<)\2+);3> -Oé+%'042:0.

In diesem Fall ist a also Nullstelle eines rationalen Polynoms vom Grad < 2, was der
Irreduzibilitat von f widerspricht. Damit ist M also tatsachlich frei vom Rang 3.

Wir berechnen nun die Diskriminante von M. Die darstellende Matrix von L,: K — K,
x + ax bzgl. der Basis {1, a, a?} ist die Begleitmatrix

00 -8
C=110 2
01 —1

Dann folgt, dass L2 die darstellende Matrix

0 -8 8
C*=1o0 2 -10
1 -1 3

hat. Mittels a® = —a? + 2a — 8 und a?* = —a? + 2a2 — 8a = 3a2 — 10a + 8 berechnen
wir noch

2 3
aﬂza —;—a =a—4,
62:a4+2a3+a2:2042—604—8:1&2_%@_2.
4 4 2 2

Nun berechnen wir die Spuren:

tri/qla) = (vgl. auch Lemma 4.7),
trK/Q a2)

1

o
(
tri q(8) = (trK/Q( ) + trig(a?)) =2,
(
trie/Q(8) = 3 trijg(a®) — 5 trigjgla) — 6 =

SchlieBllich erhalten wir

tI‘K/Q(l) trK/Q(a) tI"K/Q(,@> 3 -1 2
dy = det trisg(a) trgo(a?) trgglaf) | = det | -1 5 —13| = —503.
tri/o(B) trijolaB) trio(5?%) 2 -13 -2
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Nach Proposition 4.14 (2) gilt nun aber
—503 = dyr = (O : M)? - dk.

Da 503 eine Primzahl ist (also insbesondere quadratfrei), muss also (Ox : M) = 1 und
drx = —503 gelten. Mit anderen Worten: Es gilt tatsdchlich Ox = M = Z]«, 8]! Ins-
besondere ist Z[a] echt in Ok enthalten, und somit benétigen wir den stérkeren Satz 4.48,
um Primfaktorisierungen in O berechnen zu koénnen.

Sei € = {vy € Og | YOk C Z|a]}. Wegen 20k C Z[a] ist 2 € €, d.h. € | 20k. Jede
Primzahl p # 2 ist also teilerfremd zu €.

Beispielsweise fiir p = 503 ist f = (X + 299)(X + 354)% € F503[X] die Zerlegung in
irreduzible Faktoren. Also ist die Primfaktorisierung von 5030k wie folgt gegeben:

5030k = (503, a+299) - (503, a + 354)2.
Fiir p = 2 behaupten wir 20x = p1 - p2 - p3 fiir die paarweise verschiedenen Primideale
]31:(2,61,5), 132:(27065_1)7 p3:(27a_1a6_1)'

Um nachzuweisen, dass 20 = p1-p2-ps ist, bemerken wir zunéchst, dass die p; sicherlich
20k teilen. Auflerdem sind p1, po, p3 paarweise teilerfremd, denn

f—(B—1)€p1+p,
B—(B—1)€p1+ps,
a— (a—1) €py+ps.

—_ = =
I

Aus der paarweisen Teilerfremdheit folgt

p1-p2-p3 | 20k.

Als néchstes behaupten wir, dass p; # O fir ¢ = 1,2,3 gilt. Dafiir geniigt es, flir
jedes i = 1,2,3 ein x; € K \ Og mit z;p; C Ok anzugeben. Man rechnet nach, dass
beispielsweise
_B+1 _B-1 e

Ty = 5 To = 5 $3—2
die geforderten Eigenschaften haben: Klarerweise sind die x; nicht in O enthalten, weil
die Darstellung von z; als Linearkombination bzgl. der Ganzheitsbasis {1, «, 5} von Ok
nicht ganzzahlig ist. Auflerdem gilt

201 =8+1€ Ok, ari=a-2¢c Ok, Bri=—-1—a+p e Ok,
200 =B —-1€ Ok, axy=-—a—2c¢c Ok, (B—1rze=14a—p€ O,
2x3 = a € O, (a—Daxs=p—-—a€0k, (f—1z3=—-a—-2¢c0k.

Also ist p; # Ok fiir i = 1,2, 3.

Wir weisen nun “20x = p1 - p2 - p3” und “p; prim” auf zwei Arten nach:

Méglichkeit 1: Die fundamentale Gleichung 4.39 impliziert, dass es hochstens 3 = [K : Q]
verschiedene Primideale gibt, die 20 teilen. Da die p; paarweise verschieden sind, 20x

53



teilen und # Ok sind, miissen die p; also prim sein und 20 = p; - p2 - p3 folgt.

Moglichkeit 2: Die Multiplikativitdt der Norm impliziert
N(p1)N(p2)N(p3) | N(20k) = [Ng/q(2)| = 2°.

Dap; # Ok, gilt N(p;) > 1. Es muss also N(p;) = 2 fiir i = 1, 2, 3 gelten. Das zeigt, dass
die p; Primideale sind (da dann O /p; ein Ring mit zwei Elementen ist, also isomorph
zu Z/2Z sein muss). Also folgt N(p1-p2-p3) = N(20k) und damit muss p1-p2-ps = 20k
gelten.

Zum Ende das Kapitels mochten wir noch die Tricks und Kniffe festhalten, die wir fiir
unsere Berechnungen verwendet haben:

Tricks 4.50. Sei K ein Zahlkorper.

(1) Es ist im Allgemeinen schwierig, Ok genau zu bestimmen. Oftmals funktioniert
jedoch der folgende Ansatz:

Schritt 1: Man finde einen Z-Untermodul M C Og vom Rang n durch Angabe einer
expliziten Z-Basis von M, von dem man vermutet, dass er bereits O ist.

Schritt 2: Man berechne die Diskriminante dj;.

Schritt 3: Nach Proposition 4.14 (2) gilt dy; = (O : M)? - dk. Ist dys also quadratfrei,
so folgt sofort O = M. Ist djs nicht quadratfrei, so hat man noch die
Chance, Aufgabe 4.4.5 zu nutzen: Diese besagt namlich, dass

dg =0 (mod 4) oder dxk =1 (mod 4)

gilt. Zusammen mit dy; = (Ox : M)? - dy liefert das also Informationen
iiber den Index (O : M) und zeigt vielleicht, dass dieser 1 ist. Schliagt diese
Methode auch fehl, so gilt entweder O # M, oder man hat Pech und muss
andere Methoden nutzen, um O = M zu zeigen.

(2) Ist (0) # a C Ok ein Ideal, sodass N(a) = p eine Primzahl p ist, so ist a ein
Primideal (siche auch Aufgabe 4.5.1).

Begrindung 1: Da fiir ein ganzes Ideal b # (0) genau dann N(b) = 1 gilt, wenn
b = Ok ist, ist N(a) keine Primzahl, wenn a kein Primideal ist.

Begriindung 2: Es geniigt allgemeiner zu zeigen, dass jeder endliche Ring A mit
|A| = p isomorph zu Z/pZ ist. Betrachte hierfiir den Ringhomomorphismus
p:Z — A, 1~ 1. Es gilt ker(¢) = nZ fiir ein n > 2. Der Homomorphiesatz
induziert dann eine injektive Abbildung @: Z/nZ — A. Da P injektiv ist, muss n
ein Teiler von |A| = p sein. Es folgt n = p und @ ist ein Isomorphismus.

(3) Hat man Primideale py,...,p, gefunden, die pOg fiir eine Primzahl p teilen, so
lohnt es sich oft, die Normen von py - ... - p, und pOg zu vergleichen und/oder die
fundamentale Gleichung zu nutzen, um pOg = p; - ..., zu zeigen.
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4.6.1 I"Jbungen

Aufgabe 4.6.1. Zeigen Sie, dass der Ganzheitsring eines Zahlkorpers unendlich viele
Primideale hat.

Aufgabe 4.6.2. Sei L/K Erweiterung von Zahlkérpern und « € Op ein primitives
Element. Zeigen Sie: € = {y € O, | 7yOr C Ok]la]} ist ein Ideal # (0) von Of,.

Aufgabe 4.6.3. Sei K = Q(v/—19). Berechnen Sie die Primidealzerlegung von pOy fiir
p=2351.

Aufgabe 4.6.4. Sei a eine Nullstelle von X? — X — 2 € Z[X] und K = Q(a). In
Aufgabe 4.4.6 haben Sie verifiziert, dass Ox = Z[a] gilt und dafiir dg = —104 gezeigt.
Sei nun p eine Primzahl. Erlautern Sie kurz, warum eine der folgenden fiinf Moglichkeiten
eintritt:

(i) pist in K total zerfallend,
(ii) pist in K total verzweigt,
(iii) pist in K total trége,
(iv) pOk = p? - po fiir Primideale p; # po von Ok,
(v) pOg = p1 - po fiir Primideale p; # py von Ok.

Gibt es fiur jede der finf Moglichkeiten eine entsprechende Primzahl p? Wenn ja, so
geben Sie diese explizit an und begriinden Sie Thre Antwort. Wenn nein, beweisen Sie
die Nichtexistenz.

Hinweis: Die grofite Primzahl, die Sie probieren sollten, ist die 31. Wenn Sie eine
gute Nudel sein mochten, konnen Sie auch noch die Primidealzerlegung von pOg in den
einzelnen Fallen angeben, notwendig fiir die Losung ist das allerdings nicht.

Aufgabe 4.6.5. Sei a ¢ Q eine Nullstelle von X4 — 3X3 +1x2 4+ X — 1 € Q[X] und
K =Q(a).
(1) Finden Sie Ok.

(2) Berechnen Sie die Primidealzerlegungen von pOp fiir p € {2,5,23}. Geben Sie in
allen Féllen die Verzweigungsindizes und Tragheitsgrade an.

Aufgabe 4.6.6. Sei L/K eine Kérpererweiterung von Zahlkérpern und F' ein Zwischen-
korper. Sei B # (0) ein Primideal in Op und Pr := PN Op, p := PN O. Zeigen
Sie:

FOBlp) = F(BIBr) - f(Brlp)  und  e(Blp) = e(BIPr) - e(Brlp).

4.7 Diskriminante und Verzweigung
Sei K ein Zahlkorper. In Korollar 4.44 haben wir gesehen, dass unter der Voraussetzung
Ok = Z]o] fir ein o € O (4.11)

eine Primzahl p genau dann in K verzweigt, wenn p | di. In diesem Kapitel zeigen wir,
dass dieselbe Folgerung auch ohne die Voraussetzung (4.11) gilt.
Des Weiteren skizzieren wir der Vollsténdigkeit halber, wie sich die Situation allgemein,
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das heifit, in einer Erweiterung L/K von Zahlkorpern darstellt. Da wir dies fiir den weit-
eren Verlauf der Vorlesung nicht benotigen werden, verzichten wir hier auf vollstandige
Beweise. Stattdessen erkliren wir, wie der Beweis im Spezialfall K/Q angepasst werden
muss.

Das Ziel ist es, den folgenden Satz zu beweisen:

Satz 4.51. Sei K ein Zahlkérper und p eine Primzahl. Dann gilt:
p ist in K verzweigt <= p | dg.

Insbesondere verzweigen in K nur endlich viele Primzahlen.

Wie zu erwarten ist, wird der Beweis etwas aufwendiger als jener von Korollar 4.44. Wir
benétigen vorbereitende Lemmata, die im Wesentlichen den Aufgaben 4.3.1 und 4.3.2
entsprechen:

Lemma 4.52. Sei B ein Ring, der ein freier A-Modul vom Rang n ist. Seia C A ein
Ideal, A:= A/a und B := B/aB. Ist (p,...,By) eine A-Basis von B, so ist (1, ..., 3,)
eine A-Basis von B, wobei B; das Bild von B; in B sei. Des Weiteren gilt

dB/A(Bla oo 7ﬁn) +aB = dE/Z(Blv .. 7Bn)'

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass dass (By,...,8,) eine A-Basis von B ist. Dass es
sich um ein Erzeugendensystem handelt, ist klar. Es bleibt die lineare Unabhéngigkeit
zu zeigen. Seien dazu x1,...,T, € A mit

718y +...+TuB,=0€B
gegeben. Dann folgt
161+ ... +xp0, € aB. (4.12)

Wir behaupten, dass alle x; in a liegen. Aus (4.12) erhalten wir die Existenz von
Yly .- Ym € aund v,...,vn € B mit

11+ . xfy =+ Y Tme

Da {f1,...,0n} eine A-Basis von B ist, kann jedes 7; als A-Linearkombination von
{B1,...,0n} geschrieben werden, sagen wir

n
V=Y b
=1
Es folgt

11+ ..o+ 2pfn = (Wian + ... F Ymam1) 1 + -+ (Y1ain + -+ Ym@mn) Bn-

Aus der Eindeutigkeit der Basisdarstellung erhalten wir mittels Koeffizientenvergleich
schlieflich

Ti =1Y101; + ... +Ynam; € a

fiir jedes i, wie behauptet. Also ist (8;,...,[,,) eine A-Basis von B.
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Betrachte nun fiir 5 € B dann die Multiplikationsabbildung Lg: B — B. Da Lg(aB) C
aB, induziert Lg einen Endomorphismus

Ls: B— B,
T — Bz

Aus der Definition folgt, dass Lg = Lz. Es folgt also

trp/a(B) = trg 2 (B)-

Daraus folgt dann die Behauptung. O

Lemma 4.53. Seien Bi/A und Bs/A Ringerweiterungen, sodass By und By freie A-
Moduln endlichen Ranges sind. Dann gilt d(g,xB,)/a = dp, /A - dB,/A-

Beweis. Sei (eq,...,en) eine A-Basis von By und (f1,. .., fn) eine A-Basis von By. Dann
ist ((e1,0), ..., (em,0),(0,f1),...,(0, f)) eine A-Basis von By x By — der Ubersichtlichkeit
wegen schreiben wir e; bzw. f; fiir (e;,0) bzw. (0, f;). Die Diskriminante beziiglich der
angegebenen Basis ist die Determinante der Block-Diagonalmatrix

(tr(n, xBa)/A(eiek))1gi,k§m 0

0 (tr(BlXBQ)/A(fjfli))1gk,€§n

Es geniigt dann,

(B, x Ba)/A(B1,0) = trp, /4(B1) bzw.  tr(p,xB,)/a(0; B2) = trp,/a(B2)

fir alle 1 € By bzw. (2 € By zu zeigen. Das folgt aber sofort, da fiir §; € B; die
darstellende Matrix der A-linearen Multiplikationsabbildung L( 81,0): B1XBg — B1X By
bzgl. der Basis (e1,...,em, f1,..., fn) die Blockdiagonalmatrix

M 0
0 0

ist, wobei M die darstellende Matrix von Lg, : By — Bj bzgl. (e1,...,ey) ist. Mit (o
funktioniert das natiirlich analog. O

Beweis von Satz 4.51. Wir betrachten O als freien Z-Modul vom Rang n und erinnern
daran, dass definitionsgemif dx = do, = do, z(a1,...,an) fiir eine Ganzheitsbasis
(a1, ..., ay) gilt. Nach Lemma 4.52 ist O := O /pOk ein F,-Vektorraum der Dimension
n und es gilt

pldg < dg, =0. (4.13)

Sei pO = p§t - ... - p& die Primidealzerlegung, wobei py,...,p, C Ok paarweise ver-
schiedene Primideale seien und e; > 1. Nach dem Chinesischen Restsatz gilt

OOk /pft x ... x Ok [per.
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Wir wenden nun Lemma 4.53 an und erhalten mit O; := Ok / pf":

i=1

Aus (4.13) und (4.14) bekommen wir
pldx < esgibteiniec{l,...,r} mit dg g =0.

Die Aquivalenz im Satz folgt also, wenn wir die folgenden beiden Aussagen zeigen:
(a) Wenn ¢; = 1, so ist dg, /e, # 0, und
(b) Wenn e; > 1, so ist o, /e, = 0.

Zu (a): Falls e; = 1, so ist O; = Ok /p; ein endlicher Korper. Die Erweiterung O, /F, ist
also separabel. Sei « ein primitives Element der Erweiterung. Dann ist {1, q,...,a™ 1}
eine F)-Basis von O;, wobei m = [O; : F,]. Wir haben in der Diskussion vor Korollar 4.19
gesehen, dass

gilt. Das zeigt (a).

Zu (b): Falls e; > 1, so wihlen wir ein Element b € p; \ p;’. Dann gilt b € p5’, und
damit definiert die Klasse 8 von b in O; = Ok /p;’ ein nicht-triviales nilpotentes. Fiir
alle v € O; ist dann 3y ebenfalls nilpotent. Somit definiert

Lg,: 0; — O, x — Bz

fiir alle v einen nilpotenten Endomorphismus des Fj,-Vektorraums O;. Da nilpotente
Endomorphismen die Spur 0 haben?, gilt also fiir alle :

tro,/F, (By) = tr(Lgy) = 0.

Schlieflich ergénzen wir § zu einer F,-Basis {8,71,...,7¢} von O;. Die Diskriminante
beztiglich dieser Basis ist dann

tl“@“:p(B?) tro, e, (B71) - trp,E, (Be) 0

d@/pp(ﬁﬁha “e. 7’Ym) =det

da sémtliche Eintrége der ersten Zeile gleich 0 sind. Das zeigt dann (b).

Die zweite Aussage (“in K verzweigen nur endlich viele Primzahlen”) folgt nun sofort,
da dig # 0 (das haben wir in Korollar 4.19 gesehen) und dg somit nur endlich viele
Primteiler hat. O

3Ist f ein nilpotenter Endomorphismus eines Vektorraums V der Dimension n, so ist tr(f) die Summe
der Eigenwerte von f (in einem algebraischen Abschluss, mit Vielfachheiten gezihlt). Es geniigt also
zu zeigen, dass f nur den Eigenwert O hat. Sei A\ ein Eigenwert von f mit zugehorigem Eigenvektor
v € V '\ {0}, so folgt aus der Nilpotenz 0 = f"(v) = A", also A = 0.
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Spoiler. In Abschnitt 5.2 werden wir sehen, dass |dx| > 2 fiir alle Zahlkorper K # Q
gilt. Somit verzweigt mindestens eine Primzahl in K. (Mit Hilfe von Aufgabe 4.4.5
erhalten wir sogar |dx| > 3.)

Im Beweis von Satz 4.51 wurde essentiell verwendet, dass Ok ein freier Z-Modul vom
Rang [K : Q] ist. Aus diesem Grund verallgemeinert sich der Beweis nicht direkt auf den
relativen Fall L/ K, in dem wir eine Erweiterung von Zahlkérpern betrachten. Zunéchst
einmal muss erklart werden, mit welchem Objekt wir die Diskriminante ersetzen.

Definition 4.54. Sei L/K eine Erweiterung von Zahlkérpern. Dann definiert man
das (relative) Diskriminantenideal 9r,/r von L/K als das Ideal von Ok, das von allen
Diskriminanten dy, /i (e) erzeugt wird, wobei e C Of, eine K-Basis von L ist.

Bemerkung 4.55.

(1) Da das Minimalpolynom eines Elements o € Op, iiber K sogar Koeffizienten in
Of hat, gilt try g (a) € Ok (vgl. auch Lemma 4.7). Also ist 0 tatsichlich ein
Ideal von O.

(2) Ist a € Oy, ein primitives Element von L/K, so ist {1,,...,a" !} eine K-Basis
von L. Es gilt also d/x(1,a;,... ,anh) e 07/Kk- Da wir in der Diskussion vor
Korollar 4.19 gesehen haben, dass dy /x (1, . .. ;a1 = A(myg) # 0 gilt, erhalten
wir 07/ # (0).

(3) Ist Of ein freier Ox-Modul vom Rang n = [L : K| (das gilt z.B. fir K = Q,
oder allgemeiner, wenn O ein Hauptidealring ist), so wissen wir, dass sich je
zwei Diskriminanten dy,/x (e) und dp, /i (¢') fiir K-Basen e,e’ C Or von L um ein
Quadrat von O}, unterscheiden (dieses Element aus Oj; ist die Determinante der
Basiswechselmatrix von e auf ¢'). Damit ist 9y, sk €in Hauptideal. Insbesondere
gilt fiir einen Zahlkorper K, dass 0g/q = (dk)-

(4) Ist Of kein freier Ox-Modul, so muss 07,/ kein Hauptideal sein: Der Basiswechsel
von e auf €’ ist namlich hier im Allgemeinen keine invertierbare Matrix mit Koef-
fizienten in Ok, sondern mit Koeffizienten in K. Mit anderen Worten: Obwohl die
Diskriminanten dy,/x (e) und dy, /i (¢') beides Elemente von O sind, unterscheiden
sie sich um ein Quadrat aus K*. Da 0y aber ein Ideal in Of ist, reicht i.A. nicht
nur ein Erzeuger.

Satz 4.51 verallgemeinert sich dann wie folgt:

Satz 4.56. Sei L/K eine Erweiterung von Zahlkorpern und (0) # p C Ok ein Primideal.
Dann gilt:

p ist in L verzweigt <= p | 0p/k-

Insbesondere verzweigen in L nur endlich viele Primideale # (0) von Ok .

Beweisskizze. Wie bereits erwahnt, ist das grofite Problem, dass Op kein freier Og-
Modul ist. Wir fiihren den Satz aber auf diesen Fall zuriick, indem wir die lokalisierten
Ringe

betrachten. Als Lokalisierung eines Dedekindrings an einem Primideal ist O, ein
diskreter Bewertungsring, also insbesondere ein Hauptidealring (vgl. Satz 3.3 und die
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Erinnerung auf S. 19). Da Op, sogar der ganze Abschluss von O in L ist*, folgt mit
Lemma 3.4, dass Op,, der ganze Abschluss von Ok ist.

Sei nun {a1,...,a,} C O, eine K-Basis von L. Sei M der freie Ok y,-Modul, der von
{ai,...,an} erzeugt wird. Wie in Lemma 4.21 beweist man dann, dass

McOp,cd'M mit  d:=dpx(oa,...,an)

gilt. Da der Elementarteilersatz 2.17 auch fiir Hauptidealringe giiltig ist und sowohl M
als auch d=1 M freie Ok p-Moduln vom Rang n = [L : K] ist, ist Opp auch frei vom Rang
n. Die Aussage des Satzes folgt dann, indem man die folgenden Aquivalenzen zeigt:

p ist in L verzweigt
<= pOx, teilt das Hauptideal <dOL,,,/OK,p(0417 ce an))

Wir verzichten an dieser Stelle auf einen Beweis, mochten aber betonen, dass der Nach-
weis nicht schwierig ist. O

1Das folgt so: Sei C' der ganze Abschluss von Ok in L. Dann haben wir ganze Ringerweiterungen
Z C Ok C C, und nach Proposition 1.6 ist C'//Z ganz, d.h. C C O
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Kapitel 5

Minkowski-Theorie

Das nachste grofie Ziel, ist es, die Endlichkeit der Klassengruppe Clg := Clg,. fiir einen
Zahlkorper K zu beweisen. Das wird in Abschnitt 5.2 geschehen. Die Beweismethoden
erlauben uns auch, weitere interessante Resultate zu beweisen, wie etwa die Sétze von
Minkowski und Hermite (Abschnitt 5.3) und den Einheitensatz (Abschnitt 5.4).

5.1 Gittertheorie und Gitter in der Zahlentheorie

Im Folgenden sei V stets ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum der Dimension n.

Definition 5.1. Eine additive Untergruppe A C V heifit ein Gitter in V, wenn es R-
linear unabhéngige Vektoren v = (vy,...,vy,) von V gibt, sodass A = Zv; @ ... & Zuy,.
Die Menge M = M, = {>"; xiv; | 0 < x; < 1} heifit Grundmasche von A. Ein Gitter
A heifit vollstindig, wenn v Basis von V ist, d.h. wenn m = n.

Ein Gitter ist also ein endlich erzeugter Z-Untermodul von V', der von einer linearen
unabhéngigen Teilmenge von V' aufgespannt wird.

Bemerkung 5.2. Die Grundmasche M eines vollstdndigen Gitters A = Zv1 @ ... 8 Zv,
bildet ein Représentantensystem fiir V/A, d.h.

V= || m+n) =]+ M).

meM AEA

(Mit dem Symbol “L)” bezeichnen wir eine disjunkte Vereinigung.)
Begriindung: Jedes z € R kann man eindeutig in der Form x = m + y mit m € Z und
y € [0, 1) schreiben. Konkret:

m=|z|:=max{keZ |k <z} und y

Il
8
[
3

Ist nun v = Y | xjv; € V mit x; € R, so kénnen wir

v=> lmlvi+ Y (zi— |@i))vi
=1 =1
€A eM

schreiben.
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Abbildung 5.1: Das vollstindige Gitter Zv; ® Zvo im R? mit Grundmasche M.

Abbildung 5.2: Das unvollstindige Gitter Zv im R? mit Grundmasche M.
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Satz 5.3. Sei V' ein n-dimensionaler R-Vektorraum, dann gilt:
(1) Eine Untergruppe A C V ist genau dann ein Gitter, wenn A diskret ist.

(2) Ist A C V ein Gitter, so ist A genau dann vollstindig, wenn eine beschrinkte
Menge M C V mit | Jycp (A + M) =V existiert.

Vor dem Beweis gehen wir kurz auf die verwendeten topologischen Begriffe ein:

e Durch die Wahl irgendeiner Norm auf V' erhalten wir eine Topologie auf V. Da auf
endlich-dimensionalen R-Vektorraumen alle Normen aquivalent sind, hangt diese
Topologie nicht von der Wahl der Norm ab. Des Weiteren erlaubt uns die gewahlte
Norm von “Beschrénktheit” zu sprechen, wie bereits in Satz 5.3 (2) geschehen.

e Ist X ein topologischer Raum und Y eine Teilmenge von X, so wird durch
W CY heifit offen in Y <= esgibt U C X offen mit W =UNY

eine Topologie auf Y definiert, die die Relativtopologie auf Y genannt wird.

e Eine Teilmenge Y eines topologischen Raums heifit diskret, wenn die Relativtopolo-
gie auf Y die diskrete Topologie ist, d.h. alle Einpunktmengen {y} mit y € Y sind
offen in Y. Mit der Definition der Relativtopologie ist das dquivalent dazu, dass
es fiir jedes y € Y eine offenes U C X gibt, sodass Y NU = {y}. (“Alle Punkte in
Y sind isoliert in X”.)

Beweis. (1) Sei zunéchst A ein Gitter. Dann gibt es R-linear unabhéngige Vektoren

{vi,...,un} C V, sodass A = Zv; @ ...Zvy,,. Wir ergénzen {v1,...,0,,} zu einer R-
Basis {v1,...,vp} von V. Sei nun A = """, a;v; € A, wobei a; € Z. Fiir die in V' offene
Menge

U= {il‘zvl

=1

:Ui—ai|<1)ﬁ'1ri:1,...,m}

gilt dann U N A = {\}, also ist A diskret.

Ist umgekehrt A C V diskret, so betrachten wir den Untervektorraum V{, von V', der von
A erzeugt wird. Sei {v1,...,vn} C A eine Basis von V) und Ay C A das Gitter mit der
Basis {v1,..., vy }. Wir behaupten, dass Ag C A eine Untergruppe von endlichem Index
ist. Dafiir bemerken wir zunéchst, dass

0 S ZT; S 1}

m

Vo = U()\—i-ﬁo) mit]\/[g:{invi
AEAg =1

gilt, weil Ag ein vollstandiges Gitter in Vj ist. Wir wahlen nun ein Reprasentantensystem

(i)ier von A/Ag. Dann lésst sich y; fiir jedes i € I also in der Form

i = Aoi + My, wobei  Ag; € Ag, m; € My

schreiben. Die Differenzen m; = pu; — Ao; sind also sowohl im Kompaktum M, als
auch in der diskreten Menge A enthalten. Da A als diskrete Untergruppe von V aufer-
dem abgeschlossen ist, kann es nur endlich viele verschiedene m; geben. (Die Details
iiberlassen wir hier als Ubungsaufgabe, vgl. Aufgabe 5.1.1.) Da die Klasse von m; in
A/Ag gleich der von p; ist, folgt wie gewiinscht, dass A/Ag endlich ist.
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Nun folgt, dass A ein Gitter ist: Mit N = (A : Ag) haben wir dann NA C Ay, das heift
Ao C A C N71A,.

Da Ag und N~'Aq frei vom Rang m sind, zeigt der Elementarteilersatz 2.17, dass A
ebenfalls frei vom Rang m ist. Des Weiteren zeigt er, dass man eine Z-Basis von A
durch geeignete Skalierung einer Z-Basis von N~'Aq erhilt. Da eine (und damit jede)
Z-Basis von N~'Aq durch ein System linear unabhiingiger Vektoren von V gegeben ist,
hat A auch eine Z-Basis, die durch ein System linear unabhéngiger Vektoren von V
gegeben ist. Also ist A ein Gitter.

(2) Ist A vollsténdig, so konnen wir fiir M die Grundmasche von A wéhlen. Ist umgekehrt
M beschrénkt und es gilt (Jyc, (A + M) =V, so betrachten wir erneut den Untervektor-
raum Vp C V, der von A erzeugt wird. Zu zeigen ist natiirlich Vo = V. Hierfiir fixieren
v € V und betrachten die Folge (kv)r>1 in V. Nach Voraussetzung gibt es fiir jedes
k> 1ein \; € A und ein my € M mit

kv = A + my.

Da M beschrénkt ist, ist (my/k)g>1 eine Nullfolge. Damit gilt mit dem Grenziibergang
k — oo:

. )\Ic . mig . )\k

— lim 25 4 lim 2 — lim 2k

VSR TE T R Icggo/{:E%7

da Vj als Untervektorraum eines endlich-dimensionalen R-Vektorraums abgeschlossen ist

und somit alle seine Haufungspunkte enthalt. O

Im Folgenden sei nun (, ): V x V — R ein Skalarprodukt, d.h. eine positiv definite und
symmetrische Bilinearform. Wenn v = (vy,. .., v,) eine Orthonormalbasis bzgl. ( , ) ist,
so ist die Abbildung

Pu: Rn—>V, €; —r Uy,

eine Isometrie, wobei R™ hier mit dem Standardskalarprodukt versehen und e; der i-
te Standardbasisvektor ist. Diese Isometrie erlaubt es uns, den Begriff der Lebesgue-
Messbarkeit auf Teilmengen von V' auszudehnen: Wir nennen X C V' Lebesgue-messbar,
wenn ¢, 1(X) C R® Lebesgue-messbar ist. Ist X C V Lebesgue-messbar, so haben wir
also einen Volumenbegriff

voly(X) := vol (g, (X)) ,

wobei vol das Lebesgue-Mafl auf R" ist. Das Volumen vol, héngt a priori von der Wahl
der Orthonormalbasis v = (v1,...,v,) ab. Um die Unabhéngigkeit von der Wahl der
Orthonormalbasis zu zeigen, erinnern wir an die Transformationsformel:

Erinnerung. (Spezialfall des Transformationssatzes und interessante Folgerungen.)
SeiY C R" und A € GL,(R), so ist Y genau dann Lebesgue-messbar, wenn A(Y)
Lebesgue-messbar ist. In diesem Fall gilt

vol(A(Y)) = | det(A)| - vol(Y').
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Mit A = c- I, und ¢ > 0 gilt also, dass vol(cY) = ¢" - vol(Y), wobei c¢Y := A(Y).
Insbesondere ist R~o — R, ¢ — vol(cY') stetig und falls vol(Y') > 0, so gilt

lim vol(cY) =0 sowie lim vol(cY') = oc.
c\0 c—00

In diesem Fuall impliziert der Zwischenwertsatz, dass es fiir alle xg > 0 ein cg > 0 mit
vol(coY') = xo gibt.

Ist nun w = (w1, ..., wy,) beliebige Basis von V', so kénnen wir wie iiblich
n
wj = E ;505 mit Qij € R
i=1

schreiben. Bezeichne mit A € GL,(R) die Matrix mit den Eintrdgen a;;. Wir haben ein
kommutatives Diagramm

ej R" —— V vj

Lok ]
n o n 2 . —\ " oy
Y i1 Gije R >V wj =) L ajv;

Das Diagramm zeigt A o p, = ¢y = ¢, 0 A. Nach dem Transformationssatz ist ¢, LX)
genau dann Lebesgue-messbar, wenn

Pu (X) = (puo A)7HX) = A7 (e, (X))
Lebesgue-messbar ist. In diesem Falle gilt dann auch
vol ((p@l(X)) = ]det(A)\fl - vol (cpil(X)) .

Ist nun w selbst eine Orthonormalbasis so bildet A eine Orthonormalbasis auf eine
weitere ab, woraus A € O(n) folgt. Insbesondere gilt hier |det(A)| = 1. Damit erhalten
wir flir ein messbares X C V:

vol, (X) = | det(A)| ™! - vol,(X) = vol,(X).

Unser Volumensbegriff ist damit wie gewiinscht unabhéngig von der Wahl der Orthonor-
malbasis. Wir schreiben im Folgenden also schlicht vol(X) fiir messbare Teilmengen
X cV.

Definition 5.4. Wenn A = Zv1 & ... & Zv, ein vollstandiges Gitter ist, dann definiere
das Volumen von A als das Volumen der Grundmasche bzgl. v = (v1,...,v,), also
vol(A) := vol(M,).

Auch hier miissen wir uns Gedanken iiber die Wohldefiniertheit machen. Wahlt man
eine weitere Z-Basis w = (wi,...,wy,) von A, so kann man wieder w; = Y ;' a;jv;
schreiben, wobei A = (a;j) € GL,(Z). Als ganzzahlig invertierbare Matrix gilt wieder
|det(A)| = 1 und somit folgt die Unabhéngigkeit von der Wahl der Basis erneut wie
oben durch die Transformationsformel.

Bemerkung. Figentlich haben wir in Definition 5.4 das Kovolumen eines Gitters A
definiert, d.h. das Volumen des Quotienten V/A — in Bemerkung 5.2 haben wir ja
gesehen, dass M, ein Représentantensystem von V/A ist.

Gliicklicherweise ist es sehr leicht, das Volumen eines Gitters zu berechnen:
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Lemma 5.5. Es seien v = (v1,...,v,) und w = (wy, ..., wy,) Basen von V. Seien A,
bzw. Ay die durch v bzw. w erzeugten Gitter. Ferner sei A = (a;;) € GLy(R) die
Basiswechselmatriz von w auf v, das heifst

n
w]:Zaijvi fir alle j=1,...,n.

Dann gilt:
(1) Es ist vol(Ay) = |det(A)] - vol(Ay).

(2) Das Volumen von Gittern lisst sich wie folgt berechnen:

vol(A \/det (((wi, wj))ig)-

Beweis. (1) Bezeichnen M, bzw. M, die Grundmaschen von A, bzw. A,, dann gilt
M, = A- M, und damit folgt aus der Transformationsformel sofort

vol(Ay) = vol(My) = vol(A - M,) = | det(A)| - vol(M,) = | det(A)| - vol(Ay).

(2) Ist v = (v1,...,vy,) eine Orthonormalbasis von (V, (, )), so gilt
vol(Ay) = vol(My) = vol(go;l(Mg)) =1, (5.1)

da o '(My) = {(x1,...,2,) € R" | 0 < z; < 1} als Wiirfel im R”™ der Seitenlinge 1 das
Volumen 1 hat. Des Weiteren gilt fiir alle 1 <i,5 < n:

’LUZ,’U)] Z QLA Uk,’l)g E akzak;j

k=1 —5u
Also gilt
({wi, wy))iy = A" A

und damit insbesondere auch

[det(A)] = y/det (({wi, w;))i). (5.2)

(Das sollte Sie an Bemerkung 4.11 erinnern.) Schlieflich erhalten wir

5

vol(Au) = [det(4)] - vol(M) = [det(4)] E) y [det (((ws,w;)):5)-

O]

Bemerkung 5.6. Sei (wi,...,w,) C V ein Z-linear unabhéngiges System. Dann folgt
nicht, dass Zwy & ... ® Zw, ein Gitter ist (zum Beispiel ist Z ® Z\/2 kein Gitter in R)!
Allerdings ist A = Zwy @ ... @ Zw,, genau dann ein vollstdndiges Gitter in V', wenn

det (((wi, wj))ij) # 0.

Gilt namlich zjw; + ...+ zpw, = 0 mit z1,...,x, € R, nicht alle gleich 0, so folgt fiir
jedes j=1,...,n

(w1, w5) + 4 T (wg, W) =0,
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d.h. die Zeilen der Matrix ((w;,wj));; sind linear abhingig. Wenn umgekehrt A
vollstandig ist, so gibt es eine Basis (v1,...,v,) von V, sodass

A=7Zuv1&...DZv,.

Da (v1, ..., vy,) sogar eine Basis von V ist, muss (wq, . .. ,w,) auch eine Basis von V sein!.

Man entnimmt dem Beweis von Lemma 5.5 (2) nun die Aussage det (((w;, w;))i ;) # 0.

Proposition 5.7. Ist A C V ein vollstindiges Gitter und A" C A ein Untergitter vom
endlichen Indez, so ist A’ vollstindig und es gilt

vol(A') = |A/A] - vol(A).

Beweis. Da A’ endlichen Index in A hat, folgt mit Proposition 2.19, dass A’ denselben
Rang wie A hat, ndmlich n = dim(V'). Nach dem Elementarteilersatz 2.17 gibt es eine
Z-Basis (v1,...,v,) von A und Zahlen dy,...,d, € Z~, sodass (djv1,...,d,v,) eine
Z-Basis von A’ ist. Insbesondere ist A’ ebenfalls vollstindig. Nach Proposition 2.19 folgt
dann

IA/N|=dy ... dy, = det(A),

wobei A = diag(dy,...,d,) die Basiswechselmatrix von (vi,...,vy,) auf (dyv1,...,dyv,)
ist. Mit Lemma 5.5 (1) folgt nun

vol(A’) = |A/A'| - vol(A).
O
Bevor wir zum Hauptergebnis dieses Abschnitts kommen, erinnern wir an die folgenden
Definitionen.
Definition 5.8. Sei X C V eine Teilmenge.

(1) Man nennt X konvez, wenn fiir alle z,y € X gilt, dass die Verbindungsstrecke
{tx + (1 —t)y | t €[0,1]} in X enthalten ist.

(2) Man nennt X zentralsymmetrisch, wenn fir alle z € X gilt, dass —z € X.

Satz 5.9 (Gitterpunktsatz von Minkowski). Sei A C V' ein vollstindiges Gitter und
X C V konvex und zentralsymmetrisch. Gilt vol(X) > 2™ - vol(A), so enthdlt X einen
von 0 verschiedenen Gitterpunkt von A.

Beweis. Wir zeigen zunéachst, dass es geniigt, die Existenz von Gitterpunkten A; # Ao

mit

()\1 + ;X> n <)\2 + éx> oy (5.3)

zu beweisen. Sind namlich x1, 29 € X mit A\ + %xl =X+ %.%'2 gegeben, so folgt

1
Al — A2 = §(x2 — 7).
cA\{0}

Insbesondere ist eine Z-Basis eines vollstandigen Gitters auch immer eine Vektorraumbasis.
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Nun beobachten wir, dass %(mz — x1) der Mittelpunkt der Strecke zwischen xo und —x;
ist. Aus der Zentralsymmetrie von X folgt —x1 € X und aus der Konvexitat schliellich
Al — Ay = %($2 —l’l) € X.

Wir weisen also (5.3) nach. Fiir einen Widerspruch nehmen wir an, dass die Mengen
A+ %X fiir A € A paarweise disjunkt sind. Sei M die Grundmasche von A. Aus unserer
Annahme folgt

vol(A) = vol(M) > 3 vol (M N ()\ + ;X>) . (5.4)

AEA

Da Volumina translationsinvariant sind, folgt fiir alle A € A durch Translation um —A:

vol <M N <A + ;X)> = vol ((M —A)N ;X> . (5.5)

Da die Mengen M — X ganz V iiberdecken, {iberdecken sie auch %X C V. Wir erhalten
nun den gewiinschten Widerspruch durch

(5.4), (5.5) 1 1 1\"™
vol(A) =vol(M) = ") vol ((M— )N 2x> = vol <2x> = <2) -vol(X).
AEA
O
Bemerkung 5.10. Die Schranke im Gitterpunktsatz ist im Allgemeinen optimal. Ist
X jedoch kompakt, so kann “>” zu “>” abgeschwéacht werden, vgl. Aufgabe 5.1.3.

Wir mochten den Gitterpunktsatz auf die folgende zahlentheoretische Situation anwen-
den: Sei K ein Zahlkoérper vom Grad n. Aus Abschnitt 4.1 wissen wir, dass

n=r+42s,

wobei r die Anzahl der reellen Einbettungen und s die Anzahl der Paare echt komplexer
Einbettungen von K ist. Seien nun

® p1,...,pr die reellen Einbettungen,
® 01,01,...,05,05 die echt komplexen Einbettungen
von K. Wir bekommen dann eine Abbildung
j: K — Kr:=R" x C%
a— (pr(a),...,pr(a),o1(a),. .., 0s(a)).

Um Volumina von Gittern in KR studieren zu kénnen, brauchen wir noch ein Skalarpro-
dukt auf Kgr. Wir schreiben (2/,2”) € Kr = R" x C%, wobei 2/ = (#,...,2]) € R" und

2’ = (2f,...,27) € C° und definieren

<, >:KRXKR—>R,
I8 S

(&2 (") = (z y) i [ ety
i=1 j=1

Beachtet man, dass trc/r: C = R durch z — 2z +Z gegeben ist, haben wir:

(5.6)
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Bemerkung 5.11. Es gilt fiir alle (2/,2"), (v, y") € Kg:

(600 = () 2 | 35 et R+ e )

J=1

Identifiziert man C auf die iibliche Art mit R?, so entspricht das Skalarprodukt (5.6) auf
KR also bis auf den Faktor 2 in den komplexen Variablen dem Standardskalarprodukt
auf R” x C*. Das Volumen einer Menge X C KR bzgl. (5.6) unterscheidet sich somit um
den Faktor 2° vom Volumen von X bzgl. des Standardskalarprodukts auf R” x C?, in
Formeln (mit hoffentlich selbsterkldarender Notation):

VOI(X) = 2% vol Standard (X)

Im Folgenden werden wir mit “vol(X)” stets das Volumen von X C Kgr bzgl. des
Skalarprodukts (5.6) meinen. Um vol(X) jedoch explizit zu berechnen, ist es aber oft
einfacher, das Volumen von X bzgl. des Standardskalarprodukts zu berechnen und das
Ergebnis mit 2° zu multiplizieren.

Der Grund, wieso wir nicht einfach das Standardskalarprodukt auf Kr betrachten, wird
in den folgenden Resultaten deutlich.

Bemerkung 5.12. Es seien aj,as € K und w; = j(a1), wy = j(ag) € Kr. Dann
vereinfacht sich das Skalarprodukt von wi, wy wie folgt:

(wi,w2) = pilar)pias) + tresm | D oj(ar)oj(az)
i=1 j=1

—E PzOélszQ-l-E UgOé1U]Oéz+E 0’301103042
i=1

-3 nta

k=1

wobei 11, ...,7, alle verschiedenen komplexen Einbettungen von K sind.

Auf welches vollstandige Gitter in Kr wollen wir nun den Gitterpunktsatz anwenden?
Erinnern Sie sich aulerdem daran, dass die Diskriminante ein algebraischer Volumenbe-
griff ist (Bemerkung 4.11)7

Proposition 5.13. Sei K ein Zahlkérper und j: K — Kr wie oben. Dann ist j(Of)
ein vollstindiges Gitter in Kr und es gilt vol(Og) := vol(j(Ok)) = /|dk]|.

Beweis. Sei {a,...,a,} eine Ganzheitsbasis von Of. Wir schreiben w; := j(«;) € K.
Dann gilt j(Og) = Zw; + ... + Zw,. Nach Bemerkung 5.12 gilt fir 1 <i,j < n:

wuw] ZTk az (57)

wobei 71,...,7, die verschiedenen komplexen Einbettungen von K sind. Bezeichnet
A € Mat(n x n,C) die Matrix, deren (k,¢)-ter Eintrag 74 (ay) ist, so zeigt Gleichung
(5.7) also

((wi,wy))i; = A'- A,

69



woraus

Vet (((wi,07)); ) = | det(A)] (5.8)

folgt. Andererseits ist A’ - A die Matrix mit dem (4, j)-ten Eintrag

n

Lemma 4.7
E me(ai) (o) "= g auay).
k=1

Man erhélt also
det(A)2 = det ((trK/Q(aiaj))ivj) =dg. (59)

Zusammen liefern nun (5.8) und (5.9):

Kor. 4.19

Vet ((wiwg))ig) = Vld[ — # 0.

Aus Bemerkung 5.6 folgt nun, dass j(Of) ein vollstandiges Gitter ist, und schlieflich
erhalten wir mit Lemma 5.5 (2) die gewlinschte Aussage vol(Ok) = /|dk|. O

Weitere Beispiele von vollstandigen Gittern in Kr sind durch gebrochene Ideale gegeben.

Korollar 5.14. Jedes gebrochene Ideal a # (0) von K ist vermdge j: K — Kgr ein
vollstandiges Gitter mit Volumen

vol(a) := vol(j(a)) = v/|dk| - N(a).
Beweis. Sie finden das mit entsprechendem Hinweis in Aufgabe 5.1.4. O

5.1.1 ["Jbungen

Aufgabe 5.1.1. Sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum. Ergénzen Sie die folgenden
Details im Beweis von Satz 5.3 (1):

(1) Ist A C V eine diskrete Untergruppe, so ist A abgeschlossen in V.

Anleitung: Sei || - || irgendeine Norm auf V. Da A diskret ist, gibt es ein £ > 0
mit B.(0) N A = {0}, wobei B:(0) der e-Ball um 0 bzgl. || - || ist. Folgern Sie fiir
B := B,5(0):

B—-B:={x—y|z,ye€ B} C B0).

Seinunv € V\Aund v+ B:={v+y |z € B}. Wenn nun (v+ B) N A = (), sind
Sie fertig — warum?

Andernfalls gibt es ein A € (v + B) N A. Zeigen Sie dann (v 4+ B) N A = {A} und
folgern Sie daraus die Behauptung.

Aufgabe 5.1.2. Geben Sie ein Beispiel einer kompakten Menge K C R und einer
diskreten Menge Y C R an, sodass K NY nicht endlich ist. (Begriindung!)

Aufgabe 5.1.3. Sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum, A C V ein vollstandiges
Gitter und X C V. Zeigen Sie:
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(1)

(2)

Ist X kompakt, zentralsymmetrisch und konvex mit vol(X) = 2"-vol(A), so enthélt
X einen Gitterpunkt # 0 von A.
Hinweis: Betrachten Sie X, := aX fiir a > 1.

Die Schranke im Gitterpunktsatz kann nicht verbessert werden: Geben Sie fiir
jedes n ein vollstandiges Gitter A C R™ und eine konvexe, zentralsymmetrische
Menge X mit vol(X) = 2" - vol(A) an, sodass X keinen von Null verschiedenen
Gitterpunkt enthalt.

Aufgabe 5.1.4. Beweisen Sie Korollar 5.14.
Hinweis: Bemerkung 4.32 und Proposition 5.7 konnten helfen.

Aufgabe 5.1.5 (Vier-Quadrate-Satz von Lagrange). Sei p eine Primzahl.

(1)

5.2

Zeigen Sie, dass ganze Zahlen u,v mit u? +v? 4+ 1 =0 (mod p) existieren.
Hinweis: Fir p = 2 ist die Aussage klar. Fiir p ungerade zéhlen Sie jeweils die
Elemente der Mengen

S ={u? (modp)|ucZ} und S ={-1-2v* (modp)|veZ}.

Fiir u,v € Z mit u? + v> + 1 =0 (mod p) definieren wir
Ay = {(a,b,c,d) €Z* | c=ua+vb (modp) und d=ub—va (modp)}.
Zeigen Sie, dass A, ein vollstdndiges Gitter in R* mit Volumen < p? ist.

Zeigen Sie, dass p als Summe von vier Quadratzahlen geschrieben werden kann.

Hinweis: Ein (offener) Ball mit Radius R im R* hat das Volumen %2 - RY. Fiir
R = /2p lasst sich also der Gitterpunktsatz 5.9 anwenden.

Zeigen Sie, dass jedes n € Z-g als Summe von vier Quadratzahlen geschrieben
werden kann.
Hinweis: Nutzen Sie, dass die euklidische Norm auf R* der (multiplikativen!) Norm
der Quaternionen entspricht, das heift fiir (a, b, c,d) € R* gilt

I(a, b, ¢, d)[|* = |+ bi + ¢j + dk|*.

Erlduterung: Die Quaternionen H bilden einen 4-dimensionalen R-Vektorraum mit
Basis {1, 1, j, k}, der vermége der durch die folgenden Rechenregeln definierte Mul-
tiplikation

i?=42=k’=—-1, ij=—ji, ij=k, i, j, kkommutieren mit reellen Zahlen

zu einer R-Algebra wird. Man kann zeigen, dass H ein Schiefkorper ist (der wegen
der nicht gegebenen Kommutativitat der Multiplikation kein Korper ist).

Endlichkeit der Klassenzahl

Wir verwenden weiterhin die Notation aus dem vorherigen Abschnitt: K ist ein Zahlkoérper
vom Grad n = r + 2s, wobei r die Anzahl an reellen Einbettungen und s die Anzahl der
Paare komplexer Einbettungen von K ist.

Wir haben in Abschnitt 3.3 gesehen, dass die Menge der gebrochenen Ideale # (0) mo-
dulo der Untergruppe der gebrochenen Hauptideale von O bezliglich der Multiplikation
eine abelsche Gruppe Clg bildet. Wir werden in diesem Abschnitt sehen, dass die Ord-
nung hy := | Clg | dieser Gruppe, die Klassenzahl, sogar endlich ist. Der Beweis dieses
tiefen Resultats besteht aus zwei Schritten:
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(1) Beweise, dass jede Idealklasse von Clg durch ein (ganzes) Ideal von Og mit Norm
< M reprasentiert ist. Hierbei ist Mg die Minkowski-Schranke, die nur von K
abhangt.

(2) Beweise, dass es nur endlich viele ganze Ideale mit beschrinkter Norm gibt.

Wir beginnen mit dem ersten (und dem kompliziertesten) Schritt. Dieser wird eine
Konsequenz der folgenden Proposition sein.

Proposition 5.15. Sei (0) # a C Ok ein Ideal. Dann gibt es o € a'\ {0} mit
[Nk /q(a)| < Mk - N(a).
Hierbei ist My = 2% - (2)* . \/|d| die Minkowski-Schranke von K.

Beweis. Wir erinnern an die Abbildung j: K <« Kr = R" x C*, die durch die r reellen
Einbettungen und die Wahl von s paarweise nicht komplex konjugierten Einbettungen
gegeben ist. Nach Korollar 5.14 ist j(a) ein vollstdndiges Gitter in Kgr mit Volumen
vol(a) = +/|dk| - N(a).

Fiir ¢ > 0 betrachten wir die kompakte und zentralsymmetrische Menge
T S
Xe= X0 = (2, a") e Kp=R" x C* | Y |af|+ > 2la}| <¢
i=1 j=1

Wir weisen noch nach, dass X, konvex ist. Sei dazu
T S
Hle :Z|x;|+z2|x;/|a .%':(J},,.’L'//) € Kr
i=1 j=1

die 1-Norm auf Kg. Dann gilt fir ¢ € [0,1] und z,y € X.:
1A=tz +tylli < X =Dllz|li + [t < A —t)e+tc=c,

d.h. (1 —t)x +ty € X., was die gewiinschte Konvexitit von X, beweist.

Ist « € K'\ {0}, sodass j(«) € X,, so erhélt man die folgende Abschétzung mit Hilfe der
AM-GM-Ungleichung:

n

1/n
INijola) =| ] 7@ = < 11 IT(a)|>
7: K—~C 7: K—~C (510)
1 " c\"
< | - < (=
< (n )3 rT<a>|) <(2)"
Das Ziel ist es nun, die Formel
(x) =2 -at- & 5.11
vol(X.)=2"-7 g (5.11)

zu beweisen. Wir nehmen zunéchst an, dass die Giiltigkeit von (5.11) bewiesen ist und
folgern daraus die Aussage der Proposition. Wahle dafiir ¢ € Ry so, dass

vol(X.) = 2" - vol(a) = 2" - \/|dk| - N(a).
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Dann folgt mit der Kompaktheit von X, und Bemerkung 5.10, dass X, einen Gitterpunkt
j(a) € j(a) \ {0} enthalt. Nach (5.10) gilt fiir die Norm von « die Abschétzung

c n! 4

Mol < (£)" = 2 () Vi - N

n n" T
wie behauptet. (Unsere Wahl von ¢ impliziert, dass ¢ = n! - (%)S Vldk]- N(a).)
Wir miissen also nur noch (5.11) verifizieren. Dafiir setzen wir
V"¥(¢) := vol standara(X5*) und VO’O(C) = 1.
Dann gilt also im Hinblick auf Bemerkung 5.11:
vol(X[%) =2%-V"¥(c).
Demnach koénnen wir dquivalenterweise

T n

V() = 27 - (5)

C
] (5.12)

nachweisen. Mit der Transformationsformel des Lebesgue-Integrals folgt
Vr,s(c) — C’I‘+28 . VT’S(l).
Da ja n = r + 2s gilt, geniigt es also, (5.12) fiir ¢ = 1 zu beweisen. Fiir > 0 schreiben

wir X]* zunéchst wie folgt um:

T s
X[*={(a'a") € Kg=R"x C* | 3 |afl + ) 2l <1
=1 Jj=1

r—1 s
={(@,2") € Kn =R xC° | Y [af|+ ) 2af| <1~ |}
i=1 j=1

Fiir (2/,2") € X gilt also 2} € [—1,1]. Ist umgekehrt y € [—1,1], so gibt es sicherlich

zh,...,x._; € Rund 2 € C%, sodass ((#],...,2._1,y),2”) € X{"°. Damit erhalten wir

1 1
V(1) =2- / Vibs(1—t)dt =2- V(1) - / (1—t) 12 dt = SVl ().
0 0

r+ 2s
Induktiv erhalten wir somit fiir » > 0 die Gleichheit

2T
(r+2s)-(r—=142s)-...-(2s+1)

V(1) = SVOs(1). (5.13)

Wir berechnen also noch V%%(1) fiir s > 0. Ahnlich wie oben bemerken wir

s s—1
XP*=Qa"eC| Y 2| <1p=qa"eC | 2) |af|<1-22l,
=1 =1
Also gilt
zy € B1j5(0) <= esgibt 27,...,2; ; € Cmit (z7,...,2)) € X,
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wobei Bj/5(0) C C den abgeschlossenen Kreis mit Mittelpunkt 0 und Radius 1/2 beze-
ichnet.

Mit diesen Uberlegungen folgt unter Verwendung von Polarkoordinaten x = Rcos g,
y = Rsin ¢:

v = [ vt (1o 2y ) dedy

B1/2(0)
% 2
_ VO,sfl(l) . / / (1 . 2R)2(571) . Rd(,O dR
0 0
1
w=1-2R o - VO,sfl(l) . / }u2(sfl) . 1(1 _ u) du
0 2 2

m 0,s—1 1 1 T 0,s—1 1
— — . ) 1) - - = —. ) 1) —mM
2 v (1) <2S -1 23) 2 v (1) (2s —1)2s

Somit erhalten wir induktiv

VOs(1) = V00(1) - (g)s . (215)‘ = (g)s : (215)' (5.14)

Aus den Gleichungen (5.13) und (5.14) erhalten wir schliefflich

2" T\ $ 1 m
V(1) = .V0751:2T.(f> .7:27“.(*
(1) (r+2s)-(r—1+2s)-...-(2s+1) (1) 2 (r +2s)! 2
Das beweist (5.12) und damit auch die Proposition. O
1
z=0| 08

-1.0b
=0.00
Y -1.00
x=0.00

1.00 1.00

Abbildung 5.3: Ein Bild der Menge Xll’1 CRxC=R3

Als Folgerung erhalten wir die Aussage des ersten Schrittes unserer Vorgehensweise:

Korollar 5.16. In jeder Idealklasse [b] € Clg gibt es ein ganzes Ideal a C Ok mit

Beweis. Sei 0 # d € Ok so, dass ¢ := db~' C Og. Nach Proposition 5.15 gibt es ein
a € c\ {0} mit

[Nk jo(a)| < Mg - N(c). (5.15)
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Wir setzen a := ac”!. Wegen a € ¢ gilt insbesondere ¢ | (o). Es folgt dann aus der

Primidealfaktorisierung, dass a ein ganzes Ideal ist. Auflerdem gilt
a=ac!=(ad )b,
also [a] = [b] in Clg und

N(a) = N((a))-N(c") = [Nk jola)l - N(c™h) (5%5) Mg - N(ch - N(¢) = Mk.

Schliefllich erledigen wir den zweiten Beweisschritt.
Lemma 5.17. Sei (0) # p C Ok ein Primideal und p eine Primzahl. Dann gilt:

N(p) =p’ firen f>1 < p| pOk.
Insbesondere gilt es nur endlich viele Primideale von Ok, deren Norm eine Potenz von
p 1st.
Beweis. Falls p ein Teiler von pOf ist, so folgt (mit der Multiplikativitat der Idealnorm),
dass N(p) die Zahl

Prop. 4.33 .
N(pOk) =" |Ngq(p)| = p" mit  n = [K : Q]
teilt.
Ist umgekehrt N(p) eine Potenz von p, so erhalten wir mit Korollar 4.35, dass

pZ=pNnNZ.
Es folgt
POk = (pNZ)0k Cp,

also p | pOk.
O

Bemerkung. Die Aussage von Lemma 5.17 kann leicht auf die relative Situation ver-
allgemeinert werden (in der man statt einem Zahlkorper K eine Erweiterung L/K von
Zahlkorpern betrachtet).

Proposition 5.18. Fir jedes C > 0 gibt es nur endlich viele ganze Ideale # (0) von
Ok mit Norm < C.

Beweis. Da sich jedes ganze Ideal # (0) von Ok sich eindeutig als Produkt von Prim-
idealen schreiben lédsst, die Idealnorm multiplikativ ist und die Norm eines Primideals
# (0) eine ganze Zahl > 2, geniigt es zu zeigen, dass es nur endlich viele Primideale mit
beschrénkter Norm gibt.

Da N(p) eine Potenz der durch p N Z = pZ definierten Primzahl ist, gibt es nur endlich
viele verschiedene Moglichkeiten fiir p. Fiir jedes dieser endlich vielen p’s gibt es nach
Lemma 5.17 nur endlich viele Primideale, deren Norm eine Potenz von p ist. O

Die Endlichkeit der Klassenzahl ist eine unmittelbare Konsequenz.
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Satz 5.19 (Endlichkeit der Klassenzahl). Die Klassengruppe Clg ist endlich.

Beweis. Nach Korollar 5.16 kann jede Idealklasse von einem ganzen Ideal mit beschrankt-
er Norm représentiert werden. Nach Proposition 5.18 gibt es nur endlich viele ganze
Ideale mit beschrénkter Norm. O

Korollar 5.20. Es existiert ein k € Z~q, sodass fir jedes ganze Ideal a C O gilt, dass
a* ein Hauptideal ist.

Beweis. Sei k := hxg < oo. Dann ist (0)¥ = (0) ein Hauptideal. Fiir a # (0) ist die
Ordnung von [a] € Clg ein Teiler der Gruppenordnung hy.
(Dieses k ist natiirlich nicht optimal — es funktioniert beispielsweise auch die Zahl

k = kgV({ord([b]) | [6] € Clx}),

die im Allgemeinen echt kleiner als hy ist.) O

Beispiel 5.21. In der Tat liefert der Beweis auch Informationen tiber die Klassenzahl:
(1) Sei K ein Zahlkérper mit Mg < 2, dann ist Ok ein Hauptidealring.

Begriindung: Wir haben gezeigt, dass jede Klasse [b] € Clg durch ein ganzes Ideal
a C Og mit N(a) < Mg < 2 reprasentiert wird. Das einzige ganze Ideal mit der
Norm 1 ist aber O selbst und damit ist Clg die triviale Gruppe.

Sei beispielsweise K = Q(1/13), dann ist

2l (4\° — VI3 16
K92 (w> 5 <732
Also ist Ok ein Hauptidealring.

(2) Sei K = Q(v/—5). Aus Aufgabe 3.3.1 wissen wir bereits, dass Clg ein Element der
Ordnung 2 hat, ndmlich die Klasse von (2,1/—5+ 1). Die Gruppe Clg kann somit
nicht trivial sein, aber welche Gruppe ist Clg genau? Nun, die Ungleichung

1 4 4
5‘3'\/27—5\/5<3<7T

impliziert durch Umstellen

1 4
Mg =—--—-v20<3.
2 7
Somit wird jede Idealklasse in Clg durch ein ganzes Ideal représentiert, das die
Norm 1 oder 2 hat. Eine nicht-triviale Idealklasse in Clx wird also durch ein

ganzes Ideal a représentiert, das die Norm 2 hat. In diesem Fall gilt a | 20g. In
Beispiel 3.17 haben wir bereits die Primfaktorzerlegung

205 = (2,V/=5+1)2

berechnet. Es folgt a = (2,v/—5 + 1) und damit Clg = Z/2Z mit Erzeuger [a].

Bemerkung 5.22. Sei K = Q(V/d) ein quadratischer Zahlkérper (d € Z\ {0, 1} quadrat-
frei).
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(1) Ist d < 0, also K total imaginér, so heiflt d eine Heegner-Zahl, wenn hx = 1. Es
stellt sich heraus, dass es lediglich die folgenden neun Heegner-Zahlen gibt:

-1, -2, -3, -7, —11, —19, —43, —67, —163.

(2) Im Kontrast zur obigen Liste ist noch nicht bekannt, ob es unendlich viele d > 0
(d.h. total reelle quadratische Zahlkdérper K') mit Klassenzahl 1 gibt. Die folgenden
d < 100 liefern quadratische Zahlkorper mit Klassenzahl 1:

2, 3, 5 6, 7, 11, 13, 14, 17, 19, 21, 22, 23, 29, 31, 33,
37, 38, 41, 43, 46, 47, 53, 57, 59, 61, 62, 67, 69, 71, 73,
77, 83, 86, 89, 93, 94, OT.

Wie die Folge weitergeht, kann hier eingesehen werden.

Bemerkung. Eine natiirliche Fragestellung ist: Gegeben eine endliche, abelsche Gruppe
A, gibt es einen Zahlkorper K mit Clg = A? Antwort: Keine Ahnung. Das Problem ist
noch weit offen. Teilantworten kann man im Falle von total imagindren quadratischen
Zahlkorpern geben:

(1) Das “class number 100” Problem, welches von Mark Watkins gelost wurde, bes-
timmt die Klassengruppen aller imagindr quadratischer Zahlkorper mit Klassen-
zahl < 100. Die Klassifikation zeigt insbesondere, dass es genau fiinf abelsche
Gruppen der Ordnung < 100 bis auf Isomorphie gibt, die nicht als Klassengruppe

von total imaginiren quadratischen Zahlkoérpern auftreten kénnen, beispielsweise
(2/32)3.

(2) Ist K ein total imagindrer quadratischer Zahlkorper, so ist die 2-Torsionsunter-
gruppe? von Clg isomorph zu (Z/2Z)°~!, wobei § die Anzahl der verschiedenen
Primteiler der Diskriminante dg ist.

Bemerkung. Man beobachtet, dass wir im obigen Beweis der Endlichkeit der Klassen-
zahl wirklich entscheidend die Struktur von K als Zahlkorper genutzt haben. De-
mentsprechend liegt es nahe, zu fragen, ob die Klassengruppe von (Quotientenkorpern
von) allgemeinen Dedekindringen ebenfalls endlich ist. Die Antwort ist “nein”. Wir
werden das hier nicht beweisen, aber beispielsweise ist die Klassengruppe des Koordi-
natenrings der affinen Kurve y? = 23 +4az+b iiber C mit 4a®+4-27b # 0 (diese Bedingung
garantiert, dass die Kurve glatt ist) nicht endlich.

Bemerkung. Im Beweis von Proposition 5.18 haben wir verwendet, dass es nur endlich
viele Primideale in O gibt, die iiber einer fixierten Primzahl liegen. Das Ganze gilt
viel allgemeiner: Ist f: A — B ein endlicher Ringhomomorphismus (d.h., beziiglich der
skalaren Multiplikation a x¢ b := f(a)b mit a« € A und b € B ist B ein endlich erzeugter
A-Modul) und p C A ein Primideal, so gibt es nur endlich viele Primideale ¢ C B mit
f~1(q) = p. Wie zu erwarten ist, ist der Beweis komplizierter als in unserem Spezialfall.
Wir geben den Beweis hier nicht, mochten aber auf die geometrische Bedeutung der
Aussage hinweisen: Die Aussage heifit, dass die induzierte Abbildung

f*: Spec(B) — Spec(4),  q fH(a)

zwischen den zugehorigen affinen Schemata endliche Fasern hat.

2Die m-Torsionsuntergruppe in einer (multiplikativ geschriebenen) abelschen Gruppe G ist die Un-
tergruppe bestehend aus allen g € G mit g™ = 1.
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5.2.1 I"Jbungen
Aufgabe 5.2.1. Bestimmen Sie die Klassenzahl von K = Q(v/—23).

Aufgabe 5.2.2. Zeigen Sie, dass die quadratischen Zahlkorper mit den Diskriminanten
5 8 12, 13, -3, -4, -7, -8, -—11

jeweils die Klassenzahl 1 haben.

Aufgabe 5.2.3. Verifzieren Sie, dass K = Q(v/—19) die Klassenzahl 1 hat, ohne Be-
merkung 5.22 zu verwenden.

Aufgabe 5.2.4. Zeigen Sie, dass die Gleichung 2% +5 = y3 keine ganzzahligen Losungen
hat, indem Sie die Gleichung von Idealen (2% + 5) = (y)? in Ok fiir K = Q(v/-5)

untersuchen.

Aufgabe 5.2.5. Sei K ein Zahlkorper. Zeigen Sie, dass es eine endliche Korpererweiterung
L/K gibt, sodass jedes gebrochene Ideal von Ok in L zu einem Hauptideal wird (d.h.
fiir jedes gebrochene Ideal a von O ist aQp, ein gebrochenes Hauptideal von Op,).
Hinweis: Korollar 5.20. Finden Sie zunéchst eine Erweiterung von K, in der ein
gegebenes gebrochenes Ideal ein Hauptideal wird.

5.3 Die Satze von Minkowski und Hermite

Der Beweis der Endlichkeit der Klassenzahl liefert noch weitere interessante Resultate,
die wir in diesem Abschnitt beweisen mochten. Wir nutzen weiterhin die Notation aus
den vorherigen Abschnitten, das heifit:

e K ist ein Zahlkorper vom Grad n,

® p1,...,pr sind die reellen Einbettungen von K und o01,71,...,0,0s sind die echt
komplexen Einbettungen von K,

e Die Abbildung j: K — Kr = R" x C? ist durch

a— (pr(a),...,pr(a),01(a),...,0s(a)).
gegeben.

Satz 5.23 (Minkowski). Sei K # Q ein Zahlkérper, dann gilt |dx| > 2. Insbesondere
verzweigen in K mindestens eine und héchstens endlich viele Primzahlen.

Beweis. Wir wenden Proposition 5.15 auf a = Ok an und erhalten ein o € O \ {0} mit

Vid 2 5 (5) gt 2 2 ()

Hierbei haben wir N(Ok) =1, s <n/2 und [Ng/q(a)| > 1 benutzt. Fiir

a __2;.(z>"”
0= 0

erhalten wir

nt1 [T (1 . 1) , (5.16)



Da (1 + %)n eine monoton wachsende Folge ist3, deren Folgenglieder > 2 sind, ist die
rechte Seite von (5.16) groBer gleich 2,/% = /m > 1. Somit ist (ay) ebenfalls monoton
wachsend. Es gilt also

\/|dK\2a2:g>1.

Somit ist |dx| > 2. Da dg also mindestens einen Primteiler hat, folgt die Aussage aus
Satz 4.51. ]

Da fiir die im Beweis des Satzes von Minkowski 5.23 definierte Folge (ay,) gilt, dass

a .
ntl s x fiir alle n > 2,
an,

divergiert (a,) bestimmt gegen unendlich. Da auerdem +/|dx| > a;, fiir n = [K : Q]
gilt, erhalten wir aus dieser Uberlegung:

Korollar 5.24. Es gilt |dg| — oo fir [K : Q] — oo.
Satz 5.25 (Hermite). Sei M > 0. Dann gibt es nur endlich viele Zahlkérper K mit
|dK‘ < M.

Beweis. Sei n € Zsg gegeben. Nach Korollar 5.24 reicht es zu zeigen, dass es nur
endlich viele Zahlkoérper K vom Grad n und gegebener Diskriminante D gibt. Dalfiir
unterscheiden wir zwei Falle:

Fall 1: Der Korper K habe eine reelle Einbettung p;. In diesem Fall betrachten wir fiir
¢ > 0 die folgende Teilmenge von Kg:

X := {(x’,:v”) € Kr=R" xC° | |z} <cund |2}|,...,|z}| <1, |2]|,...,|2"] < 1}.

Wenn wir ¢ grof3 genug wahlen, knnen wir sicherlich
vol(X,) > 2" vol(Og) = 2"V D

erreichen. Da X, auflerdem konvex und zentralsymmetrisch ist, impliziert der Gitter-
punktsatz von Minkowski 5.9, dass es ein o € O \ {0} mit j(a) € X, gibt. Fiir dieses
a gilt

1 < [Ngpo(a)] = lpi(a)l - |p2(a)] ... - |pr(a)] - lor ()] [F1(a)] ... - los(a)| - [7s()].
<1 <1 <1 <1 <1 <1

Wir erhalten |p;(a)| > 1.

Der néchste Schritt besteht darin, zu beweisen, dass « ein primitives Element von K/Q
ist. Das sieht man so: Nach dem Fortsetzungssatz gibt es genau [K : Q(«)] Fortsetzungen
von p1g(e) auf K. Eine solche Fortsetzung ist natiirlich p; selbst. Gébe es eine andere

3Das folgt etwa aus der AM-GM-Ungleichung: Mit z1 =1lund z2 = ... = xpy1 = 1+ % erhalt man
n/(n+1)
1 1+ ...+ Tt 1
nRYTT T = 14— <—=1 }
o Tnt (Jrn) n+1 Jrn—|—1
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Fortsetzung, so miisste dies eine der restlichen Einbettungen po,..., pr,01,71,...,0s,05
sein. Jedoch gilt ja

[pr(@)] >1 und  [pa(@)l,- . |pr(@)] < 1, Jor(@)] = [Fi(@)l;. . |os(a)| = [os()] < 1.

Also muss [K : Q(a)] = 1 sein, d.h. K = Q(w).

SchlieBlich untersuchen wir das Minimalpolynom m, von a. Wir wissen, dass die Null-
stellen von « in C gerade pi(@),...,pr(a), o1(a),...,0s(a) sind. Da a € X, sind die
Koeffizienten von m,, also lediglich in Abhéngigkeit von ¢ beschriankt. Da « ganz ist,
ist mq € Z[X] und damit gibt es nur endlich viele Méglichkeiten fiir m,, also auch nur
endlich viele Moglichkeiten fiir K.

Fall 2: Der Korper K ist total imaginar, d.h. r = 0. Dieser Fall wird analog bewiesen,
indem wir die Menge

X, = {a:" € Kr=C*® ‘ | Im(2])] < ¢, |Re(z])] <1 und |z5],...,|z"] < 1}

betrachten. Wie im ersten Fall erhalten wir 0 # o € O mit j(«) € X, fiir ¢ grof genug.
Genau so zeigen wir [o1(a)| > 1. Um “K = Q(«)” zu zeigen, bedarf es einer kleinen
Anderung des Arguments: Wegen

|o2(a)| = [o2()l, . . ., [os(a)| = [7s(a)| <1

kann eine Fortsetzung von o1lg(,) auf K nur o1 oder & sein — wir miissen letzteres
ausschlieBen. Das folgt jedoch sofort, da j(o) € X, und |oj(e)| > 1 implizieren, dass
Imoy(a) # 0, d.h. o1(a) # T1(a). Der Rest des Beweises funktioniert genau wie im
ersten Fall. O

5.4 Die Einheitengruppe von Ganzheitsringen
In diesem Abschnitt beschéftigt uns die folgende Frage: Gegeben einen Zahlkorper K,
wie lasst sich die Einheitengruppe O}, genauer beschreiben?
Beispiel 5.26.
o Z¥ ={1,-1},

e Es gilt 1+ﬂ€0&\/§),da (1+V2)(-1++v2) = 1.

e In jedem Zahlkorper K sind Finheitswurzeln leichte Beispiele von Einheiten in O
Eine m-te Einheitswurzel von K ist definitionsgeméaf eine Nullstelle des Polynoms
Xm—1eZ[X].

Zur Beantwortung der allgemeinen Frage nach der Struktur von OF haben wir a priori
zwei Ideen:

(1) Wir wissen nach Aufgabe 4.2.2; dass die Einheiten in Ok genau den ganzen Ele-
menten mit Norm +1 entsprechen.

(2) Wir konnen erneut die Abbildung j aus den vorherigen beiden Abschnitten zu
Rate ziehen:

j:K;)KR:RTXCS,
a— (pi(a),...,pr(a),o1(a),...,0s(a)).
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Hier sind wie iiblich pyq, ..., p, die reellen Einbettungen und o1, ..., 0, paarweise
nicht komplex konjugierte echt komplexe Einbettungen von K sind, sodass n =
[K : Q] =r+2s.

Wir beobachten, dass j(K*) C (R*)" x (C*)®, also bekommen wir

jlox : O — (R*)" x (C)*.

Wie iiblich ist die Abbildung j gut geeignet, um den Gitterpunktsatz 5.9 zu nutzen.
Jedoch handelt es sich bei Gittern um eine additive Untergruppe eines Vektor-
raums. Deshalb wandeln wir die multiplikative Gruppe (R*)” x (C*)® geméaf

0: (R*)" x (C*)® — R
(@, wl) = (In(Jo]) ... In ([2)]) , In (Jaf 2) o In (|2 ?)).

»Mry rrs

in eine additive Gruppe um. Wir erhalten also einen injektiven Gruppenhomomor-
phismus

A= on|o}}: O3 — RS,
> (ln (lp1(a)]) ... In(|pr(a)]),In (]01(04)\2) ,...,In (las(a)|2)) ,

den wir im Folgenden genauer studieren werden. Dazu nutzen wir die kurze exakte
Sequenz

1 — ker(\) = O} 2 im()\) — 0.

Um O} zu studieren, studieren wir also Kern und Bild von A.
Wir bestimmen zunéchst den Kern von A.

Definition 5.27. Fiir einen Koérper sei
u(F)={C € F*|es gibt m € Z-y mit (" =1}

die Gruppe der Einheitswurzeln von F.

Beispiel 5.28. Der Zahlkorper K habe eine reelle Einbettung p: K < R. Dann gilt
w(K) ={1,—1}, denn ist ¢ € u(K), so gibt es ein m € Z~y mit ("™ = 1. Es folgt

1=p(1) =p(¢™) = p(O)™,

d.h. p(¢) ist eine Einheitswurzel in R. Wir erhalten p(¢) € {1, —1}, also ¢ € {1, —1}.

Es stellt sich heraus, dass die Gruppe p(K) der Einheitswurzeln von K gerade der Kern
von A: Of — R™ ist:

Proposition 5.29. Es gilt ker(\) = u(K).
Beweis. Sei u € O%. Aus der Definition von A folgt sofort:
AMu) =0 <= |7(u)| =1 fiir alle Einbettungen 7: K < C.

Die Aussage folgt dann sofort aus dem néchsten Lemma und der Erinnerung, dass die
7(u) gerade die Nullstellen des Minimalpolynoms von u sind. O
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Lemma 5.30 (Kronecker). Sei o € C* eine ganze algebraische Zahl, sodass alle Null-
stellen des Minimalpolynoms von o den Absolutbetrag < 1 haben. Dann ist « ist eine
Finheitswurzel.

Beweis. Seien g, ..., a, die komplexen Nullstellen des Minimalpolynoms m, von «.
Man betrachte die Folge von normierten Polynomen

m
PV::H(X_O%V)’ v>1
i=1

vom Grad m. Durch Ausmultiplizieren sicht man, dass der Koeffizient a,; von P, vor
X% (0 < k < m) wie folgt gegeben ist:

1<i1 <<y <M

Wir beobachten, dass die a, invariant unter der Operation von Gal(m,) sind — mit

Galoistheorie folgt a, € Q. Da aber ay,...,a; ganz algebraisch sind, sind auch alle
a, 1, ganz algebraisch. Mit a,,; € Q erhalten wir insgesamt a, j € Z.
Wir nutzen nun die Voraussetzung |a1l, ..., || < 1, um den Betrag der ganzen Zahlen

ay, abzuschatzen:

Dreiecksug]l.

v v m
okl < Yoo el < Y 1=<m_k)~

1<61 < .. < <m0 1<61 < .. <y <.

(5.17)

Da die Abschétzung (5.17) nur von m, nicht aber von v abhéngt, sind die Polynome P,
allesamt in der endlichen (!), von v unabhéngigen Menge

{Xm+bm1Xm_1—|—...—|—le—|—bg€Z[X] fir alle k =0,...,m — 1 gilt |bk]§< m
m_

enthalten. Die Menge {P, | v > 1} ist also endlich. Die Menge der Nullstellen

N = U{a?,...,afn}

v>1

der Polynome P, ist also auch endlich. Da {a” | v > 1} als Teilmenge von N auch
endlich ist, gibt es v; > 15 > 1 mit o2 = o, also "1 7"2 = 1. O

Bemerkung. Kroneckers Lemma 5.30 ist falsch, wenn « nicht als ganz vorausgesetzt
ist. So gilt beispielsweise

6 3441
ma:(X—oz)(X—a):X2—gX+l fir a= —EZGC,
d.h. « ist nicht ganz. Des Weiteren gilt |a| = |a@| = 1, aber « ist keine Einheitswurzel

(denn Einheitswurzeln sind ganz).

Eine interessante Konsequenz des Beweises von Kroneckers Lemma 5.30 ist, dass p(K)
fiir jeden Zahlkorper K endlich ist. Fixiert man ndmlich eine Einbettung K C C, so
hat jede Einheitswurzel {( € K den Absolutbetrag 1, und der Beweis zeigt, dass die
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Koeffizienten von m¢ in Abhéngigkeit von n = [K : Q] beschrinkt sind. Es gibt also nur
endlich viele Moglichkeiten fiir m¢ und damit auch nur endlich viele Einheitswurzeln in
K.

Der Kern von A: O3 — R""5 ist nun also bestimmt. Um das Bild von A zu finden,
betrachten wir die Hyperebene

H = {(1‘1, e ,.Z'T+5) €R"tS
i=1

r+s
Z.’L‘i = 0}

in R"™% und starten mit der folgenden einfachen Beobachtung:

Lemma 5.31. Fs ist im(\) C H.

Beweis. Sei u € O%. Dann gilt:

T S

> (lpiw)) + > I (loj@)?) =t | [Tles(w)]- [T loj(w)?
i=1 j=1 i=1

i=1

T

=l [ [Tloi(l- [ loj(w)a;(w)]
i=1 j=1

=In (‘ H T(Q)D Lerp. 47 In [N g(u)| =0,

7: K—C

wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass N q(u) € {£1}, weil u € OF.. O

Wir méchten nun zeigen, dass im(A) ein vollstéandiges Gitter in H ist. Dazu beweisen
wir zunachst:

Lemma 5.32. Fir jedes C' > 0 g¢ibt es bis auf Assoziiertheit hochstens endlich viele

Beweis. Sei a € Ok \ {0} wie in der Aussage des Lemmas. Unter Verwendung von
Proposition 4.33 folgt dann

N((a)) = [Ngq(a)| < C.

Die Aussage folgt also aus der bereits bewiesenen Aussage “es gibt nur endlich viele
ganze Ideale mit beschrankter Norm”, vgl. Proposition 5.18. O

Proposition 5.33. Das Bild von X ist ein vollstandiges Gitter in H.

Beweis. Wir beweisen zunéchst, dass im(A) ein Gitter ist. Es gentigt zu zeigen, dass fiir
alle € > 0 gilt:

[im(A) N Q| < o0, (5.18)

wobei Q: = {(x1,...,%Trys) E R | |z;| < e fiiri=1,...,r + s}. Wahlt man namlich
e klein genug, so folgt daraus im(\) N Q. = {0}. Durch Translation folgt dann die
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Diskretheit von im(A) und mit Satz 5.3 (1) erhalten wir dann, dass im(A) ein Gitter ist.
Wir weisen also nun (5.18) nach. Das Urbild von Q. unter £: (R*)" x (C*)¥ — R"*5 ist

A = {(2',2") € (R*)" x (C*)* | e~¢ < |2}], |x3-’|2 <effiri=1,...,r, j=1,...,s}.
Da A, kompakt ist und j(Ok) ein Gitter in Kg = R" x C*¥ ist (vgl. Proposition 5.13),

enthélt A. nur endlich viele Elemente von j(Oj;). Somit folgt auch, dass der Schnitt
im(A) N Q- endlich sein muss. Damit ist (5.18) also bewiesen.

Es bleibt zu zeigen, dass im(\) C H vollsténdig ist. Gemaf Satz 5.3 (2) gentigt es, eine
beschrinkte Menge M C H mit

H= J (u+M) (5.19)
peIm(N)

zu finden. Wir schreiben fiir z = (2/,2"”) € Kg = R” x C* verkiirzt*

T S
Iyl =TT =il - T 152
i=1 j=1
und beachten, dass die Einschrankung von ¢ auf

S = {x = (2/,2") € (R*)" x (C*)*

2l =1}

eine Surjektion auf H definiert. Ist N C S nun eine beschriankte Teilmenge, so ist £(V)
ebenfalls beschrankt, denn ist z = (2/,2”) € N, so impliziert die Beschranktheit von N,
dass die Betrége |z;| und |z7| nicht beliebig groff werden kénnen und wegen |[|z|| = 1
konnen sie deshalb auch nicht beliebig nahe an 0 herankommen.

Finden wir also eine beschrankte Teilmenge N C S mit

U j@w) N =5, (5.20)

ueOy
so gilt auch (5.19) mit M := ¢(N).
Zur Konstruktion einer geeigneten Menge N betrachten wir fir ¢ = (¢/,¢’) € R"™* mit
¢, ¢j > 0 die Menge

Ne:={(z',2") € Kr | |z < ¢, 2| <] firi=1,...,r, j=1,...,s}.

Die konvexe und zentralsymmetrische Menge IV, ist das kartesische Produkt der r offenen
Intervalle (—c, ;) C R mit den s offenen Kreisscheiben B (0) C C. Also gilt®

1) 1
Vol(N,) = 275 - 7% - |||

Sei ¢ nun so fixiert, dass vol(N,) > 2" - vol(Ok) gilt.
Nach Lemma 5.32 gibt es 51, ..., Bn € Ok \ {0}, sodass jedes a € Ok \ {0} mit

INg o (B)] < |lel]

“Vorsicht: Trotz der suggestiven Notation definiert || - || keine Norm auf KR!
®Um ||c|| schreiben zu kénnen, fassen wir ¢ € R™™* als Element von Kr = R” x C* auf.
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zu einem der fi,..., By assoziiert ist. Wir weisen nun (5.20) fiir die beschrénkte (!)
Menge

N := <6j(ﬁ;1)Nc> ns.
=1

nach.

Hierfiir bemerken wir zunéchst, dass fiir alle u € O, gilt:

1= [Ngjq()| = [T loi(@)| - T o (w)* = |li(w)]l-
i=1 j=1

Wir erhalten somit j(u) € S. Daher gilt j(u)N C S fiir alle u € O},.
Sei umgekehrt y = (v/,y”) € S. Zu zeigen ist, dass v € O} und ¢ € {1,...,m} mit
y € j(u) - (SN (5 Ne)
existieren. Wegen j(u) € S geniigt es,
y € j(u)j (57" )Ne (5.21)

fiir ein w € OF, und ein i € {1,...,m} zu zeigen.

Wenn wir y als Einheit des Rings Kr = R" x C* (mit komponentenweiser Multiplikation)
auffassen, so gilt:

y IN.={y 'z € Kr |z = (2,2"), |2} < ¢, 2| < ¢f firi=1,...,r, j=1,...,s}

= {(«',2") € Kr | |2}| < |y} ¢, 25| < |y} _103-’ firi=1,...,r, j=1,...,s}
=Nyt mit Jy[Tre= (T Tyl T ).

Andererseits gilt wegen ||y|| = 1 auch

VO](N‘y|—1C) =2"ts . 5. H|y|_ICH

=2yl el
o [t
= vol(N,)

> 2" - vol(Ok).

Da Njy -1, auerdem konvex und zentralsymmetrisch ist, liefert der Gitterpunktsatz 5.9
ein o € Ok \ {0} mit

j(a) € N|y‘7lc = y_lNc.
Wir haben also zweierlei Aussagen gezeigt:
(1) y € j(a_l)N07

(i) [Nie/q(@)] =TTy Ipi(@)] - TTj— log(@)f? = [Li(@)ll < ||yl ~"e|| = liel
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Wie bereits oben festgestellt, impliziert (ii), dass es ein 8; (i € {1,...,m}) und eine
Einheit u € 0% mit « = u~! - §; gibt. Zusammen mit (i) bekommen wir

y € j(a™")Ne = j(u)i (B Ne.
Das beweist (5.21) und damit die Proposition. O

Als Folgerung erhalten wir den

Satz 5.34 (Dirichletscher Einheitensatz). Fir einen Zahlkérper K mit r reellen und s
Paaren echt komplezer Einbettungen gilt Oj; = pu(K) x Z™ts=1. Insbesondere existieren

€1y, Erts—1 € OF, sodass sich jedes u € OF eindeutig in der Form
_ vy VUr4s—1
u=_C-ept e 0T

mit ¢ € u(K) und v; € Z schreiben ldsst.

Beweis. In Proposition 5.29 und Proposition 5.33 haben wir gezeigt, dass wir eine exakte
Sequenz

1 u(K) = 0% > im(\) = 0

haben, wobei im(\) ein freier Z-Modul vom Rang r+s—1 ist. Seien e1,...,er45-1 € O
so gewahlt, dass {\(e1),..., A(€r4s—1)} eine Z-Basis von im(\) ist. Dann {e1,...,er45-1}
eine Z-linear unabhéngige Teilmenge des multiplikativ geschriebenen Z-Moduls O%,
denn fiir alle kq,...,kyys—1 € Z mit

ghr. gl
folgt ja
Kpts—
0=XA1)=2A (alfl Ce £T++5_11> =ki-Aer)+ .o FErgs—1 - AErgs—1),
also ki,...,krys—1 =0.
Ist nun v € O} beliebig, so gibt es eindeutig bestimmte v, ..., 1151 € Z mit

AMu)=v1-Aep)+ oo+ Vrgs—1 - MEpps—1)-

Jedoch gilt auch

AP et ) = v Ae) - Vrgsm1 - Alers—1) = A(u).
Es folgt w- (' .. - 5:’:;5:11)_1 € ker(\) = u(K), d.h.
u=_C-eft et
wie behauptet. ]

Im Rest des Kapitels mochten wir uns den Fall quadratischer Zahlkorper genauer anse-
hen. Wir nehmen also im Folgenden stets

K = Q(Vd) mit de Z\ {0,1} quadratfrei
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an. Des Weiteren mochten wir an die Beschreibung des Ganzheitsringes von K erinnern:
Es gilt

Vd, falls d = 2,3 (mod 4)

Ok =Z[0] mit 0= (5.22)

1+T\/&7 fallsd=1 (mod 4)
gilt, vgl. auch Aufgabe 4.4.1. Aus der obigen Beschreibung folgt sofort:
Lemma 5.35. Sei a + bvd € Og mit a,b € Q.
(1) Ist d =2,3 (mod 4), so gilt a,b € Z.
(2) Ist d =1 (mod 4), so gilt a,b € %Z. Ferner gilt a € Z genau dann, wenn b € Z
gilt.

Beweis. Folgt sofort daraus, dass {1, 60} eine Ganzheitsbasis von K ist. O]

Der imaginar quadratische Fall ist nun leicht behandelt.

Beispiel 5.36. Sei K = Q(\/ﬁ) mit d € Z.g quadratfrei. Dann ist K ein imaginér
quadratischer Zahlkorper, d.h. r = 0 und s = 1. Der Einheitensatz 5.34 impliziert
O% = n(K) — insbesondere ist O}, endlich. In der Tat gilt mit w = _1%\/_73:

{£1, £v-1}, falls d = —1
Ok = {£l, tw, tuw?}, fallsd=-3
{1}, sonst.

Zur Verifikation betrachtet man ein Element a+bv/d € O (mit a,b € Q) und analysiert,
wann

Ngjgla+bVd) = a® — db? = a® + |d[b* = 1

eintritt. Die Details iiberlassen wir als Ubungsaufgabe, vgl. Aufgabe 5.4.2.

Im Rest des Kapitels fokussieren wir uns auf den Fall reell quadratischer Zahlkérper,
nehmen also d > 0 an. In diesem Fall ist »r = 2 und s = 0. Der Einheitensatz 5.34
impliziert also

O 2= u(K) x Z.

Da K reell ist, gilt pu(K) = {1,—1}. Ist ¢ ein Erzeuger des freien Anteils von O%, so
lasst sich also jede Einheit von O eindeutig in der Form +&” fiir ein v € Z schreiben.
Deswegen wird ¢ auch eine Grundeinheit von K genannt. Neben ¢ sind die anderen
moglichen Grundeinheiten —¢, ! und —e~!. Betrachten wir K nun als Teilkorper von
R (indem man v/d wie iiblich mit der positiven Wurzel von d identifiziert), so gilt:

Lemma 5.37. Genau eine der vier Grundeinheiten von K kann in der Form
€0 = ag + bo\/g mit  ag, by € Q=g

geschrieben werden. Des Weiteren wird €y als diejenige Grundeinheit charakterisiert,
die gréfier als 1 ist.
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Beweis. Ein Element v = a + bv/d € Ok (a,b € Q) ist genau dann eine Einheit in Ok,
wenn a, b die Pellsche Gleichung

[Nijq(u)| = |a® — db*| = 1
erfiillen. In diesem Falle sind neben u also auch noch
a—bVd, —a+ bVd, und —a—b/d
Einheiten. Des Weiteren gilt
L1 a—bVd ot —atbVd
Nijq(u)

Nijo(u)’
Das zeigt, dass es unter den vier Grundeinheiten von K genau eine Grundeinheit gqg
gibt, die in der Form g9 = ag + bpv/d mit ag,by > 0 geschrieben werden kann. Nach
Lemma 5.35 folgt aus ag,bg > 0 sogar ag,by > %, daher ist g > 1. Es gilt dann
—&0, —€g L« 0und0< €0 1 < 1, deshalb ist eg die einzige Grundeinheit, die groBer als
1 ist. O

und —u=—a—bVd.

Die Einheit g9 = ag+boV/d aus Lemma 5.37 wird dann die Grundeinheit von K genannt.
Wir mochten beschreiben, wie man die Grundeinheit von K finden kann.

Lemma 5.38. Seiu=a+bVd € O mit a,b € Qso. Dann gilt a > b und db > a.

Beweis. Galte a < b, so erhielten wir

1—d, fallsd=2,3 (mod 4)

Nijou) = a® —db® < (1 —d)b* <
— 1-d
4

e{1,-1} , fallsd =1 (mod 4).

In beiden Féllen erhalten wir einen Widerspruch zu |Ng q(u)| = 1.

Die zweite Abschéitzung beweisen wir erneut durch Widerspruch. Gélte db < a, so
muss a # b gelten. Nach der eben bewiesenen Abschétzung gilt dann a > b und nach
Lemma 5.35 also

~o

falls d = 2 4
a—b>1 und db> alls d = 2,3 (mod 4)

(\Sl[3

, fallsd=1 (mod4).

Das liefert den Widerspruch

2 falls d = 2,3 d4
Nijo(u) =a2 —di> >db-(a—b) >4 o4 (mod 4)
e{1,-1} 5, fallsd=1 (mod 4).

O]

Sei nun @ = 2 + yvd € Ok mit z,y € Qso. Dann gilt fiir alle u = a + bV/d € OF mit
a,b € Qo (also insbesondere auch fiir u = g¢):

uae = (a + bVd) - (x + yVd) = ax + dby + (ay + bx)Vd.
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Lemma 5.35 impliziert, dass =,y > % gilt. Also folgt zusammen mit @ > b > 0 und

2
db > a (Lemma 5.38):

db b
ot >aq und ay+bx2%2b.

ax + dby >

Mit anderen Worten: Die “rationale Koordinate” von ua ist echt grofler als jene von w,
und die “irrationale Koordinate” von ua ist zumindest nicht kleiner als jene von w.

Unsere Uberlegung zeigt:

Korollar 5.39. Fiir jede Einheit u = a+bv'd von Ok mit a,b € Qsq gilt a > ag, b > by.
Ist u # gq, so gilt sogar a > ag.

Beweis. Da g9 Grundeinheit von K ist, kann v eindeutig in der Form u = isoi” fiir ein
v € Z>( geschrieben werden. Natiirlich kann v = 0 nicht sein, denn u ¢ {1, —1}. Fiir
v > 1ist g von der Form e = ay +byV/d mit positiven Koeffizienten a,, b,. Dem Beweis
von Lemma 5.37 entnimmt man, dass mindestens ein Koeflizient der Elemente

v
€0, —&9 s und - &

negativ ist. Da die Koeffizienten von u nach Voraussetzung positiv sind, muss also u = €f
gelten. Die obige Diskussion liefert dann die Aussage iiber die Koeffizienten von u. [

Wir haben jetzt gezeigt, dass die Grundeinheit von K als die Einheit mit positiven
Koeffizienten charakterisiert wird, deren “rationale Koordinate” minimal ist. Das liefert
einen leichten Bruteforce-Algorithmus, um ey zu finden. Wir suchen nédmlich nach einer
Losung ag, by > 0 der Pellschen Gleichung |a[2) — db%] = 1, fiir die ap minimal ist und
ag + bo\/& € Ok gilt.

Wir illustrieren den Prozess an einem Beispiel.
Beispiel 5.40.

(1) Seid = 3. Dann miissen wir nur ganzzahlige ag probieren. Wir starten mit ag = 1,
iiberpriifen also, ob

|1 —3b3 =1

eine Losung by € Z-g hat. Das ist nicht der Fall. Als néchstes {iberpriifen wir
ag = 2. Die Gleichung

|4 — 303 =1

hat die positive ganzzahlige Losung by = 1. Also gilt ¢g = 2 4+ /3.

(2) Sei d = 5. Da d =1 (mod 4), miissen wir mit ag = % starten. Wir iiberpriifen
also, ob

~ — 5b2

! =1
1 =

eine Losung by € %Z>0 hat. Das ist tatsachlich der Fall: by = % ist eine Losung.

Also sind wir bereits fertig und es gilt g9 = HT‘@
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Bemerkung 5.41. Der obige Bruteforce-Algorithmus ist natiirlich nicht sonderlich ef-
fizient. Eine wesentlich bessere Methode, um Pellsche Gleichungen zu lésen, ist die
Methode der Kettenbruchentwicklungen.

Bemerkung/Fazit 5.42. Sei u = a 4+ bv/d € Ok (wobei K = Q(v/d) immer noch reell
quadratisch ist). Nach Lemma 5.35 gilt

a,beZ, falls d = 2,3 (mod 4) (5.23)

a,belZ, mmda€Z < beZ fallsd=1 (mod4).
Wir haben aulerdem gesehen, dass
u€ Of < |a* —db*| =1

gilt. Da O} fiir K reell quadratisch eine unendliche Gruppe ist, hat die Pellsche Gle-
ichung |a? — db?| = 1 also stets unendlich viele Losungen in a, b wie in (5.23).

5.4.1 I"Jbungen

Aufgabe 5.4.1. Zeigen Sie, dass ein Zahlkérper K mit [K : Q] ungerade nur die Ein-
heitswurzeln £1 besitzt.

Aufgabe 5.4.2. Sei K = Q(v/d) mit d € Zy quadratfrei. Zeigen Sie:

{£1, £V-1}, falls d = —1
Ok = {£l, tw, tuw?}, fallsd=-3

{£1}, sonst.

Hierbei ist w = —14¥=3.

Aufgabe 5.4.3. Bestimmen Sie die Grundeinheiten von Q(v/d) fiir d = 2,6, 7.

Aufgabe 5.4.4 (Die Schlacht bei Hastings vom 14.10.1066). Harolds Mannen standen
nach alter Gewohnheit dichtgedringt in 13 gleich grofien Quadraten aufgestellt, und
wehe dem Normannen, der es wagte, in eine solche Phalanx einbrechen zu wollen. (...)
Als aber Harold selbst auf dem Schlachtfeld erschien, formten die Sachsen ein einziges
gewaltiges Quadrat mit ihrem Ko6nig an der Spitze und stiirmten mit den Schlachtrufen
“Ut!”, “Olicrosse!”, “Godemite!” vorwarts. (...) (vgl. Carmen de Hastingae Proelio
von Guy, Bischof von Amiens).

Schreiben Sie ein Computerprogramm (in einer Sprache Threr Wahl), das die Groe der
Armee Harolds II. (inkl. Harold selbst) bestimmt und geben Sie diese an. Erkldren Sie,
warum Ihre gefundene Losung tatsdchlich die Armeegrofie Harolds ist.

Anmerkungen:

e Sie konnen natiirlich annehmen, dass Harold tiberhaupt eine Armee hatte, das
heift, dass die gesuchte Anzahl > 2 ist.

e Laut Wikipedia wird die Weltbevolkerung im Jahre 1066 auf etwa 250-350 Millio-
nen Menschen geschétzt.
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Aufgabe 5.4.5. Sei L/K eine Erweiterung von Zahlkérpern. Zeigen Sie: Falls L # K,
so ist der Index (Oj : Oj;) genau dann endlich, wenn L ein CM-Koérper ist und K der
total reelle Teilkorper von L.

Erinnerung: Ein CM-Korper ist eine quadratische Erweiterung eines total reellen Zahl-
korpers, die total imaginéar ist, vgl. Aufgabe 4.1.2.

Aufgabe 5.4.6. Sei K C R ein Zahlkdrper. Zeigen Sie, dass O} genau dann dicht in R
ist, wenn [K : Q] > 4 oder K total reell vom Grad 3 ist.
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Kapitel 6

Kreisteilungskorper

6.1 Grundlagen

Wenn nicht anders erwéhnt, sei im Folgenden stets K ein Korper der Charakteristik 0.

Notation 6.1. Mit ¢,, € K bezeichnen wir eine primitive n-te Einheitswurzel, das heift,
dass gilt:

* (=1,
o Fiir 0 <m < ngilt (' # 1.

Fiir einen Korper beliebiger Charakteristik definieren wir pu,(K) = {¢ € K* | (" = 1}
die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln in K. (Vorsicht: g, (K) enthilt natiirlich nicht
ausschlieBlich primitive n-te Einheitswurzeln.)

Des Weiteren bezeichne ¢: Z<g — Z~o die Eulersche Phi-Funktion. Sie ist durch

p(n) = {1 <a<n| ggl(a,n) =1}| = [(Z/nZ)"]

definiert und ist eine multiplikative zahlentheoretische Funktion, d.h. fiir teilerfremde
natiirliche Zahlen n, m gilt

p(nm) = p(n)p(m).

Ist p eine Primzahl und v > 1, so gilt p(p”) = p*~(p — 1). Man muss also nur die
Zerlegung von n in Primfaktoren kennen, um ¢(n) zu berechnen.

Bemerkung 6.2. Fiir jeden Korper K ist die Gruppe pu,(K) endlich und zyklisch, vgl.
Aufgabe 6.1.1.

Bemerkung 6.3. Sei 0 < a < n. Dann gilt:
¢,y ist primitive n-te Einheitswurzel <= ggT(a,n) = 1.

Gilt ndmlich ggT(a,n) = 1, so gilt ({9)™ = (2™ # 1 fiir alle 0 < m < n, da aus den
Voraussetzungen n t am folgt. Ist umgekehrt ggT(a,n) = d > 1, so gilt fiir m := 5 € Z~¢
natiirlich 0 < m < n und (¢)™ = ((")¥4 =1, da g € Zso.

Beispiel 6.4. Es ist

un(C) = {exp <27;2a> cC ‘ 0<ax< n}
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Satz 6.5. Sei K/Q eine Korpererweiterung, dann ist K((,)/K galoissch und es gibt
einen kanonischen injektiven Gruppenhomomorphismus (den zyklotomischen Charak-
ter)

x: Gal(K((,)/K) < (Z/nZ)*.
Ist K = Q, so ist x ein Isomorphismus. Insbesondere gilt [Q((,) : Q] = p(n).

Beweis. Der Korper K((,) ist der Zerfallungskorper von X" —1 € K[X], d.h. K(¢,)/K
ist normal. Da die Charakteristik von K gleich 0 ist, ist die Erweiterung automatisch
separabel. Klarerweise ist sie endlich. Insgesamt erhalten wir, dass K((,)/K galoissch
ist.

Nach Aufgabe 6.1.1 ist p, (K (¢,)) eine zyklische Gruppe. Fir o € Gal(K(¢,)/K) gibt
es somit ein eindeutig bestimmtes zu n teilerfremdes 0 < a < n mit o(¢,) = (. Wir
definieren dann (o) = a + nZ. Es ist sofort ersichtlich, dass y ein injektiver Gruppen-
homomorphismus ist.

Die Aussage fiir K = Q ist aus der Algebra bekannt und wird hier deshalb nicht noch
einmal bewiesen. O

Bemerkung 6.6. Aus den Rechenregeln fiir die Eulersche Phi-Funktion folgt
e(l)=p(2) =1 und (n) € 2Z fir alle n > 3.

Somit gilt fur alle n > 3, dass [Q((,) : Q] gerade ist. Diese einfache Beobachtung wird
gelegentlich wichtig sein, wenn wir die Norm eines Elements o € Q((,,) iiber Q berechnen
mochten: Ist mq(0) = by und deg(my) = m, so gilt nach Lemma 4.7 (1) fiir alle n > 3:

No(ey/ala) = (=1)# g/ = ptw/m

Aus Satz 6.5 folgt, dass das Minimalpolynom ®,, € Q[X] von (,, iber Q den Grad ¢(n)
hat. Man nennt ®,, das n-te Kreisteilungspolynom. Die Nullstellen von ®,, sind gerade
die primitiven n-ten Einheitswurzeln, d.h.

¢, = H (X - C'Z)
1<a<n
ggT(a,n)=1

Beispiel 6.7. Sei p eine Primzahl, dann gilt

X1

= = XP 14+ X411
S +.o X+

Dass es sich bei dem oben angegebenen Polynom tatséachlich um das p-te Kreisteilungspoly-
nom handelt, folgt aus Gradgriinden oder aus dem Eisensteinkriterium angewendet auf
(X+1)P 4+ (X+1)+1.

Ist ferner v > 1, so gilt

v—1 v—1

B =By (XP )y = XV 4 XV

denn ¢ ist Nullstelle des Polynoms <I>p(XpV71) vom Grad p*~1(p — 1) = ¢(p¥). Im
Allgemeinen sind Kreisteilungspolynome jedoch sehr schwer zu berechnen.
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Bevor wir eine Anwendung des zyklotomischen Charakters geben, unterbrechen wir die
aktuelle Diskussion fiir einen kurzen Exkurs iiber linear disjunkte Korper.

Lemma und Definition 6.8. Secien ' C K, K' C L Korper. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(1) Jedes F-linear unabhingige System von K ist auch linear unabhdngig tuber K'.
(2) Jedes F-linear unabhingige System von K’ ist auch linear unabhdingig tiber K.

Sind die beiden dquivalenten Aussagen (1) und (2) erfillt, so heiffen K und K’ linear
disjunkt (iiber F).

Beweis. Aufgrund der Symmetrie der beiden Implikationen geniigt es, die Implikation
“(1) = (2)” zu zeigen. Dies beweisen wir mit einem Widerspruchsbeweis. Sei m € Z-g
minimal gewéhlt, sodass es ein F-linear unabhéngiges System (z,...x,) C K’ gibt, das
linear abhéngig iiber K ist. Klarerweise haben wir m > 2. Die lineare Abhéngigkeit von
(«},...a,) iber K impliziert, dass es eine nicht-triviale Relation

4+ .+ apal, =0 mit  z1,..., 2, € K (6.1)

gibt. Diese Relation besagt, dass (x1,...,z,) C K linear abhéngig tiber K’ ist. Nach
(1) ist (z1,...,xm) auch linear abhéngig tiber F'. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit
konnen wir annehmen, dass x; als F-Linearkombination von xg,...,x, geschrieben
werden kann, also

T1=a9x2 + ...+ AmTm mit ao,...,am € F. (6.2)

Da nicht alle der x1, ... x,, gleich 0 sind, sind wegen (6.2) nicht alle der xa, ..., z,, gleich
0. Setzt man (6.2) in (6.1) ein, so erhélt man

zo(xh + ag)) + ... + zp (2, + ama)) = 0.

Also ist (zh+aga’, ..., o), +am2)) linear abhéngig iber K. Da das System jedoch linear
unabhéngig iiber F ist, erhalten wir einen Widerspruch zur Minimalitat von m. O

Korollar 6.9. Es scien F C K, K' C L Korper. Sind K, K' linear disjunkt tiber I, so
git KNK'=F.

Beweis. Eine F-Basis B von K N K’ ist insbesondere eine F-linear unabhingige Teil-
menge von K. Da K und K’ linear disjunkt sind, ist B auch linear unabhéngig iiber
K’. Da je zwei Elemente aus K N K’ iiber K’ linear abhéangig sind, kann B also nur aus
einem einzigen Element bestehen. O

Fiir Teilkorper K, K’ eines Korpers L sei KK’ der kleinste Teilkorper von L, der K und
K’ enthalt. Er wird das Kompositum von K und K’ genannt. Eine leichte Beobachtung
ist, dass

[KK': F)<[K:F]-[K':F]

gilt: Haben wir ndmlich F-Basen (v;)ie; C K bzw. (z})jes von K bzw. K’ gegeben, so
ist (z;x;) sicherlich ein F-Erzeugendensystem von KK'.
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Beispiel 6.10. Fir K = F(aq,...,a,) und K' = F(of,...a)) gilt

! / /
KK' =F(ai,...,qp,0q,...,05%).

Lemma 6.11. FEs seien F C K,K' C L Korper, wobei wir K/F, K'/F als endlich
voraussetzen. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) Die Kérper K und K' sind linear disjunkt tiber F.

(2) Es gilt [ KK': F]=[K : F]-[K': F].
Beweis. “(1) = (2):” Seien K, K' linear disjunkt. Fixieren wir F-Basen (z1,...,Zm)
von K bzw. (z9,...,2}) von K', so wissen wir, dass (x;z});; ein F-Erzeugendensystem

von KK’ ist, das aus m - ¢ = [K : F| - [K' : F] Elementen besteht. Es geniigt also zu
zeigen, dass (xzx;)” auch F-linear unabhangig ist. Seien also a;; € F' mit

m / ¢ m

i=1 j=1 j=1 \i=1

Da K und K’ linear disjunkt sind, ist («,...,2}) auch linear unabhéngig iiber K, die
obige Gleichung impliziert also

m m
E a1y = ... = E Qg5 = 0.
=1 =1

Nun ist (z1,...,2m) C K aber F-linear unabhéngig, woraus wir a;; = 0 fiir alle 4, j
ablesen.

“(2) = (1) Es gelte umgekehrt [KK': F] = [K : F]-[K': F]. Sei (y},...,y.) C K’
ein F-linear unabhangiges System. Wir miissen zeigen, dass es auch K-linear unabhéngig
ist. Seien dazu y1,...,y, € K mit

iy + .+ ey, =0 (6.3)

und (x1,...,2y) C K eine F-Basis. Schreibe
m
yj = Zaijm'i fir a;; € F. (6.4)

Setzt man (6.4) in (6.3) ein, so bekommt man

{ m
DD iy =

j=1i=1

Wegen [KK' : F] = [K : F]-[K': F] ist (2;9});; nun F-linear unabhéngig, d.h.
man erhdlt a;; = 0 fiir alle 4,j. Eingesetzt in (6.4) liefert das y; = 0 fiir alle j, wie
gewlinscht. O

Die Theorie der linear disjunkten Korper méchten wir natiirlich auf Kreisteilungskorper
anwenden, welche — wie wir in Satz 6.5 gesehen haben — galoissch iiber Q sind. Wahrend
im Allgemeinen durch K N K’ = F nicht garantiert wird, dass K und K’ linear disjunkt
iiber F sind, ist das im galoisschen Fall richtig:
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Proposition 6.12. Es seien F C K,K' C L Kérper, sodass K/F, K'/F endliche
Galoiserweiterungen und L/F separabel sind. Dann gilt:

(1) Die Erweiterung KK'/F ist galoissch und die Abbildung
Y: Gal(KK'/F) — Gal(K/F) x Gal(K'/F), T (Tr, T|K")

ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus. Gilt zusdtzlich K N K' = F, so ist 1
ein Isomorphismus. In diesem Fall gilt insbesondere

Gal(KK'/F) = {00’ | 0 € Gal(K/F),0' € Gal(K'/F)}.

(2) Die Korper K, K' sind genau dann linear disjunkt iber F, wenn KNK' = F gilt.

Beweis. (1) Wir erinnern daran, dass Galoiserweiterungen dadurch charakterisiert wer-
den, dass sie Zerfillungskorper eines separablen Polynoms' sind. Sind f bzw. g also
separable Polynome mit Zerfallungskorper K bzw. K’, so ist f-g ein separables Polynom
mit Zerfallungskorper K K’. Damit ist KK’ galoissch.

Fiir die néchsten Aussagen bemerken wir zunéchst, dass 1) wohldefiniert (denn jedes
7 € G bildet Nullstellen von f bzw. ¢ wieder auf Nullstellen von f bzw. ¢ ab, also
gilt 7(K) C K bzw. 7(K’') C K') und ein Gruppenhomomorphismus ist. Auferdem
ist ¢ injektiv, da ein ¢ € Gal(KK'/F), das die Identitit auf K und K’ ist, auch die
Identitat auf KK’ ist. Um nachzuweisen, dass 1) unter der Voraussetzung K N K’ = F
ein Isomorphismus ist, miissen wir also nur zeigen:

KNK' =F = |Gal(K/F)|-|Gal(K'/F)| =|G|. (6.5)
Schreibe nun
H := Gal(KK'/K), H':=Gal(KK'/K").
Da K = (KK')" und K’ = (KK')' gilt, folgt KK’ ¢ (KK')"7H" und damit
KK' = (KK')yHnH",
Die Galoiskorrespondenz impliziert nun
HNH = {idgg}. (6.6)

Da K und K’ jeweils galoissch iiber F sind, sind H und H’ auflerdem Normalteiler von
G und es gilt

Gal(K/F) = G/H, Gal(K'/F) > G/H'.
Die Normalitat von H und H’ in G impliziert auflerdem, dass

HH' = {hK | h € H,} € H'}

LFiir uns ist ein separables Polynom ein nicht-konstantes Polynom f mit der Eigenschaft, dass jeder ir-
reduzible Faktor von f keine mehrfachen Nullstellen hat. (Man beachte, dass f in manchen Lehrbiichern
separabel genannt wird, wenn deg(f) > 1 und f selbst keine mehrfachen Nullstellen hat — das unter-
scheidet sich von unserer Definition!)
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eine Untergruppe von G ist. Des Weiteren gilt

[H|-[H'| ©6)

|HH'| = = |H|-|H, (6.7)

- |HN H|
vgl. Aufgabe 6.1.6. Da H,H' C HH', gilt
(KKYHH (KK = K, (KK = K,

also (KK')HH' ¢ KNK'. Gilt nun KNK' = F, so erhalten wir also (K K')#H' = KN K’
und die Galoiskorrespondenz liefert HH' = . Zusammen mit (6.7) bekommen wir nun

Gal(K/F)| - |Gal(K'/F)| = |G/H| - |G/H'| = |G],
was genau der Aussage (6.5) entspricht.

(2) Eine Implikation wurde bereits in Korollar 6.9 bewiesen (und nutzt nicht, dass K,
K’ galoissch iiber F sind). Die andere Implikation, namlich

“KNK'=F = K, K’ sind linear disjunkt”,
folgt sofort aus

[KK': F] =|Gal(KK'/F) D |Gal(K/F)| - |Gal(K'/F)| = [K : F] - [K': F]
und Lemma 6.11. O
Im Zahlkorperfall kann man die Diskriminante linear disjunkter Korper in Spezialfallen
in Abhéangigkeit der beiden einzelnen Diskriminanten angeben:

Satz 6.13. Seien K, K' C C Zahlkorper, die linear disjunkt und jeweils galoissch tiber
Q sind. Ferner seien {wi,...,wm} bzw. {w],...,wy} Ganzheitsbasen von K bzw. K'.
Dann gilt: Sind die Diskriminanten dx und dg teilerfremd, so ist {wiw;- }ij eine Ganzheits-
basis von KK’ und die Diskriminante von KK’ ist durch

dygr = de - d7y
gegeben.

Beweis. Aus Lemma 6.11 folgt, dass {w;w}};; eine Q-Basis von KK’ ist. Fiir jedes
a € Ok gibt es also a;; € Q mit

n n'
2 : 2 : !
o = al-jwiwj.

i=1 j=1

Wir miissen a;; € Z zeigen. Hierfiir schreiben wir Gal(K/Q) = {o1,...,0m} bzw.
Gal(K'/Q) = {o7,...,0p}. Dann gilt Gal(KK'/Q) = {005 [ 1 <i <m, 1 <j < /(}
(hier nutzen wir, dass K, K'/Q galoissch und linear disjunkt sind, vgl. Proposition 6.12).
Setzen wir

o (a) Yo anw;

T = (op(w))e; € Mat({ x £,0r), a:=| : |, b= : ’

oy(a) Sy aiw;
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so gilt dgr = det(T)? (vgl. die Diskussion vor Korollar 4.19) und Th = a. Mit der
Cramerschen Regel folgt det(T)b = T?Ya, also erhilt man

dgrb = det(T) T,

Da die Eintrige von 7?3 und a Elemente von ganz sind, sind die Eintrige
m
di' B = Z dxra;jw;
i=1

von dg+b ebenfalls ganz. Da {wi,...,wn} eine Ganzheitsbasis von K ist, folgt daraus
nun dgai; € Z fiir alle 4, j. Durch Vertauschen der Rollen von K und K’ erhélt man
analog dia;; € Z fiir alle 4,j. Da ggT(dk,dks) nun teilerfremd sind, gibt es r,s" € Z
mit rdg + sdgs = 1. Nun folgt wie gewlinscht

Gij = rdKaij + SdK/aij e Z.

Wir berechnen noch die Diskriminante der Ganzheitsbasis {w;w’;} von K K'. Wie bereits
weiter oben erwahnt, ist

di g = det(M)?, wobei M := ((0,00)(wiw))) = (on(ws)og(w))) -

Schreiben wir @ = (o, (w;))r,:, so konnen wir M via
Iy oy (wh) ... Iy of(wy)

¢ mal Ly -op(wy) ... Ly op(w))

als (¢ x £)-Blockmatrix von (m x m)-Matrizen auffassen. Durch Zeilen- und Spaltenver-
tauschungen kann man die rechte Matrix in die Block-Diagonalmatrix

diag(T,...,T), wobei T = (04(w}))s; (wie oben definiert)

m mal
iiberfiihren. Man erhilt also unter Beachtung von dx = det(Q)? und dg+ = det(T)*:
dggr = det(M)? = det(Q)?* - det(T)*™ = df - d.

O]

Bemerkung. Die Voraussetzung “galoissch” in Satz 6.13 ist nicht notwendig, es reicht
“linear disjunkt”.

Die obigen Resultate wenden wir jetzt auf den Kontext von Kreisteilungskorpern an.

Proposition 6.14. Es seien n,m € Z~o und d := ggT(n,m), £ = kgV(n,m). Dann gilt

Insbesondere sind Q((,) und Q((pm) linear disjunkt iber Q((y).
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Beweis. Wir starten mit einer einfachen Voriiberlegung. Sind n = Hp prim P77 bzw.
m =[], pim P die Primfaktorisierungen von n bzw. m (d.h. fast alle v, bzw. p;, sind
gleich 0), so sind

d= H pmm{l’pyﬂp} bzw. ! = H pmax{up,up}
p prim p prim

die Primfaktorisierungen von d bzw. ¢. Wegen min{v,, p,} + max{vp, u,} = vp + pp gilt
dann nm = d¢. Wir mochten

p(n)p(m) = p(d)p(l) (6.8)

nachweisen. Aufgrund der Multiplikativitat von ¢ miissen wir das nur fiir n = p*» und
m = p"? nachrechnen:

pr =2 (p—1)2 falls vy, pp > 1

prt(p—1), falls v, > 1, p, =0
p(n)p(m) =

p» . (p—1), falls pp, > 1, v, =0

L 1, falls v, = p, = 0.

Nun gilt jedoch auch:

.
pmin{ylﬂup}il . (p — 1), faHS Vp, ,up 2 1
1, falls v, > 1, p, =0

o(d) = o und
1, falls pp, > 1, v, =0
1, falls v, = pu, =0

(
pmaX{valip}—l “(p—1), falls Vp, hp > 1

prl.(p—1), falls v, > 1, pu, =0
p(f) =

ptr=t(p—1), falls pp, > 1, v, =0

1, falls v, = p, = 0.

Insgesamt folgt p(n)p(m) = ¢(d)p(¢), wie behauptet.

Nun zum eigentlichen Beweis. Wir schreiben F' = Q((,) NQ((y,). Wéhrend die Inklusion
Q(¢q) C F Klar ist, geniigt es fiir die andere Inklusion [F' : Q] < [Q({4) : Q] = ¢(d) zu
zeigen. Nach Satz 6.5 ist Q((r)/Q((,) galoissch und es gilt

Gal(Q(¢)/Q(¢n)) ={oa: = ¢f |1 <a< ¥, ggT(a,l)=1,a=1 (modn)}.

Die Hauptbeobachtung ist nun, dass fiir jedes o, € Gal(Q({r)/Q((y)) gilt:

TalQ(m) € Gal(Q(Gm)/F).
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Dass F' von o, fixiert wird, ist klar — man muss sich also noch klar machen, dass 0,(() €
Q(Gm) gilt. Da aus ggT(a,?) = 1 jedoch ggT(a,m) = 1 folgt, ist das ebenfalls klar. Da
auBerdem alle o4q(c,.) paarweise verschieden sind, erhilt man nun zusammen mit der
Gradformel

o
X
5
2

Q6 & F] = [GallQ(G,)/F)] = [Gal(Q(60)/Q(G))| = 12060 : Q6] = £ 2 £

und damit auch

L 1Q(Gn) Q= [0(n)  Fl- [F: Q) > 2
e(m) = [Q(¢m) : Q] = [Q(Gm) : F]- [F: Q] = o) [F:QJ,
also [F : Q] < ¢(d), wie gewiinscht. Die Aussage iiber die lineare Disjunktheit von Q((,)
und Q((,) tiber Q({y) folgt nun aus Proposition 6.12 (2), da Q(¢,) und Q((,,) galoissch
iiber Q(¢y) sind.

Es verbleibt, Q((n, ¢m) = Q({) zu zeigen. Da ¢, und ¢, beides ¢-te Einheitswurzeln sind,
ist die Inklusion “C” klar. Fiir die andere Inklusion geniigt es, [Q(Cpn, (m) : Q] = ¢(£) zu
zeigen. Mit Lemma 6.11 folgt nun aus der eben bewiesenen linearen Disjunktheit und
der Gradformel:

QG Gn) :Q e glm)em) 65 ¢(0)
S = 1006w G Q)] = [Q(G) + QU] - [QUGn) £ QGa)] = I ) ok,
also [Q(Cn,y Cm) = Q] = w(¥), wie gewliinscht. O

Vermutlich haben Sie schon damit gerechnet, dass das unten stehende Resultat gilt.

Proposition 6.15. Die Einheitswurzeln in Q((,) sind von der Form £(%, 1 < a < n.
Umgekehrt ist jedes Element von der Form £(% eine Einheitswurzel von Q((,).

Beweis. Wegen (£¢2)?" = 1 sind die Elemente +¢¢ Einheitswurzeln. Umgekehrt sei m
die maximale Ordnung einer Einheitswurzel von Q((,) — solch ein m existiert, weil die
Gruppe der Einheitswurzeln in einem Zahlkorper endlich ist. Es gentigt zu zeigen, dass

n, falls n gerade ist
m =

2n, falls n ungerade ist

gilt. Klar ist, dass n ein Teiler von m ist — wir konnen also m = n -k mit k € Z-g
schreiben. Fir d := ggT(n, k) gilt:

Die Gleichheit (%) weist man hierbei wie die Gleichung (6.8) im Beweis von Proposi-
tion 6.14 nach. Da Q((m) C Q(¢n) und p(m) > ¢(n) gilt, folgt

und damit ¢(m) = ¢(n). Aus obiger Abschétzung bekommt man nun (k) = 1, d.h.
k € {1,2}. Ist nun n gerade, so gilt p(2n) = 2p(n) > ¢(n), d.h. k& = 1 und damit
m = n. Fir n ungerade gilt ¢(2n) = p(n), d.h. £ = 2 und damit m = 2n. O
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6.1.1 I"Jbungen
Aufgabe 6.1.1. Sei K ein beliebiger Korper.

(1) Zeigen Sie die aus Ihrer Algebravorlesung bekannte Aussage, dass endliche Unter-
gruppen von K* zyklisch sind.

(2) Zeigen Sie, dass p,(K) endlich ist.
(3) Folgern Sie, dass u,(K) zyklisch ist.

Aufgabe 6.1.2. Sei n > 3. Zeigen Sie, dass Q((,) total imaginér ist, aber einen
Teilkorper F' mit [Q((,) : F] = 2 enthlt, der total reell ist.

Aufgabe 6.1.3. In manchen Féllen lassen sich Kreisteilungspolynome aus anderen
berechnen:

(1) Sein € Z~ ungerade. Zeigen Sie ®9,(X) = &, (—X).
(2) Sei p eine Primzahl und n > 1. Zeigen Sie:

d,(XP), falls p|n
@, (x) = 3 ) |

®,(XP)/,(X), fallspin.

(3) Nutzen Sie die vorherige Teilaufgabe, um @, fiir n > 1 explizit anzugeben (p
prim).

Aufgabe 6.1.4. Sei p eine Primzahl und n > 1 nicht durch p teilbar. Zeigen Sie die
folgenden Aussagen:

(1) ®,(X") = P71 (XP)% X fiir geeignete Exponenten e; > 0.

(2) (X —1)-Dp(X™) = Zf:_ol((Xp)“i — (XP)%)X? fiir geeignete Exponenten a;, b; > 0.

(3) Die Koeffizienten des Polynoms ®,(X")/®,(X) sind allesamt in der Menge {—1,0, 1}
enthalten.

(4) Wenn n prim ist, dann liegen alle Koeffizienten von ®,,, in {—1,0,1}.

Nutzen Sie Aufgabe 6.1.3 zusammen mit der obigen Teilaufgabe (4), um den folgenden
Satz von Migotti zu beweisen:

(5) Falls n = 2%p®¢® mit Primzahlen p, ¢, dann hat das Kreisteilungspolynom &,, nur
Koeffizienten in {—1,0,1}.

(6) Folgern Sie, dass die Koeffizienten von ®,, fiir n < 105 stets in der Menge {—1,0, 1}
enthalten sind. In der Tat ist n = 105 der erste Fall, in dem das nicht mehr so ist,
wie die verlinkte WolframAlpha-Rechnung zeigt.

Aufgabe 6.1.5. Es seien K = Q((3V/2) und K’ = Q(¥/2). Zeigen Sie, dass K N K’ = Q,
aber dass K und K’ nicht linear disjunkt iiber Q sind.

Aufgabe 6.1.6. Sei G eine Gruppe und U, V Untergruppen. Definiere UV := {uv | u €
UwveV}.

(1) Zeigen Sie, dass |[UV| = “gu“;“ gilt.

(2) Zeigen Sie, dass UV genau dann eine Untergruppe von G ist, wenn UV = VU gilt.
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(3) Zeigen Sie: Ist U ein Normalteiler von G, so ist UV eine Untergruppe von G.

Aufgabe 6.1.7 (Spezialfall des Dirichletschen Primzahlsatzes). Sei b € Z-o. Zeigen
Sie, dass es unendlich viele Primzahlen p mit p =1 (mod b) gibt.

Hinweis: Nehmen Sie an, es gébe nur endlich viele solche Primzahlen. Sei P ihr Produkt.
Nicht alle Zahlen ®,(znP), x € Z kénnen 1 oder —1 sein. Sei k € Z so, dass ®p(knP)
durch eine Primzahl ¢ teilbar ist. Leiten Sie einen Widerspruch her.

Bemerkung: In seiner allgemeinsten Form besagt der Dirichletsche Primzahlensatz, dass
fiir zwei teilerfremde Zahlen a,b € Z~¢ gilt, dass

p prim,
p=b (mod a)

Insbesondere gibt es unendlich viele Primzahlen der Form an + b. Der Beweis dieser
Aussage basiert auf Methoden der analytischen Zahlentheorie.

Aufgabe 6.1.8 (Inverses Galoisproblem fiir abelsche Gruppen). Sei A eine endliche,
abelsche Gruppe. Zeigen Sie, dass es eine Galoiserweiterung K/Q mit Gal(K/Q) = A
gibt.

Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 6.1.7.

Bemerkung: Das inverse Galoisproblem ist ein noch ungelostes Problem der Zahlen-
theorie, das danach fragt, ob es fiir jede endliche Gruppe G eine Galoiserweiterung K/Q
mit Galoisgruppe = G gibt. Fiir alle auflésbaren Gruppen und die meisten sporadischen
Gruppen ist die Antwort “ja”, noch offen ist der Fall der Mathieu-Gruppe Mas3.

6.2 Das Zerlegungsgesetz

Gegeben eine natiirliche Zahl n und eine Primzahl p, wie zerfallt p in Og,,)? Diese
Frage wird durch das Zerlegungsgesetz beantwortet. Zuerst miissen wir uns aber dariiber
Gedanken machen, welcher Ring Ogqc,,) tiberhaupt ist.

Proposition 6.16. Sei p eine Primzahl, v > 1 und q = p¥ # 2. Sei ( = (4, sowie
A=1-Cundd:=[Q():Q] =) =p" Y p—1). Dann gilt:
(1) Die Q-Basis {1,(,...,¢% 1} von Q(¢) hat die Diskriminante

d(d2—1) o m

doo /(L. ¢, ¢ = (1) p mit  m=p" " (vp—v—1).

(2) In Oy gilt (p) = (N2, Insbesondere ist (\) ein Primideal in Oq(cy vom Trig-
heitsgrad 1 und p in Q(¢) total verzweigt.

Beweis. (1) Wegen
Py = H (X —¢%)
gilt

o= J[ «€-¢.

1<a<gq, pta

102


https://en.wikipedia.org/wiki/Inverse_Galois_problem
https://de.wikipedia.org/wiki/Sporadische_Gruppe
https://de.wikipedia.org/wiki/Sporadische_Gruppe
https://de.wikipedia.org/wiki/Wittscher_Blockplan#Mathieu-Gruppen

Sei nun 1 < a < ¢ mit p { a gegeben. Da die komplexen Einbettungen von Q(¢) gerade
durch ¢ + ¢* fiir 1 <4 < ¢ mit p{i gegeben sind, folgt aus Lemma 4.7

NooC-¢ = J] € -¢9

1<i<q, pﬁ
und damit
Nowo@) =1 I ¢ -¢H=]1¢-¢)
1<i<q l<a<q i]
pfi pla pli.j

d(d—1) d(d—1)

= ()T A®) = ()T g q(1, ¢, ).

Es muss also nur noch Ng(¢)/q(®,(¢)) = p™ mit m = p”~!(vp — v — 1) nachgewiesen
werden.

v—1

Differenzieren der Gleichung (X?
¢ liefert

—1)®, = X9 —1 und anschliefendes Einsetzen von

v—1

(Gp—1)- (I);(C) =4q- Cq_l mit (=" . (6.9)

Um die Norm von ®(¢) zu berechnen, miissen wir also nur die Normen von ¢, — 1 und
q¢9~" kennen. Beide Male konnen wir Lemma 4.7 dazu benutzen:

e Da das Minimalpolynom von (?~! gerade ®, ist, folgt NQ(O/Q((‘JA) = 1 (hier
verwenden wir ¢ # 2). Also gilt No¢)/q(q¢?™) = ¢¢ = p”®.

e Das Minimalpolynom von ¢, iiber Q ist ®, = XP~! + ... + 1, also ist das Mini-
malpolynom von ¢, — 1 gerade ®,(X + 1), welches p als konstanten Koeffizienten
hat. Es folgt also

Q ] = d p—] v—

v—1

Now)/o(®(¢)) =p" " =p™  mit m=p""'(rp-v-1),
wie behauptet.

(2) Da
O, =X D4 X 1= T (X ¢,
1<a<gq, pta

folgt

p=2o(1)= J[ a-¢. (6.10)

1<a<ygq, pta

Fiir jedes 1 < a < ¢ mit p 1 a gilt auBerdem

1_Ca:5a'(1_<) fir g4 := — :Cafl—l-...—i-c-i-lGOQ(O. (6.11)



Wir behaupten, dass ¢, € OE(C) gilt. Dafiir wihlen wir 1 < b < ¢ mit ab =1 (mod q)
und beobachten, dass

L 1-¢ 1o
¢ 1-¢r 1-¢e

¢ ="+ 1€ Oy

gilt. Setzt man nun (6.11) in (6.10) ein, so bekommt man schlielich

p=c-\ mit €:= H EGEOZ{)(O, A=1-C.
1<a<gq, pfa

Es folgt (p) = (\)?, wie behauptet. Der Zusatz, dass (A) ein Primideal vom Trigheitsgrad
1 ist und p total verzweigt, folgt aus der fundamentalen Gleichung 4.39. O

Satz 6.17. Seip prim und v > 1, dann gilt Oq(c,.) = Z[Cpv].

Beweis. Wir kénnen p” # 2 annehmen und schreiben verkiirzt K := Q((p). Nach
Proposition 6.16 (1) gilt dzic,»,) = £p™ fiir ein m € Z50, also mit Lemma 4.21 auch

POk C Z[¢p] C Ok. (6.12)

Nach Proposition 6.16 (2) ist hat (A\) = (1 — (pv) den Tragheitsgrad 1, also induziert die
Einbettung Z — O einen Isomorphismus

Z/pZ — Ok /(N), r+pZ—x+(N).
Es folgt die Gleichheit
Ok =Z+ X0k
von Z-Moduln. Insbesondere gilt auch
Ok = Z[Gr] + NOk. (6.13)

Wir erhalten

Ok = Z[(p] + A0k 2 Z[C] + M (ZIew] + AOK) = Z[(p] + N2OK.

Iteration des Einsetzens von (6.13) liefert also
Ok = Z[(p] + N Ok fiir alle i > 0.

Speziell fiir i = m - ¢(p”) bekommen wir wegen (A\)¥®") = pOy (Proposition 6.16 (2))
schlieBlich

6.12
Ok = Z[Cp] + Ok "2V Z[¢w).

Wir verallgemeinern obiges Resultat zu allgemeinem n.

Satz 6.18. Fiirn € Z-q ist Og,) = Z[¢nl-
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Beweis. Esist klar, dass Z[(,] C Og(c,)- Fiir die umgekehrte Inklusion sei n = pi*-. ..
die Primfaktorzerlegung? von n. Dann ist

Cuy = Cg/p;i firie=1,...,r
eine primitive p;’-te Einheitswurzel. Wegen
kgV(p*,....pl") =n und geT(p* - ... pi it pi) =1 fir i=1,...7r
folgt mit Proposition 6.14:
Q(¢n) =Q(Cay,---+¢ry)  und  Q(Cuy,----Cu—1) NQ(y) =Q fiir i=1,...,m

Nach Satz 6.17 ist {1, (g, - - - ,Czpi)(n/p"i)fl} fiir jedes i eine Ganzheitsbasis von Q(((;)
tiber Q. Nun besagt Proposition 6.16 (1), dass die Diskriminante von Q((;)) bis auf ein
Vorzeichen eine Potenz von p; ist.

Durch sukzessives Anwenden von Satz 6.13 erhalten wir, dass
{gg}) | fiiralled =1, r gilt 0 < i < o(n/p)t) — 1} (6.14)

eine Ganzheitsbasis von Q(¢,) tiber Q ist. Allerdings ist jedes der Elemente (6.14) eine
Potenz von (,. Demnach kann jedes o € Ogq(,) in der Form g(¢y,) fiir ein Polynom
g € Z[X] geschrieben werden. O

Nun konnen wir das Zerlegungsgesetz formulieren und beweisen.

Satz 6.19. Sein = Hp prim D7 die Primfaktorzerlegung vonn € Zsqg. Fiir eine Primzahl
p setzen wir ny) = n/p*r. Weiter sei fp, > 1 minimal mit

pfp =1 (mod n(p)),
also fp = ord(z/n<p)z)*(p). Dann gilt in Oq(¢,):
POQ(c) = (1o - )PP,
wobei P1, ..., p, paarweise verschiedene Primideale in Oq(c,) sind, fir die

f(pilp) = ... = f(prlp) = fio und e(p1lp) = ... = e(p:lp) = ¢(»™)

gilt. Insbesondere gilt v f, = ¢(ny) fiir alle Primzahlen p.

Beweis. Wegen Oq(¢,) = Z[(n] ist Satz 4.41 anwendbar. Sei p eine Primzahl und ®,, die
Reduktion von ®,, modulo p. Wir schreiben verkiirzt v = v, und f = f,. Geméfl dem
zitierten Satz miissen wir zeigen, dass

O, = (hy ... hy)*P") (6.15)
mit paarweise verschiedenen irreduziblen Polynomen hy, ..., h, € F,[X] gilt, die allesamt
denselben Grad (némlich f,) haben. Schreiben wir pi,, 1= 1m(Q((,)), so wissen wir, dass

2Standard terms and conditions apply: Natiirlich nehmen wir p; # p; fiir i # j sowie v1, ..., v € Zso
an.
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i, zyklisch ist (Bemerkung 6.2), und dass die Ordnung von p,, ein Teiler von m ist.
Wegen ggT(p¥, n(p)) =1 und n = p” - n(, gilt dann mit dem Chinesischen Restsatz

fip? X i) = fn-

Ein Isomorphismus ist hierbei durch Multiplikation gegeben. Bezeichnen wir die Ele-
mente von v mit § und die Elemente von puy,, mit 75, so besteht uy also genau aus
den Produkten der Form &;7;. Insbesondere gilt

o, = [[(X = &my)- (6.16)
.3
Wegen XP" —1 = (X —1)?" (mod p) ist & = 1 (mod p) fiir alle Primideale p, die pZ[(,]
teilen. Also folgt mit (6.16):

o, = H(X - nj)g"(py) = @i((f;) (mod p).
J
Da ®,, und q)n(p) ganzzahlige Koeffizienten haben, folgt daraus auch
®, = o¢P)  (mod p).

T (p)

Da ¢(n) = ¢(ny)e(p”), miissen wir die Behauptung (6.15) nur noch fiir p { n (also
n = n(y)) zeigen. In diesem Fall hat X" —1 keine mehrfachen Nullstellen im algebraischen

Abschluss F,, (da die Ableitung nX "=1 des Polynoms wegen p { n modulo p nicht null
wird), weshalb die Abbildung

i = Hn(Z[Ca]/P), C*_>Z3:C+p

fiir alle Primideale p | pZ[(,] ein Isomorphismus ist. Insbesondere ist ¢,, immer noch
eine primitive n-te Einheitswurzel. Wir behaupten, dass

Fy(Cn) = Fpr (6.17)

gilt. Eine notwendige Bedingung dafiir, dass Fx die primitive n-te Einheitswurzel ¢,

enthélt, ist, dass n | (p* —1). Da f minimal mit n | (pf —1) gew#hlt war, muss nur noch

gezeigt werden, dass F,; tatsichlich eine primitive n-te Einheitswurzel enthélt. Hier

bemerken wir, dass F*; nach Aufgabe 6.1.1 eine zyklische Gruppe der Ordnung pl —1
p

ist — bezeichnet z € F;f einen Erzeuger, so ist

f— *

eine primitive n-te Einheitswurzel. Das beendet den Nachweis von (6.17).

Da ®,, ein Teiler von X™ — 1 ist und keine mehrfachen Nullstellen modulo p hat, hat ®,,
keine mehrfachen Nullstellen, zerfallt also in paarweise verschiedene irreduzible Faktoren.
Jeder dieser irreduziblen Faktoren ist aber Minimalpolynom einer primitiven n-ten Ein-
heitswurzel. Wie wir jedoch gesehen haben, liefert die Adjunktion einer primitiven n-ten
Einheitswurzel an F, eine Koérpererweiterung vom Grad f.

Die letzte Aussage (also 7f = ¢(n(y))) folgt mit der fundamentalen Gleichung 4.39

rfo®”) = ¢(n) = p(")e(ny),

indem man noch durch ¢(p¥) teilt. O
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Korollar 6.20. Sei p # 2 eine Primzahl, dann gilt

(1) p ist in Q((,) verzweigt <= p | n,

(2) p ist in Q(¢y) total zerfallend <= p =1 (mod n).
Beweis. Die erste Aussage folgt sofort aus der fiir Primzahlen p # 2 giiltigen Aussage
“o(p?) > 2 <= 1, > 0”. Die zweite Aussage folgt sofort aus der Aquivalenz “p(p'?) =
fp=1 <<= p=1 (modn)” fir p # 2. O
Fiir die Primzahl 2 haben wir folgendes Resultat:
Korollar 6.21.

(1) 2 ist in Q((p) verzweigt <= 4 | n,

(2) 2 ist in Q((y) total zerfallend <= n < 2.

Beweis. Beide Aussagen folgen sofort aus “p(2F) #1 «—= k> 27, “n(g) ist ungerade”
und dem Zerlegungsgesetz. d

6.2.1 ﬂbungen

Aufgabe 6.2.1. Sei p eine ungerade Primzahl. Zeigen Sie, dass Q((,) einen quadratis-
chen Teilkérper Q(v/d) (wie immer d € Z \ {0,1} quadratfrei) enthilt und bestimmen
Sie d in Abhéangigkeit von p.

6.3 Der grofle Satz von Fermat

Die Fermat-Vermutung besagt, dass die Gleichung ™ 4 3™ = 2" fiir n > 3 keine Lisung
in z,y,z € Q\ {0} besitzt. Er wurde Ende der 1990er Jahre von Andrew Wiles und
Richard Taylor bewiesen. Wir wollen hier einen einfachen Spezialfall der Fermatschen
Vermutung beweisen. Dafiir starten wir mit einfachen Voriiberlegungen:

(1) Statt nach nicht-trivialen rationalen Losungen kann man in der Fermat-Vermutung
auch nach nicht-trivialen ganzzahligen Losungen fragen. Diese beiden Formulierun-
gen sind aquivalent, da man eine nicht-triviale rationale Losung mit dem Hauptnen-
ner durchmultiplizieren kann, um eine nicht-triviale ganzzahlige Losung zu bekom-
men.

(2) Sind z,y,z € Z\ {0} und n > 3 mit 2" + y" = 2", so gilt

Wir konnen also ggT(x,y,z) = 1 annehmen. Wegen z" + y™ = 2™ ist das sogar

aquivalent dazu, dass x und y (oder je zwei der Zahlen z, y, z) teilerfremd sind.

(3) Die Fermat-Vermutung fiir n impliziert fir alle m > 1 die Fermat-Vermutung fiir
mn: Bilden z,y,z € Z\ {0} nédmlich eine nicht-triviale Losung zum Exponenten
mmn, so bilden y™, y™, 2™ eine nicht-triviale Lésung zum Exponenten n:
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Es geniigt also, die Fermatsche Vermutung fiir n = 4 und Primzahlen n > 3 zu
beweisen. Im Folgenden konzentrieren wir uns auf die Fermatsche Vermutung mit
Primzahlexponenten, Sie werden den Fall n = 4 in Aufgabe 6.3.2 behandeln.

Klassischerweise unterscheidet man beim Beweis der Fermat-Vermutung fiir Primzahlen
p > 3 zwei Fille, wobei der erste Fall wesentlich leichter zu behandeln ist als der zweite
Fall:

(1) aP + yP = 2P hat keine Losung z,y,z € Z\ {0} mit ggT(z,y) = 1 und p 1 zy=.

(2) 2P +yP = 2P hat keine Losung x,y,z € Z\ {0} mit ggT(z,y) = 1 und p 1 x,y, aber
plz
Bemerkung. Es ist 2P + y? = 2P dquivalent zu 2P 4+ (—2)P = (—y)P, die Bedingung
“p | 2”7 im zweiten Fall der Fermat-Vermutung ist also willkiirlich gew&hlt und kann
auch durch “p teilt eine der drei Zahlen x, vy, z” ersetzt werden.

Im Folgenden konzentrieren wir uns lediglich auf den ersten Fall der Fermat-Vermutung.

Lemma 6.22. Der erste Fall der Fermat-Vermutung gilt fir p = 3.

Beweis. Die Gruppe (Z/9Z)* ist zyklisch und hat die Ordnung ¢(9) = 6. Ist also a € Z
mit 3 { a, so gilt a® = £1 (mod 9). Gilt 3 | a, so gilt a®> = 0 (mod 9). Die dritten
Potenzen modulo 9 sind also —1, 0 und 1.

Giibe es nun eine nicht-triviale Losung x,y,z von 23 + y® = 23 mit 3 { xyz, dann ist
234+ y3 = -2,0,2 (mod 9). Es folgt 22 = 0 (mod 9) und damit insbesondere 3 | z, ein
Widerspruch. ]

Bemerkung 6.23.

(1) Fir p = 5 lasst sich der erste Fall der Fermat-Vermutung analog zu obigem Lemma
durch Kongruenzen modulo 25 beweisen. Sie werden das in Aufgabe 6.3.3 tun.

(2) Fir p =1 (mod 3) existieren fiir jedes v > 1 ganze Zahlen x,y, z mit p { zyz und
2P+yP = 2P (mod p”). (Fiir den Nachweis nutzt man, dass der Ring Z,, der ganzen
p-adische Zahlen primitive dritte Einheitswurzeln enthélt. Wir verzichten auf einen
detaillierten Beweis.) Somit ldsst sich der erste Fall der Fermat-Vermutung fiir
p =1 (mod 3) nicht durch Kongruenzen modulo p” beweisen.

Im Folgenden seien nun stets p eine ungerade Primzahl, z,y, 2z € Z paarweise teilerfremd
mit 2P + yP = zP und p t zyz. Das Ziel ist es, daraus einen Widerspruch herzuleiten.

Sei ¢ = ¢, € C eine primitive p-te Einheitswurzel. Dann gilt

p—1

o+ = @+ ).

1=0

Proposition 6.24. Die Ideale (x + C'y), i = 0,...,p — 1 sind paarweise teilerfremd in
Z[¢].

Beweis. Fiir einen Widerspruch nehmen wir an, dass es ein Primideal (0) # p C Z[(]
gibt, das (z 4+ 'y) und (z + (Jy) fiir 0 < i < j < p — 1 teilt, das heiBt, die beiden
Elemente = + ('y und z + (y sind in p enthalten. Dann ist die Differenz

Cy—Cy=¢01 -y
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ebenfalls in p enthalten. Wie im Beweis von Proposition 6.16 (2) kdnnen wir
(A=) =e(1-0)

fiir e € Z|[(]* schreiben. Es folgt also, dass p auch das Ideal ((1 — ¢)y) teilt. Da (1 — ()
prim ist (vgl. ebenfalls Proposition 6.16 (2)), erhalten wir die zwei Moglichkeiten

p=0-0) oder  p | yZ[(].

Gilt p | yZ[(], so gilt wegen p | (x + ('y) dann auch p | 2Z[¢], was der Teilerfremdheit
von z und y widerspricht. Also gilt p = (1 — {). Insbesondere liegt p iiber p (auch das
ist Inhalt von Proposition 6.16 (2)). Damit folgt

z+y=x+Cy=0 (modp),
also £ +y =0 (mod p). Mit dem kleinen Satz von Fermat erhalten wir schliefilich
z=2=aP+yP=x+y=0 (mod p),

also p | z — wir behandeln jedoch den ersten Fall der Fermat-Vermutung, ein Widerspruch.
O

Proposition 6.25. Ist Z[(] faktoriell, so gibt es eine Einheit ¢ € (96(0 = Z[¢]* und
a € Z[¢] mit x 4+ (y = eal.

Beweis. Es geniigt, die Aussage “Ist m € Z[(] ein Primelement, sodass 7% || (z 4 Cy)
gilt?, dann ist k ein Vielfaches von p” zu beweisen. Sei also 7 € Z[(] ein Primelement,
das x + Cy teilt. Wegen Hf:_(} (x + C'y) = 2P teilt 7 dann auch 2. Sei v > 1 mit 7 || 2.
Dann folgt 7P¥ || 2P. Da die Ideale (z + ('y) fir ¢ = 0,...,p — 1 nach Proposition 6.24
paarweise teilerfremd sind folgt 7% || (z + (y), woraus die Behauptung folgt. O

Uber Einheiten von Z|[(] lasst sich noch mehr sagen. Anwenden werden wir das nattrlich
in Kombination mit Proposition 6.25.
Proposition 6.26. Sei p > 5 eine Primzahl, ( = (, € C und € € Z[(]*. Dann gilt:

(1) Esist £ = ¢ fir ein a € Z.

(2) Es gibt eine reelle Einheit ey (d.h. €9 = &p) und einr € Z, sodass € = £¢(" .

Vor dem Beweis merken wir an, dass die Aussagen der Proposition auch fir p = 3
giiltig sind. Der Einheitensatz 5.34 impliziert aber, dass Z[(3]* nur aus Einheitswurzeln
besteht, deshalb sind die Aussagen in diesem Fall uninteressant.

Beweis. (1) Nach Satz 6.5 ist Q(¢)/Q galoissch mit abelscher Galoisgruppe. Da die
komplexe Konjugation in Gal(Q(¢)/Q) enthalten ist, gilt fiir alle 7 € Gal(Q(¢)/Q) damit

3Diese Notation bedeutet: 7" | (z + Cy), aber 7" t (z + Cy).

109


https://de.wikipedia.org/wiki/Kleiner_fermatscher_Satz

Nach Kroneckers Lemma 5.30 ist €/ also eine Einheitswurzel. Mit Proposition 6.15
folgt, dass es ein a € Z gibt, sodass

€

- = Zl:Ca

€
Wir miissen zeigen, dass ein “—” hier nicht auftreten kann. Nehmen wir flir einen
Widerspruch an, dass €/2 = —(® und schreiben

e=bo+biC+...+byoP"%  fiir by,...,by2€Z,
so erhalten wir & = by + bi¢P~ 1 + ... + bp,ng und damit

Annahme

e =  —(C=-¢ (mod (1-0)).

g

Es folgt damit 22 = 0 (mod (1 — ()), also (1 — () | 2 (da € eine Einheit ist), im Wider-
spruch zu (1 — () NZ = pZ, vgl. Proposition 6.16 (2).

(2) Sei a € Z, sodass €/ = (*. Da p ungerade ist, gibt es ein r € Z mit 2r = a (mod p).
Hieraus bekommt man nun sofort e = (%" und ¢ = o¢" mit

go:=("e=("=2¢.
O

Bemerkung 6.27. Sei p > 5. Dann gibt es keine teilerfremden z,y,z € Z\ {0}, die
gleichzeitig x = y = —z (mod p) und 2P + y? = 2P erfiillen. Aus den Voraussetzungen
folgt ndmlich 3z = 0 (mod p), und wegen p > 5 dann auch p | z, woraus man auch
p |  und p | y abliest. Befinden wir uns also im ersten Fall der Fermat-Vermutung, so
ist mindestens eine der Kongruenzen

r=y (mod p), x=-—z (mod p), y=—z (mod p)

verletzt. Da aP +yP = 2P auch zu 2P+ (—z)P = (—y)? und y? + (—z)P = (—x)P dquivalent
ist, konnen wir ohne Einschréankung annehmen, dass = # y (mod p).

Nun kommen wir zum versprochenen Satz.
Satz 6.28. Sei p > 3 eine Primzahl mit der Figenschaft, dass Z[(] faktoriell ist. Dann

hat die Gleichung xP + yP = 2P keine nicht-triviale Losung mit p 1 xyz.

Beweis. Da der Fall p = 3 in Lemma 6.22 behandelt wurde, diirfen wir p > 5 annehmen.
Fiir einen Widerspruch nehmen wir wie wie immer an, dass x,y,z € Z\ {0} mit, p t zyz
und zP + yP = 2P existieren. Im Hinblick auf Bemerkung 6.27 diirfen wir auch x # y
(mod p) annehmen. Nach Proposition 6.25 kénnen wir

x+ Cy = ea?

mit ¢ € Z[(]* und a € Z[(] schreiben. (Hierfiir benétigen wir die Voraussetzung, dass
Z[¢] faktoriell ist!) Mit Proposition 6.26 folgt dann

x4+ Cy =ea? = ("epa?, (6.18)
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wobei €9 € Z[(]* eine reelle Einheit ist. Da a € Z[(], gibt es ganze Zahlen ay, ..., ap—2
mit

a:ao—i—alg“—l—...—i—ap_gcp’?

Wegen der Giiltigkeit des Freshman’s Dream in Charakteristik p und wegen (P = 1 folgt

of =ag+...+ay , (modp). (6.19)
—— —
=:wa€”Z

Zusammen mit (6.18) erhalten wir somit
z+Cy=("epa (mod p). (6.20)

Andererseits gilt

z4+ ¢ ly=2+Cy=C"ea (mod p). (6.21)
Mit Hilfe von (6.20) und (6.21) berechnen wir nun

'@+ ¢Tly) =z 4y (mod p),

also nach Umstellen und Ausmultiplizieren

T+ Cy—CTr -y =0 (mod p). (6.22)

Wir unterscheiden nun vier Fille anhand dessen, welche der Einheitswurzeln 1, ¢, ¢
und ¢?"~! zusammenfallen:

Fall 1: Wenn 1, ¢, ¢?" und ¢?"~! paarweise verschieden sind, so kann die vierelementige
Menge {1, ¢, ¢?", ¢*~!} zu einer Z-Basis von Z[(] ergiinzt werden, denn aufgrund von
1+C+...4+¢P71 =0 ist jede Teilmenge der Kardinalitit p — 1 von {1,...,¢P~1} eine
Z-Basis von Z[¢]. Somit sind die Bilder von {1, ¢, ¢*", ¢* '} in Z[¢]/pZ[(] Teil einer
F,-Basis ebendieses Vektorraumes. Aus (6.22) folgt nun jedoch z = y =0 (mod p), ein
Widerspruch zur Annahme p t zyz.

Fall 2: Wenn (%" = 1, so lisst sich (6.22) zu
(y—¢ly=0 (mod p)

umschreiben. Da ( eine Einheit modulo p ist, folgt
y(1—¢"2)=0 (mod p)

und damit auch p | y, da (1—¢2) = (1—¢) und pZ[¢] = (1—¢)P~! nach Proposition 6.16
(2). Wir erhalten erneut einen Widerspruch zur Annahme p { zyz.

Fall 3: Tst ¢?"~1 = ¢, so folgt aus (6.22) wie im vorherigen Fall z(1 — ¢?) = 0 (mod p)
und damit analog der Widerspruch p | .

Fall 4: Wenn ¢?"~! =1 (was #quivalent zu ¢(?" = ( ist), dann liefert Gleichung (6.22)
(z—y)(1—-¢) =0 (modp),

also x —y = 0 (mod p) (da 1 — ¢ ein echter Teiler von p ist, wie jetzt schon mehrfach
benutzt). Jedoch waren x und y so gewéhlt, dass x #Z y (mod p), ein Widerspruch. [
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Bemerkung 6.29. Es scheint so, als hdtten wir den ersten Fall der Fermat-Vermutung
jetzt fiir viele Primzahlen bewiesen. Ist das wirklich so? Leider nein! Ein Resultat von
Montgomery und Uchida von 1964 besagt namlich, dass Z[(,] genau dann faktoriell ist,
wenn p < 19 ist.

Kummer bemerkte jedoch, dass die Voraussetzung “Z[(p] ist faktoriell” abgeschwicht
werden kann.

Definition 6.30. Eine Primzahl p # 2 heiit reguldr, wenn sie die Klassenzahl hq((,)
von Q((p) nicht teilt.

Bemerkung 6.31. Im Hinblick auf Bemerkung 6.29 sind alle ungeraden Primzahlen
< 19 regulér. Die folgende Liste zeigt die reguléren Primzahlen bis 100:

3, 5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 41, 43, 47, 53, 61, 71, 73, 79, 83, 89, 97.

Man sieht, dass es davon wesentlich mehr gibt, als nur die ungeraden Primzahlen bis 19.
Wie die Folge der reguliren Primzahlen weitergeht, kénnen Sie unter A007703 in der
OEIS einsehen.

Satz 6.32 (Kummer). Ist p eine requldre Primzahl, so gilt der erste Fall der Fermat-
Vermutung fiir p.

Beweis. Im Beweis von Satz 6.28 wurde die Voraussetzung “Z|[(,] ist faktoriell” lediglich
benutzt, um z + (py = ea? mit € € Z[(,]* und o € Z[(p] schreiben zu kénnen (vgl. auch
Proposition 6.25). Wenn wir also zeigen konnen, dass man z + (py auch fiir regulére
Primzahlen p in einer solchen Form schreiben konnen, sind wir fertig.

Wir schreiben wie tiblich

p—1
e = [+ o) =
i=0
Ist 2Z[(p) = p{* - ... - p& die Primidealzerlegung, so folgt die Idealgleichung
p—1
PZ) = (2Z[)P = (b7 w0 )P = [ [ (@ + G- (6.23)
i=0

Nach Proposition 6.24 sind die Hauptideale (x + C;y) paarweise teilerfremd. Zusammen
mit Gleichung (6.23) impliziert das, dass jedes der Ideale (z + (,y) die p-te Potenz eines
Ideals von Z[¢] ist. Insbesondere gilt das fiir ¢ = 1, d.h. (z + (py) = a” fiir ein Ideal
a C Z[¢y]. Da aP ein Hauptideal ist, gilt also

[a]” =[] = [Z[G]] € Clg(g) -

Die Ordnung von [a] in der Klassengruppe ist also 1 oder p. Als reguldre Primzahl teilt
p jedoch die Klassenzahl von Q(() nicht, das heifit, dass a = («) ein Hauptideal sein
muss. Da (z + (py) = af = (o), muss es also eine Einheit € € Z[(]* mit = + (py = ea?
geben, wie behauptet. ]

Bemerkung 6.33. Klassenzahlen bzw. -gruppen sind schwierig zu berechnen — wie
findet man also moglichst effizient heraus, ob eine gegebene Primzahl p # 2 regulér
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ist? Uberraschenderweise gibt es das folgende, verhaltnismasig leichte Kriterium fiir die
Regularitiit einer Primzahl: Definiere die Bernoulli-Zahlen By, fiir k € Z>( durch?

t .tk
el—1 ZBkﬁ
k=0

Es ist nicht schwer zu zeigen, dass alle By, rationale Zahlen sind. Schreiben wir

By, = % mit ay, € Z, by € Zo und ggT(ay, by) = 1,
k

so gilt fiir eine Primzahl p # 2 die folgende wundersame Aussage:

p ist regulir <= fir alle k € {2,4,6,...,p — 3} gilt: p 1 ay.

Beispielsweise gilt Bia = —%, also ist die Primzahl 691 irregular. (Der Beweis der

Aquivalenz der beiden Definitionen ist natiirlich — wie zu erwarten — aufwendig.)

Bemerkung 6.34. Fiir z € R bezeichne 7(z) bzw. 7yeg(x) die Anzahl der Primzahlen
bzw. reguliren Primzahlen < z. Eine noch weit offene Vermutung von Siegel (1964)
besagt, dass

lim sup Mres(®) _ —1/2 0, 6065
T—00 7['(37)

gilt. Mit anderen Worten: Es wird vermutet, dass etwa 60,65% aller Primzahlen regulér
sind. Fragen Sie mich nicht, aus welchen Heuristiken der Wert e~1/2 entspringt — ich
habe keine Ahnung. Zum heutigen Tage ist ndmlich noch nicht einmal bekannt, ob es
iiberhaupt unendlich viele regulidre Primzahlen gibt. Es ist jedoch bewiesen, dass es
unendlich viele irreguldre Primzahlen gibt.

Bemerkung 6.35. Wir haben in (6.19) im Beweis von Satz 6.28 gesehen, dass p-te
Potenzen von Elementen in Z[(,] modulo p kongruent zu ganzen Zahlen sind. Die
Umkehrung gilt zwar nicht, aber es gilt Kummers Lemma:

Ist p reguldre Primzahl und u € Z[(p]* modulo p kongruent zu einer ganzen Zahl, so
gibt es v € Z[(p]* mit u = vP.

Im Beweis von Kummers Lemma muss eine Verbindung zwischen den Einheiten von
Z[(p| und der Klassenzahl hq,) hergestellt werden — man kann sich also vorstellen, dass
der Beweis etwas aufwendiger ist. Wir verzichten deshalb an dieser Stelle auf einen
Beweis. Dennoch mochten wir bemerken, dass Kummers Lemma genutzt werden kann,
um Fall (2) des grofien Satzes von Fermat fiir regulére Primzahlen zu beweisen. Der
Vollstandigkeit halber haben wir den Beweis des zweiten Falls der Fermat-Vermutung
im folgenden Unterkapitel, Abschnitt 7?7, ausformuliert.

Im Vergleich zum Beweis der Fermat-Vermutung in Génze (d.h. auch fiir nicht-regulére
Primzahlen) sind Kummers Lemma und die Methoden dieses Kapitels jedoch eher mit
dem Einmaleins zu vergleichen.

*Beachte: Die auf R\ {0} definierte Funktion ¢ — —*~ kann in 0 analytisch fortgesetzt werden,
deshalb ergibt die Taylorentwicklung Sinn.
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6.3.1 I"Jbungen

Aufgabe 6.3.1. Sei S! = {(z,y) € R? | 22 + y? = 1} die Einheitskreislinie. Zeigen Sie,
dass jeder Punkt (zq,10) € S' N Q? in der Form
u? —v? 2uv

T0= 55— Yo = —5 5
u? + 2’ u? + v2

mit u,v € Z geschrieben werden kann.

Hinweis: Betrachten Sie die Geraden y = t(z — 1) fiir t € Q.

Aufgabe 6.3.2. Beweisen Sie die Fermatsche Vermutung fiir n = 4.

Aufgabe 6.3.3. Beweisen Sie den ersten Fall der Fermatschen Vermutung fiir p = 5.

Aufgabe 6.3.4. Zeigen Sie ausgehend von der Definition reguldrer Primzahlen an-
hand der Bernoulli-Zahlen (vgl. Bemerkung 6.33), dass es unendlich viele irregulére
Primzahlen gibt.
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Kapitel 7

Hilbertsche Verzeigungstheorie

Im vorherigen Kapitel haben wir das Zerlegungsgesetz 6.19 fiir Kreisteilungskorper be-
wiesen. Inhalt des Zerlegungsgesetzes ist unter anderem, dass alle Primideale von
Z[(,], die tiber einer gegebenen Primzahl liegen, die gleichen Verzweigungsindizes und
Tragheitsgrade haben. Dabei handelt es sich natiirlich nicht um Zufall, sondern um ein
Resultat der Hilbertschen Verzweigungstheorie, die wir in diesem Kapitel entwickeln und
diskutieren mochten.

Das grundlegende Setup innerhalb des gesamten Kapitels sei wie folgt. Es sei L/K eine
Galoiserweiterung von Zahlkérpern vom Grad n = [L : K|. Mit G = Gal(L/K) sei
die Galoisgruppe der Erweiterung bezeichnet. Wir fixieren auflerdem eine Einbettung
L C C. Aus der Korpererweiterung K C L erhalten wir eine Ringerweiterung Ox C Of,.
Das folgende Lemma ist der Startpunkt der Verzweigungstheorie.

Lemma 7.1. Die Galoisgruppe G operiert in natirlicher Weise auf Of,.

Beweis. Sei o € G. Ist a € O, mit Minimalpolynom m, € Z[X] iiber Q gegeben, dann
ist o(av) wieder eine Nullstelle von my, also o(«a) € Of. O

Korollar 7.2. Ist B C Or ein Primideal und o € G, so ist o(*B) wieder ein Primideal
von Of,.

Beweis. Die Abbildung oo, : O, — O, ist ein Automorphismus von Ofy.. O

Definition 7.3. Die Ideale o() (¢ € G) heiflen die zu B konjugierten Primideale von
Or.

Das fiihrt zur folgenden Frage: Wir fixieren ein Primideal (0) # p C Ok und das von p
erzeugte Ideal pOr, in Op. Dieses hat eine Primfaktorisierung

€ T .
pOr, = 11~...- ¢ 6J21.

r o
Wie verhalt sich diese Zerlegung unter der Wirkung der Galoisgruppe G?
Satz 7.4. Die Galoisgruppe G operiert transitiv auf {B1,..., P}
Beweis. Wir stellen zunéchst fest, dass G auf {81, ...,B,} operiert, da fir o € G gilt,

dass o(pOpr) = o(p)Or = pOy.
Um die Transitivitdt der Operation zu beweisen, nehmen wir fiir einen Widerspruch an,

115



dass es i # j mit o(*B;) # P, fiir alle 0 € G gibt. Der Chinesische Restsatz garantiert
dann die Existenz von f € Op mit f = 0 (mod ;) und f = 1 (mod o(P;)) fiir alle
o € (G. Man erhalt dann

Nyw@B) =J]e®=58 - JI oBeBnOk=p

~~~ .
ceq@ ey, ceG\{idp}

Andererseits ist 5 in keinem der o(;) enthalten. Da B; ein Primideal ist, folgt also der
gewiinschte Widerspruch

I3 ¢ N0k =».

ceqG
O
Im weiteren Verlauf werden wir den Stabilisator der Wirkung von G auf der Menge der
Primideale von Of, genau studieren.
Definition 7.5. Sei BB C Op, eines der Primideale P, ...,,.
(1) Der Stabilisator

Gy = D(Blp) :={oc € G| o(P) =P}
heifit Zerlegungsgruppe von B iiber K.

(2) Der Fixkérper Zy := L% = {a € L | o(a) = a fiir alle 0 € Gy} heifit der zu P
gehorige Zerlegungskorper.

Bemerkung 7.6.

(1) Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie haben wir K C Zyp C L und dass L/Zgp
galoissch mit der Galoisgruppe Gy ist.

(2) Fir 0 € G gilt 0Gpo™! = Gy ).

(3) Nach Satz 7.4 operiert G transitiv auf der Menge {1,...,B,} der Primideale
tiber (0) # p C Ok. Wir erhalten demnach fiir jedes i € {1,...,r} eine Bijektion

Qi G/quZ — {ml, e ,m,«},
oGy, — o(Bi).

Die Abbildungen ¢; sind vertraglich mit der G-Operation, das heift fir 7,0 € G
gilt

T(pi(0Gy;)) = i(ToBi).

Wir erhalten sofort:

Korollar 7.7. Sei (0) # B C O und p = PN Ok. Sei pOr, = PT* - ... - P& die

Primfaktorisierung. Dann gilt:
(]) [K:qu] = (GG&B) =7,
(2) Gp={idr} <= Zp =L < r=mn, d.h. p zerfillt in L total,
(3) Gp =G <= Zp=K <= r=1, d.h. pistin L unzerlegt.
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Beweis. Die erste Aussage folgt sofort aus Bemerkung 7.6 (3) und Galoistheorie, die
anderen beiden Aussagen folgen sofort aus Galoistheorie und der ersten Aussage. O

Satz 7.8. Sei (0) # p C Ok ein Primideal und pOp, = Pi* - ... - P& die Primfak-
torisierung. Schreibe auflerdem f; := f(Pi|p). Dann gilt

e1=...=¢€p und fi=...=fr

Fur e :=e; und f := f; gilt also insbesonderen =r-e- f.

Beweis. Fiir jedes o € G und jedes P € {Pi,..., B, } haben wir ein kommutatives
Diagramm von Vektorrdumen tiber k(p) := Ok /p:

OL/B —— Op/c(%)

] J

k(p) == k()
Hierbei ist O, /B — O /o (*B) der durch o induzierte Isomorphismus von Vektorraumen
iiber k(p) := Ok /p. Es folgt

Def

FEBlp) = dimyp) (OL/R) = dimyy (Or/o(R) = F(a(B)]p).

Aus der Transitivitdt der G-Operation auf {1, ...,B,} (siehe Satz 7.4) folgt somit f; =
... = fr. Die verbleibende Aussage e; = ... = e, folgt ebenfalls aus der Transitivitat
und der Beobachtung

P teilt pOr, <= o(P") = o (P)” teilt o(pOr) = pOr.
Die Gleichung n =r - e - f folgt nun aus der fundamentalen Gleichung 4.39. 0
Warum heiflen Zerlegungskorper eigentlich Zerlegungskorper?
Satz 7.9. Sei (0) # P C Op ein Primideal, p =B N O und Pz := P N Zy.

1) FEs ist Bz unzerlegt in L/ Zy, d.h. PzOp ist eine Potenz von P,
B
(2) Es gilt:

e(PIBz)=e,  FBIPB2) =1,
e(Pzlp) =1,  f(Pzlp) =1.

In einem Diagramm kann das Ergebnis des Satzes wie folgt zusammengefasst werden:

B C L
(PP 2)=e, Grad
FRIB2)=f |Gpl=e-f
e(Blp)=e, C 7. Grid
F(Rl)=f ¥z ? |Gl=n
e(mz‘p):L ‘
f(Bzlp)=1 (




Es ist allerdings zu beachten, dass der Zerlegungskorper Zg von P und nicht nur von p
abhangt. Die Primfaktorisierung von pOz,, enthalt neben dem Faktor Bz (mit Verzwei-
gungsindex 1 und Tragheitsindex 1) meist noch andere Faktoren, iiber die wir im Allge-
meinen nichts sagen konnen (vgl. auch die Darstellungen unter Satz 7.14).

Beweis. (1) Da Zyg = L%, gilt Gal(L/Zy) = Gsyp. Definitionsgemi8 gilt auBerdem fiir
alle 0 € Gy, dass o(P) = {P}. Da die Galoisgruppe Gy transitiv auf der Menge der
Primideale von Oy, tiber B operiert (Satz 7.4), folgt die Aussage.

(2) Aus Satz 7.8, Korollar 7.7 und Galoistheorie erhalten wir
Gl=n=r-c-F.
wobei 7 = (G : Gy) = [Zy : K. Da also |G| = |G| - 7, folgt auch
Gyl =e-f =L Zy) (r.1)
AuBlerdem gilt

e f L Zy)

Andererseits gilt nach Aufgabe 4.6.6 auch

(1), fund. GL
= e

(BIPz) - F(BB2). (7.2)

e=e(P[Pz)-ePBzlp)  uwd  f=FOBIB2) - F(Bzlp),

was zusammen mit (7.2) nun e(P|Pz) = e, f(P|Pz) = f und e(Pzlp) = f(Pzlp) =1
beweist. O

Als néachstes mochten wir die Frage beantworten, wie sich die Zerlegungsgruppen ver-
halten, wenn wir zu einem Zwischenkorper tibergehen.

Lemma 7.10. Sei L' ein Zwischenkérper von L/K. Sei wie iblich (0) # P C Of, ein
Primideal und p =P N Ok. Dann gilt mit P = PN O und G' = Gal(L/L’):

(1) Gy =GyNG,
(2) GpCG = L CZy < e(¥lp) =f(Fp) =1

(3) Wenn L' /K galoissch ist und Gy C G := Gal(L'/K) die Zerlegungsgruppe von R’
tber K ist, so ist @qy das Bild von Gsg unter der kanonischen Projektion G — G,
o — O"L/ .

Beweis. (1) Es gilt definitionsgemaf
Gp={0eG |o(P)=F}={ccG|oecCG und o() =P} =G NGy
(2) Die Galoiskorrespondenz liefert
GpCG — I'=L1LY C L9 = Zy.

Fiir die zweite Aquivalenz betrachten wir das folgende Diagramm von Korpern, wobei

wir € := e(PIP'), f = f(P|P’) schreiben:
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L 4

/Gra ,
|qu |=e -f
Grad

(Gle- £ L% W pownd = gy

/

LGx = Zq3

/:LG’

L
Dass die Korpergrade wie angegeben sind, folgt beispielsweise aus dem Beweis von
Satz 7.9. Das Diagramm zeigt:

K

L'cZy — LG%:Zm e -f=¢€-f L e=¢cund f = f'.

Hierbei folgt Schritt (x) erneut aus Aufgabe 4.6.6). Dieselbe Aufgabe impliziert jedoch
auch

e f
cBlp)=5 wmd )=
woraus wir die Behauptung ablesen.

(3) Sei 0 € G und @ = 0|y € G. Dann gilt:

ceGy o) =P = o) =P
also @ € Gyy. In Schritt (x+) wurde hierbei benutzt, dass L'/ K galoissch ist, und damit
0(Or) = Op gilt (vgl. Lemma 7.1). Das beweist, dass im(Gyp — G) in Gy enthalten
ist.

Ist umgekehrt 7 € Gq C G, so gibt es ein 71 € G mit 71 := 7| = 7 (da die Projektion
G — G surjektiv ist). Wir miissen zeigen, dass es ein 5 € G' = ker(G — @) mit
T2 0 71 € Gip gibt. Ein solches 75 erhalten wir wie folgt. Zuerst beobachten wir, dass

n(P)N Oy = (PNOL) =1 (P) =P

gilt. Da G’ transitiv auf der Menge der Primideale iiber ' operiert (Satz 7.4), gibt es
also ein 5 € G’ mit (71 (P)) =P, also 72 0 7 € Gy, wie gewiinscht. O

Wir erhalten ein gruppentheoretisches Kriterium, um volle Zerlegung fiir beliebige Er-
weiterungen L'/K von Zahlkorpern nachzuweisen (man kann L' ndmlich stets in einen
Korper L einbetten, sodass L/K galoissch ist):

Korollar 7.11. In der Situation von Lemma 7.10" sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) p ist zerfdllt in L' total, d.h. pOps ist ein Produkt von [L' : K] paarweise ver-
schiedenen Primidealen.

!Man beachte, dass L’ /K nicht notwendig galoissch sein muss.
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(2) Gy C G' fiir alle Primideale B C Op, mit p =P N Ok.

Beweis. Fiir jedes Primideal 3’ C Oy, das tiber p liegt, gibt es ein Primideal ¢ C Oy,
das iiber P’ liegt. Nach Lemma 7.10 (2) gilt nun e(P|p) = f(P'|p) = 1 genau dann,
wenn Gy C G'. O

Sei 0 € G = Gal(L/K) und B C Op, ein Primideal # (0), das iiber dem Primideal
p C Ok liegt. Definiere die Korper k(R) := Or /P und k(p) := O /p. Dann ist durch

7 k(P) = k(@(P), a+P—ola)+o(P)

ein ein k(p)-linearer Isomorphismus beschrieben (vgl. auch den Beweis von Satz 7.8).
Fiir o € Gy gilt also 7 € Auty,) (k(B)).,

Proposition 7.12. Die Erweiterung k(B)/k(p) ist galoissch. Der Homomorphismus
op: Gp — Gal(k(B)/k(p)), o — T ist surjektiv.

Beweis. Beide Korper der Erweiterung k() /k(p) sind endlich, somit ist die Erweiterung
galoissch?.

Da die Zerlegungsgruppe von B bzgl. L/K mit jener bzgl. L/Zy iibereinstimmt und

fir Pz = PN Zy gilt, dass f(PB|Pz) = f (Satz 7.9 (2)), folgt k&(Pz) = k(p). Wir diirfen
also ohne Einschrankung K = Zy und damit auch G = G annehmen.

Wir wihlen nun ein primitives Element 5 € Op von L/K. Da L/K normal ist, zerfallt
q :=mg € Og[X] tiber L in Linearfaktoren:

q=(X—=51) ... (X = Bn), pr = B.

Reduzieren wir diese Gleichung modulo 3, so erhalten wir

7=X=B1) ... (X-8,).

Da L = K(f), folgt k() = k(p)(B). Ein Element 7 € Gal(k(%)/k(p)) bildet 5 auf ein
B; ab und ist dadurch eindeutig festgelegt. Dann gilt fiir 0 € G = Gy, o(8) = B; aber

op(o) =T. n
Definition 7.13. Der Kern Iy von ¢y heiit Trigheitsgruppe® von 9 iiber K. Der
zugehorige Fixkorper Ty 1= L™ wird der Trdgheitskérper von B iiber K genannt.
Warum heiflen Trégheitskorper eigentlich Tragheitskorper?

Satz 7.14. Sei (0) # B C O, ein Primideal, p =P N Ok . Dann gilt:

(1) Die Erweiterung Tiy/Zy ist galoissch und Gal(Typ/Zy) ist kanonisch isomorph zu
Gal(k()/k(p))-

(2) Es gilt (G : Ip) = [Top : Zsp] = f und |Ip| = [L : Tig] = e.

2Das sollte aus der Algebra bekannt sein: Bezeichnet p die Charakteristik der beiden Koérper, so
konnen wir k() mit Fpm identifizieren. Es geniigt dann nach Galoistheorie zu zeigen, dass F,m /F,
Galois ist. Der Korper Fpm ist aber der Zerfallungskérper von XP" — X e Fp[X].

Sengl. inertia = Tragheit, deshalb wird der Buchstabe I fiir die Tragheitsgruppe verwendet.
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(8) Fiir die Primideale Pr := PN Oy, und Pz =P N Oz, gilt

e(PPr) =e,  FOBPr) =1,
e(PrBz) =1,  fBrlBz) = .
Mit anderen Worten: ‘Bz ist total trage in Ty und P ist total verzweigt in L.
(4) Es gilt Iy ={id} < L =Ty < e=1, d.h. p ist in L unverzweigt.

Slogan: “Die Primfaktorisierung von Bz in L/Zy spaltet sich auf in einen total verzweigten

Anteil und einen total tragen Anteil.” Schreiben wir wie iiblich pOr = Bf - ... - P7 und
B =Py, so erhalten wir also insgesamt folgendes Diagramm:
L > B =P B aas By
. e(B[Pr)=e
Grad e FERPr)=1
Ty D PBr B2 . RU
Grad e(Pr|Pz)=1
n=r-ef Grad f FOPrIPz)=F
Ty > Bz Bz, o Bz,
e(Pzlp)=1
Grad 7 FRzlp)=1
Hier lasst sich i.A. keine Aussage

uber die Zerlegung treffen.

K D p

Um die Zerlegung der P, (diese miissen nicht einmal paarweise verschieden sein) etc.
zu studieren, muss man statt Zyp bzw. Ty natiirlich Zy, bzw. Ty, betrachten. Ist G
allerdings abelsch, so folgt aus Bemerkung 7.6 (2) und Satz 7.4, dass

Gp=Gp, =...=Gyp,.
In diesem Fall folgt also auch
ZYB:ngIZ...:Zq}T und Tm:Tmlzszr

In diesem Fall kann man im gelben Teil des obigen Diagramm dieselben Verzweigungsin-
dizes und Trigheitsgrade eintragen, wie links daneben:

L > B =% B e B
Grad e e shant B G o Yora ¢
T > PBr PBr2 e B
Grad Grad e(Pr|Pz)=1 Verzw. 1 Verzw. 1
n=r-e-f rad f fOBrIP2)=Ff Tragh. f Tragh. f
Zo
Grad r
K




In letzterem Fall sind ‘B und die Bz; (genau so wie die Pr und die Pr;) paarweise
verschieden — das folgt aus der fundamentalen Gleichung 4.39 und den angetragenen
Verzweigungsindizes und Trégheitsgraden.

Beweis von Satz 7.14. Die meisten Aussagen folgen aus Galoistheorie.

(1) Als Kern von ¢ ist Iy ein Normalteiler von Gy, somit liefert die Galoiskorrespon-
denz, dass Ty /Zy galoissch ist. Die Aussage iiber die Galoisgruppen folgt aus

Prop. 7.12
Gal(Tog/Zp) = Gp/Iy = Gal(k(B)/k(p))-
(2) Nach Galoistheorie gilt

@
[Ty : Zyp] = (G : Ip) = |G/ Ip| = |Gal(k(B)/k(p))| = [K(B) : k(p)] = [.
Die zweite Aussage folgt dann aus |G| = e - f, siehe den Beweis von Satz 7.9.

(3) Zunachst iiberlegt man sich, dass Iy auch die Tragheitsgruppe von ‘B iiber dem
Tréagheitskorper s ist. Mit Proposition 7.12 folgt nun

Gal(L/Ty)/Ip = Gal(k(B)/k(Br)),
—

triviale Gruppe

d.h. kE(PB) = k(Pr). Hieraus folgt f(P|Pr) = 1, also auch f(Pr|Bz) = f. Die Aussage
iiber die Verzweigungsindizes folgt nun aus

(2) Aufg. 4.6.6
e = e

e(PIPr) = e(PIPr) - FBPr) L (L ) & (PIBr) - e(PrlF2).

In Schritt (%) wurde hierbei verwendet, dass BrOy, eine Potenz von ‘B ist, was gilt,, weil
PB~Oy, eine Potenz von P ist (Satz 7.9 (1)).

(4) Die erste Aquivalenz ist klar, die zweite folgt sofort aus (2). O
Wie bei Zerlegungskorpern kann man sich die Frage stellen, wie die Tragheitsgruppen
von Zwischenkorpern aussehen.

Lemma 7.15. Sei L' ein Zwischenkorper der endlichen Galoiserweiterung L/K. Sei
wie iblich (0) £ B C O ein Primideal und p = PN O. Dann gilt mit P = PN O
und G' = Gal(L/L'):

(1) Die Trdgheitsgruppe 1;33 von B uber L' ist L/p =IpN an.
(2) Iy CG' <= L' CTy < e(P'|p) =1 (d.-h. p ist in L' unverzweigt).
(3) Ist L' /K galoissch und G = Gal(L'/K), so ist Iy das Bild von Iy unter der
Projektion G — G, o+ o|p/.
Beweis. Die Aussagen (1) und (3) werden durch Diagrammjagd* bewiesen.

(1) Diese Aussage durch Analyse des folgenden kommutativen Diagramms mit exakten
Zeilen (die Surjektivitét folgt hierbei jeweils aus Proposition 7.12):

4Eine Beweismethode, bei der man Objekte “durch das Diagramm jagt”. Beweise mittels Diagramm-
jagd sind schrecklich aufzuschreiben und es ist besser, wenn man versucht, sie selbst zu fiihren, als
aufgeschriebene Beweise zu verstehen. Hat man selbst eine Hand voll Beweise mit Diagrammjagd gefiihrt,
so lassen sich die folgenden Diagrammjagden meist ohne Nachdenken durchfiihren.
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Lem. 7.10 (1)

» Gy Gp NG —— Gal(k(P)/k(P)) — 1

| / !

I gy e Gal(k()/k(p) — 1

Die blaue Inklusion ¢ ist hierbei wohldefiniert, da die Kommutativitdt des Diagramms
und die Exaktheit der Zeilen implizieren, dass = € ker (G — Gal(k(B)/k(p))) = Ip
gilt. Die Wohldefiniertheit von ¢ stellt sicher, dass fiir « € 1;33 gilt:

x € Iy und r e, also auch relpn G

Ist umgekehrt y € Iy NG, so gilt insbesondere y € Gp NG’ = Gy. Da auferdem y € Iy,
wird y in unteren Zeile auf idyq) € Gal(k(B)/k(p)) abgebildet. Da

Gal(k(P)/k(P') < Gal(k(B)/k(p))

injektiv ist, wird y € Gj also auch in der oberen Zeile auf idyp) € Gal(k(PB)/k(F))
abgebildet. Die Exaktheit der ersten Zeile impliziert nun y € 1;33.

(2) Die erste Aquivalenz folgt sofort aus
IyC G — L'=L% cL™ =T

Fiir die zweite Aquivalenz betrachte man das folgende Korperdiagramm, wobei €’ :=

e(BIP):

G
L Tt
Grad ’ '
ol L Y e —
Iy
L™ =Ty

L = LG’

/

Dass die Korpergrade wie angegeben sind, folgt aus Satz 7.14 (2). Aus dem Diagramm
folgt nun sofort

K

; Aufg. 4

I'CTy < Tyl =Ty < e=c OO e (B p) = 1.

(3) Wir ergénzen das Diagramm aus (1) zum folgenden Diagramm (wobei a priori noch
nicht klar ist, weshalb die blaue Abbildung 1 wohldefiniert und surjektiv ist — das zeigen
wir unter dem Diagramm):
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1 y Ip » Gip » Gal(k(B)/k(p)) —— 1
ol |

1 > I«p/ > éqy Gal(k(‘ﬁ')/k(p)) — 1
1 1 1

Nach Lemma 7.10 (3) ist die Abbildung ¥ gerade die Einschriankung der Projektion
G — G auf Ge. Deshalb ist ¥ wohldefiniert und surjektiv. Wir beweisen nun durch
Diagrammjagd, dass ¢ wohldefiniert und surjektiv ist. Da ja ¢ = V| Iy gilt, entspricht
die Wohldefiniertheit von 1) gerade der Inklusion im(/y — G)C Iy und die Surjektivitét
der umgekehrten Inklusion.

Wohldefiniertheit: Sei x € Ip. Da die zweite Zeile des Diagramms exakt ist, wird z
auf idyp) € Gal(k(B)/k(p)) abgebildet. Projiziert man nach Gal(k(B’)/k(p)), so erhélt
man natiirlich idyg). Da das Diagramm kommutiert, wird ¥(x) unter

Gy — Gal(k(%')/k(p))

auch auf idy ) abgebildet. Da die dritte Zeile exakt ist, liegt W(x) also im Bild der
Abbildung Iy — Gy, d.h. ¥(z) € Iyy. Das zeigt die Wohldefiniertheit von .

Surjektivitat: Ist y € Iyp. Da WU surjektiv ist, kénnen wir ein Urbild z € Gy von y
wéhlen. Sei o € Gal(k()/k(p)) das Bild von z. Da das Diagramm kommutiert und
die letzte Zeile exakt ist, ist das Bild von o in Gal(k(%')/k(p)) gerade idyq). Da die
dritte Spalte exakt ist, gibt es also ein Urbild 7 € Gal(k(B)/k(F’)) von . Nun ist
Gy — Gal(k(B)/k(P’)) surjektiv, wir konnen also ein Urbild z € Gg von 7 wiihlen.
Insgesamt erhalten wir, dass

zz7 1 € ker(Gyp — Gal(k(R)/k(p)) = Iy und U(zz ™) =U(z) =y.

Es ist also zz~1 € Iz ein Urbild von y € Iy, was die Surjektivitédt von 1) beweist. O

Ahnlich wie in Korollar 7.11 erhalten wir ein gruppentheoretisches Kriterium, um Un-
verzweigtheit in beliebigen Erweiterungen von Zahlkorpern nachzuweisen:

Korollar 7.16. Mit der Notation von Lemma 7.15 sind daquivalent:
(1) p ist in L' unverzweigt.
(2) Es gilt Iy C G’ fiir alle Primideale B C Oy, dber p.

Beweis. Ist B’ € Op ein Primideal iber p, so gibt es ein Primideal 3 C Oy, iiber g’.
Nach Lemma 7.15 (2) gilt nun e(’|p) = 1 genau dann, wenn Iy C G’ gilt. O
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Wir beenden das Semester mit einer Anwendung der Verzweigungstheorie. Sei |k(p)| = g.
Es ist aus der Algebra-Vorlesung bekannt, dass Gal(k(B)/k(p)) zyklisch ist und vom
Frobenius-Homomorphismus

Frobg,: k(B) — k(B), x —

erzeugt wird. Nach Proposition 7.12 ist pgp: Gy — Gal(k(9)/k(p)) surjektiv, also
kénnen wir ein Urbild Froby € Gy von Frob, wihlen. Ein solches Urbild wird ein
Frobeniuselement genannt. Ist p in L unverzweigt (d.h. ¢y ist ein Ismorphismus, vgl.
Satz 7.14 (4)), so ist die Konjugationsklasse von Frobg in G schon durch p bestimmt,
da ja nach Bemerkung 7.6 (2) gilt:

Vo e G: J_le_;J = Gop)s also auch o lo Frobg oo = Frob, () -

Des Weiteren beobachtet man, dass ein 7 € G genau dann ein Frobeniuselement ist,
wenn die folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind:

(1) 7(P) =P, d.h. 7 € Gy, und
(2) fir alle z € Op, gilt 7(z) = 27 (mod ‘R).

Der Dichtigkeitssatz von Cebotarev gibt Aufschluss dariiber, fiir wie viele unverzweigte
Primideale p C Ok eine Konjugationsklasse eines 7 € G ein Frobeniuselement enthélt.
Bevor wir ihn formulieren kénnen, benotigen wir noch eine Definition.

Definition 7.17. Sei X eine Menge von Primidealen # (0) von Ok und P die Menge
aller Primideale # (0) von Og. Dann heifit der Grenzwert

. HpeX | N <C}
0= TP | Np) < O)]

die natirliche Dichtigkeit von X, falls er existiert.

Klar ist, dass §(X) = 0, falls X endlich ist. Falls §(X) existiert und positiv ist, so hat
X also unendlich viele Elemente.

Satz 7.18 (Dichtigkeitssatz von Cebotarev). Sei L/ K eine Galoiserweiterung von Zahlkérpern
mit Galoisgruppe G. Fiur o € G setzt man

C,:={rtocor|T€G} (die Konjugationsklasse von o € G), und

p ist in L unverzweigt und o = Frobyg

fiir ein Primideal B C O mit PN Ok =p

X(o):=<pepP

Dann ezistiert 6(X (o)) und es gilt

Gl
c]

(X (9))

Der Beweis erfordert Methoden der analytischen Zahlentheorie und geht iiber den Um-
fang dieser Vorlesung hinaus. Um die Bedeutung des Dichtigkeitssatzes zu illustrieren,
folgern wir den bekannten Dirichletschen Primzahlsatz aus ihm.
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Satz 7.19 (Dirichletscher Primzahlsatz). Sei p eine Primzahl und 1 < a < n mit
ggT(a,n) =1. Sei Xy, q := {p Primzahl | p=a (mod n)}. Dann gilt

Insbesondere gibt es unendlich viele Primzahlen der Form nk + a.

Beweis. Sei p eine Primzahl, die n nicht teilt. Aus dem Zerlegungsgesetz 6.19 folgt, dass
p dann unverzweigt in Q((,) ist. Ferner gilt mit Satz 6.5, dass

Gal(Q(¢n)/Q) = {ov: Ga > G | ggT(b,n) = 1} = (Z/nZ)*.

Wie wir oben gesehen haben, sind im Falle p { n also alle Frobeniuselemente Frobgy fiir
P NZ = pZ gleich (da sie konjugiert sind, aber Gal(Q((,)/Q) abelsch ist). Des Weiteren
gilt definitionsgemaf

0p(Cn) = ¢ = Frobg(¢,) (mod *P).

Also sind 0, und Froby modulo ‘B gleich. Es folgt, dass o, die auf S. 125 angegebene
Charakterisierung von Frobeniuselementen erfiillt. Also ist o, = Frobg. Da o), = o, fiir
p =a mod n gilt, folgt insgesamt

PEXna < pe€ X(0q).

Die Behauptung folgt also aus dem Dichtigkeitssatz von Cebotarev 7.18 angewendet auf
0o (man beachte, dass Cy, = {04}, weil Q((,)/Q eine abelsche Galoisgruppe hat). [
7.0.1 Ubungen
Aufgabe 7.0.1. Sei L = Q(i,/5).

(1) Zeigen Sie, dass L/Q galoissch ist und bestimmen Sie die Galoisgruppe.

(2) Zeigen Sie, dass O, = Z][i, HT\/S] gilt.
(3) Zeigen Sie, dass 2 und 5 die einzigen Primzahlen sind, die in L verzweigen.
(4)

4) Berechnen Sie die Zerlegungs- und Tragheitsgruppen fiir alle Primideale o C Oy,

die tiber 2 und 5 liegen.
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Kapitel 8

Bewertungen und
Vervollstandigungen

Vervollstandigungen kennen Sie aus der Analysis: In Q konvergiert nicht jede Cauchy-
Folge (beispielsweise Y r_; 1/k?), in R aber schon. Des Weiteren liegt Q dicht in R. Man
sagt dann, dass R eine Vervollstandigung von Q ist. Um R aus Q zu gewinnen, gibt es
verschiedene Moglichkeiten, beispielsweise iiber die Dedekindschen Schnitte.

Den Begriff Bewertung, der in der Uberschrift dieses Kapitels vorkommt, kennen Sie auch
vom Begriff des diskreten Bewertungsringes. Allgemeiner kann man fiir einen Korper K
eine Abbildung v: K — RU {oo} betrachten, die fiir alle 2,y € K die iiblichen Axiome

v(ry) = v(z) +v(y),

v(z +y) = min{v(z),v(y)}, und

v(z) =00 <= =0
erfiillt. (Der Unterschied zu einer diskreten Bewertung liegt darin, dass v jetzt nicht nur
diskrete Werte annehmen darf.) Man nennt (K,v) bewerteten Kérper mit Bewertung

v. Der zugehorige Bewertungsring ist dann der Ring der Elemente mit nicht-negativer
Bewertung.

Konstruktion 8.1. Fiir einen bewerteten Korper (K, v) definiert man eine Abbildung
| [v: K = Rso, |z, =e "™,

(Hierbei soll die Konvention e~ := 0 gelten, d.h. |0], = 0.) Die Axiome der Bewertung
tibersetzen sich dann in die folgenden Axiome fiir | - |,: Fir alle z,y € K gilt:

’$y|l/ = |I‘u|y|ua (8.1)
|z + yly < max{|z,, [y[}, und (8:2)
lz|, =0 <= =0 (8.3)

und der Bewertungsring von (K, v) ist die Menge der Elemente z € K mit |z|, < 1.
Besonders sticht hier die zweite Eigenschaft (8.2) heraus: Wegen

max{|z]y, [y} < |zl + [yl

ist sie eine viel starkere Variante der Dreiecksungleichung — (8.2) wird deshalb auch
ultrametrische oder nicht-archimedische Dreiecksungleichung genannt.
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Umgekehrt kann man mit einer Abbildung |- |: K — R>¢ starten, die die Eigenschaften
(8.1), (8.2), (8.3) erfiillt. Dann erhélt man eine Bewertung auf K via v||(x) := — In(|z]),
wobei die Konvention —In(0) := oo gelten soll.

Es ist klar, dass die angegebenen Konstruktionen zueinander invers sind.

Allgemeiner konnen wir definieren:

Definition 8.2. Ein Absolutbetrag auf K ist eine Abbildung |- |: K — R>¢, sodass fiir
alle z,y € K die folgenden Eigenschaften gelten:

Multiplikativitét: lzy| = |x| - |y,
Dreiecksungleichung: |z + y| < |z| + |y],
Definitheit: |z] =0 < 2 =0.

Ein Absolutbetrag auf K heifit nicht-archimedisch, wenn er sogar die ultrametrische
Dreiecksungleichung (8.2) erfiillt, ansonsten heifit er archimedisch. Ein Kérper (K, |- |)
mit einem Absolutbetrag heifit archimedisch bzw. nicht-archimedisch, wenn der Abso-
lutbetrag archimedisch bzw. nicht-archimedisch ist.

Nicht-archimedische Absolutbetrige korrespondieren also via Konstruktion 8.1 zu Bew-
ertungen.

Bemerkung. Sei (K, |- |) ein Korper mit einem Absolutbetrag. Genau wie fur die
reellen Zahlen beweist man die umgekehrte Dreiecksungleichung

Ve,ye Ko flz] = [yl < o —yl.

Aber Vorsicht: Der duflere Betrag des Ausdrucks ||z| — |y|| ist der iibliche euklidische
Betrag auf R.

Eine essentielle Beobachtung ist, dass ein Absolutbetrag |- | eine Metrik d(z,y) = |x —y|
auf K induziert. Insbesondere induziert ein Absolutbetrag eine Topologie auf K und
man kann sich fragen, ob (K| - |) vollstindig ist.

Bemerkung 8.3. Die Zahl e in der Definition von | - |, in Konstruktion 8.1 war
willkiirlich gewéhlt. Die gleiche Konstruktion funktioniert fiir jede andere reelle Zahl
> 1 statt e, etwa fiir 42 oder 2023. Umgekehrt war der natiirliche Logarithmus, den
man betrachtet hat, wenn man eine Bewertung aus einem Absolutbetrag bekommt,
willkiirlich gewahlt. Beispielsweise sind log,, oder logyges auch moglich.

Sind | - |5, und |- |p, die Absolutbetrige auf K, die zu v und den Basen b; bzw. by
korrespondieren, dann kann man zeigen, dass | - |5, und | - |5, dieselbe Topologie auf K
definieren — es ist also irrelevant, welche Basis wir nehmen. Wir verzichten an dieser
Stelle auf einen Beweis.

Beispiel 8.4. Beispiele von Bewertungen (und damit auch von nicht-archimedischen
Absolutbetriagen) erhalten wir durch Primideale:

(1) Sei K = Q und p € Z eine Primzahl. Mit der Primfaktorzerlegung lésst sich
jedes z € Q* eindeutig in der Form x = p” -y mit v € Z und y € Q schreiben,
wobei p weder den Zahler noch den Nenner von y teilt. Dann definiert man die
p-adische Bewertung durch vp,(x) := v. Den assoziierten Absolutbetrag betrachtet
man iblicherweise zur Basis p, also

2l = [l = 5.
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(2) Allgemeiner betrachtet man einen Zahlkérper K und ein Primideal p # (0) von
Ok. Fir x € K* definiert man die p-adische Bewertung vy(x) als den Exponenten
von p in der Primidealzerlegung des von z erzeugten gebrochenen Hauptideals.
Fiir die Basis des assoziierten Absolutbetrags | - |, nimmt man iiblicherweise die
Charakteristik des Restklassenkorpers k(p) = Ok /p.

Es gibt aber auch archimedische Absolutbetrage auf K:

(3) Sei o: K — C eine komplexe Einbettung von K. Dann ist durch |z|, := |o(x)]| ein
archimedischer Absolutbetrag auf K gegeben.

Wir vervollstandigen jetzt einen Kérper K bzgl. einem Absolutbetrag:

Konstruktion 8.5. Sei (K, |-|) ein Kérper mit einem Absolutbetrag und C' die Menge
der Cauchy-Folgen in K, d.h. ein Element aus C ist eine Folge (a,)nen C K mit der
Eigenschaft, dass es fiir jedes € > 0 ein ng € N gibt, sodass fiir alle n, m > ng gilt:

lan, — am| < €.

In der einfachen, aber wichtigen Aufgabe 8.0.1 verifizieren Sie, dass C' bzgl. kompo-
nentenweiser Addition und Multiplikation einen Ring bildet (das neutrale Element der
Multiplikation ist hier die konstante Folge (ep)nen = (1,1,1,...)).

Wir betrachten nun das Ideal n C C' der Nullfolgen. Wir behaupten, dass n ein maxi-
males Ideal ist: Dafiir zeigen wir fiir (a, )nen € C\n, dass das von n und (ay,)nen erzeugte
Ideal ganz C' ist. Da (a,)nen eine Cauchy-Folge ist, die nicht gegen 0 konvergiert, sind
héchstens endlich viele Folgenglieder gleich 0. Daher gibt es ein ng mit a,, # 0 fiir alle
n > ng. Wir definieren

b 1, fallsn <mng

0, fallsn > nyg.
Dann gilt (by)nen € n. Wir betrachten nun die Folge (¢, )nen, die durch
Cn = Gp — Apby + by

definiert ist. Dann ist (¢y)nen nicht in n, aber im von n und (a,)nen erzeugten Ideal
enthalten. Nach Konstruktion sind alle ¢, # 0, also kénnen wir die Folge (1/cp)nen
betrachten. Wenn wir zeigen, dass es sich dabei um eine Cauchy-Folge handelt, dann
sind wir fertig, weil dann ja (¢ )nen:(1/¢n)neN = (én)nen im von nund (a,)nen erzeugten
Ideal liegt. schreiben

Wir haben also gezeigt, dass K:=C /n ein Korper ist! Des Weiteren haben wir einen

kanonischen injektiven Homomorphismus Q — K|, der a € Q auf die Klasse der kon-

stanten Folge (a,a,a,...) abbildet. Mit anderen Worten: K ist eine Korpererweiterung
von Q. Nun definieren wir einen Absolutbetrag | - |" auf K wie folgt: Fiir eine Klasse
[(an)nen] definieren wir

[(an)nen]l' = lim [a|.
Wir miissen uns iiber die Wohldefiniertheit Gedanken machen. Zuerst bemerken wir,

dass (|an|)nen wegen der umgekehrten Dreiecksungleichung ||ay| — |am|| < |an — am| eine
Cauchy-Folge in R ist, die wegen der Vollstdndigkeit von R konvergiert. Des Weiteren
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ist li_>m |a,,| unabhéngig von der Wahl des Représentanten von [(ay)nen], da sich je zwei
n—oo

Représentanten um eine Nullfolge unterscheiden. In Aufgabe 8.0.2 sehen wir, dass | - |’

ein Absolutbetrag auf K ist, der den Absolutbetrag auf K fortsetzt.

Wir behaupten, dass (K, |- |') vollstindig ist. schreiben

Schliefllich weisen wir nach, dass K dicht in K liegt. schreiben
Definition 8.6. Der Korper (K, |-|') heift die Vervollstindigung von (K, | -|).
Beispiel 8.7.

(1) R ist die Vervollstdndigung von Q beziiglich des iiblichen Betrags. Aber Vorsicht:
In obiger Konstruktion haben wir die Vollstandigkeit von R bereits benutzt.

(2) Ist K ein Zahlkorper und p # (0) ein Primideal in Ok, so heifit die Vervollstan-
digung K, bzgl. der p-adischen Bewertung die p-adische Vervollstindigung von K.
Es handelt sich hierbei um nicht-archimedische Korper. Besonders spannend ist
hier der Fall K = Q: Der Kérper Q, heifit der Kérper der p-adischen Zahlen. Er

ist aus der modernen Mathematik nicht mehr wegzudenken.

(3) Ist 0: K < C eine komplexe Einbettung eines Zahlkoérpers K, so ist die Ver-
vollstandigung K, von (K, |- |,) gleich R, wenn o reell ist und gleich C, wenn o
nicht reell ist. Begriindung

Bemerkung (Nicht-archimedische Absolutbetrége sind eigenartig). Ist | - | ein Abso-
lutbetrag auf K, so kann man den e-Ball B.(a) = {z € K | [z —y| < e} uma € K
betrachten. Ist | - | nun nicht-archimedisch, so gilt fiir alle b,z € B.(a) aufgrund der
ultrametrischen Dreiecksungleichung;:

|z —b] = |(z —a) + (a — b)| < max{|r —al,|z — b} <e.

Das heifit also, dass fiir jedes z € B:(a) auch = € B.(b) gilt. Es gilt also B.(a) = B:(b)
fir alle b € B.(a). In Worten formuliert: Jeder Punkt des Balls B.(a) ist ein Mit-
telpunkt!

Auferdem stellt die ultrametrische Dreiecksungleichung sicher, dass eine Reihe Y~ ° ; a,
in einem nicht-archimedischen Korper genau dann konvergiert, wenn (ay,)n,en eine Null-
folge ist (etwas, was fiir archimedische Korper vollig falsch ist, man betrachte z.B. die
harmonische Reihe), vgl. Aufgabe 8.0.5.

Bemerkung. ggf anders platzieren Der Korper der reellen Zahlen ist zwar vollstandig,
jedoch nicht algebraisch abgeschlossen. Der algebraische Abschluss von R ist der Korper
C der komplexen Zahlen, der als endlich-dimensionaler R-Vektorraum auch vollstandig
ist. Die Situation in der nicht-archimedischen Welt ist wie folgt: Es lasst sich ebenfalls
zeigen, dass der Korper Q, der p-adischen Zahlen nicht algebraisch abgeschlossen ist.
AuBerdem lésst sich der p-adische Absolutbetrag eindeutig auf Q,, fortsetzen. Anders als
in der archimedischen Welt ist Q, jedoch nicht mehr vollstéindig. Der Absolutbetrag auf
Q, lisst sich aber auf Q, fortsetzen und somit kann man erneut vervollstindigen. Man
erhélt dann einen Kérper C,, der sowohl algebraisch abgeschlossen, als auch vollsténdig
ist. Als Korper sind C und C,, isomorph, allerdings ist die Topologie von C, fiirchterlich
(beispielsweise ist C,, nicht lokal kompakt).

Wir wissen, dass diskrete Bewertungsringe lokal sind — das maximale Ideal ist hierbei
das Ideal aller Elemente mit Bewertung > 1. Bei allgemeinen Bewertungsringen ist das
genau so.
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Lemma 8.8. Sei (K,v) ein bewerteter Korper und A = {z € K | v(z) > 0} der
zugehorige Bewertungsring. Dann ist A ein lokaler Ring mit mazimalem Ideal m = {x €

Alv(z)>1}.
Beweis. schreiben ]

Wir haben gesehen, dass wir einen Korper (K, |- |) mit einem Absolutbetrag zu einem
Korper (K, | -|') vervollstandigen konnen. Wie verhalten sich die maximalen Ideale m
bzw. m in den Bewertungsringen von (K, |- |) bzw. (K,|-|') zueinander?

Lemma 8.9. Sei (K,|-|) ein Korper mit einem Absolutbetrag und Bewertungsring
(A,m). Sei (A, @) der Bewertungsring in der Vervollstindigung (K,|-|'). Dann gilt:
Fiir jedes n > 1 ist der kanonische Ringhomomorphismus

P, A/m" — j/fﬁ”
ein Isomorphismus.

Beweis. Die Abbildung A/m" — A/ m" ist wie folgt gegeben: Wir betrachten die Inklu-
sion A — A und verkniipfen diese mit der Projektion A/ m”. Dadurch erhalten wir die
Abbildung ¢,,: A — A/m . Wir zeigen ker(y,) = m", was glelchzeltlg die Beschreibung
der Abbildung @,, abschlieft und deren Injektivitdt beweist. schreiben

Es bleibt, die Surjektivitat von ©,, zu beweisen. Da K dicht in K ist, gibt es fur jedes
a € K ein a € K mit

la —al' <e™ (8.4)

Aus der ultrametrischen Dreiecksungleichung folgt
lal = |(a — @) + of <max{la—af, |of} <1
gilt a € A. Aus (8.4) erhalten wir dann
a—aem”.
schreiben O

Beispiel 8.10. Sei K ein Zahlkorper und |- |, der p-adische Absolutbetrag auf K. Sei
O, der zugehorige Bewertungsring — sein maximales Ideal ist pO,. Nach Lemma 8.9 und
referenz gibt es dann kanonische Isomorphismen

k(p) = Ok /p = Oy [pOy = Oy /pO,.

Warum sprechen wir nun iiber Vervollstandigungen? Nun, im letzten Kapitel haben wir
die Verzweigungstheorie erarbeitet. Das Setup dafiir war eine endliche Galoiserweiterung
L/K und ein Primideal P # (0) von Oy, das iiber p C Ok liegt. Sei L bzw. K die -
bzw. p-adischen Vervollstdndigung. Man kann sich fragen, ob L eine Korpererweiterung
von K ist. Wenn ja, ist sie endlich, galoissch? Wie zu erwarten ist, ist die Antwort auf
alle Fragen positiv.
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Lemma 8.11. Die Vervollstindigung ist ein Funktor, d.h. fir einen stetigen Kérperhomo-
morphismus o: K — L induziert die Vervollstindigung genau einen Korperhomomor-
phismus 0: K — L, sodass das folgende Diagramm kommutiert:

K25 L

K-, i
Hierbei sind die vertikalen Abbildungen die kanonischen Abbildungen, die ein Kdorperelement
a auf die Klasse der konstanten Folge (a,a,a,...) abbildet. Explizit ist o wie folgt gegeben:

o([(an)nen]) = [(0(an))nen]-

Die angegebene Abbildung T ist stetig.

Beweis. Es ist nur zu zeigen, dass die angegebene Abbildung & wohldefiniert ist —
die Eindeutigkeit folgt dann sofort aus der Kommutativitidt des Diagramms. Fir die
Wohldefiniertheit bemerkt man zunéchst, dass (o(a,,)),en eine Cauchy-Folge in L ist [

Fiir die Beantwortung der anderen beiden Fragen brauchen wir noch ein vorbereitendes
Lemma, das uns auch spéter hilfreich sein wird.

Lemma 8.12. Sei L/K eine endliche Kérpererweiterung vom Grad n und | - | ein Ab-
solutbetrag auf K. Dann gibt es genau einen Absolutbetrag |- |" auf L, der |- | fortsetzt.
Fir o € L ist dieser explizit durch

|04|I = ’NL/K(Q)W”

beschrieben.
Beweis. schreiben O

Schliellich kénnen wir unsere Fragen beantworten.

Korollar 8.13. Ist L eine endliche Kdrpererweiterung eines Korpers (K, | - ), so ist
L/K ebenfalls endlich.

Beweis. schreiben OJ

Proposition 8.14. Sei L/K eine endliche Galoiserweiterung von Zahlkérpern mit Ga-
loisgruppe G. Ferner sei P # (0) ein Primideal von O, das iber p C Ok liegt.
Mit L bzw. K seien die PB- bzw. p-adischen Vervollstindigungen bezeichnet. Dann
ist ﬁ/f( eine Galoiserweiterung, deren Galoisgruppe kanonisch zur Zerlegungsgruppe

Gyp ={o € G | o(B) =P} isomorph ist.

Beweis. alles genau schreibenJedes o € Gy fixiert 8 und damit gilt fiir alle ........ Wir
erhalten also eine Abbildung Gy — Aut K(ﬁ), die injektiv ist, da L ein Teilkérper von

L ist. Sei H das Bild dieser Abbildung. Galoistheorie impliziert, dass I:/ i7 galoissch
mit Galoisgruppe H ist. Es gilt jedoch schreiben O

Bemerkung. Die Diskussion in diesem Kapitel ist nur die Spitze des Eisbergs. schwafeln

Beispielsweise gilt das Ergebnis aus Proposition 8.14 gilt allgemeiner. schreiben Der
Beweis ist der gleiche, wir brauchen das Resultat aber nicht in der allgemeinsten Form.
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8.0.1 I"Jbungen

Aufgabe 8.0.1. Sei C die Menge der Cauchy-Folgen in einem Kérper K mit einem Ab-
solutbetrag | - |. Wir definieren Addition bzw. Multiplikation auf C' komponentenweise.
Zeigen Sie, dass die Summe und das Produkt zweier Elemente aus C wieder in C' liegt.
Markieren Sie, wann Sie welche Axiome des Absolutbetrags benutzen.

Aufgabe 8.0.2. Sei (K, |-|) ein Kérper mit einem Absolutbetrag. Man definiere & und
| -|" wie in Konstruktion 8.5. Zeigen Sie, dass | -|" ein Absolutbetrag auf K ist, und dass
die Einschrankung von |- |" auf K gerade | - | ist.

Aufgabe 8.0.3. Sei K ein Korper der Charakteristik 0 mit einem Absolutbetrag | - |.
Zeigen Sie, dass der Absolutbetrag | - | genau dann nicht-archimedisch ist, wenn er
beschrankt ist.

Aufgabe 8.0.4. Sei K ein Korper positiver Charakteristik. Zeigen Sie, dass jeder
Absolutbetrag auf K nicht-archimedisch ist.

Aufgabe 8.0.5. Sei (K, |-|) ein nicht-archimedischer Kérper und (a,)nen eine Folge in
K. Zeigen Sie, dass Y, genau dann in K konvergiert, wenn (an)nen eine Nullfolge
ist.

Hinweis: Eine der beiden Richtungen kennen Sie fiir den euklidischen Betrag auf R.
Machen Sie sich klar, dass der Beweis davon wortwortlich auf die nicht-archimedische
Situation iibertragbar ist.

Aufgabe 8.0.6. Sei (K, |- |) ein Korper mit einem Absolutbetrag und (K, | - |') wie in
Konstruktion 8.5 definiert. Zeigen Sie, dass | - | die einzige Fortsetzung von | - | auf K
ist.

Aufgabe 8.0.7. Auf jedem Korper K gibt es den trivialen Absolutbetrag

1, fallsz#0
|z =

0, fallsz=0.

Zeigen Sie, dass ein endlicher Korper nur den trivialen Absolutbetrag hat.
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Kapitel 9

Hohere Verzweigungsgruppen

Innerhalb des gesamten Abschnitts sei L/ K eine endliche Galoiserweiterung von Zahlkérpern
mit Galoisgruppe G = Gal(L/K). Des Weiteren fixieren wir ein Primideal 8 # (0) von
Op, das iiber p C Ok liegt.

Definition 9.1. Die n-te Verzweigungsgruppe von bzgl. /p ist wie folgt definiert:
E.(Blp) := {o € G | fiir alle z € O gilt:  o(x) =z (mod P )}
definiert.
Bemerkung 9.2.
(1) Fiir n = 0 erhalten wir die Trdagheitsgruppe Eo(*B|p) = Ip aus Definition 7.13.

(2) Wir erinnern an die Zerlegungsgruppe

Gp=DBlp) ={ocG|o(P) =¥}

Aus den Definitionen ist sofort ersichtlich, dass die E,(*B|p) Untergruppen der
Zerlegungsgruppe sind.

Wir beweisen zunéchst einige elementare Eigenschaften.
Lemma 9.3.
(1) Fir alle n > 0 ist E, ein Normalteiler von D und Ey41 ein Normalteiler von E,.

(2) Es gibt eine natiirliche Zahl ng, sodass E, = {idp} fir alle n > ng gilt.
Beweis. (1) Per Definition ist E,, der Kern des Gruppenhomomorphismus
D — Auwt(Op /P, o—7, wobel F(a+ P =o(a)+ Pl

(Man beachte, dass & wohldefiniert ist, weil o € D die Aussage (") = B+ im-
pliziert.) Somit ist E, ein Normalteiler von D. Wegen E, 1 C E, ist F,;+1 dann auch
normal in F,.

(2) Die Gruppen E,, sind allesamt endlich. Damit muss die absteigende Kette

EyDFEiDFEyD ...
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stationidr werden. Demnach genligt es, ﬂnZO E, = {idp} zu zeigen. Wir betrachten
dafiir ein o € G, das in allen F,, enthalten ist. Dann gilt fiir alle x € Of, und n > 0 also
o(z) —z € Pt das heiit

xr)—z € ﬂ prt © {0}.
n>0

Aus obigem folgt dann o = idy. Es bleibt, den Schritt (x) zu begriinden: Gébe es ein
y # 0 mit y € P"H! fiir alle n, so wire das Hauptideal (y) durch alle Potenzen "1
teilbar, was der Faktorisierung in Primideale widerspricht'. O

ab hier alles genau tberpriifen!

Notation 9.4. Im Folgenden bezeichnen wir mit Oy bzw. O, die Bewertungsringe der
PB-adischen bzw. p-adischen Vervollstandigung L bzw. K. AuBerdem seien E(B) =
Or/B und k(p) = Ok /p die Restklassenkorper.

Lemma 9.5. Der Isomorphismus D(B|p) — Gal(L/K) aus Proposition 8.1} bildet
E,(Blp) isomorph auf

E,(Blp) := {5 € Gal(L/K) | fiir alle z € 6; gilt 5(z) =z (mod P 1)}
ab.

Beweis. schreiben O

Im Folgenden schreiben wir verkiirzt D := D(*B|p) und E,, := E,(*B|p). Die néchsten
Resultate untersuchen die Faktorgruppen E,,/E, 1. Wir starten mit dem Fall n = 0.

Proposition 9.6.

(1) Es gibt einen kanonischen Monomorphismus ¢y: Eo/E1 — k(B)*. Insbesondere
ist |Eo/E1| nicht durch die Charakteristik von k(B) teilbar.

(2) Ist die Faktorgruppe D/Ey abelsch, so ist das Bild von ¢g sogar in k(p)* enthalten.

Beweis. (1) Wir starten mit einigen Voriiberlegungen. In Beispiel 8.10 haben wir gese-
hen, dass k() kanonisch isomorph zu Oy /P ist. Des Weiteren sagt uns Lemma 9.5, dass

es geniigt, einen Homomorphismus Ey (‘i?ﬁa\) — (5;/ ‘i?) mit Kern E; (if?\ﬁ) anzugeben.
Das geschieht wie folgt: Wir wihlen einen uniformisierenden Parameter m von L. Fiir
o € Eo(Bp) ist Sigma(r) dann ein weiterer Uniformisierer. Es folgt, dass &(7)/7 eine
Einheit von Oy ist. Die essentielle Beobachtung ist dann, dass die Restklasse

+B

nicht von der Wahl von 7 abhangt Ist némlich 7 7’ ein weiterer uniformisierender Param-
eter von L so kann man 7/ = ur fiir ein u € O‘B schreiben und es gilt

G(r') _ 5u) (r)

7’ U T

! Allgemeiner folgt aus Krulls Durchschnittsatz: Ist A ein noetherscher Integrititsbereich und a # A
ein Ideal von A, so ist ,,»; a" = {0}. Eine Referenz ist das Buch “Introduction to Commutative
Algebra” von Atiyah-MacDonald, Corollary 10.18. Da wir hier aber die zusétzliche Struktur eines
Dedekindrings haben, brauchen wir diese Maschinerie nicht.
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Da jedoch o € Eo({ﬁﬁﬂ\) ist, ist o(u) = u (mod P), wie gewiinscht. Wir haben gezeigt,
dass die Abbildung

d0: Eo(RIP) ~ (On/%)

wohldefiniert ist. Wir Veriﬁzieren, dass ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist und zeigen
anschlieBend ker(¢g) = E1(B|p), was den Beweis von (1) dann abschlieBt. Fiir 7,7 €

Eo(%[p) gilt

, 8»—>@+‘f3
s

(@o7)(m) _o(7(x)) 7(7)
T 7(m) T
Da 7(7) wieder ein Uniformisierer ist, folgt durch Reduzieren modulo ‘i} also
$0(G07) = ¢o(0) o (T),
d.h. @, ist ein Gruppenhomomorphismus.

Wir bestimmen den Kern von ¢y- Per Definition ist & € ker(¢y), wenn &(r) = 7
(mod B) gilt. Es folgt also sofort

E1(Pp) C ker(gy).

Fiir die umgekehrte Inklusion betrachten wir den Fixkorper T;ﬁ = LEo(FP), genau
iiberlegen

(2) Sei 0 € Ey und « := ¢p(0) € k(
o

=)

)*. Dann gilt also
=ar (mod ‘,ﬁ)

™

~—

1

—~

Oben haben wir gesehen, dass 7~ (7) fiir 7 € D immer noch ein Uniformisierer ist.

Deshalb gilt also
o(r7}(m)) = ar~(n) (mod ).
Anwenden von 7 auf diese Gleichung liefert
o(r) =r(o(r~ (7)) = (@) (mod R).

fertig machen O

allgemeines n

Korollar 9.7. Es st B/p genau dann zahm verzweigt, wenn E, = {idr} fir allen > 1
gilt. zahm verzweigt wird erst spdter definiert

Beweis. Wir schreiben verkiirzt E,, = E,(B|p), e(B|p) = e und p fiir die Charakteristik
von k().

Wenn alle hoheren Verzweigungsgruppen trivial sind, so ist insbesondere F; trivial. Nach
9.6 7? bettet Ey dann in k(P)* ein. Insbesondere ist |Ey| = e nicht p teilbar.
Sei umgekehrt B /p zahm verzweigt. Fiir n > 1 betrachten wir die Injektion

bn: En/Eni1 — ‘43"/‘3"“-

aus referenz allgemeines n. Die rechte Seite ist ein k(*B)-Vektorraum der Dimension 1,
also ist E,,/Ey+1 eine Gruppe, in der alle Elementordnungen p teilen. Da aber ja E,, C Ej
gilt und |Ep| = e nicht durch p teilbar sind, miissen die Gruppen E,/E,4; fir n > 1
trivial sein. Wir erhalten E,, = F,,; fiir alle n, und da die héheren Verzweigungsgruppen
irgendwann trivial werden (Lemma 9.3 (2)), folgt, dass alle F,, trivial sind. O
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9.0.1 I"Jbungen

Aufgabe 9.0.1. Man kann sich die Frage stellen, welche Gruppen tiberhaupt als Verzwei-
gungsgruppen auftreten konnen. Diese Aufgabe gibt ein erstes Resultat in diese Rich-
tung.

Wie iiblich sei L/K eine endliche Galoiserweiterung von Zahlkérpern und B # (0) ein
Primideal von Oy, das iiber p liegt. Zeigen Sie, dass die Zerlegungsgruppe D(B|p)
auflosbar ist.

Hinweis: Studieren Sie die Einbettungen ¢, und nutzen Sie Proposition 7.12.
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Kapitel 10

Der Satz von Kronecker-Weber

Der Satz von Kronecker-Weber ist eines der Aushéangeschilder der Klassenkorpertheorie,
einem Teilgebiet der algebraischen Zahlentheorie.

Satz 10.1 (Kronecker-Weber). Ist K C C eine endliche Galoiserweiterung von Q mit
abelscher Galoisgruppe, so ist K in einem Kreisteilungskorper enthalten.

Beispiel 10.2. Der Kérper Q(v/3) ist in Q({12) enthalten.

In diesem Kapitel mochten wir den Satz von Kronecker-Weber beweisen. Wie zu er-
warten ist, miissen wir einiges an Vorarbeit leisten. Wir reduzieren in mehreren Schrit-
ten auf einen Spezialfall und beweisen diesen dann. Fiir die erste (und die schwierigste)
zu leistende Reduktion werden uns die hoheren Verzweigungsgruppen eine grofle Hilfe
sein.

10.1 Reduktion auf den wild verzweigten Fall

Wir zeigen zuerst, dass es geniigt, den Satz von Kronecker-Weber 10.1 in einem Spezial-
fall zu beweisen. Der fiir uns wichtige Begriff ist der Begriff der wilden Verzweigung.

Definition 10.3. Sei L/K eine Galoiserweiterung von Zahlkorpern, sowie B # (0) ein
Primideal von Oy, das iiber dem Primideal p C O liegt. Das Primideal P heifit zahm
verzweigt iiber p, falls die Charakteristik von O /p den Verzweigungsindex e(*B|p) nicht
teilt. Anderenfalls heifit B /p wild verzweigt.

Wir starten mit einem simplen Lemma der Galoistheorie, das nichts mit unserer speziellen
Situation zu hat, dann aber natiirlich darauf angewendet wird.

Lemma 10.4. Es seien K1, Ko endliche Galoiserweiterungen eines Korpers F. Des
Weiteren seien K1, Ko in einem Koérper M enthalten. Dann ist K1 Ko galoissch und die
Abbildung

Gal(K 1Ky /F) — Gal(K1/F) x Gal(K3y/F), o (0|lky,0|K,)
ist ingektiv.
Beweis. Als Galoiserweiterung ist K; der Zerfallungskorper eines Polynoms f; € F[X].

Dann ist K1 Ks der Zerfallungskorper von f fo und demnach ebenfalls galoissch. wohldefiniertheit,
wieso ist o[, ein Automorphismus von K;? Ist o € Gal(K1Ky/F) mit 0|k, = idg, fiir
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1 = 1,2. Dann ist o die Identitdt auf allen Elementen der Form ajas mit «; € K; und
da jedes Element aus K; K5 eine Summe solcher Elemente ist, folgt o = idg, k,, was die
Injektivitat beweist. O
Als Korollar erhalten wir sofort

Korollar 10.5. Sind K1, Ko C C endliche Galoiserweiterungen von Q mit abelscher
Galoisgruppe, so hat K1Ky ebenfalls eine abelsche Galoisgruppe.

Beweis. Nach dem vorherigen Lemma ist Gal(KK2/Q) isomorph zu einer Untergruppe
der abelschen Gruppe Gal(K;/Q) x Gal(K2/Q). O

Weiterhin benttigen wir fiir die Reduktion auf den wild verzweigten Fall das folgende
Ergebnis.
Satz 10.6. Seien L, K' C C zwei endliche Erweiterungen des Zahlkérpers K. Dann gilt:
(1) Ist L/ K unverzweigt, so ist K'L/K' unverzweigt.
(2) Sind L/K und K'/K unverzweigt, so ist K'L/K unverzweigt.

Beweis. (1) ist es wirklich das, was ich brauche? Vielleicht neukrich 2.11 Satz

(2) Nach dem vorherigen Teil ist K'L/K’ unverzweigt. Da die Verweigungsindizes sich
transitiv verhalten (Aufgabe 4.6.6) und K'/K unverzweigt ist, ist auch K'L/K unver-
weigt. O

Der folgende Satz bietet nun die gewiinschte Reduktion.

Proposition 10.7. Sei K C C eine endliche Galoiserweiterung von Q mit abelscher
Galoisgruppe. Sei P C Ok ein Primideal, das tiber der Primzahl p € Z liegt, sodass
B/p zahm verzweigt ist. Dann existieren ein Zahlkorper K' C C und ein Teilkorper
F C Q({p) mit den folgenden Eigenschaften:

(a) Jede Primzahl, die in K/Q unverzweigt ist, ist auch in K'/Q unverzweigt.
(b) Die Primzahl p ist in K'/Q unverzweigt.
(c) KF = K'F.
Insbesondere ist K in einem Kreisteilungskorper enthalten, wenn K' in einem Kreis-

teilungskorper enthalten ist.

Beweis. Da B /p in K/Q zahm verzweigt ist, folgt aus Korollar 9.7, dass Ej(3|p) trivial
ist. Da nun

D(Blp)/E1(Blp) = D(Blp)

eine Untergruppe der abelschen Gruppe Gal(K/Q) ist, folgt mit Proposition 9.6 (2),
dass Eo(*Blp) in (Z/pZ)* einbettet. Der Verzweigungsindex e(B|p) = |Eo(PB|p)| teilt also
p—1. Insbesondere existiert genau ein Teilkorper F' C Q((p) vom Grad [F : Q] = e(B|p).
Da Q((p)/Q eine Galoiserweiterung mit abelscher Galoisgruppe ist, ist //Q galoissch.

Als néchstes beweisen wir, dass p := PN Of liber p zahm verzweigt ist. Dazu stellen wir
fest, dass p in Q((p) total verzweigt, vgl. Proposition 6.16 (2). Nach Aufgabe 4.6.6 ist
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p auch in F' total verzweigt, das heiit also e(p|p) = [F' : K] = e(P|p). Da p den Index
e(P|p) nicht teilt, ist p also zahm verzweigt tiber p.

Als néchstes betrachten wir den Korper K F'. Sei P ein Primideal von Ok, das iiber B
liegt. Sei

K = (KF)EO(PW)

der zugehorige Tragheitskorper. Wir behaupten, dass K’ und F die oben angegebenen
Eigenschaften erfiillen.

Wir weisen zunédchst Eigenschaft (a) nach. Sei dafiir ¢ € Z eine Primzahl, die in K
unverzweigt ist, das heifit, dass ¢ die Diskriminante A nicht teilt referenz. Warum folgt,
dass ¢ dann auch die Diskriminante von K F und K’ nicht teilt? Das zeigt Eigenschaft
(a).

Eigenschaft (b) ist mit Korollar 7.16 (“Jedes Primideal iiber p ist im zugehorigen Trég-
heitskorper unverzweigt”) sofort einsichtig.

Wir miissen also noch Eigenschaft (¢) nachweisen. Wegen K’ C KF' geniigt es hier-

fir, [KF : K'| = [K'F : K'| zu zeigen. Um das zu beweisen, analysieren wir die
Einschrankung der Injektion
Gal(FK/Q) — Gal(K/Q) x Gal(F/Q), o (o|lg,o|F) (10.1)

aus Lemma 10.4 auf Eo(P|p). Ist also o € Ey(P|p), so gilt per Definition
o(x)=x (mod P) fir alle z € Ogp.
Fir x € Og C Ok gilt damit insbesondere
o(z) —x e PNOkg =%,

d.h. o|x € Ey(B|p). Das Bild von Ey(P|p) unter (10.1) ist also in Ep(P|p) x Gal(F/Q)
enthalten. Die Gruppe Eo(B|p) x Gal(F/Q) ist eine Gruppe der Ordnung e(B|p)?. Da
B/p nach Voraussetzung zahm verzweigt ist, sind e(|p) und damit auch e(P|p) =
|Eo(P|p)| nicht durch p teilbar. Mit anderen Worten haben wir gezeigt, dass P/p zahm
verzweigt ist. Aus Korollar 9.7 folgt, dass E1(P|p) trivial ist. Wie am Anfang des Be-
weises folgt mit Proposition 9.6 (2), dass Eo(P|p) in (Z/pZ)* einbettet.

Insgesamt haben wir jetzt gezeigt, dass Fo(P|p) zyklisch ist und dass ihre Ordnung
e(P|p) ein Teiler von e(P|p) ist. Da sich Verzweigungsindizes beim Ubergang zu Er-
weiterungskorpern hochstens erhéhen, erhalten wir e(P|p) > e(*B|p) und insgesamt folgt,
dass Fo(P|p) zyklisch von der Ordnung

e(Plp) = e(Plp) (10.2)
ist. Aus Satz 7.14 (2) erhalten wir nun fir P’ := P N Ok:

e(PIP') = [KF : K" = e(P|p) = |Eo(Plp)| "= e(Plp).

Es gilt auBerdem [K'F : K'| < [F : Q] = e(B|p). Wir sind demnach fertig, wenn wir noch
[K'F : K'| > e(B|p) nachweisen. Nach (b) ist p in K’ unverweigt — ist Pgrp C Ogip
ein Primideal tiber p, so folgt mit Aufgabe 4.6.6, dass

e(Prrrlp)e(plp) = e(Prrr|p) = e(Prip|P)e(P'Ip) = e(Prir|P')

gilt, was insbesondere auch e(Pg/p|p) > e(p|p) mit sich fihrt. Schliefllich erhalten wir
mit der fundamentalen Gleichung ?? und der oben bewiesenen Tatsache e(p|p) = e(P|p):

[K'F: K'] > e(Pgrr|P') = e(plp) = e(Blp),

wie behauptet. Bild mit den Verzweigungsindizes O
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10.2 Reduktion auf Primzahlpotenzgrad und den zyklis-
chen Fall

In diesem kurzen Abschnitt beweisen wir, dass es geniigt, den Satz von Kronecker-
Weber 10.1 in dem Spezialfall zu beweisen, in dem [K : Q] eine Primzahlpotenz ist.

Sei nun K/Q galoissch mit abelscher Galoisgruppe. Der Hauptsatz iiber endlich erzeugte
abelsche Gruppen sagt uns, dass Gal(K/Q) isomorph zu einem direkten Produkt von
p-Gruppen Gy, ist. Die Galoisgruppe Gal(K/Q) wird von allen G, erzeugt, also schreiben

10.3 Beweis des Satzes von Kronecker-Weber

In diesem Abschnitt beweisen wir den Satz von Kronecker-Weber 10.1. Nach den vorheri-
gen Abschnitten geniigt es zu zeigen, dass jede zyklische Galoiserweiterung K/Q von
schreiben

Wir untersuchen zunéchst, was fiir Primzahlgrad passiert.
Lemma 10.8. Die einzigen quadratischen Zahlkérper, deren Diskriminante eine Zweier-

potenz ist, sind Q(i), Q(v/2) und Q(v/—=2).

Beweis. Das ist (die nicht besonders schwierige) Aufgabe 10.3.1, die eigentlich bereits
in fritheren Aufgaben erledigt wurde. O

Den Beweis des folgenden Satzes holen wir spéater in Abschnitt 10.4 nach.

Satz 10.9. Sei p eine ungerade Primzahl. Dann gibt es bis auf Isomorphie genau einen
Zahlkérper K vom Grad p, sodass |Ak| eine Potenz von p ist.

Der folgende Satz vervollstandigt dann den Beweis des Satzes von Kronecker-Weber:
Satz 10.10. Se: K C C eine zyklische Galoiserweiterung von Q vom Grad p™, die nur

in p verzweigt ist. Dann ist K in Q((,) enthalten, wobei

p™H. falls p ungerade ist

n =
2m+2 - falls p = 2.

Beweis. Wir betrachten den Korper

I der Teilkorper von Q(¢,) vom Grad [L: Q] = p™, falls p ungerade ist

Q(¢n) NR, falls p = 2.

Wir zeigen, dass KL in Q((,) enthalten ist. O

10.3.1 I"Jbungen
Aufgabe 10.3.1. Beweisen Sie Lemma 10.8.
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10.4 Beweis von Satz 10.9

Unser Beweis von Satz 10.1 ist vollstdndig, sobald wir Satz 10.9 bewiesen haben. Fiir
den Beweis folgen wir Hilberts Zahlbericht [1, Lemma 18, §103]. Fiir die Existenz eines
Zahlkorpers vom Grad p, dessen Diskriminante eine Potenz von p ist, benotigen wir noch
ein Resultat dariiber, wie man Diskriminanten von Zwischenkorpern bestimmt.

Proposition 10.11. Sei L/K eine Erweiterung von Zahlkérpern vom Grad n. Dann

Beweis. schreiben O

Korollar 10.12. Sei p # 2 prim und K der Zwischenkdrper von Q((,2)/Q, fiir den
[K : Q] =p gilt. Dann ist |Ak| eine Potenz von p.

Beweis. Man kombiniere Proposition 10.11 mit Proposition 6.16 (1) und erhélt, dass
- —1
£ = Ag(e oy = A N((Dgie, )
gilt. Daraus folgt die Aussage. O

Beweis von Satz 10.9. Der Korper K aus obigem Korollar beweist die Existenz, es bleibt
also die Eindeutigkeit zu zeigen. Ist K'/Q ein weiterer Kérper vom Grad p, sodass Ay
eine Potenz von p ist, so miissen wir K = K’ zeigen. Sei L = Q((,) und F = K'L.
Dann enthéalt F' eine primitive p-te Einheitswurzel. Nach Kummertheorie entsteht F
aus L durch Adjunktion einer p-ten Wurzel eines Elements a € L, also F = L(¥/«). (Ist
beispielsweise K = K’ so ist F = Q(sz) und damit kann man beispielsweise o = ¢,
wiahlen.)

Wir schreiben ¢ = ¢, und A =1 — ¢. Wir wissen aus Proposition 6.16 (2), dass (\) das
einzige Primideal von Oy, ist, das iiber p liegt. Wir behaupten nun, dass wir das oben
eingefithrte Element « so wahlen konnen, dass

a=1 (mod NP) (10.3)
gilt. Der Nachweis der Behauptung verteilt sich auf mehrere Schritte:
e Wir zeigen zunéchst, dass « so gewéhlt werden kann, dass « = 1 (mod p). schreiben
Aus der Behauptung folgt nun K = K’ wie folgt. Betrachte das Element

L=Vo g

==

Man rechnet nach, dass g eine Nullstelle des normierten Polynoms

ist. Koeflizienten sind ganze algebraische Zahlen

Da g € Okr,
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Kapitel 11

Losungsskizzen

Aufgabe 0.1.1. Ein nullteilerfreier Ring A heifit euklidisch, wenn es eine Abbildung
N:A\{0} = Z>o (“Euklidische Normabbildung”)

mit der folgenden Eigenschaft gibt (“Division mit Rest”): Fiir je zwei Elemente a,b €
A, b+#0gibt es ¢, € A mit a = ¢gb + r und entweder r = 0 oder N(r) < N(b).
(1) Sei A ein euklidischer Ring mit Norm N. Zeigen Sie, dass A ein Hauptidealring
ist.
Hinweis: Sei a # (0) ein Ideal von A. Wéahlen Sie ein Element b € a \ {0} mit
N (b) minimal.
(2) Zeigen Sie, dass Z[i] = {z + iy | z,y € Z} C C beziiglich der Normabbildung
N(z +iy) = |z +iy|? = 2% + y? euklidisch ist.
Hinweis: Fir jedes z € C existiert ein « + iy € Z[i] mit |z — (z + iy)| <
(Warum?)

S

Losung:

(1) Da N nur ganzzahlige Werte > 0 annimmt, kénnen wir in jedem Ideal a # (0) ein
Element b € a\ {0} mit minimaler Norm N (b) finden. Wir behaupten a = (b). Sei a € a.
Da A euklidisch ist, existieren ¢, € A mit a = gb+r und N(r) < N(b) oder r = 0. Da

r=a—qbé€ a,

kann der Fall N(r) < N(b) nach Wahl von b nicht auftreten. Es folgt » = 0, also a € (b).
Da a € a beliebig war, zeigt das a = (b). |

(2) Sei z=a+ib € C mit a,b € R. Dann gibt es x,y € Z mit

1
a-al<5 B-y<y

DN | =

Es folgt

o~ (@ +ig)l = (- 2) +ilb— ) = Va2 F PP < ()+ () _ L



Das zeigt den Hinweis. Um nun zu zeigen, dass Z[i] euklidisch ist, seien z1,22 € Z[i,
z9 # 0. Nach dem eben gezeigten Hinweis existieren z,y € Z mit

z1 . 1
— —(x+1 < —.
i) <
Es folgt
2
) 2z
21— e+ i) < P25 < o2 = N ().

Definiert man nun ¢ := = + iy € Z[i] und r = z; — qz2 € Z[i], so haben wir z; = qzo + r
und obige Ungleichung zeigt, dass N(r) < N(z2) im Falle r # 0 gilt. O

Aufgabe 1.0.1. Sei A ein beliebiger Ring.
(1) Zeigen Sie die Existenz eines Integritétsrings R und eines surjektiven Ringho-
momorphismus ¢: R — A.
Sei K ein Kérper und M € Mat(n x n, K). Wir erinnern an die Adjunkte M?*% von
M; dies ist die (n x n)-Matrix, deren (i, j)-ter Eintrag (—1)"™7 det(M;;) ist, wobei M;;
die Streichmatrix ist, die aus M durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte
entsteht. In der linearen Algebra beweist man dann die Formel

MM = MM?Y = det(M)]I,. (11.1)

(2) Setzen Sie die Giiltigkeit der Formel (11.1) fiir Kérper voraus und beweisen Sie
dann ihre Giiltigkeit fiir Matrizen iiber dem Ring A.
Hinweis: Nach der vorherigen Teilaufgabe gibt es einen surjektiven Ringhomo-
morphismus ¢: R — A, wobei R ein Integritatsring ist. Integritatsringe haben
Quotientenkorper.

Losung:

1 Fiir jedes a € A definieren wir eine Unbestimmte X,. Sei
R:=Z[{X, | a € A}

(Falls |A| = oo, so ist S ein Polynomring in unendlich vielen Variablen.) Klarerweise ist
S ein Integritdtsring, und der Ringhomomorphismus

p: R— A, Xgr—a
ist per Definition surjektiv.
11 label checken Wir nutzen die Notation aus der vorherigen Teilaufgabe (bzw. dem
Hinweis). Dann induziert ¢ eine Abbildung
@: Mat(n x n, R) — Mat(n x n, A), (rij)i; — (@(rij))ij-
Diese ist ein Ringhomomorphismus, denn fiir zwei (n x n)-Matrizen (7;); ; und (si;)i
mit Koeffizienten in R gilt
G((rij + siz)ig) = (o(rij + si5))ig
p(rij) + ¢(sij))ig = ((ri))ig + (p(sig))ig = 2((rij)is) + @((si5)is)

@((rij)ij + (sij)ig)

145



und

n

D((rig)ig - (sif)ig) = @((Z)Schreiben

k=1
Da ¢ surjektiv ist, ist ¢ auch surjektiv.
Sei nun M € Mat(n x n, A) gegeben. Wir wihlen ein Urbild M von M unter ¢. Die

Behauptung ist dann, dass det(M) = ¢(det(M)) und G(M?d) = Madi gilt. Nehmen wir
fir den Moment an, diese Behauptung sei bewiesen, dann folgt

—~

*

MM = G(NNY) 2 (det(M) 1) = det(M) 1,

~

wobel wir im Schritt (x) die Cramersche Regel fiir Korper verwendet haben (das geht,
da R als Integritdtsring ein Teilring seines Quotientenkorpers ist). Analog zeigt man
MM = det(M)I,,.

fertig machen

Aufgabe 1.0.2. Finden Sie den Ganzheitsring von Q(v/3).

Lésung: Wir zeigen OQ( V3) = Z[/3]. Die Inklusion “O” ist klar. Fiir die umgekehrte
Inklusion sei v := a + bV/3 € OQ(\/g)' Wenn b = 0, dann folgt natiirlich ¢ € Z. Wir

nehmen also b # 0 (also v ¢ Q) an. Schreibt man 7 := a — bv/3, so ist das Minimalpoly-
nom von -~y durch

(X =X =7) =X - (y+ )X +77 = X* - 2a + o - 3V” € Z[X]

gegeben. Es folgt 2a,a® — 3b* € Z. schreiben

Aufgabe 1.0.3 Ist Z[v/5] der Ganzheitsring von Q(v/5)?

Lésung: Nein, weil @ := 1+72\/5 ¢ Z[/5], aber ® ist ganz, denn das Minimalpolynom ist
X2 — X —1€Z[X]. (Bei ® handelt es sich um den goldenen Schnitt.)

Aufgabe 1.0.4. Sei K = Q(«), wobei a eine Nullstelle von X3 + X2 —2X +8 € Z[X]
sei. Finden Sie das Minimalpolynom von

a+a2

Bi=

iiber Q. Ist § ganz?

Lésung: Das Minimalpolynom von 8 kénnen wir wie im Beweis von Satz 1.1 finden.
Zunéchst stellen wir fest, dass das in der Aufgabenstellung angegebene Polynom irre-
duzibel ist, denn die Reduktion X3+ X2+ X +2 € F3[X] modulo 3 hat keine Nullstellen.
Damit ist {1, @, a?} eine Q-Basis von K. Wir berechnen die darstellende Matrix der Q-
linearen Abbildung

Lg: K = K, x— Bx
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beziiglich dieser Basis. Es gilt
1 1
a? + a3

Lg(a) = 5 =—4-1+1-a+0-a?

1
LB(OzQ):a-(aﬁ):—4-a+a2—§a320-1—4-a+1‘a2.

Also ist die darstellende Matrix von Lg bzgl. {1,a,a?} gleich

0 —4 0
M:=1|{1/2 1 -4
/2 0 1

Man berechnet, dass das charakteristische Polynom von M gleich
~X3 4+ 2X% -3X +10 (11.2)

ist. Der Satz iiber rationale Nullstellen impliziert, dass wenn (11.2) eine rationale Null-
stelle hitte, dann wére diese eine von +1, £2, £5, +£10. Durch Rechnung tiberpriift man,
dass es sich bei keiner der acht Moglichkeiten um eine Nullstelle handelt. Da das Poly-
nom auflerdem Grad 3 hat, folgt die Irreduzibilitat. (Alternativ kann man auch zeigen,
dass die Reduktion des Polynoms modulo 7 keine Nullstellen hat.) Nach Konstruktion
ist B eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms, und damit ist das Minimalpolynom
von [ gleich

X3 —2X%2+3X —10.

Da dieses Polynom ganzzahlig ist, ist 8 ganz.

Aufgabe 2.0.1. Betrachten Sie den Ring Z[/=5] = {a + b/=5 | a,b € Z}. In
der Einleitung zum Skript wurde behauptet, dass dieser nicht faktoriell ist. Hier
verifizieren Sie alle Details.
(1) Sei N: Z[\/=5] — Z durch N(a + by/=5) = a® + 5b* definiert. Begriinden Sie
kurz, dass N multiplikativ ist, d.h. fiir alle a, b, ¢,d € Z gilt

N((a +bvV/=5)(c+ dv=5)) = N(a + bv/=5)N(c+ dv—=5).

(2) Zeigen Sie, dass +1 die einzigen Einheiten von Z[/—5] sind.

(3) Zeigen Sie, dass die Elemente 2,3,1 + /=5 und 1 — /=5 in Z[/—5| zwar irre-
duzibel, aber nicht prim sind.

(4) Folgern Sie, dass Z[v/=5] nicht faktoriell ist.

Losung:

(1) Unter der Identifizierung des Rings Z[y/—5] mit dem Ring Z[v/5i] C C, entspricht die
Abbildung N schlicht dem Betragsquadrat komplexer Zahlen. Dieses ist multiplikativ. O

(2) Ist z = a4+ b\/—5 € Z[/—5] eine Einheit, so existiert ein w € Z[/—5] mit zw = 1.
Unter der Verwendung der Multiplikativitat von N folgt

1= N(1) = N(zw) = N(2)N(w).
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Da N(z) € Z> gilt, folgt N(z) = a? +5b> = 1. Daa,b € Z, muss b = 0 und a = +1
gelten. Da 41 auch tatsdchlich Einheiten sind, sind wir fertig. O

(3) Wir zeigen zunichst, dass die angegebenen Elemente irreduzibel sind. Es seien
z,w € Z[/-5].

e Wenn 2 = zw gilt, dann folgt 4 = N(2) = N(2w) = N(2)N(w), d.h. N(z) und
N(w) sind Teiler von 4. In der vorherigen Teilaufgabe haben wir gesehen, dass
Elemente mit der Norm 1 Einheiten sind. Um die Irreduzibilitit von 2 € Z[/—5] zu
zeigen, miissen wir also nur den Fall N(z) = N(w) = 2 ausschlieflen. Dazu reicht
es zu zeigen, dass es kein a + by/—5 € Z[y/=5] mit N(a + by/—5) = a? + 5b% = 2
gibt. Das ist leicht einzusehen: Sofort erhalten wir b = 0 und dann a? = 2, eine
Gleichung, die in Z nicht 16sbar ist. Die Diskussion zeigt die Irreduzibilitat von 2.

e Da N(3) = 9, reicht es fir die Irreduzibilitdt von 3 zu zeigen, dass Z[y/—5] kein
Element mit Norm 3 enthélt. Das sieht man wie im vorherigen Stichpunkt sofort
ein.

e Die Elemente 1 + /=5 haben die Norm 6 = 2 - 3. Wenn diese Elemente also in
einer nicht-trivialen Art als Produkt zweier Elemente geschrieben werden koénnen,
so haben die Faktoren die Norm 2 bzw. 3. Wir haben aber bereits gesehen, dass
es keine Elemente mit Norm 2 und 3 gibt.

Nun zeigen wir, dass die vier Elemente nicht prim sind. In Z[/—5] gilt
2:3=6=(14+vV-5)(1—-v-5).
Wiire 2 prim, so gélte 2 | 1 ++/—5 oder 2 | 1 —/—5. Dass das nicht der Fall ist, rechnet

man entweder direkt nach, oder man verwendet N: Da
4=N(2)16=N(1+£+v-5),

kann 2 kein Teiler von 1 + /-5 sein (denn die Norm ist multiplikativ). Also ist 2 nicht
prim. Analog zeigt man, dass die anderen drei Elemente nicht prim sind. a

(4) In faktoriellen Ringen sind irreduzible Elemente prim (Proposition 2.12). Nach der
vorherigen Teilaufgabe ist z.B. 2 € Z[\/—5] irreduzibel, aber nicht prim. Also ist Z[\/—5]
nicht faktoriell.

Alternative: Nach den vorherigen beiden Teilaufgaben sind die Elemente 2, 3, 1 + /=5
und 1 — /=5 irreduzibel und paarweise nicht assoziiert. Da aufilerdem 6 = 2 -3 =
(1 4+ v=5)(1 — v/=5) gilt, ist die Zerlegung in irreduzible Elemente in Z[/—5] nicht
eindeutig. O

‘ Zeigen Sie, dass das Ideal (2, X) C Z[X] kein Hauptideal ist. ‘

Lésung: Angenommen, es gibt ein f € Z[X]| mit (2, X) = (f). Dann gilt insbesondere
f|2,X. Insbesondere gibt es g € Z[X] mit

2=gqg-f.
Wir erhalten

0 = deg(2) = deg(g1) + deg(f) = deg(g1) = deg(f) =0,
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d.h. f ist konstant. Wir kénnen f > 0 annehmen. Da f | 2, folgt f € {1,2}. Ist
f = 2, so erhalten wir den Widerspruch 2 | X in Z[X]. Wir miissen also noch f =1
ausschlieffen. In diesem Fall gilt also (2, X) = (1) = Z[X] und es gibt hy, hy € Z[X] mit

2h1 + Xho = 1.
Einsetzen von 0 auf beiden Seiten liefert den Widerspruch
2h1(0) = 1.
——

ez

Aufgabe 2.0.3.
(1) Beweisen Sie den Satz tiber rationale Nullstellen:
Sei A ein faktorieller Ring mit Quotientenkorper K, sowie

f = aan + .. t+tar X +ag € A[X]

Ist o € K eine Nullstelle von f, so gibt es a,b € A, b# 0 mit o = § und a | ao,
bl ap.
(2) Folgern Sie, dass faktorielle Ringe ganz abgeschlossen sind.

Lésung:

(1) Wie in der Aufgabenstellung betrachten wir eine Nullstelle o = ¢ € K von f. Da
A faktoriell ist, kénnen wir annehmen, dass der Bruch § vollstandig gekiirzt ist (wir
konnen nédmlich a und b eindeutig als Produkt von irreduziblen Elementen schreiben
und dann entsprechend kiirzen). Multiplizieren der Gleichung f(a) = 0 mit b™ liefert

an - a" + ap_1-a" b+ ...+ agh” = 0. (11.3)
Wir stellen die Gleichung um und erhalten
U 0"+ ap1-a" b+ ... +ag-ab” = —apb”.

Die linke Seite wird von a geteilt, also auch die rechte Seite. Da kein irreduzibles Element
a und b gleichzeitig teilt, folgt a | ap, wie gewiinscht. Die Aussage b | a, erhalten wir
auf die gleiche Art, indem wir (11.3) zu

—ap - a" = ap_1-a" b+ ... + agh”

umstellen und bemerken, dass jetzt die rechte Seite von b geteilt wird. O

(2) Nach der vorherigen Teilaufgabe gilt: Ist A faktoriell, f € A[X] normiert und o €
Frac(A) eine Nullstelle von f, so gilt a € A. O

Betrachte die Z-lineare Abbildung A: Z* — Z3, die durch die folgende Matrix gegeben
ist:

1 1 6 -3
A=1|3 -2 6 4
4 3 -2 5

Studieren Sie den Beweis des Elementarteilersatzes und finden Sie die Elementarteiler
von im(A) C Z*.
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Aufgabe 2.0.5. Sei f: A — B ein Ringhomomorphismus und p C B ein Primideal.
Verifizieren Sie, dass f~!(p) C A ein Primideal ist. Stimmt die Aussage auch, wenn
man “Primideal” durch “maximales Ideal” ersetzt?

Lisung: Seien aj,az € A mit ajas € f~(p). Dann gilt f(ajaz) = f(a1)f(a2) € p. Da
p prim ist, folgt f(ai) € p oder f(az) € p, also a; € f~1(p) oder az € f~!(p). Des
Weiteren ist f~1(p) # A, da 1 ¢ p gilt. Also ist f~!(p) C A prim.

Die Aussage ist falsch fiir maximale Ideale, man betrachte z.B. die Inklusion Z <— Q. O

Aufgabe 2.0.6. Sei B/A eine ganze Ringerweiterung von Integritatsringen.
(1) Zeigen Sie:

B ist ein Kérper <= A ist ein Korper.

(2) Sei p C B ein Primideal und p’ = p N A. Zeigen Sie, dass p’ genau dann ein
maximales Ideal von A ist, wenn p ein maximales Ideal von B ist.
Sei K nun ein Zahlkorper.
(3) Folgern Sie, dass jedes Primideal # (0) in O maximal ist. (Spéter werden wir
dies noch mit anderen Methoden beweisen.)

Lésung:

(1) Wir nehmen zunéchst an, dass B ein Korper ist. Sei a € A\ {0}. Da A C B und B
ein Korper ist, existiert ein b € B mit ab = 1 — wir miissen b € A zeigen. Nun ist b ganz
iber A, d.h. es existieren agq, ..., an—1 € A mit

W + a1 0"+ ..+ ag = 0.

Wir multiplizieren diese Gleichung mit a”~! durch. Unter Verwendung von ab = 1
erhalten wir dann

b= —(an_1+aa, o+ .. +a" tag) € A.

Ist umgekehrt A ein Kérper und b € B\ {0}, so erfiillt b wieder eine Ganzheitsgleichung
der Form

b + a1 0" 4+ . ag = 0.

mit ag, ...,an—1 € A. Da A und B Integritétsringe sind, konnen wir ohne Beschrankung
der Allgemeinheit ap # 0 annehmen (denn sonst kénnen wir die Gleichung mit einer
geeigneten Potenz von b kiirzen, um eine Gleichung mit konstantem Term # 0 zu erhal-
ten). Dann folgt

ag = —b- (bnil + an_lb"*Q + ...+ al).

Multiplizieren mit ag L ¢ A auf beiden Seiten liefert dann ein multiplikatives Inverses
von b, namlich

—aal . (b”_1 +ap_ 1"+ .+ ay) € B.

Das beweist die Aussage. Der Vollstandigkeit halber stellen wir noch fest, dass die Aus-
sage falsch ist, wenn B kein Integritdtsring ist: Fiir jeden Korper K ist die Erweiterung
K C K[X]/(X?) ganz, aber K[X]/(X?) ist kein Korper. O
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(2) Da B/A ganz ist, ist B/p ganz iiber A/p’. Ist ndmlich b+ p € B/p, so erfiillt b € B
eine Ganzheitsgleichung

"+ ap_ 10"+ 4ag=0
iuber A. Reduzieren liefert dann
(b+p)" + (a1 +p)b+p)" 4 ..+ (a0 +p) =0+

Des Weiteren stellen wir fest, dass p’ nach Aufgabe 2.0.5 prim ist, d.h. die Ringe A/p’
und B/p sind Integritétsringe.

Ist nun p bzw. p’ maximal, so ist B/p bzw. A/p’ ein Korper. Da B/p und A/p’ In-
tegritatsringe sind und die Erweiterung ganz ist, folgt die Behauptung aus der vorherigen
Teilaufgabe.

(Fiir diesen Beweis benétigt man nicht, dass A, B selbst Integritétsringe sind, sondern

nur, dass A/p’ und B/p Integritdtsringe sind.) |

11 label checken Sei (0) # p C Ok ein Primideal. Wir betrachten p’ = pNZ. Da Z
ein Hauptidealring ist, ist in Z jedes Primideal # (0) maximal. Nach der vorherigen
Teilaufgabe folgt dann, dass p maximal ist, wenn wir p’ # (0) gezeigt haben. Sei dazu
B e€p\{0}. Da Ok ganz iiber Z ist, existieren a, ..., an—1 € Z mit

B+ an 18"+ ... +ag=0.
Wie in der ersten Teilaufgabe diirfen wir ag # 0 annehmen. Es folgt

ap =—(B"+an_18"" "+ ... +a1p).
—
€Z\{0} €p

Das beweist 0 £ ag € pNZ=yp'. O

Aufgabe 3.2.1. Beweisen Sie Lemma 3.6.

Lésung: Wir konnen ohne Einschrankung annehmen, dass as, ..., a, nicht in p enthalten
sind. Wir zeigen, dass a; in p enthalten ist. Sei ay € a;. Fiir 2 < j # n wahlen wir
Elemente a; € a; € p. Dann gilt

a1-a2 - ... Gp €041 - ... Ay CP,

und da p ein Primideal ist, folgt, dass eines der a; in p enthalten ist. Da ag, ...,a, & p,
muss aj € p gelten. O
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Aufgabe 3.2.2. Sei A ein Dedekindring und (0) # a C A ein Ideal. Das Ziel dieser
Aufgabe ist es zu beweisen, dass fiir jedes z € a\ {0} ein y € a existiert, sodass
a = (x,y). Gehen Sie wie folgt vor:

(1) Seip C A ein von (0) verschiedenes Primideal. Zeigen Sie, dass durch

a—+p"

brpr (b4 DED)

o Apfpy = (Afp")p AR
ein (wohldefinierter) Isomorphismus von Ringen beschrieben ist.
Hinweis: Lokalisieren Sie die exakte Sequenz 0 — p" — A — A/p™ — 0 von
A-Moduln (!) an p. Viel ist dann nicht mehr zu zeigen.

(2) Sei p wie in der vorherigen Teilaufgabe. Zeigen Sie, dass die Ringe A/p™ und
(A/p™), isomorph sind.

(3) Sei (0) # b C A ein Ideal. Zeigen Sie, dass jedes Ideal in A/b ein Hauptideal ist.
Hinweis: Reduzieren Sie auf den Fall b = p” (Chinesischer Restsatz!) und
wenden Sie die vorherigen Teilaufgaben an.

(4) Folgern Sie die zu zeigende Aussage, indem Sie die vorherige Teilaufgabe auf ein
geeignetes Ideal b anwenden. dndern zur neuen Version

Losung:

(1) Betrachte die kurze exakte Sequenz
0—=p"—>A— A/p" —0.
von A-Moduln. Da Lokalisierung exakt ist, erhalten wir eine kurze exakte Sequenz
0—py — Ay = (A/p")p — 0
von Ap-Moduln. Die Abbildung A, — (A/p™), ist hierbei durch

n
a'_>a+p

b b+ pr

(a,be A, b¢p)

gegeben.
Wir erhalten einen Isomorphismus von A-Moduln

o Ap/py — (A/P")p,

der wie in der Aufgabenstellung definiert ist. Zu zeigen ist also nur noch, dass ¢ ein
Ringhomomorphismus ist. Seien dafiir a1, ag,b1,be € A mit by, ba ¢ p. Dann gilt

a1 on ) (92 0 ) 2 (@292 e _ G202+ P
S0<<bl +pp> <b2 +pp>> _90<b1b2 +pp>  biby +pn

(a1 +p")(az +p") a1 +p" az+p" <a1 n) <a2 n)
by +p)(ba 1) bitpm bptpr PN\by PP P\G, T

Also ist ¢ multiplikativ. O

(2) Ist z € A\ p, soist = ¢ p" und damit ist z +p" eine Einheit in A/p”. Die kanonische
Abbildung

A/p" = (A/p")y
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ist also ein Isomorphismus. O

(3) Sei b = p{' - ... ptr die Primidealzerlegung von b. Nach dem Chinesischen Restsatz
haben wir einen kanonischen Ringhomomorphismus

A— A/pTt X ... X R/pir

mit Kern b. Da Ideale in Produkten von Ringen genau Produkte von Idealen der Fak-
toren sind, kann jedes Ideal von A/b genau dann ein Hauptideal, wenn jedes Ideal der
Ringe A/ p;j ein Hauptideal ist. Wir konnen uns also auf den Fall b = p™ beschréanken.
Mit den Teilaufgaben (1) und (2) folgt by/py = b/p™. Da b ein Dedekindring ist, ist by
ein diskreter Bewertungsring, also insbesondere ein Hauptidealring. Es folgt, dass jedes
Ideal in by /py = b/p" ein Hauptideal ist, wie behauptet. O

(4) Sei = € a\ {0}. Nach Teil (3) gibt es ein y, sodass das Bild von a in A/(z) von
y + (z) erzeugt wird. Ist m: A — A/(z) die Quotientenabbildung, so gilt demnach
a=

™y + (@) = (2.9). O

Aufgabe 3.2.3. Zeigen Sie, dass Dedekindringe genau dann Hauptidealringe sind,
wenn sie faktoriell sind.

Lésung: Da Hauptidealringe stets faktoriell sind, ist nur die andere Richtung zu zeigen.
Sei also A ein faktorieller Dedekindring. Weil wir jedes Ideal # (0) von A als Produkt von
Primidealen schreiben konnen, geniigt es zu zeigen, dass Primideale # (0) Hauptideale
sind. Sei p ein solches und sei a € p \ {0}. Da A faktoriell ist, konnen wir a eindeutig
als Produkt
a=mn{"-...-mr

von Potenzen irreduzibler Elemente 7y, ..., m,. schreiben. Da obiges Produkt in p en-
thalten ist und p prim ist, folgt, dass bereits ein 7; in p enthalten sein muss. Nun ist
(mj) # (0) ein in p enthaltenes Primideal und da Primideale # (0) in Dedekindringen
maximal sind, folgt (7;) = p. O

Aufgabe 3.2.4. Es sei A ein Dedekindring und ay, as # (0) zwei ganze Ideale. Zeigen
Sie, dass ein ganzes Ideal b # (0) existiert, das zu ay teilerfremd ist, sodass a;b ein
Hauptideal ist.

Lésung:
Es seien py, ..., p,, die verschiedenen Primteiler von ay. Die Mengen
M= p1- o Pic1 - Pig1 - Pa \ Pita
sind fiir 1 < i < n nicht leer, denn aus p;a; | p1 - ... - Pi—1 - Pit1 - ... - P folgt die falsche
Aussage p; | P1 oo Pic1 - Pit1 e P

Sei also fiir jedes 1 <4 < n ein a; € M; gewahlt. Dann gilt fiir alle 1 <¢,j <n, i # j:

vil(a:)) = vi(ar) und vy((a)) > vila).
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(Hier schreiben wir v; := 1y,).
Sei a :=aj + ... + a,. Dann folgt mit Aufgabe 3.2.7 die Aussage

vi((a)) = vi(ay) fir alle 1 <7 <n.,

Wegen a; € a; ist auBerdem auch a € a;, d.h. a; | (a). Damit existiert ein Ideal b mit
a1b = (a). Wegen v;(b) = v;((a)) — vi(a;) = 0 sind b und ay teilerfremd. O

Aufgabe 3.2.5.

(1) Sei A ein Dedekindring und a # (0) ein gebrochenes Ideal von A. Wir fixieren
endlich viele paarweise verschiedene Primideale pq,...,p, # (0) von R. Zeigen
Sie, dass ein o € a mit der Eigenschaft v;(a) = v;((«)) fiir alle 1 < i < n existiert.
Hierbei bezeichnet v;(b) den Exponenten von p; in der Primfaktorisierung eines
gebrochenen Ideals b # (0) von R.
Hinweis: Verwenden Sie die Aussage von Aufgabe 3.2.4.

(2) Folgern Sie die Aussage von Aufgabe 3.2.2 aus der obigen Teilaufgabe.

Lésung:

(1) Seid € A\ {0}, sodass da ein ganzes Ideal ist. Nach Aufgabe 3.2.4 existiert ein Ideal
b, das teilerfremd zu p; - ... - p, (und somit auch zu jedem der p;) ist, sodass dab = (a)
fiir ein @ € A. Wir haben

vi((a)) = vi((d)) + vi(a) + vi(b) = vi((d)) + vi(a), (11.4)

wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass b zu pq, ..., p,, teilerfremd ist.

Wir bemerken nun, dass ¢ € da und damit « := ad~! € a gilt. Es folgt wie gewiinscht
fir 1 <i<n:

(2) Sei a # (0) ein ganzes Ideal von A und =z € a # {0}. Es gibt nur endlich viele
Primideale pi,....,p, # (0), fir die v;((x)) # vi(a) gilt. Wendet man die vorherige
Teilaufgabe auf p1,...,p, an, so erhdlt man ein y mit

vi((y)) = vi(a)

fir alle 1 < i <mn. Aus Aufgabe 3.2.7 folgt nun (z) + (y) = (z,y) = a. O

Aufgabe 3.2.6.

(1) Zeigen Sie, dass die Ideale
(2, 1+v=5), (3, 1++v—5) und (3, =1+ V-5)

prim in Z[/—5] sind.
(2) Zeigen Sie, dass das Ideal (5) in Z[/—5] nicht prim ist und geben Sie — mit
Begriindung — ein Primideal p an, das (5) enthilt. Verifizieren Sie dann (5) = p.
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Losung:

Aufgabe 3.2.7. Sei A ein Dedekindring und (0) # a,b C A ganze Ideale mit Prim-
faktorisierung

a=pi" - opiFund b =pt-Lppk,
wobei p1, ..., pr paarweise verschiedene Primideale sind und p;,v; > 0. Zeigen Sie:

k k
at b= ot = [ pmese),
=1

=1

Lésung: Sei p # (0) ein Primideal von A und v, (c) der Exponent von p in der Primfak-
torzerlegung eines ganzen Ideals ¢ # (0). Dann gilt:

p,la+b < a+bCp < aCpundbCp < plaundp|b.

machen

Aufgabe 3.2.8. Sei R = Z[/-3].
(1) Zeigen Sie, dass R kein Dedekindring ist, indem Sie nachweisen, dass R eine der
Eigenschaften aus Definition 3.2 nicht erfiillt.
(2) Seip= (2, 1+ +/—3). Zeigen Sie, dass p ein Primideal ist.
(3) Zeigen Sie, dass p% = (2)p und (2) # p gilt. Folgern Sie daraus, dass wenn es in
R eine Primidealzerlegung gibt, dann ist diese nicht eindeutig.
(4) Zeigen Sie, dass das Ideal (2) C R keine Zerlegung in Primideale besitzt.
Somit ist sowohl die Existenz als auch die Eindeutigkeit der Primidealzerlegung in
Nicht-Dedekindringen nicht gegeben.

Losung:

(1) Sei o := HT\/TB € Frac(R) = Q(v/—3). Dann ist a ¢ R und es gilt
4o = -2+ 2V-3 =4a — 4.

Somit ist a Nullstelle von X? — X — 1 € Z[X] und somit im ganzen Abschluss von R
enthalten. Also ist R nicht ganz-abgeschlossen und damit kein Dedekindring. ]
(2) Unter dem Isomorphismus R = Z[X]/(X? + 3) entspricht das Ideal p dem Ideal

(X243,2,1+X)=(X2-1,2,1+X) = (2,1 + X).
Es gilt also

R/p=Z[X]/(2,1+ X) = (Z/22)[X]/(1+ X)=Z/2Z.

Somit ist p prim, sogar maximal. O

(3) Es gilt
pP=(2-2,2-(1+V-3), 2- (-1+V-3)) = (2)p.
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Offensichtlich gilt 1+ +/—3 ¢ (2), somit ist (2) echt in p enthalten. Wegen p # (2), aber
p2 = (2)p kann es in R nun keine eindeutige Primfaktorisierung geben. m

(4) In der vorherigen Teilaufgabe haben wir insbesondere p|(2) und (2)|p? gezeigt.

Wir zeigen nun, dass p das einzige Primideal ist, das das Ideal (2) teilt: Fiir ein Primideal
q, das (2) teilt, muss wegen (2)|p? auch q|p? gelten. Weil q prim ist, folgt daraus dann
q|p. Wir haben aber in unserer Losung zu (2) nachgewiesen, dass p maximal ist. Es
folgt also p = q.

Wenn also (2) eine Zerlegung in Primideale besitzt, muss (2) eine Potenz von p sein.
Fiir n > 2 gilt jedoch

und damit ist das Ideal (2) keine Potenz von p. O

Aufgabe 3.2.9. Zeigen Sie: Ein Dedekindring, der kein Hauptidealring ist, besitzt
unendlich viele maximale Ideale.

Hinweis: Beweisen Sie die Kontraposition. Seien pi,...,p, die endlich vielen ver-
schiedenen maximalen Ideale. Machen Sie sich zunichst klar, dass p? C p;. Wenden
Sie dann den Chinesischen Restsatz auf p?, po, ..., p,, an.

Losung: Wir zeigen die Kontraposition. Es seien py, ..., p,, die verschiedenen maximalen
Ideale des Dedekindrings A. Wegen der Eindeutigkeit der Primidealzerlegung gilt p; #
p?, weswegen wir ein Element 7 € p1 \ p} wihlen konnen. AuBerdem sind die Ideale
P2, P2, ..., P, paarweise teilerfremd. Nach dem Chinesischen Restsatz finden wir dann ein
x € A mit

r=n (mod p?) und x=1 (modpg) fir k=2 ..,n

Sei (x) = pi* - ... - pir die Primfaktorzerlegung des Hauptideals (z). Da x ¢ pj fiir
k=2, .. n, folgt

Vo =..=v,=0.

Des Weiteren gilt nach Konstruktion ebenfalls = ¢ p?, also folgt 11 < 1. Da jedoch
x — 7 € p} C pp gilt, ist x € py, also folgt v; = 1. Mit anderen Worten, p; = (z). Das
beweist, dass alle maximalen Ideale von A Hauptideale sind. Da sich jedes Ideal # (0)
als Produkt von pi, ..., p, schreiben lasst, ist A ein Hauptidealring. |

Aufgabe 3.2.10. Sei A ein Dedekindring. Zeigen Sie, dass jedes gebrochene Ideal
von A ein projektiver A-Modul ist. Hierbei heifit ein A-Modul P projektiv, wenn jeder
surjektive A-Modulhomomorphismus f: M — P einen sogenannten Schnitt besitzt,
das ist ein A-Modulhomomorphismus g: P — N, der rechtsinvers zu f ist.

Losung:

Aufgabe 3.3.1. Zeigen Sie, dass die Klassengruppe von Z[y/—5| ein Element der
Ordnung 2 besitzt.

Lésung: Nach Aufgabe 3.2.6 ist p = (2, 1 4+ +/—5) prim und nach Beispiel 3.17 ist
p2 = (2). Wir miissen also noch zeigen, dass p kein Hauptideal ist. machen O
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Aufgabe 3.3.2. Sei A ein Dedekindring. Ein endlich erzeugter A-Modul M heif3t
lokal frei vom Rang n, wenn fiir jedes maximale Ideal m C A der Modul My, ein
freier An-Modul vom Rang n ist. Lokal freie Moduln vom Rang 1 werden invertierbar
genannt. Zeigen Sie:

(1) Die gebrochenen Ideale von A sind invertierbare Moduln.

(2) Das Tensorprodukt — ®4 — induziert auf der Menge der Isomorphieklassen
invertierbarer Moduln eine Gruppenstruktur (dazu miissen natiirlich das neu-
trale Element sowie das Inverse beschrieben werden). Die resultierende Gruppe
Pic(A) wird die Picard-Gruppe von A genannt.

(3) Die natiirliche Abbildung Cly — Pic(A) ist ein Isomorphismus.

Lésung:

(1)

2) Aus den Eigenschaften das Tensorproduktes folgt, dass A ein neutrales Element ist,
d.h. fiir jeden invertierbaren A-Modul M gilt

ARQAM=MesA=M.
Wir behaupten, dass fiir einen invertierbaren A-Modul M gilt:
MOaAM =2 M @4 M=A, wobei M™ = Homy (M, A).

schreiben

(3) Die Abbildung bildet eine Klasse [a] € Cly auf die Isomorphieklasse von a als in-
vertierbarer Modul ab.

o Wohldefiniertheit: schreiben
e Homomorphismus:

o Injektivitdt:

o Surjektivitdt:

Aufgabe 4.1.1. Sei K ein quadratischer Zahlkorper, d.h. [K : Q] = 2. Zeigen Sie,
dass ein quadratfreies d € Z \ {0,1} mit K = Q(v/d) existiert. Finden Sie d in den
Fallen K = Q(7),Q(¢3), Q(«x), wobei « eine Nullstelle von %X2 +2X + 2 € Q[X] ist.

Lésung: Sei a € K mit K = Q(«). Dann ist a Nullstelle eines quadratischen Polynoms

aX?+bX +ce€Z[X], a#0.
Es folgt
e {—b+\/m —b—m}
2a ’ 2a
und damit




Schreiben wir nun % — 4ac = u? - d mit u € Z und d quadratfrei, so gilt
K = Q(Vd).
Da [K : Q] =2, gilt d ¢ {0,1}.
Fir K = Q(7) konnen wir d = —1 wahlen. Die primitive dritte Einheitswurzel (3 ist
Nullstelle von X2 + X + 1 € Z[X], also gilt nach der obigen Rechnung
Q(G) = Q(V-3).

Ist schliefilich o Nullstelle von %X 2 42X + 2, also auch von X? + 10X + 10, so gilt

Aufgabe 4.1.2. Sei K ein Zahlkorper. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen
aquivalent sind:
(1) K ist total imaginér und enthélt einen total reellen Teilkérper F' mit [K : F] = 2.
(2) Es gibt p € Aut(K) \ {idx }, sodass o o p = 7 fiir alle Einbettungen o: K < C
gilt.
(3) Es gibt eine nicht-triviale Involution p von K, sodass o o p = 7 fiir alle Einbet-
tungen o: K — C gilt.
(4) K kann in der Form K = F[a] geschrieben werden, wobei F' ein total reeller
Kérper ist und a € K, sodass a? € F und o(a?) < 0 fiir alle Einbettungen
o: K —C.
FEin Zahlkorper K, der die obigen dquivalenten Bedingungen erfiillt, heifit CM-Kdrper.
Die Abkiirzung “CM” steht fiir complex multiplication.

Losung:

“(1) = (2)” Wegen [K : F] = 2 ist die Erweiterung K/F galoissch und die Galois-
gruppe ist zyklisch der Ordnung 2. Sei p der Erzeuger von Gal(K/F'). Dann gilt fiir alle
Einbettungen o: K — C:

schreiben

“(2) = (3)” Nach (2) gibt es ein p € Aut(K)\{idx } mit cop = 7 fiir alle komplexen
Einbettungen o: K — C. Wir miissen lediglich zeigen, dass p eine Involution ist, d.h.
die Ordnung 2 hat. Das folgt leicht aus

Vo: K — C: o=0Gop=0opop.
Da o injektiv ist, folgt po p = idk.
“B) = (4)” Sei F = {x € K | p(z) = =} der Fixkorper von p. Da p eine nicht-

triviale Involution ist, gilt [K : F] = 2. Sei « ein primitives Element von K/F. Nach
quadratischer Ergéinzung diirfen wir a? € F' annehmen. schreiben

“(4) = (1) Wegen o? € F gilt [K : F] < 2. Aus o(a?) = o(a)? < 0 fiir alle
Einbettungen o: K < C folgt, dass o(«) ¢ R, das heifit:

e Esgilt a ¢ F (weil F total reell ist). Also gilt [K : F] = 2.
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e Jede Einbettung o von K ist echt komplex. Also ist K total imaginér.
Also gilt (1). O

Aufgabe 4.1.3. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:
(1) Teilkérper von CM-Kérpern sind entweder wieder CM-Korper oder total reell.
(2) Sei L ein Korper und Ky, Ko C L zwei CM-Korper, so ist der kleinste Teilkorper
K1K5 von L, der K7 und K5 enthélt, wieder ein CM-Korper.
(3) Sei K ein CM-Kérper. Wir fixieren eine Einbettung K C C. Zeigen Sie, dass
der Galoisabschluss L von K in C ein CM-Korper ist.

Losung:

Aufgabe 4.1.4. Bestimmen Sie alle m > 1, fiir die der Kreisteilungskoérper K, =
Q(¢m) ein CM-Korper ist. Geben Sie in diesem Falle einen total reellen Teilkérper F),
von K, an, sodass [K,, : Fj,] = 2.

Lésung: Fir m € {1,2} ist K,,, = Q, also ist K, hier kein CM-Korper. Wir zeigen, dass
K,, fir alle m > 3 ein CM-Korper ist. gut schreiben Die Erweiterung K, /Q ist galoissch
— ihre Galoisgruppe besteht genau aus den Abbildungen (,, — (2, fiir ein a € Z, das
teilerfremd zu m ist. Insbesondere erhalten wir fiir a = n — 1 die komplexe Konjugation

p-

Aufgabe 4.2.2 Sei K ein Zahlkorper, a € Ok. Zeigen Sie: N g(a) € Z. Folgern
Sie daraus, dass a genau dann eine Einheit in O ist, wenn Ng q(a) € {1} gilt.
aufgabe umformuliert

Lésung: Dass die Norm eines ganzen Elementes in Z liegt, folgt sofort aus Lemma 4.7.
Ist a € OF, so gibt es 3 € O mit af = 1. Es folgt dann 1 = Ng/o(1) = Ng/g(af) =
N o(a)Ng/o(B) und damit N q(a) € {£1}, weil Ng/q(a), Ni/o(B) € Z gilt.

Gilt umgekehrt Ny /q(a) € {£1}, so erfiillt a als ganzes Element eine Gleichung der
Form o” + b,_1a" '+ ...+ bia+1=0, b; € Z. Es folgt dann also

—(@" by 10" b)) a = £,

und somit gilt o' = F(a" ! + b, 10" 2+ ...+ b1) € Ok. O

Aufgabe 4.4.2. Sei K = Q(1/—19).

(1) Nutzen Sie Aufgabe 4.2.2, um die Einheiten in Og zu bestimmen.

(2) Bestimmen Sie das Minimalpolynom m, von o = Hf\/jg und zeigen Sie, dass
das Bild von m,, in (Z/2Z)[X] und (Z/3Z)[X] jeweils irreduzibel ist.

(3) Zeigen Sie, dass Ok nicht euklidisch ist. Nehmen Sie dafiir an, dass n: Og — N
eine euklidische Normfunktion ist und wéhlen Sie ein Element 0 # a € O \ O},
sodass n(a) minimal unter den Elementen aus O \ (O} U {0}) ist. Teilen Sie
dann ein b € Ok mit Rest durch a, um einen Widerspruch herzuleiten.

Losung:

(1) Nach der zitierten Aufgabe sind die Einheiten in Ok genau diejenigen Elemente,

deren Norm =41 ist. Sei also x € Og. Wir kénnen ¢ = a + ba fiir a,b € Z und
1+/—19
2

a= schreiben. Dann gilt also

Ngq(r) = (a+ ba)(a + ba) mit & = %
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Ausrechnen ergibt

o o 1\* 19,
Diese Norm ist klar nicht-negativ, und somit miissen wir nur schauen, wann diese gleich

1 ist. Durchmultiplizieren mit 4 ergibt
ANk /g = (2a + b)* 4+ 196% = 4,

und daraus erhdlt man sofort b = 0, a = £1. Es gilt also O3 = {1, —1}.

(2) Wir haben 2o — 1 = y/—19, also 4a? — 4a + 1 = —19. Nochmaliges Umstellen ergibt
a? —a+5=0,dh. «ist Nullstelle von X2 — X + 5 € Z[X]. Dieses Polynom muss das
Minimalpolynom m,, sein, da « ¢ Q.

Wir zeigen noch, dass das Bild von my in (Z/2Z)[X] bzw. (Z/3Z)[X] irreduzibel ist:

e Reduzieren von m, modulo 2 ergibt X2 + X + 1 € (Z/2Z)[X]. Dieses Polynom
hat keine Nullstelle in Z/2Z und ist — weil es den Grad 2 hat — somit irreduzibel.

e Reduzieren von m, modulo 2 ergibt X2 + 2X + 2 € (Z/3Z)[X]. Dieses Polynom
hat keine Nullstelle in Z/3Z und ist — weil es den Grad 2 hat — somit ebenfalls
irreduzibel.

(3) Angenommen, Ok sei euklidisch mit Normfunktion n. Sei a wie in der Aufgaben-
stellung. Wir teilen b € Ok mit Rest durch a und erhalten eine Darstellung b = qa + r
mit ¢ € O und n(r) < n(a). Aus der Minimalitdt von n(a) unter den Elementen aus
Ok \ (03, U{0}) folgt r € O3, U{0} = {—1,0,1}. Es folgt, dass das Bild der surjektiven
Abbildung O — Ok /(a) hochstens drei Elemente hat, also folgt Ok /(a) = Z/2Z oder
Ok /(a) = Z/3Z.

Nun hat das Polynom m,, aus der vorherigen Teilaufgabe natiirlich die Nullstelle o € Ok.
Somit ist das Bild von « in Ok /(a) eine Nullstelle des Bildes von my, in Ok /(a)[X], was
aber nach Teil (2) nicht der Fall sein kann. O

Aufgabe 4.6.6. Sei L/K eine Korpererweiterung von Zahlkérpern und F' ein Zwis-
chenkérper. Sei P # (0) ein Primideal in Op, und B := PN Op, p := PN Ok. Zeigen
Sie:

fPlp) = F(PIB)S(Blp)  und  e(Plp) = e(PIB)e(Flp)-

Folgern Sie: Wenn p in L total verzweigt ist, dann ist p auch in F' total verzweigt.

Lésung: Zweimaliges Anwenden von Proposition 4.34 (jeweils einmal auf L/F und F/K)
liefert

N(P) = N(qg)f(P\‘B) - N(p)f(Pm)f(‘B\P)_

Es folgt f(Plp) = f(PIB)f(Blp), wie behauptet. Verzweigungsindizes

Fiir die zweite Aussage bemerken wir, dass aus f(P|p) = 1 insbesondere P(Blp) = 1
folgt. Es bleibt zu zeigen, dass 3 das einzige Primideal von OF ist, das iiber p liegt. Ist
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B’ C O ein weiteres Primideal iber p, so liegt P sowohl iiber B’ als auch iiber 9, also
P =P’. besser erklaren O

Aufgabe 4.4.5. Sei K ein Zahlkorper, A seine Diskriminante. Zeigen Sie:
Ag =0 (mod4) oder Ag =1 (mod4).

Hinweis: Seien o1, ...,0, die komplexen Einbettungen von K und {wi,...,w,} eine
Ganzheitsbasis von K. Nach der Leibniz-Formel fir die Determinante konnen wir
schreiben

det(oi(wy)) = Z Hgi(ww(i))_ Z HUZ’(WW(Z'))'

TEAN i=1 TEA, i=1

=P =N

Dann gilt also A = (P—N)? = (P+N)?—4PN. Warum reicht es dann, P+N, PN €
Z 7u zeigen?

Lésung: Das ist der Diskriminantensatz von Stickelberger.
Wir stellen zunéchst fest, dass es reicht P+ N, PN € Z zu zeigen, denn dann liefert das
Reduzieren modulo 4 ja

Ag = (P+N)? (mod 4).

Da 0 und 1 die einzigen Quadrate modulo 4 sind, sind wir dann fertig.

Die eigentliche Aufgabe ist es also, P + N, PN € Z zu zeigen. Dalfiir diirfen wir eine
Einbettung K C C fixieren und wéhlen eine endliche Galoiserweiterung L. C C von Q,
die K enthélt. Wir behaupten zunéchst, dass jedes 7 € Gal(L/Q) die Elemente P + N
und PN festhalt.

Dafiir miissen wir zunédchst einmal kldren, warum die Ausdriicke “7(P + N)” und
“r(PN)” iiberhaupt Sinn ergeben. Da L/Q normal ist und die komplexen Einbettungen
o1,...,0n von K ja Nullstellen eines Polynoms in K[X] wieder auf Nullstellen desselben
Polynoms abbilden, folgt, dass L die Bilder von jedem o; enthélt. Insbesondere sind die
Elemente o;(wj) in L enthalten und es ergibt Sinn, ein 7 € Gal(L/Q) auf ein solches
Element anzuwenden. Somit ergeben die Ausdriicke “7(P + N)” und “7(PN)” Sinn.
Wegen o;(K) C L ist die Abbildung

L;:{o1,....on} = {01,..., 00},
O; — T O00;

eine wohldefinierte Bijektion (die Umkehrabbildung ist gerade L,.-1). Die Abbildung L,
ist also gerade durch eine Permutation S, gegeben, die wir der Einfachkeit halber wieder
mit 7 bezeichnen:

Too; = 0. fiiri € {1,...,n}.

Wir unterscheiden jetzt die zwei Félle 7 € A, und 7 ¢ A,,.

Gilt T € A, so fixiert 7 die beiden Nebenklassen A,, und S, \ A,, als Menge. Es gilt also

T(P) =T ( > HUi(ww(n)) = > [oiwrmw) =P

TEAR 1=1 TEAy, i=1
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und

T(N) =71 Z HUz‘(wﬂ(i)) = Z Hai(wT(ﬂ(i))):N.

€S\ Ap i=1 TESn\Ap i=1

Fiir 7 ¢ A, vertauscht 7 die beiden Nebenklassen von 4,, in S,, d.h. 7(4,) = S, \ 4,
und 7(S, \ 4n) = Ap,. Wie oben lasst sich damit zeigen, dass 7(P) = N und 7(N) = P.
In jedem Fall fixiert 7 also P + N und PN. Da 7 € Gal(L/Q) beliebig war, folgt
aus Galoistheorie P + N, PN € Q. Schliellich bemerken wir, dass P und N ganze
algebraische Zahlen sind, weil die o;(w;) ganze algebraische Zahlen sind. Damit sind
P + N und PN ganze algebraische Zahlen, die in Q enthalten sind, also Elemente von
Z. O

Aufgabe 5.1.3 Zeigen Sie:

(1) Ist X kompakt, so gilt die Aussage des Gitterpunktsatzes auch, wenn vol(X) =
2" - vol(A).

Hinweis: Betrachten Sie X, := aX fiir a > 1.

(2) Die Schranke im Gitterpunktsatz optimal ist, d.h. geben Sie fiir jedes n ein
vollstédndiges Gitter A C R™ und eine konvexe, zentralsymmetrische Menge X
mit vol(X) = 2"-vol(A) an, sodass X keinen von Null verschiedenen Gitterpunkt
enthalt.

Lésung: (1) Wir betrachten die Folge a;, = 1+ 4. Es gilt vol(X,,) = af - vol(X) und
somit enthalt jedes X, nach dem Gitterpunktsatz einen von Null verschiedenen Git-
terpunkt. Da X,, kompakt ist, kann es nur endlich viele Gitterpunkte # 0 enthalten.
Wegen X,, ., C Xg, gibt es somit einen Gitterpunkt # 0, der in allen X, enthalten ist.
Die Behauptung folgt nun aus X = (5, X, |

(2) Man betrachte das Standardgitter A = Z™: Die Grundmasche ist [0,1)" und somit
gilt vol(A) = 1. Betrachte auerdem X = (—1,1)": Dann ist X offensichtlich konvex,
zentralsymmetrisch und enthélt keinen von 0 verschiedenen Gitterpunkt. Auflerdem gilt
vol(X) = 2" = 2" - vol(A). O

Aufgabe 5.2.1 Bestimmen Sie die Klassenzahl von K = Q(1/—23).

Lésung: Es ist —23 = 1 (mod 4), also Ax = —23. Nach Korollar 5.16 gibt es in jeder
Idealklasse von Clg ein ganzes Ideal a C Ok mit

2l /4\! 2/23 2.5
N(a) < () N L AL )

- 22 \rx T

Wenn N(a) =1, so ist a = Ok. Ansonsten hat a Primzahlnorm p € {2,3}. In diesem
Fall gilt aNZ = (p). Es folgt a | (p)o,. Es gibt also a priori drei Moglichkeiten:

a=0g, a| (Q)OK, a| (3)(9K. (11.5)

Nach Aufgabe 4.4.1 ist eine Ganzheitsbasis von Ok durch {1,0} mit  := 1+vV=23 V2_23
gegeben. Man berechnet, dass das Minimalpolynom von 6 durch mg = X? — X + 6
gegeben ist. Fir p € {2,3} gilt somit

mg=X(X —1) (mod p). (11.6)
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Aus (11.6) und Satz 4.41 folgt nun:
2ok =(2,0)(2,0 =1), (3o, = (3,0)(3,0 - 1).
Da a ein Primideal ist, wenn a # Og, erhalten wir die fiinf Moglichkeiten
ae {0k, (2,0), (2,1 -106), (3,0), (3,1 —6)}.

Es gilt also hx < 5.

Um die Klassenzahl genau zu bestimmen, behaupten wir, dass fiir p € {2,3} die Gleich-
heit (p,0)o, = pZ + 6Z gilt.

Da (p,0)o, = pOx + 00k, ist die Inklusion ”D>” klar. Fiir die Inklusion ”C” bemerkt
man, dass N((p,0)o,) = p gilt — wenn wir nun also |Og /(pZ + 6Z)| = p zeigen, folgt
die Behauptung. Da

d((p, H)OK)

Ok /(02 +02)] = || T2k,
K

1—v/—23
2

folgt dies mit 6 :=

(9, 0)o) =det | TrRW) k@) ) _ [ 2* pO+6)

- -2
2
=det 2p P =p? - dg.
1+dg
p G

Sei nun z € (p,#)o, . Dann gibt es nach der eben bewiesenen Behauptung a,b € Z mit
x = ap + bf. Wir berechnen

N jo(x) = (ap + b0) (ap + b0) = (ap)* + abp(0 + 0) + b*00 = (ap)® + abp + 6b>. (11.7)
Wir bestimmen nun die Ordnung der Klasse von (2,6) in Clg:

e Wire (2,0) C Ok ein Hauptideal, so gibt es ein Element x = 2a + bf mit a,b € Z,
das (2,0) tiber Ok erzeugt. Es gilt aber

'r‘efe’rrm,z

2=N((2,0)) = N((z)) ""="" |Ngq(z)| = 4a® + 2ab + 6b> = (a + b)* + 3a® + 5b>.
Das hat offensichtlich keine Lésung a,b € Z, ein Widerspruch.

e Wiire (2,0)? = (x) mit z = 2a + bf wie oben, so folgt wegen N((2,6)?) = 4 analog
zum vorherigen Stichpunkt b =0, a € {1, —1} und damit = € {2, —2}. Das ist ein
Widerspruch, da 6 ¢ (2)o,.

o Wir zeigen, dass (2,60)% ein Hauptideal ist. Sei x = # — 2. Nach der Rechnung
in (11.7) gilt Ng,o(z) = 8. Wir wissen bereits, dass (2,6) und (2,1 — 0) die
einzigen Primideale in Ox mit Norm 2 sind. Aufgrund der Eindeutigkeit der
Primidealfaktorisierung kénnen wir also

(x) = (2,0)"- (2,1 - 07"

fir ein r € {0,1, 2,3} schreiben. Wir zeigen r = 3:
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— Da x € (2,0), gilt (2,60)|(z) und somit r > 1.

— Ist » = 1, so gilt wegen (2) = (2,0)(2,1 — 6) dann (z) = (2)(2,1 — ), was
5 € Ok mit sich fithrt. Das liefert den Widerspruch g € Ok. Analog kann
man den Fall » = 2 ausschlieflen.

Also ist r = 3 und (2, 0)3 = () ist ein Hauptideal.

Wir haben also ingesamt gezeigt, dass hx eine Zahl < 5 ist, die durch 3 teilbar ist. Das
beweist hx = 3.

Aufgabe 5.2.2. Zeigen Sie, dass die quadratischen Zahlkoérper mit den Diskriminan-
ten

5, 8 12, 13, -3, -4, -7, =8, 11

jeweils die Klassenzahl 1 haben.

Lésung: Sei K ein quadratischer Zahlkorper. Wir behandeln zuerst den Fall Ag €
{5,8,12,13}. Hier ist K total reell, die Minkowski-Schranke berechnet sich also via

1 1
My =5 /Ax < 5V16=2.

Somit gilt in diesen Fallen Mg = 1 und damit auch hxg = 1.
Fir Ag € {—3,—-4,-7,—-8,—11} ist K total imagindr. Die Minkowski-Schranke ist also

MK_;.<4)2.M

™

Ahnlich wie im reellen Fall kann man fiir Ag € {—3, —4} wie folgt abschétzen:

1 [/4\? 16
Mg <—--(2) - Va=" <2,
K<2 <3) v 9<

Damit gilt hg = 1 fiir Ag € {—3, —4}. restliche Fille

Aufgabe 5.2.3. Verifzieren Sie, dass K = Q(v/—19) die Klassenzahl 1 hat, ohne

Bemerkung 5.22 zu verwenden.

Losung:

Aufgabe 5.2.4. Sei K = Q(v/—5). Zeigen Sie, dass die Gleichung X2 +5 = Y3 keine
ganzzahligen Losungen hat.

Hinweis: Untersuchen Sie die Gleichung von Idealen (X + v/—5)(X — v/—=5) = (Y)3
in OK

Lésung: Angenommen, es gibt ganze Zahlen z,y € Z mit
2?45 =193
Wir untersuchen nun die Idealgleichung

(z+vV=5)(z —vV=5) = (y)°
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in Oxg = Z[v/—5| und leiten einen Widerspruch her. Wir nehmen fiir den Moment an,
dass (x + v/—5) und (z — /—5) teilerfremd sind. (Das ist immer erfiillt, wie wir unten
zeigen.) Da das Produkt der Ideale eine dritte Potenz ist, folgt aus der Teilerfremdheit,
dass

(x4++vV-5)=a’ und (x —v/=5) =0 (11.8)

fir Ideale a,b C Ok gilt. Insbesondere sind a® und b2 Hauptideale, also haben die
Klassen [a],[b] € Clg jeweils die Ordnung 1 oder 3. Da nun Clg = Z/2Z (vgl
Beispiel 5.21), hat Clg kein Element der Ordnung 3. Es folgt, dass a und b bereits
Hauptideale sind. Wir schreiben

a=(a) und b=(5)

fir a, 8 € Z[v/—5]. Einheit

o =x+vV-5 und B2 =z —/—5.
schreiben

Wir zeigen noch die Teilerfremdheit von (z 4+ +/—5) und (x —+/—5). Dazu nehmen wir
an, dass p C Z[/—5| ein Primideal ist, das sowohl (z 4+ /—5) als auch (x — +/—5) teilt.
Dann teilt p auch die Summe (z 4+ /=5, 2 — /—5) der beiden Ideale. Wir erhalten

2vV-5=z+vV-5—(z—V-5) € (x+ V-5, —v-5) Cp.
Also ist p ein Teiler des Ideals
(2v=5) = (2)(V-5).

Dal=3-24+/=5 € (2,v/=5), sind (2) und (v=5) teilerfremd. Somit teilt p genau
eines der Ideale (2), (v/—5). Das erlaubt es uns, die Moglichkeiten fiir p zu bestimmen:
Nach Satz 4.41 ist (y/—5) bereits prim, und die Primfaktorisierung von (2) in Z[\/=5]
ist (2) = (2,1 ++/—5)2. Es folgt

p=(2,1+v=5)  oder  p= (V=)
Wir schlielen beide Fille aus:
e Wenn p = (2,1 ++/-5), dann gilt
r+vV-5€p=(2,1+V-5),
also auch
r—1€(2,1+vV=5).

Es folgt, dass x ungerade ist (sonst wiirde aus x — 1 € (2,1 + 1/—5) die falsche
Aussage 1 € (2,+/=5) folgen). Es folgt 22 = 1 (mod 4). Da 2 kein kubischer Rest
modulo 4 ist, erhalten wir den Widerspruch

=22 4+5=2 (mod 4).



e Den Fall p = (v/—5) schlieflen wir auf eine dhnliche Art aus. Aus
vV=b5|z++vV-5

folgt /=5 | z. Da x € Z, miissen wir 5 | x haben. Wir schreiben z = 5z mit z € Z
und gehen zuriick zu unserer urspriinglichen Gleichung

v =22 +5=>5- (532 +1).
Es folgt y = 5y fiir ein § € Z. Einsetzen und Teilen durch 5 liefert
25¢° = 532 + 1,

ein Widerspruch, da die linke Seite durch 5 teilbar ist, die rechte Seite jedoch nicht.

Aufgabe 5.2.5. Sei K ein Zahlkorper. Zeigen Sie, dass es eine endliche
Kérpererweiterung L/K gibt, in der jedes gebrochene Ideal von K ein Hauptideal
wird.

Hinweis: Geeignete Potenzen von Idealen in O sind Hauptideale, vgl. Korollar 5.20.

Lésung: Sei a # (0) ein gebrochenes Ideal von K. Weil Clg endlich ist, gibt es ein
n > 1, sodass a™ ein gebrochenes Hauptideal ist. Sei b € K ein Erzeuger von a”. In
einem algebraischen Abschluss von K wéhlen wir § mit ™ = b. In K(f) ist schreiben

Aufgabe ?7. Sei p # 2 eine Primzahl, ¢ = exp(%) und K = Q({) C C. Zeigen Sie:
Ist u € Oy, so gilt
u

Lésung: Wegen u=1 =a! gilt 7 € O} und damit auch

u
- c O3
u K

Nach Lemma 5.30 folgt, dass % eine Finheitswurzel ist, wenn wir zeigen, dass fiir alle
o € Gal(K/Q) gilt, dass |0 (Z)]| = 1.
Da Gal(K/Q) = (Z/pZ)* abelsch ist und die komplexe Konjugation enthélt, gilt fiir alle

o € Gal(K/Q):
(3]

Somit ist " eine Einheitswurzel. schreiben

o(u)

| = L
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Aufgabe 5.4.4 [Die Schlacht bei Hastings vom 14.10.1066] Harolds Mannen standen
nach alter Gewohnheit dichtgedrangt in 13 gleich groflen Quadraten aufgestellt, und
wehe dem Normannen, der es wagte, in eine solche Phalanx einbrechen zu wollen.
(...) Als aber Harold selbst auf dem Schlachtfeld erschien, formten die Sachsen ein
einziges gewaltiges Quadrat mit ihrem Konig an der Spitze und stiirmten mit den
Schlachtrufen “Ut!”, “Olicrosse!”, “Godemite!” vorwérts. (...) (vgl. Carmen de
Hastingae Proelio von Guy, Bischof von Amiens).

Wie grof§ war die Armee Harolds II. (inkl. Harold selbst) in dieser Schlacht?

Anmerkungen:

e Sie konnen natiirlich annehmen, dass Harold iiberhaupt eine Armee hatte, d.h.
dass die “13 gleich groflen Quadrate” aus einer positiven Anzahl an Personen
bestanden.

e Laut Wikipedia wird die Weltbevolkerung im Jahre 1066 auf etwa 250-350 Mil-
lionen Menschen geschéatzt.

Lésung: Wir interessieren uns fiir die Pellsche Gleichung z? — 13y? = 1. Hierbei ist
x € Zsg die “Seitenldnge” des groflen Quadrats und y € Zsg die “Seitenldnge” der 13
kleinen Quadrate. Unsere Aufgabe ist es, die Werte fiir « zu finden, sodass ein y mit
22 —13y? = 1 existiert. Dann ist nimlich 22 ein moglicher Kandidat fiir die Armeegrofie
Harolds. Wie sich nach unserer Rechnung herausstellen wird, gibt es nur eine Losung
(z0,v0) € Z2,, fiir die 23 < 350 - 10° gilt. Da die Weltbevélkerung im Jahre 1066 auf

maximal 350 Millionen geschitzt wird, muss die Armeegroe Harolds dann z2 sein.

Zur Losung bemerken wir, dass 22 — 13y? = NQ(\/E)/Q(.I' + v13y) = 1 genau dann gilt,

wenn x + /13y € (9(*? (VI3) gilt. Nach dem Dirichletschen Einheitensatz gilt

*

1++13
2

z ~{+1} x Z,

QWI3) —

d.h. man kann 2 4+ 13y = (29 + V13y0)*, k € Z schreiben, wobei zg + 13y die
Grundeinheit von Q(+/13) ist. Wir miissen also die Grundeinheit von Q(1/13) finden.
Dazu bemerken wir, dass fiir n € Z-¢ die folgende Identitat gilt:

n—1 n—1 n—1
1+v/n 24 1m 2+2+1T\/15

Speziell fiir n = 13 haben wir

V13=[3,1,1,1,1,6| =3+ ———

wobei “1,1,1,1,6” eine Periode bezeichnet.

Aufgabe 6.1.1 Sei K ein beliebiger Korper.
(1) Zeigen Sie die aus Ihrer Algebravorlesung bekannte Aussage, dass endliche Un-
tergruppen von K* zyklisch sind.
(2) Zeigen Sie, dass p,(K) endlich ist.
(3) Folgern Sie, dass u,(K) zyklisch ist.
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Lésung: (1) Sei H eine endliche Untergruppe von K*. Nach dem Hauptsatz iiber endlich
erzeugte abelsche Gruppen reicht es zu zeigen, dass H keine Untergruppe hat, die iso-
morph zu Z/dZ x Z/dZ mit d > 1 ist. Hatte H eine solche Untergruppe, so enthielte H
mindestens d? Elemente, deren d-te Potenz gleich 1 ist. Somit hat das Polynom X% — 1
mehr als d Nullstellen, ein Widerspruch. |
(2) Die Gruppe p,(K) besteht genau aus den Nullstellen des Polynoms X™ — 1 € K[X],
wovon es maximal n Stiick gibt.

d
(3) Das folgt sofort aus den vorherigen beiden Teilaufgaben. O

Aufgabe 6.1.3 In manchen Fallen lassen sich Kreisteilungspolynome aus anderen
berechnen:

(1) Sein € Zs( ungerade. Zeigen Sie ®o,(X) = &, (—X).

(2) Sei p eine Primzahl und n > 1. Zeigen Sie:

@, (XP), falls p|n

D, (XP)/0,(X), fallspin.

(3) Nutzen Sie die vorherige Teilaufgabe, um @, fiir n > 1 explizit anzugeben (p
prim).

Lésung: (1) Es ist —(, eine primitive 2n-te Einheitswurzel. Das Polynom ®,,(—X) hat
also eine primitive 2n-te Einheitswurzel als Nullstelle. Die Behauptung folgt nun aus
deg(P2n) = ¢(2n) = p(n) = deg(Pn(—X)). O
(2) Wir bemerken zunéchst, dass ¢}, eine primitive n-te Einheitswurzel ist. Demnach ist
Cpn Nullstelle von ®,,(X?). Wir unterscheiden nun zwischen den Féllen “p|n” und “p { n”.

Der Fall p|n: Die Behauptung folgt aus der Anfangsbemerkung und deg(®,(X?)) =
p - o(n) = deg(Ppy). Das erste Gleichheitszeichen gilt hierbei nach den Formeln fiir die
Eulersche Phi-Funktion, weil p ein Teiler von n ist.

Der Fall p t n: Auf jeden Fall ist ¢, keine Nullstelle von ®,(X). Wir zeigen, dass ptn
impliziert, dass ®,(X?)/®,(X) ein Polynom ist: Division mit Rest liefert @, R € Q[X]
mit deg(R) < deg(®,) und ¢,(XP) = Q - ®,(X) + R. Aus p 1 n folgt nun, dass ¢,
eine Nullstelle von ®,,(XP?) ist. Da ¢, ebenfalls Nullstelle von ®,, ist, muss ¢, also eine
Nullstelle von R sein. Da aber ®,, das Minimalpolynom von (, ist, muss R = 0 gelten.
Es folgt also die behauptete Implikation

pfn = &,(X?)/®,(X) ist ein Polynom mit Nullstelle (.

Aus deg(®p,) = p(p)p(n) = (p — 1)p(n) = deg(P,(XP)/®, (X)) folgt nun die Behaup-
tung. O

(3) Induktiv folgt leicht

v—1

D, = xP' (1) + xP' " (p-2) 4+ XPTT 4

168



Aufgabe 6.1.4 Sei p eine Primzahl und n > 1 nicht durch p teilbar. Zeigen Sie die
folgenden Aussagen:
(1) ¢&,(X™) = Zf;ol (XP)% X' fiir geeignete Exponenten e; > 0.
(2) (X—1)-Dp(X") = Zf:_ol((Xp)ai —(XP)%) X fiir geeignete Exponenten a;, b; > 0.
(3) Die Koeffizienten des Polynoms ®,(X")/®,(X) sind allesamt in der Menge
{-1,0, 1} enthalten.
(4) Wenn n prim ist, dann liegen alle Koeffizienten von ®,, in {—1,0,1}.
Nutzen Sie Aufgabe 6.1.3 zusammen mit der obigen Teilaufgabe (4), um den folgenden
Satz von Migotti zu beweisen: ref unten
(5) Falls n = 2%p°¢® mit Primzahlen p,q, dann hat das Kreisteilungspolynom @,
nur Koeffizienten in {—1,0,1}.
(6) Folgern Sie, dass die Koeffizienten von ®,, fir n < 105 stets in der Menge
{—1,0,1} enthalten sind. In der Tat ist n = 105 der erste Fall, in dem das nicht
mehr so ist, wie die verlinkte WolframAlpha-Rechnung zeigt.

Lésung: (1) Es gilt ®,(X") = Zf:_ol X™. Nach Division mit Rest konnen wir ni = e;p+
ri fiir ein 0 < 7; < p schreiben. Wir zeigen, dass {ro,...,7p—1} = {0,...,p — 1}: Wenn
wir das bewiesen haben, folgt die Behauptung, nachdem wir die eg,...,e,—1 geeignet
umnummeriert haben.

Es geniigt also {ro,...,rp—1} = {0,...,p — 1} zu zeigen. Wegen ni = r; (mod p) folgt
n(i+1)=ni+n=r; =r;+n (mod p). Wegen 19 = 0 erhalten wir dann induktiv

rit1 = (i +1)n  (mod p).

Wir miissen also zeigen, dass die Klasse von n in (Z/pZ)* die Ordnung p — 1 hat. aber
muss ja nicht gelten?

(2) Das folgt sofort aus der vorherigen Teilaufgabe durch Ausmultiplizieren. In der Tat
hat man a; = ¢; +1 und b; = e¢;. O
(3)

(4) Nach dem zweiten Teil von Aufgabe 6.1.3 gilt ®,,(X) = ®,(X")/®,(X). Die Be-
hauptung folgt dann aus der vorherigen Teilaufgabe. O
5 Fir p = g = 2 folgt die Behauptung sofort aus dem letzten Teil von Aufgabe 6.1.3.
Ist p = q eine ungerade Primzahl, so folgt die Behauptung aus Aufgabe 6.1.3 (2). Wir
konnen also annehmen, dass p # ¢ verschiedene ungerade Primzahlen sind. schreiben

Die zitierten Aufgaben implizieren, dass man fiir n = 2%p¢°

6 Nach dem Satz von Migotti liegen die Koeffizienten von ®,, in der Menge {—1,0, 1},
wenn n hochstens durch zwei verschiedene ungerade Primzahlen teilbar ist. Die erste
Zahl, die durch drei verschiedene ungerade Primzahlen teilbar ist, ist 3-5-7 = 105. O
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Aufgabe 6.1.7 [Spezialfall des Dirichletschen Primzahlsatzes]

Sei b € Z. Zeigen Sie, dass es unendlich viele Primzahlen p mit p =1 (mod b) gibt.
Hinweis: Nehmen Sie an, es gibe nur endlich viele solche Primzahlen. Sei P ihr
Produkt. Nicht alle Zahlen ®(znP), x € Z kénnen 1 oder —1 sein. Sei k € Z so, dass
®y(knP) durch eine Primzahl ¢ teilbar ist. Leiten Sie einen Widerspruch her.
Bemerkung: In seiner allgemeinsten Form besagt der Dirichletsche Primzahlensatz,
dass fiir zwei teilerfremde Zahlen a,b € Z<q gilt, dass

1
> lew
p prim, p=b (mod a) p

Insbesondere gibt es unendlich viele Primzahlen der Form ak + b. Der Beweis dieser
Aussage basiert auf Methoden der analytischen Zahlentheorie.

Lésung: Angenommen, es giabe nur endlich viele Primzahlen, die kongurent zu 1 modulo
n sind. Sei P ihr Produkt. Es ist @, (XnP) € Z[X] vom Grad ¢(n) > 1, somit kénnen
die Polynome ®,(XnP) £ 1 nicht unendlich viele Nullstellen haben. Insbesondere gibt
es k € Z, sodass ®,,(knP) durch eine Primzahl ¢ teilbar ist.

Wegen ¢|®,,(knP) und da der konstante Term von ®,,(knP) gleich £1 ist, folgt ¢ 1 knP.
Es folgt insbesondere ¢ f n und dass ¢ 1 P, d.h. ¢ Z 0,1 (mod n).

Wir betrachten nun F,, = X" — 1 € F,[X]. Dann gilt F, = nX""! # 0. Man erin-
nere sich daran, dass ein a € fq genau dann eine mehrfache Nullstelle von f, ist,
wenn Fy,(a) = F)(«) = 0: Anhand dieses Kriteriums sehen wir sofort, dass F), keine
mehrfachen Nullstellen hat.

Sei jetzt ¥,, € Z[X] durch ®,, - ¥,, = X™ — 1 definiert. Reduzieren modulo ¢ liefert
®, -V, = F,. Esist knP eine Nullstelle von ®, und nach dem vorher Gezeigten ist
knP keine Nullstelle von U,,. Daraus folgt, dass knP eine primitive n-te Einheitswurzel
in F7 ist. Mit dem Satz von Lagrange erhalten wir nun, dass |(knP)| = n ein Teiler von
[F;| = q—1ist, also ¢ =1 (mod n), ein Widerspruch. O

Aufgabe 9.0.1. Man kann sich die Frage stellen, welche Gruppen iiberhaupt als
Verzweigungsgruppen auftreten konnen. Diese Aufgabe gibt ein erstes Resultat in
diese Richtung.

Wie {iblich sei L/K eine endliche Galoiserweiterung von Zahlkérpern und 8 # (0) ein
Primideal von Op, das iiber p liegt. Zeigen Sie, dass die Zerlegungsgruppe D(P|p)
auflosbar ist.

Hinweis: Studieren Sie die Einbettungen ¢, und nutzen Sie Proposition 7.12.

Lésung: Nach Proposition 7.12 haben wir einen surjektiven Gruppenhomomorphismus
D — Gal(k(B)/k(p)) mit Kern Ey, wobei k() = O /B bzw. k(p) = Ok /p die Restk-
lassenkorper sind. Als Galoisgruppe einer Korpererweiterung von endlichen Korpern
ist Gal(k(P)/k(p)) = D/Ey zyklisch. Proposition 77 liefert nun, dass die Faktoren
E,/E,11 isomorph zu einer Untergruppe einer abelschen Gruppe sind. Ist N > 1 so,
dass Ex = {id}, dann ist also

{idL}:ENQEN_ld...QEUQD

eine Subnormalreihe mit abelschen Quotienten. O

Aufgabe 10.3.1. Beweisen Sie Lemma 10.8.

Losung: Jeder quadratische Zahlkorper ist von der Form Q(\/g) fiir ein quadratfreies
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dez\{0,1}. Es gilt

d, fallsd=1 (mod4)
QWd) —
4d, fallsd=2,3 (mod 4).

Es ist AQ( Va) also genau dann eine Zweierpotenz, wenn d € {—2, —1,2} ist.
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