Skript zur Vorlesung

Algebraische Zahlentheorie
im WS 2022/23

von Dr. Andreas Demleitner
Version vom 5. Dezember 2022

Literaturvorschlage:
e U. JANNSEN: Algebraische Zahlentheorie I, Vorlesungsskript, WS 2007/08.
e S. LANG: Algebraic Number Theory (2. Auflage), Springer, 1994.
e J. NEUKIRCH: Algebraische Zahlentheorie, Springer, 1992.
e P. SAMUEL: Algebraic Theory of Numbers, Dover, 2008.

Disclaimer: Dies ist ein Vorlesungsskript, kein Lehrbuch. Fehler passieren. Fiir Mel-
dungen an ANDREAS.DEMLEITNER@MATH.UNI-FREIBURG.DE bin ich sehr dankbar. ®



Kapitel 0

Worum geht es?

Der Hauptsatz der Arithmetik besagt, dass jede natiirliche Zahl, die grofier als 1 ist,
eindeutig als Produkt von Primzahlen geschrieben werden kann. Wahrend man die Teil-
barkeitsrelation auf beliebigen Integritétsringen' diskutieren kann, lisst sich der Haupt-
satz der Arithmetik sich nicht auf beliebige Ringe verallgemeinern:

Beispiel 0.1. Betrachten Sie die Menge
Z[vV-5]={a+bv-5]|a,beZ},

wobei /=5 = —5 sei. Simples Nachrechnen ergibt, dass es sich bei Z[y/—5] um einen
Ring handelt. In diesem Ring gilt jedoch

2:3=6=(1++v-5)(1—+v=5),

d.h. die Zahl 6 kann auf zwei Art und Weisen als Produkt anderer Elemente geschrieben
werden. (Daflir muss man noch nachweisen, dass diese beiden Darstellungen auch
tatséchlich unterschiedlich bis auf Assoziiertheit sind.)

Diejenigen Ringe, in denen der Hauptsatz der Arithmetik funktioniert, heiflen faktoriell.
Der Ring Z[v/—5] ist demnach nicht faktoriell. Grob gesagt beschiiftigt sich diese Vor-
lesung damit, den Hauptsatz der Arithmetik fiir Ringe wie Z[/—5] anzupassen. Dazu
muss natiirlich “Ringe wie Z[y/—5]” prizisiert werden. Das fiihrt auf den Begriff des
Dedekindrings. Wir werden zeigen, dass in Dedekindringen jedes Ideal # (0) eindeutig
als Produkt von Primidealen geschrieben werden kann. Anhand einiger Beispiele il-
lustrieren wir, wie Arithmetik in Dedekindringen genutzt wird, um nach ganzzahligen
Losungen von Gleichungen zu suchen:

(1) Sei p eine ungerade Primzahl. Wir interessieren uns dafiir, wann
X +vi=p (0.1)

ganzzahlig 16sbar ist. Als ungerade Primzahl ldsst sich p in der Form p = 4n + 1
schreiben. Da die Gleichung X2 +Y?2 = —1 (mod 4) nicht 16sbar ist (die Quadrate
modulo 4 sind 0 und 1), ist eine notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit von
(0.1), dass p = 4n + 1.

Ist p = 4n 4+ 1 auch hinreichend? Wir bemerken zunéchst, dass (Z/pZ)* fir

ld.h. nullteilerfreien, kommutativen Ringen # {0} mit Einselement



p = 4n+ 1 zyklisch der Ordnung 4n ist. Es gibt also eine ganze Zahl m # 0, deren
Klasse in (Z/pZ)* die multiplikative Ordnung 4 hat. Es folgt m? = —1 (mod p),
also ist m? + 1 durch p teilbar. Nun betrachten wir den Ring der GaufBschen
Zahlen

Zji]={a+bi|abeZ} CC.
Dieser ist ein Hauptidealring (Aufgabe 0.1.1), also auch faktoriell. In Z[i] gilt
p|lm?+1=(m+i)(m—i).

Durch Vergleichen der Imaginarteile sieht man, dass p kein Teiler von m + ¢ und
m — i sein kann. Da p jedoch ihr Produkt m? + 1 teilt, ist p kein Primelement in
Z[i]. Nun ist Z[i] faktoriell, das heift, dass p ebenfalls reduzibel ist. Es gibt also
irreduzible Elemente 7y, ..., 7 € Z[i], k > 2 mit

P=T1 ... Tk
Nehmen des Betrags und Quadrieren liefert
p?=|m|? ... |ml? (0.2)
Schreibe m; = a; + ib;, dann gilt
|7mj[* = af + b7 = (a; + ibj)(a; — ib;) = m; - 7.

Es folgt |m;|> € Z>o und |7j|* > 1 (da 7; als irreduzibles Element keine Einheit
ist). Im Hinblick auf (0.2) bedeutet dies £ = 2 und

p=|mP=d?+b?  fix j=12
Also ist p eine Summe von zwei Quadraten.

Die beriihmte Gleichung X? 4+ YP = ZP fiir p > 3 prim lésst sich im Kreis-
teilungskorper Q(¢,) wie folgt umschreiben:
p—1
XP4+y?P=][(X+¢Yy) =2
i=0
Die Schwierigkeit des grofien Satzes von Fermat liegt nun darin, dass der Ring

Z[(p) fiir fast keine Primzahlen p faktoriell ist. In Abschnitt 6.3 werden wir uns
erneut mit dem groflen Satz von Fermat beschéaftigen und Spezialfille beweisen.

Man betrachte die Gleichung X2+5 = Y3. Diese hat keine ganzzahligen Lésungen,
was wir aber noch nicht beweisen kénnen. Wie in den vorherigen Beispielen wére
ein erster Ansatz, die Gleichung in Z[/—5] zu

(X +V=5)(X - V=5)=Y?

umzuformen. Nun ist Z[\/—5] aber nicht faktoriell, das heifit, dass uns diese
Faktorisierung nicht helfen wird. Da wir aber eine eindeutige Faktorisierung in
Primideale haben, konnen wir die Gleichung

(X +V=5)(X = V=5) = V)’
von Idealen in Z[\/=5] studieren!



Innerhalb der Vorlesung gelten die folgenden Konventionen:

Konvention. Mit einem Ring sei immer ein kommutativer Ring # {0} mit Eins gemeint.
(In Spezialfallen wird es trotzdem sinnvoll sein, den Nullring auch als Ring zu betra-
chten, zum Beispiel mochten wir natiirlich, dass der Faktorring eines Ringes nach einem
Ideal erneut ein Ring ist. Verwirrungen sollten allerdings ausgeschlossen sein.) Ein
Ringhomomorphismus bildet 1 auf 1 ab.

0.1 Ubungen
Aufgabe 0.1.1. Ein nullteilerfreier Ring A heiit euklidisch, wenn es eine Abbildung
N:A\{0} = Z-9 (“Euklidische Normabbildung”)

mit der folgenden Eigenschaft gibt (“Division mit Rest”): Fiir je zwei Elemente a,b € A,
b# 0 gibt es ¢, € A mit a = ¢b + r und entweder » = 0 oder N(r) < N(b).

(1) Sei A ein euklidischer Ring mit Norm N. Zeigen Sie, dass A ein Hauptidealring
ist.
Hinweis: Sei a # (0) ein Ideal von A. Wéihlen Sie ein Element b € a\ {0} mit
N (b) minimal.

(2) Zeigen Sie, dass Z[i]| = {z + 1y | z,y € Z} C C beziiglich der Normabbildung
N(z +iy) = |z +iy|? = 2% + y? euklidisch ist.
Hinweis: Fir jedes z € C existiert ein = + iy € Z[i| mit |z — (z + iy)| <
(Warum?)

-



Kapitel 1

Der Ganzheitsring

Der Begriff der “Ganzheit” diirfte Thnen bereits gelaufig sein.

Satz und Definition 1.1. Sei B/A eine Ringerweiterung. Fiir b € B sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(1) Es gibt ein normiertes Polynom 0 # f € A[X] mit f(b) = 0.
(2) Es ist A[b] ein endlich-erzeugter A-Modul.
(3) Es gibt einen Teilring A[b] C C' C B, der ein endlich-erzeugter A-Modul ist.

In diesem Falle heiit b ganz iiber A. Die Ringerweiterung B/A heifit ganz, wenn alle
Elemente aus b ganz iiber A sind.

Beweis. Wir erinnern daran, dass A[by,...,b;] die Menge der polynomiellen Ausdriicke
in by,...,by ist. Aufgefasst als A-Modul wird A[by,...,bx] also von den Elementen

A mit  i; >0

erzeugt.

“1) = (2)7 Ist
f=X"4a, 1 X" 1+ .. +a
ein normiertes Polynom mit b als Nullstelle, so gilt also
b = —(an_1b" '+ ... +ap),

d.h. " (und induktiv dann auch jede hohere Potenz) kann als A-Linearkombination von
{1,b,...,b" 1} geschrieben werden. Somit wird A[b] von {1,b,...,b" !} erzeugt.

“(2) = (3):” Man nehme C = A[b].

“3) = (1) Sei {x1,...,x,} ein Erzeugendensystem von C als A-Modul. Da b € C,
kann man bx; wieder als Linearkombination bzgl. {x1,...,x,} schreiben:

br; = Z QijTj (aij S A)
j=1



Fiir die Matrix M mit den Eintragen a;; gilt also
x1
(M —bl,)| + | =0. (1.1)
L,
Multiplizieren der Gleichung (1.1) mit der Adjunkten von M — b, ergibt (vgl. Auf-
gabe 1.0.1):
Z1
det(M —bl,) | : | =0.
Tn

Mit anderen Worten ist det(M — bl,)x; = 0 fir jedes i = 1,...,n. Da {z1,...,2,} ein
Erzeugendensystem von C' ist, gibt es a1, ...,a, € A mit

a1x1 + ... +apxy = 1. (1.2)
Multiplizieren wir (1.2) mit det(M — bl,,), so erhalten wir schlieflich
det(M — bl,) = 0.

Da det(M — X1,) € A[X] normiert vom Grad n ist und b als Nullstelle hat, haben wir
eine Ganzheitsgleichung fiir b gefunden. O

Proposition 1.2. Sei B/A eine Ringerweiterung und by,...,b, € B. Ist jedes b;
ganz tdber Aby,...,bi—1] (also insbesondere, wenn by,..., b, ganz iber A sind), so ist
Alby, ..., by] ein endlich-erzeugter A-Modul.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber n. Der Fall n = 1 wurde
bereits in Satz 1.1 diskutiert. Nehmen wir also an, dass B" := Alby, ..., b,_1] ein endlich-
erzeugter A-Modul ist. Da b,, ganz iiber B’ ist, ist B’[b,] ein endlich-erzeugter B’-Modul
(Satz 1.1 (2)). Ist {z1,...,2x} ein B’-Erzeugendensystem von B’[b,] und {y1,...,Ym}
ein A-Erzeugendensystem von B’, so ist

{ry; | 1<i<k, 1<j<m}

ein A-Erzeugendensystem von B'[b,] = Aby, ..., by,)]. O

Offensichtlich sind die Elemente aus A ganz iiber B, denn a € A ist Nullstelle von
X — a € A[X]. Mehr Beispiele bekommen wir durch

Korollar 1.3. Summen und Produkte ganzer Elemente sind ganz. Insbesondere bilden
die Elemente von B, die ganz tiber A sind, einen Unterring A von B, der A enthdlt.
Dieser heifst der ganze Abschluss von A in B.

Beweis. Alle Elemente aus A sind ganz tiiber A. Fiir iiber A ganze Elemente by, by € B
ist A[b1, be] nach Proposition 1.2 ein endlich-erzeugter A-Modul. Da

bi + b2, by — ba, biby € A[by, by,

folgt die Behauptung aus Satz 1.1 (3). O



Ganz besonders werden wir den Ganzheitsring eines algebraischen Zahlkérpers studieren:
Definition 1.4.
(1) Ein (algebraischer) Zahlkérper ist eine endliche Korpererweiterung von Q.

(2) Fiir einen Zahlkorper K bezeichnen wir den ganzen Abschluss von Z in K mit Ok.
Der Ring Ok heifit der Ganzheitsring von K.

Wir mochten daran erinnern, dass ein nullteilerfreier Ring A einen Quotientenkorper
Frac(A) hat:
Frac(A):{g|a,b€A,b7§O}, “u_ % <= a1by = asbhy
b b b
Beziiglich der folgenden wohldefinierten (!) Addition und Multiplikation wird Frac(A)
ein Korper:
a; a . a1an aq as albz + CLle

by by biby E+E* b1b2

Via der Abbildung ¢: A — Frac(A), a — § ist A ein Teilring von Frac(A). Ferner
ist Frac(A) ist der kleinste Korper, der A enthélt, im folgenden Sinne: Ist K ein
Korper und f: A — K ein injektiver Ringhomomorphismus, so gibt es genau einen
Korperhomomorphismus f: Frac(A) — K mit f ot = f fiir alle a € A.

Definition 1.5. Ein nullteilerfreier Ring A heit ganz abgeschlossen (oder normal),
wenn A mit seinem ganzen Abschluss im Quotientenkorper Frac(A) iibereinstimmt.

Wir zeigen, dass der Ganzheitsring eines Zahlkorpers ganz abgeschlossen ist.

Proposition 1.6. Sind C/B und B/A ganze Ringerweiterungen, so ist auch C' /A ganz.

Beweis. Sei ¢ € C. Da ¢ ganz liber B ist, erfiillt ¢ eine Ganzheitsgleichung der Form
Cn—l-bn_lcnfl—f—...—i-bo:(), mit  bg,...,b,_1 € B.

Also ist ¢ ganz tiber A" := Albg, ..., b,—1]. Nach Satz 1.1 (2) ist A’[¢] ein endlich-erzeugter
A’-Modul. Weil B/A ganz ist, impliziert Proposition 1.2, dass A’ ein endlich-erzeugter
A-Modul ist. Somit ist auch A’[c] = Alby,...,bn—1,c| ein endlich-erzeugter A-Modul.
Die Aussage folgt dann durch erneute Anwendung von Satz 1.1 (3). O

Korollar 1.7. Ist K ein Zahlkérper, so ist Og ganz abgeschlossen.

Beweis. Sei O’ der ganze Abschluss von Ok in seinem Quotientenkorper. Wir haben
ganze Ringerweiterungen O /Z und O'/Ok. Nach Proposition 1.6 ist O'/Z ganz, d.h.
O co K- O]

Bemerkung 1.8. Sei K ein Zahlkorper.
(1) Per Definition gilt
Ok ={p € K| es gibt ein normiertes Polynom P € Z[X] mit P(3) = 0}.

Weil die Erweiterung K/Q nun aber endlich ist, ist sie algebraisch. Jedes o € K
hat also ein Minimalpolynom m, € Q[X]. Dieses ist das eindeutig bestimmte



normierte Polynom minimalen Grades, das « als Nullstelle besitzt. Insbesondere
teilt m,, jedes andere Polynom # 0, das « als Nullstelle besitzt.

Gilt sogar m, € Z[X], so folgt geméafl obiger Beschreibung o« € Ox. Wenn
umgekehrt ein normiertes Polynom P € Z[X] mit P(«) = 0 gegeben ist, so wissen
wir, dass m,, ein Teiler von P ist. Da sowohl m,, als auch P normiert sind, besagt
eine der Varianten des Lemmas von GauB, dass m, € Z[X] gilt.

Summa summarum haben wir also

Ox = {8 € K | my € ZIX]}

gezeigt. Um zu iiberpriifen, ob ein Element von K ganz ist, miissen wir also nur
das Minimalpolynom berechnen und schauen, ob es ganzzahlig ist.

(2) Der Quotientenkdrper von Ok ist K, denn: Sei f € K. Erneut betrachten wir
das Minimalpolynom mg € Q[X]. Multipliziert man die Gleichung mg(/5) = 0 mit
dem Hauptnenner der Koeffizienten von mg durch, so erhalten wir eine Gleichung
der Form

anfB" 4 an_18" ...+ ag =0, a; €Z, an#D0.
Multiplizieren mit a?~! ergibt
(anB)" + an_l(anﬂ)”_l + an_gan(anﬁ)”_2 + ...+ az_lao =0.
Also ist a,8 € Ok. Es folgt 5 = % € Frac(Ok). Das zeigt K C Frac(Ok).
Beispiel 1.9. Trivialerweise gilt Oq = Z.

Beispiel 1.10. Sei K = Q(i). Wir behaupten, dass Ok gleich dem Ring der GauBschen
Zahlen Z[i] ist. Fiir den Nachweis bemerken wir zunéchst, dass a + bi € Q(¢) (a,b € Q)
Nullstelle des normierten Polynoms

(X = (a+b)(X — (a—bi)) = X? = 2aX +a* +V* (1.3)
ist.

“Z[i] € Ok:” Sind a,b € Z, so ist das Polynom in (1.3) ganzzahlig und es folgt
a+bi e Og.

“Ok C Z[i]:” Sind umgekehrt a,b € Q, sodass (1.3) ganzzahlig ist, so folgt 2a, a’+b* e Z.
Es gibt also a € Z mit a = 5. Es folgt
4(a® +b?) = a® + 4b* € 4Z. (1.4)

Es folgt 4b* € Z, d.h. man kann b =
wir

[l

mit b € Z schreiben. Eingesetzt in (1.4) erhalten

a2 +0*=0 (mod 4). (1.5)

Die einzigen Quadrate modulo 4 sind 0 und 1, und demnach kann (1.5) nur erfiillt sein,
wenn a2 = b?> =0 (mod 4). Somit sind @ und b gerade, d.h. a,b € Z.

In den folgenden Abschnitten werden wir die Struktur von Ganzheitsringen genauer

untersuchen. Wir werden insbesondere zeigen, dass es sich dabei um Dedekindringe
handelt.


https://en.wikipedia.org/wiki/Gauss's_lemma_(polynomials)

1.0.1 I"Jbungen
Aufgabe 1.0.1. Sei A ein beliebiger Ring.

(1) Zeigen Sie die Existenz eines nullteilerfreien Ringes R und eines surjektiven Ringho-
momorphismus ¢: R — A.

Sei K ein Korper und M € Mat(n x n, K). Wir erinnern an die Adjunkte M>Y von
M; dies ist die (n x n)-Matrix, deren (j,4)-ter Eintrag (—1)"*/ det(M;;) ist, wobei M;;
die Streichmatrix ist, die aus M durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte
entsteht. In der linearen Algebra beweist man dann die Formel

MM = MM = det(M)I,. (1.6)

(2) Setzen Sie die Giiltigkeit der Formel (1.6) fiir Kérper voraus und beweisen Sie dann
ihre Giiltigkeit fiir Matrizen {iber dem Ring A.
Hinweis: Nach der vorherigen Teilaufgabe gibt es einen surjektiven Ringhomomor-
phismus ¢: R — A, wobei R wie in der vorherigen Teilaufgabe ist. Der Ring R
hat einen Quotientenkdrper.

Aufgabe 1.0.2. Finden Sie den Ganzheitsring von Q(v/3).
Aufgabe 1.0.3. Ist Z[/5] der Ganzheitsring von Q(v/5)?

Aufgabe 1.0.4. Sei K = Q(a), wobei a eine Nullstelle von X3 + X2 —2X + 8 € Z[X]
sei. Finden Sie das Minimalpolynom von

iiber Q. Ist 8 ganz?



Kapitel 2

Teilbarkeitstheorie und der
Elementarteilersatz

Definition 2.1. Ein Ring! A heifit Integrititsring (oder Integrititsbereich), wenn A
nullteilerfrei ist, d.h. wenn fiir alle a,b € A mit ab = 0 stets a = 0 oder b = 0 folgt.

Bemerkung 2.2. In einem Integritatsring A diirfen wir “kiirzen”: Sind a € A\ {0} und
b,c € A mit ab = ac, dann erhalten wir a(b — ¢) = 0. Die Nullteilerfreiheit und a # 0
implizieren dann b = c.

Definition 2.3. Sei A ein Integrititsring und a, b, 7 € A.

(1) Das Element 7 heifit Primelement, wenn m # 0, m ¢ A* und wenn fiir alle by, by € A
mit 7 | byby gilt, dass 7 | by oder 7 | bs.

(2) Die Elemente a,b € A heilen assoziiert, wenn es eine Einheit v € A* mit a =
u - b gibt. (Weisen Sie zur Ubung nach, dass es sich bei Assoziiertheit um eine
Aquivalenzrelation handelt!)

(3) Das Element 7 heifit irreduzibel, wenn 7 # 0, m ¢ A* und fiir alle by,by € A mit
T = biby gilt, dass by € A* oder by € A*. (Slogan: “Eine Nichteinheit © # 0 ist
irreduzibel, wenn jeder echte Teiler von 7 zu 7 assoziiert ist”.)

Lemma 2.4. Primelemente eines Integritdtsrings sind stets irreduzibel.

Beweis. Sei 7 ein Primelement des Integritdtsrings A. Ferner seien a,b € A mit m = ab.
Dann gilt also insbesondere 7 | ab. Da 7 prim ist, knnen wir ohne Einschriankung 7 | a
annehmen. Es gibt also ein ¢ € A mit ¢r = a. Dann folgt

™ = ab = ber.
Durch Umstellen erhalten wir

(1 —=be)r =0.

Da ein Integritdtsbereich nullteilerfrei ist und 7 # 0, muss bc = 1 gelten, d.h. b € A*.
Damit ist 7 irreduzibel. O

Yommutativ, # {0}, mit Einselement

10



Beispiel 2.5. Im Allgemeinen gilt die Umkehrung nicht, d.h. irreduzible Elemente sind
nicht prim. Beispielsweise ist das Element 2 € Z[\/—5] zwar irreduzibel, aber nicht prim
— Details verifizieren Sie in Aufgabe 2.0.1.

Sei A ein Ring. Wir erinnern daran, dass ein Primideal von A ein Ideal p # A mit der
Figenschaft

Ya,b e A: abep = a€p oder bep

ist. Ferner erinnern wir an

Lemma 2.6. Sei A ein Ring und a C A ein Ideal. Dann gilt:

a ist ein Primideal <= A/a ist ein Integritdtsring.

Beweis. Es gilt fiir alle ¢ € A:
cca < c+a=0+ain A/a.

Daraus folgen sofort beide Implikationen. O

Bemerkung 2.7. Sei A ein Ring.
(1) Das Ideal (0) C A ist genau dann prim, wenn A ein Integritétsring ist.

(2) Ein Ideal a von A ist genau dann maximal, wenn A/a ein Korper ist. Lemma 2.6
sagt uns also, dass maximale Ideale auch prim sind.

Lemma 2.8. Sei A ein Integritatsring und = € A. Dann gilt:

(m) ist ein Primideal <= m =0 oder m ist ein Primelement.

Beweis. Im Hinblick auf Bemerkung 2.7 (1) muss nur der Fall 7w # 0 betrachtet werden.

“<”: Seien nun 7 € A ein Primelement und a,b € A mit ab € (7). Dann gibt es c € A
mit ab = cmr. Insbesondere gilt 7 | ab, also konnen wir ohne Einschrankung annehmen,
dass 7 auch ein Teiler von a ist. Das heifit, dass es ein d € A mit dr = a gibt, also
a € (). Also ist (7) ein Primideal.

“=7: Ist m # 0 kein Primelement, so gibt es zwei Falle:
(1) Ist m € A*, so ist (m) = A. Das Einsideal ist per Definition aber kein Primideal.

(2) Ist m ¢ A*, so gibt es a,b € A mit 7 | ab (d.h. ab € (7)), aber 7 {a (d.h. a ¢ (7))
und w1 b (d.h. b ¢ (7)). Damit ist (7) kein Primideal.

O
Proposition 2.9. Sei A ein Hauptidealring und m € A irreduzibel. Dann ist (7) ein
mazimales Ideal von A. Insbesondere gilt:
(1) Die Begriffe “irreduzibel” und “Primelement” in Hauptidealringen tberein.

(2) Jedes Primideal # (0) in einem Hauptidealring ist mazimal.

11



Beweis. Sei a C A ein Ideal mit (7) C a C A. Da A ein Hauptidealring ist, gibt es
a € A\ A" mit a = (a). Wegen (7) C a = (a) gilt a | m, d.h. es gibt ein b € A
mit ab = 7. Nun ist 7 irreduzibel und a keine Einheit (da a = (a) # A). Also folgt
b € A* und damit sind a und 7 assoziiert, d.h. a = (a) = (7), was die Maximalitét
von (m) beweist. Die Aussagen (1) und (2) folgen nun zusammen mit Lemma 2.4 und
Lemma 2.8. O

Definition 2.10. Ein Integritétsring A heifit faktoriell, wenn jedes a € A\ {0} eindeutig
in der Form

a=u-m1-*... Tk
mit u € A* und irreduziblen Elementen 71, ..., 7 geschrieben werden kann. “Eindeutig”
heifit hierbei, dass die 71, ..., 7 bis auf Assoziiertheit eindeutig sind.

Beispiel 2.11. Da die positiven irreduziblen Elemente in Z genau die Primzahlen sind,
ist Z faktoriell. Es ist Teil von Aufgabe 2.0.1 zu verifizieren, dass Z[v/—5] nicht faktoriell
ist.

Genau wie in Hauptidealringen gilt die Implikation “irreduzibel = prim” auch in
faktoriellen Ringen:

Proposition 2.12. Sei A faktoriell und m € A. Dann gilt:

7 ist rreduzibel <= w ist prim.

Beweis. Die Richtung “<” gilt unabhangig von der Faktorialitat, vgl. Lemma 2.4. Fiir
die Richtung “=" nehmen wir an, dass 7 irreduzibel ist. Ferner seien a,b € A\ {0} mit
7 | ab. Dann gibt es ¢ € A mit er = ab. Da A faktoriell ist, kénnen wir a, b, ¢ bis auf
Einheiten als Produkt irreduzibler Elemente schreiben:

a=U- Pl ... Pk, b=v-q1 ... Qm, C=W-T1 ... Ty,

wobei u, v, w € A* und p;, g;, ¢ irreduzibel seien. Die Gleichung cm = ab liest sich dann
wie folgt:

W Tl e Ty  T=U-V- Pl e D-qL" " -

Da die Zerlegung in irreduzible Elemente eindeutig ist, muss jedes 7, auch auf der rechten
Seite auftauchen. Wie in Bemerkung 2.2 kénnen wir dann rq,...,r, auf beiden Seiten
entfernen und erhalten eine Gleichung der Form

/
77-:7'[-17'(—5

Jedes der Elemente 7,..., 7,

s 1st zu einem p;

mit irreduziblen Elementen 77, ..., 7.
oder g; assoziiert, teilt also a oder b.

Nun nutzen wir erneut die eindeutige Faktorisierung in in irreduzible Elemente: Da 7 ir-
reduzibel ist, kann auf der rechten Seite nur ein irreduzibles Element 7’ = 7] auftauchen,
und dieses muss zu 7 assoziiert sein. Ist 7’ ein Teiler von a, so gilt 7 | a, andernfalls ist

7’ ein Teiler von b und wir erhalten 7 | b. Also ist 7 prim. O

Bemerkung 2.13. Da der Ring Z faktoriell ist, sind die Primzahlen ebenfalls Primele-
mente in Z. Das rechtfertigt den Begriff “Primelement”.
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Da in Hauptidealringen und faktoriellen Ringen irreduzible Elemente jeweils prim sind,
liegt das folgende Resultat nahe.

Satz 2.14. Sei A ein Hauptidealring. Dann ist A faktoriell.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Existenz einer Faktorisierung in irreduzible Elemente.
Sei M C A\ {0} die Menge der Elemente, die keine Zerlegung in irreduzible Elemente
besitzen. Wir wollen M = () zeigen. Fiir einen Widerspruch nehmen wir an, dass a € M
sei. Dann kann a weder eine Einheit noch irreduzibel sein, denn sonst wére a seine
eigene Zerlegung in irreduzible Elemente. Also gibt es Elemente b,c € A\ A* mit a = be.
Dann muss mindestens eines der Elemente b und ¢ in M enthalten sein — waren beide
nicht in M enthalten, so wéaren b und ¢ namlich zu einem Produkt irreduzibler Elemente
assoziiert, das Element a dann also auch. Ohne Einschrankung nehmen wir b € M an.
Wir wiederholen den Prozess und schliefen, dass b weder Einheit noch irreduzibel sein
kann. Induktiv erhalten wir eine Folge von Elementen (a,)n,>0 in M mit

ag = a, Yn>0: apt1 | an, und Gn+1 st nicht zu a,, assoziiert.
Nun betrachten wir die echt (!) aufsteigende Kette der Hauptideale
(a) = (a0) € (a1) S (a2) S ... .

Da a = [J;2,(an) ein Ideal ist und A ein Hauptidealring ist, gibt es ein d € A mit
a = (d). Das Element d muss aber in einem der Ideale (ax) enthalten sein. Wir erhalten
den Widerspruch

a=(d) C (an) C (an+1) C a= (d).

Also ist M = (), was die Existenz beweist.

Wir beweisen noch die Eindeutigkeit. Sei a € A\ {0} und

a=u-mt - omF =v-at o wE,
wobei u,v € A*, m,...,m € A irreduzibel und paarweise nicht assoziiert seien, sowie
v, i > 0. Wir moéchten v = v und v; = p; fiir ¢ = 1,...,k zeigen. Angenommen, es

gilte v > p1, dann kénnen wir wie in Bemerkung 2.2 kiirzen und erhalten

vVi—p1 va Vi __ H2 HEk
U'T('l '7T2...'7['k —1}'7['2 7Tk

Da 71 die linke Seite teilt, muss 71 auch die rechte Seite teilen. Da 7y irreduzibel ist und
A ein Hauptidealring ist, ist 71 prim und teilt somit v oder eines der Elemente o, ..., m
(vgl. Proposition 2.9). Das ist aber nicht der Fall, da 7 als irreduzibles Element keine
Einheit teilt und 7o, ..., 7 nicht zu 7 assoziiert sind — ein Widerspruch. Also gilt
v; = p; fiir alle 4. Dann folgt aber sofort v = v. O

Bemerkung 2.15. Leicht modifiziert funktioniert der Existenzbeweis in Satz 2.14 auch,
wenn A noethersch ist.

Bemerkung 2.16.
(1) Ist A faktoriell, so ist auch A[X] faktoriell. Das folgt aus dem Lemma von Gau$.
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(2) Nicht jeder faktorielle Ring ist ein Hauptidealring: Nach dem vorherigen Stich-
punkt ist Z[X] faktoriell. Das Ideal (2,X) C Z[X] ist aber kein Hauptideal —
machen Sie sich das klar!

(3) Zieht man Aufgabe 0.1.1 in Betracht, so haben wir Implikationen

euklidisch = Hauptidealring = faktoriell.

Im Allgemeinen gilt keine der Riickrichtungen. In der Tat ist Z [Hé_lg} ein

nicht-euklidischer Hauptidealring (Nachweis spéter).

Zum Abschluss des Kapitels méchten wir noch den Elementarteilersatz diskutieren, den
wir jedoch nicht beweisen werden.

Satz und Definition 2.17 (Elementarteilersatz). Sei M ein freier Z-Modul vom Rang
r und M’ C M ein Untermodul. Dann existiert eine Z-Basis (mq,...,m;) von M,
ein s < r und Zahlen dy,...,ds € Z-o mit der Eigenschaft d; | d;11 fir alle i, sodass
(dyma,...,dsms) eine Z-Basis von M’ ist. Insbesondere ist M’ frei vom Rang s. Die
Zahlen d, ..., ds sind aulerdem eindeutig bestimmt und heiflen die Flementarteiler von
M’ in M.

Beweisskizze/Interpretation. Wie schon erwéhnt, verzichten wir auf einen vollstandigen
Beweis, mochten aber die Philosophie hinter dem Resultat andeuten. Sei (ni,...,n,)
eine Z-Basis von M. Angenommen, wir wissen bereits, dass M’ frei vom Rang s < r ist,
dann gibt es eine Z-Basis (n], ..., n) von M’. Diese kénnen wir als A-Linearkombination
von (ni,...,n,) schreiben:

T
/ _— .. . ..
n; = E RO aj; € Z.
j=1

Sei A = (a;j) € Mat(s x r,Z). Die Aussage des Satzes ist es dann, dass es Matrizen
S € GL(s,Z) und T € GL(r,Z) mit der Eigenschaft, dass

d 0 0 ... 00 ... 0
SAT = 0 2 0. 0 0 € Mat(s x r,Z)
0 0 ... ds 0 ... 0

und d; | diy; gibt. Mit anderen Worten: Durch Zeilen- und Spaltenumformungen tiber
Z (!) kann A auf “Diagonal”form gebracht werden, O
Bemerkung 2.18.

(1) Allgemeiner gilt der Elementarteilersatz nicht nur fiir Z-Moduln, sondern fiir Mod-
uln iiber Hauptidealringen.

(2) Der Beweis des Elementarteilersatzes ist konstruktiv und ist hier zu finden.

Wir betrachten nun den Spezialfall » = s. In diesem Fall gilt mit der Notation aus obiger
Beweisskizze |det(A)| = d; - ... d,. Da ein Z-Modul aulerdem nichts anderes als eine
abelsche Gruppe ist, ist in diesem Fall M’ C M eine Untergruppe von endlichem Index
(M : M') = |M/M'|. Ist nun (mq,...,m,) eine Z-Basis von M mit der Eigenschaft,
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dass (dyma,...,d,m,) eine Z-Basis von M’ ist, so haben wir einen Isomorphismus von
Gruppen

Z/d\Zx...x2Z/d,Z— M/M’,
(1 +di1Z,...,cr +dpZ) — cimy + ...+ cpmy + M.

Wir haben also bewiesen:

Proposition 2.19. In der obigen Situation gilt (M : M') = |det(A)| =dy - ... d,.

2.0.1 I"Jbungen

Aufgabe 2.0.1. Betrachten Sie den Ring Z[v/—5] = {a + bv/—5 | a,b € Z}. In der
Einleitung zum Skript wurde behauptet, dass dieser nicht faktoriell ist. Hier verifizieren
Sie alle Details.

(1) Sei N: Z[/=5] — Z durch N(a+by/—5) = a®+ 5b* definiert. Begriinden Sie kurz,
dass N multiplikativ ist, d.h. fiir alle a,b,c,d € Z gilt

N((a+ bv=5)(c + dv/=5)) = N(a + byvV/—=5)N(c+ dv=5).

(2) Zeigen Sie, dass +1 die einzigen Einheiten von Z[v/—5] sind.

(3) Zeigen Sie, dass die Elemente 2, 3, 14+/—5 und 1—+/—5 in Z[\/—5] zwar irreduzibel,
aber nicht prim sind.

(4) Folgern Sie, dass Z[y/—5] nicht faktoriell ist.
Aufgabe 2.0.2. Zeigen Sie, dass das Ideal (2, X) C Z[X] kein Hauptideal ist.
Aufgabe 2.0.3.

(1) Beweisen Sie den Satz tber rationale Nullstellen:
Sei A ein faktorieller Ring mit Quotientenkdrper K, sowie

f=a, X"+ ...+ a1 X +ap € A[X].

Ist a € K eine Nullstelle von f, so gibt es a,b € A, b # 0 mit o = § und a | ao,
b| ay.
(2) Folgern Sie, dass faktorielle Ringe ganz abgeschlossen sind.

Aufgabe 2.0.4. Betrachte die Z-lineare Abbildung A: Z* — Z3, die durch die folgende
Matrix gegeben ist:

1 1 6 -3
A=13 -2 6 4
4 3 -2 5

Studieren Sie den Beweis des Elementarteilersatzes und finden Sie die Elementarteiler
von im(A) C Z*.

Aufgabe 2.0.5. Sei f: A — B ein Ringhomomorphismus und p C B ein Primideal.
Verifizieren Sie, dass f~!(p) C A ein Primideal ist. Stimmt die Aussage auch, wenn man
“Primideal” durch “maximales Ideal” ersetzt?
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Aufgabe 2.0.6. Sei B/A eine ganze Ringerweiterung von Integritatsringen.
(1) Zeigen Sie:

B ist ein Koérper <= A ist ein Korper.

(2) Sei p C B ein Primideal und p’ = p N A. Zeigen Sie, dass p’ genau dann ein
maximales Ideal von A ist, wenn p ein maximales Ideal von B ist.

Sei K nun ein Zahlkorper.

(3) Folgern Sie, dass jedes Primideal # (0) in Ok maximal ist. (Spéter werden wir
dies noch mit anderen Methoden beweisen.)
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Kapitel 3

Dedekindringe

3.1 Warum?

Motivation 3.1. In der Vorlesung “Kommutative Algebra” lernt man, was eine affine
Kurve ist. Zum Zwecke dieser Motivation betrachten wir nur ebene affine Kurven iiber C.
Solche sind definiert als Nullstellenmengen eines nicht-konstanten Polynoms f € Clz, y],
in Formeln

X = {(a,b) € AL | f(a,b) = 0}.

Die Menge der singuldren Punkte von X ist definiert durch

a—f(a,b) = 8—f(a, b) = 0} .

. _ 2
Sing(X) =X N {(a, b) € A o 3y

Des Weiteren kann man zu einer solchen Kurve X den affinen Koordinatenring C[X| =
Clz,y]/(f) assoziieren. Fiir jeden Punkt p € X ist

my, = {[g] € C[X] | g(p) = 0}

ein maximales Ideal im Koordinatenring C[X]. An diesem kann man lokalisieren —
dadurch erhalt man den lokalen Ring

Oxp = C[X]m, = {g;

91,92 € C[X], g2(p) # 0} )

In der Vorlesung “kommutative Algebra” wird nun bewiesen, dass Ox , genau dann ein
diskreter Bewertungsring ist, wenn p € X \ Sing(X) ist. Wenn X eine glatte Kurve ist
(das heifit Sing(X) = 0), dann heiBt das, dass C[X] ein Dedekindring ist (zumindest,
wenn X irreduzibel ist). Dieser Zusammenhang wird im Folgenden hergestellt. Wahrend
diskrete Bewertungsringe also die lokale Situation glatter affiner Kurven widerspiegeln,
sind Dedekindringe das globale Aquivalent dazu. Es lohnt sich also, Dedekindringe
genauer zu studieren.

Wir fithren nun den Begriff des Dedekindrings ein.

Definition 3.2. Ein Dedekindring ist ein Integritatsbereich A mit den folgenden Eigen-
schaften:
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(1) A ist noethersch,

(2) A ist ganz abgeschlossen,

(3) jedes Primideal # (0) in A ist maximal, und
(4) A ist kein Korper.

Bemerkung. Die Bedingungen (3) und (4) kann man auch zu “A ist ein Ring der
(Krull-)Dimension 1”7 zusammenfassen.

Bemerkung. Faktorielle Ringe sind automatisch ganz abgeschlossen (Aufgabe 2.0.3
(2))-
Wie in der Motivation angedeutet behaupte ich, dass Sie Dedekindringe bereits kennen.
Satz 3.3. Sei A ein noetherscher Integritdtsbereich der Dimension 1. Dann sind dquivalent:
(1) A ist ein Dedekindring.
(2) Fiir alle Primideale p # (0) in A ist der lokale Ring A, ein diskreter Bewer-
tungsring.

Bevor wir den Beweis fithren, wiederholen wir kurz die Lokalisierung von Moduln und
diskrete Bewertungsringe.

Erinnerung. Sei A ein Ring. Eine Teilmenge S C A heifit multiplikativ abgeschlossen,
wenn 1 € S und wenn fiir alle a,b € S gilt, dass auch ab € S. (Wichtigstes Beispiel:
Ist p C A ein Primideal, so ist A \ p multiplikativ abgeschlossen.) Wir betrachten die
folgende Relation auf A x S:

(a1,s1) ~ (az,s2) <= esgibt t € S, sodass t - (a1s2 — azs1) = 0. (3.1)

Dies ist eine Aquivalenzrelation. Die Menge der Aquivalenzklassen bezeichnen wir mit
S—1A, die Aquivalenzklasse von (a,s) € A x S mit 2. Mittels der wohldefinierten (!)
Verkniipfungen

ap az  aia2 ai + az a1z + agsi

s1osy | sis2) st sy s182
wird S~ A zu einem Ring, der Lokalisierung von A an S. Im Spezialfall S = A\ p fiir ein
Primideal p C A schreiben wir A, statt (A \ p)~1A und sprechen von der Lokalisierung
an p. (Beispiel: Ist A ein Integrititsring, so ist Frac(4) = A(y.) Die Ringe A, sind
lokale Ringe, d.h. sie haben genau ein maximales Ideal, namlich

pAp:{%eAp‘aep, sgép}.

Wir kénnen auch einen A-Modul M an S lokalisieren, indem wir die Aquivalenzrelation
(3.1) analog auf M x S definieren. So erhalten wir einen S~'A-Modul S™'M. Eine
lineare Abbildung f: M — N von A-Moduln induziert eine lineare Abbildung

m. . f(m)

S S

S7lf. 5 M — SN,

von S~'A-Moduln. Ferner erinnern wir daran, dass fiir einen Homomorphismus f: M —
N von A-Moduln dquivalent sind:

(1) f ist injektiv/surjektiv/ein Isomorphismus,
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(2) fiir alle Primideale p C A ist f,: M, — N, injektiv/surjektiv/ein Isomorphismus,

(3) fiir alle maximalen Ideale m C A ist fin: My — Ny injektiv/surjektiv/ein Isomor-
phismus.

Man beweist nun leicht

Lemma 3.4. Sei B/A eine Ringerweiterung und A der ganze Abschluss von A in B.
Ist S C A multiplikativ abgeschlossen, so ist ST'A der ganze Abschluss von S™'A in
S—1B.

Beweis. Sei x € Aund s € S. Da x ganz iiber A ist, erfiillt x eine Gleichung der Form
"4 an_12" V4. 4+ ag=0, a; € A.

Dann erfiillt £ € S ~1A die Gleichung

T\ Qp— z\n—1 a
(7) + ”1~(7) +o 2 =0
s s s s

Also ist S~1A ganz iiber A.
Ist nun b € B und t € S, sodass % € S7!B ganz iiber ST A ist, dann erfiillt % eine
Gleichung der Form

b m a/_ b m—1 /
- 4 m=L (2 —&—...—i—@:O, a,€ A, s €8.
t Sm—1 t S0

Sel s :=sg ... Sp—1. Durchmultiplizieren der obigen Gleichung mit (st)”Lliefert eine
Ganzheitsgleichung von bs iiber A. Es folgt bs € A, das heifit % = I;—i c S1A.

(Man bemerke die Ahnlichkeit zu Bemerkung 1.8 (2)). O

Erinnerung. Ein lokaler noetherscher Integrititsbereich (A, m) der Dimension 1 heifit

diskreter Bewertungsring, wenn die folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt sind:
(1) A ist ganz abgeschlossen,

m ist ein Hauptideal,

Es ist m/m? ein 1-dimensionaler A/m-Vektorraum,

Jedes Ideal # (0) von A ist eine Potenz von m,

Es gibt eine surjektive Abbildung (“Bewertung”)
v: Frac(A) — Z U {oo},

sodass A = {z € Frac(A) | v(x) > 0}, und sodass die folgenden Bedingungen fiir
alle z,y € Frac(A) gelten:!

(a) v(z) =00 <= z =0,

(b) v(zy) = v(z) +v(y),

(c) v(z+y) = min{r(z),v(y)},

'Hierbei gelten die iiblichen Rechenregeln oo 4+ co = oo, k + 0o = oo + k = o0, sowie 0o > oo und
oo >k fur alle k € Z.
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Fiir uns wird hauptséchlich die erste Eigenschaft relevant sein (d.h., dass diskrete Bew-
ertungsringe ganz abgeschlossen sind), aber auch die letzte Eigenschaft wird eine Rolle
spielen. Bedingung (3) ist wie folgt zu verstehen: Es ist m? ein A-Untermodul von m,
also kann man den Quotientenmodul m/m? {iber A betrachten. Multipliziert man ein
Element von m/m? jedoch mit einem Skalar aus m C A, so erhiilt man die triviale Klasse
0 4+ m2. Demnach kann man m/m? auch als Vektorraum iiber A/m auffassen.

Nun beweisen wir Satz 3.3.

Beweis von Satz 3.3. Es ist nur zu zeigen, dass die ganze Abgeschlossenheit von A
aquivalent zur ganzen Abgeschlossenheit von A, fiir jedes Primideal p ist.

Sei A der ganze Abschluss von A und ¢: A < A die Inklusion. Nach Lemma 3.4 ist A,
der ganze Abschluss von A,. Es folgt

A ist ganz abgeschlossen
<= ¢ ist ein Isomorphismus
<= 1p: Ay — A, ist ein Isomorphismus fiir alle Primideale p C A
<= A, ist fiir alle Primideale p C A ganz abgeschlossen.

Als néchstes geben wir Beispiele von Dedekindringen.
Beispiel 3.5.

(1) Jeder Hauptidealring, der kein Korper ist, ist ein Dedekindring. Die ganze Abge-
schlossenheit folgt hierbei aus Lemma 2.0.3 (2).

(2) Der Koordinatenring C[X] einer irreduziblen, glatten Kurve X iiber C.

(3) Wir behaupten, dass A = Z[v/=5] ein Dedekindring ist. Sicherlich ist A ein In-
tegritatsbereich, der kein Korper ist. Da Z[X] noethersch ist (Hilbertscher Basis-
satz), ist A = Z[X]/(X? + 5) als Quotient eines noetherschen Rings noethersch.
Um nachzuweisen, dass A ganz abgeschlossen ist, zeigen wir, dass A = (’)Q( J=5)

ist. Dazu betrachten wir ein Element v = a 4+ by/—5 € Frac(4) = Q(v/—5) (wobei
a,b € Q), das ganz, also Nullstelle eines Polynoms # 0 mit ganzzahligen Koef-
fizienten, ist. Wir schreiben 7 := a — by/—5. Dann gilt

(X — (X —7) = X? — 2aX + a® + 5b%.

Obiges Polynom hat genau dann ganzzahlige Koeffizienten, wenn 2a € Z und
a’? + 5> € Z. Wie in Beispiel 1.10 impliziert dies, dass a,b € Z. Somit ist A in
der Tat ganz abgeschlossen. Dass dim(A) = 1 gilt, haben wir in Aufgabe 2.0.6
gesehen.

Spoiler. Wir werden bald sehen, dass Ganzheitsringe von Zahlkérpern Dedekindringe
sind.

3.2 Primidealzerlegung

Wir wissen, dass der Ring Z[/—5] nicht faktoriell ist, es in diesem Ring also keine
eindeutige Zerlegung in irreduzible Elemente gibt. Nutzt man die zusétzliche Struktur
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von Dedekindringen, erhélt man jedoch eine eindeutige Zerlegung in Primideale. Dafiir
miissen wir etwas arbeiten.

Lemma 3.6. Sei A ein Ring und p C A ein Primideal. Enthdlt p ein Produkt ai-...-ay
von Idealen, so enthdlt p eines der Ideale a;.

Beweis. Das ist Aufgabe 3.2.1. O

Lemma 3.7. Sei A ein noetherscher Ring. Dann gilt:
(1) Jedes Ideal von A enthdlt ein Produkt von Primidealen.

(2) Ist A ein Integrititsbereich, so enthdlt jedes Ideal # (0) von A ein Produkt von
Primidealen # (0).

Beweis. Wir beweisen nur die zweite Aussage. Die erste Aussage wird analog bewiesen;
man muss dazu nur drei Mal “# (0)” aus dem Beweis l6schen — diese Stellen markieren
wir farblich blau.

Wir beweisen die Aussage durch Widerspruch und nehmen dafiir an, dass die Menge

M :={aC A|a+#(0) ist ein Ideal, das kein Produkt von Primidealen # (0) enthélt}

nicht leer ist. Als nicht-leere Menge von Idealen eines noetherschen Rings enthéalt M ein
maximales Element b. Dieses Ideal b ist nicht prim, sonst wére b ¢ M. Des Weiteren
ist b # A. Demnach existieren aj,as € A\ b mit ajaz € b. Die Ideale b + (a1) und
b + (a2) enthalten b als echtes Ideal und sind somit aufgrund der Maximalitdt von b
in M enthalten. Es gibt somit Primideale p1,...,ppn,q1,- .., qm, die verschieden von (0)
sind, sodass

PLee. Pn C b+ (a1), qi---- - Gm C b+ (a2).
Da jedoch ajas € b, folgt
PLoee Pn e Gm C (b4 (az1))(b + (a2)) C b,
ein Widerspruch zu b € M. O

Wie werden sehen, dass es sinnvoll ist, nicht nur “normale” Ideale zu betrachten.

Definition 3.8. Sei A ein Integritatsbereich mit Quotientenkérper K. Ein A-Untermodul
a von K heiit gebrochenes Ideal, wenn ein d € A\ {0} mit da C A existiert.

Bemerkung 3.9.

(1) Ubliche Ideale in A sind gebrochene Ideale mit d = 1. Um sie von “echten”
gebrochenen Idealen zu unterscheiden, nennen wir die Ideale in A oft ganze Ideale.

(2) Ist a ein endlich-erzeugter A-Untermodul von K, so ist a ein gebrochenes Ideal.
Ist ndmlich {x1,...,z,} C K ein Erzeugendensystem von I iiber A, so kann man
T, = 3—: mit a;,d; € A schreiben. Das Element d = dy - ... d, hat dann die
gewiinschte Eigenschaft.

(3) Wenn A noethersch ist (z.B. ein Dedekindring), ist ein A-Untermodul von K genau
dann ein gebrochenes Ideal, wenn er endlich erzeugt ist. Ist namlich a C K ein
gebrochenes Ideal, so wihle man d # 0, sodass da ein Untermodul von A ist (also
ein ganzes Ideal). Da A noethersch ist, ist so ist da endlich erzeugt, damit ist auch
a endlich erzeugt.
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Wir wissen bereits, was das Produkt von ganzen Idealen ist. Fir gebrochene Ideale
machen wir das genau so.

Definition 3.10. Es seien ay, as gebrochene Ideale von A. Wir definieren das Produkt
ajag als die Menge der endlichen Summen > z;y; mit x; € a; und y; € as.

Bemerkung 3.11. Seien ay, ao gebrochene Ideale.
(1) Offensichtlich gilt ajas = aga;.

(2) Seien dj,ds € A\ {0} so gewahlt, dass diaj,daas C A. Dann sind a; Nag, a3 + ay
und aja, wieder gebrochene Ideale, denn: dass es sich bei diesen Idealen um A-
Untermoduln von K handelt, ist klar. Auflerdem gilt

dl(al N CIQ), dz(al N Clz) C A, dldg(al + ﬂQ) C A, didoaiag C A.

Wir nutzen jetzt die zuséatzliche Struktur eines Dedekindrings.

Satz 3.12. Sei A ein Dedekindring, K = Frac(A) und p # (0) ein Primideal von A.
Wir setzen

p_lzz{x€K|xpCA}.

Dann ist p~1 ein gebrochenes Ideal und es gilt p~'p = A.

Beweis. Es ist klar, dass p~! ein A-Untermodul von K ist. Fiir jedes d € p \ {0} gilt
per Definition dp~! C A, also ist p~! ein gebrochenes Ideal. Wir miissen also nur noch
p~'p = A zeigen. Per Definition von p~! ist die Inklusion “C” klar. Fiir die umgekehrte
Inklusion bemerken wir zunéichst, dass A C p~—* gilt, da p ein Ideal ist. Es folgt

p=Ap Cp pC A

Also ist p~'p ein ganzes Ideal von A, das p enthilt. Als Primideal # (0) in einem
Dedekindring ist p maximal, also folgt p = p~'p oder p~'p = A. Wir miissen p = p~!p
ausschlieBen. Wir nehmen also p = p~!p an und arbeiten auf einen Widerspruch hin.
Fiir jedes x € p~! haben wir dann xp C p und damit auch

z?p C xp C p, 3p C ’p C ap Cp, o
also induktiv z™p C p fir alle m > 0. Es folgt fiir beliebiges d € p \ {0}:
Ym > 0: dx™ € A.

Mit anderen Worten: A[z] ist ein gebrochenes Ideal. Nun verwenden wir, dass A noether-
sch ist, um zu schlieflen, dass A[z| ein endlich-erzeugter A-Modul ist (Bemerkung 3.9
(3)). Das bedeutet, dass = ganz iiber A ist (Satz 1.1). Jedoch ist A ganz-abgeschlossen.
Es folgt € A und damit kann p~'p = p nur gelten, wenn p~! = A gilt.

Wir schlieflen also noch p~! = A aus. Dafiir sei a € p \ {0}. Nach Lemma 3.7 enthélt
das Hauptideal (a) C A ein Produkt von Primidealen # (0). Sei n > 1 minimal mit der
Eigenschaft, dass es n Primideale p1,...,p, # (0) mit

P pp C (a) Cp.
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gibt. Mit Lemma 3.6 folgt, dass p eines der p; enthalt, sagen wir p; C p. Da p; maximal
ist, folgt p1 = p. Wir setzen

b:=pa-... pp.

Die Minimalitdt von n impliziert, dass b ¢ (a). Wir konnen also ein b € b finden, das
nicht in (@) enthalten ist. Da jedoch p1b = pb C (a) gilt, folgt pba—! C A. Es folgt also
ba~! € p~! nach Definition von p~'. Aus b ¢ (a) erhalten wir jedoch ba~! ¢ A, das
heifit p~! # A wie gewiinscht. O

Satz 3.13 (Dedekind). Sei A ein Dedekindring. Dann lisst sich jedes gebrochene Ideal
b # (0) eindeutig in der Form

b=p" ... pF

schreiben?, wobei p1,...,pr paarweise verschiedene Primideale des Ringes A sind und
ViyeooyVg EZ\{O}

Beweis. Wir beweisen zunéchst die Existenz der Zerlegung. Sei dafiir b # (0) ein ge-
brochenes Ideal und d € A\ {0} so gewahlt, dass db C A. Dann gilt

b= (db)Ad~! = (db)(Ad)™,

weswegen es reicht, die Existenz der Primidealzerlegung fiir ganze Ideale zu beweisen.
Ahnlich wie in den Beweisen von Lemma 3.7 und Satz 2.14 betrachten wir die Menge M
der ganzen Ideale # (0) von A, die kein Produkt von Primidealen sind und nehmen fiir
einen Widerspruch an, dass M nicht leer ist. Da A noethersch ist, besitzt M dann ein
maximales Element a. Da A selbst ein Produkt von Primidealen ist (das leere Produkt),
gilt a #£ A. Es gibt also ein maximales Ideal m, das a enthélt. Es folgt mit Satz 3.12
nun aus a C m, dass

am~ ! Cmm ! = A (3.2)
Also ist am~! ein ganzes Ideal.
Da A C m~! und a = Aa, gilt aber auch a C am™'. Wir behaupten, dass a # am™
gilt. Nehmen wir das Gegenteil @ = am™! an, dann gilt fiir + € m~! auch za C a und
induktiv dann z"a C a fiir alle n > 0. Analog zum Beweis von Satz 3.12 erhalten wir
dann x € A. Das ist ein Widerspruch, da m~! # A (auch das haben wir im Beweis
von Satz 3.12 gesehen — alternativ kann man es auch aus dem Ergebnis von Satz 3.12
folgern: Gilte m~! = A, dann folgte der Widerspruch mm~! =m # A).
Das zeigt also a C am~'. Nun folgt aus der Maximalitit von a, dass am~! ¢ M.
L ein ganzes Ideal ist — als solches muss es also eine

1

Gleichung (3.2) sagt aber, dass am™
Zerlegung

am’lzpl-...-pr

in Primideale besitzen. Multipliziert man beide Seiten mit m und beachtet, dass mm~! =

A gilt (Satz 3.12), so ist

a=pr ... pp-m

Die Zerlegung von A selbst ist hierbei durch das leere Produkt gegeben. Fiir v > 0 und p # (0) prim
sei auferdem p~” := (p~1)”.
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also eine Primidealzerlegung von a, ein Widerspruch zu a € M.
Um die Eindeutigkeit der Zerlegung nachzuweisen, nehmen wir an, dass

V1 Vi __ M1 HE

fiir paarweise verschiedene Primideale py,...,pr C A, p; # (0) gilt. (Wir erlauben an
dieser Stelle explizit, dass die v; und die p; auch 0 sein konnen — damit konnen wir
erreichen, dass auf beiden Seiten der Gleichung dieselben Primideale auftauchen.) Aus
Satz 3.12 folgt dann durch Umstellen

Vi—p1 Ve—ME __
Py SR = A.

Wir beobachten, dass entweder v; = p; fiir alle i € {1,...,k} gilt (dann sind wir bereits
fertig), oder die disjunkten (!) Mengen

I.={ie{l,....k} |vi—p; >0} und I_:={je{1,...,k} | vj — pn; <0}

sind beide (!) nicht leer. In letzterem Fall erhalten wir durch Umstellen

H p;/i*,ui _ H p;‘j_yj‘

il jel_

Fiir ig € I} enthilt das Primideal p;, also das Produkt [];c; p?j_yj. Lemma 3.6
impliziert dann, dass p;, ein pj, fir jo € I_ enthdlt. Jedoch sind beide der Ideale p;,
und pj, maximal, also gleich — ein Widerspruch. O

Eine wichtige Folgerung aus dem Beweis ist:

Korollar 3.14. FEin gebrochenes Ideal b # (0) eines Dedekindrings A ist genau dann
ganz, wenn in der Primidealzerlequng von b nur nicht-negative Potenzen von Primidealen
vorkommen.

Beweis. Seib = p7'-...-p,* die Primidealzerlegung. Gilt v, ..., > 0, so ist b natiirlich
ganz. Ist umgekehrt b ganz, so haben wir im Beweis des Satzes von Dedekind 3.13
gesehen, dass dann vq,...,v; > 0 gilt (wir haben die Menge der ganzen Ideale # (0)
betrachtet, die kein Produkt von Primidealen sind und gezeigt, dass diese Menge leer
ist). O

Notation 3.15. Ist A ein Integritatsbereich und (0) # a,b C A (ganze) Ideale, so
schreibt man a | b, wenn b C a gilt.
Die folgende Bemerkung erklért die Notation.
Bemerkung 3.16. Sei A ein Integritédtsbereich.
(1) Fir z,y € A\ {0} gilt (x) | (y) genau dann, wenn z | y.

(2) Die Teilbarkeitsrelation fiir ganze Ideale von A erfiillt dieselben Eigenschaften wie
die Teilbarkeit von Ringelementen:

(a) Reflexivitit: Es gilt stets a | a.
(b) Transitivitét: Aus a | b und b | ¢ folgt stets a | c.
(3) Seien A ein Dedekindring und (0) # a,b C A ganze Ideale.
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(a) a | b bedeutet schlicht, dass jedes Primideal, das in der Primidealzerlegung
von a mit Exponent v auftaucht, ebenfalls in der Primidealzerlegung von b
mit einem Exponenten > v auftaucht. Das folgt aus Korollar 3.14.

(b) Insbesondere folgt aus a | b die Existenz eines ganzen Ideals ¢ mit ac = b.

(c) Aus der Algebra kennen Sie den Begriff der Teilerfremdheit von Idealen: Die
Ideale a, b heiflen teilerfremd, wenn a + b = A gilt. Aus Aufgabe 3.2.7 folgt
dann, dass die Ideale a,b also genau dann teilerfremd sind, wenn es kein
Primideal gibt, das beide Ideale teilt.

Beispiel 3.17. Wir betrachten den Dedekindring Z[\/—5] und erinnern uns daran, dass
ein Produkt von Idealen von allen Produkten der Erzeuger erzeugt wird. Demnach gilt

(2, 14+ V=5)" = (4, 201+ V=5), =4+ 2V/=5) = (2), und
(3, 1+v=5) (3, =1 +V=5) = (9, =3+3vV=5, 3+3V=5, 6) = (3).

In Aufgabe 3.2.6 iiberlegen Sie sich, dass es sich bei den drei Idealen (2, 1+ \/—5),
(3, 1+ \/—5) und (3, -1+ \/—5) um Primideale handelt. Demnach ist die Primide-
alzerlegung von (6) C Z[v/—5] durch

(6) = (2)(3) = (2, 1+V=5)" (3, 1+ V=5) (3, —1+ V=)

gegeben.

3.2.1 ["Jbungen
Aufgabe 3.2.1. Beweisen Sie Lemma 3.6.

Aufgabe 3.2.2. Sei A ein Dedekindring und (0) # a C A ein Ideal. Das Ziel dieser
Aufgabe ist es zu beweisen, dass fiir jedes z € a\{0} ein y € a existiert, sodass a = (z,y).
Gehen Sie wie folgt vor:

(1) Seip C A ein von (0) verschiedenes Primideal. Zeigen Sie, dass durch
n n a n n ny—
pr Ap/p" Ay > Afp", Sk A (a kR (0P T (a,bE A, by

ein wohldefinierter Isomorphismus von Ringen beschrieben ist.

(2) Sei (0) # b C A ein Ideal. Zeigen Sie, dass jedes Ideal in A/b ein Hauptideal ist.
Hinweis: Reduzieren Sie auf den Fall b = p™ (Chinesischer Restsatz!) und wenden
Sie die vorherige Teilaufgabe an.

(3) Folgern Sie die zu zeigende Aussage, indem Sie die vorherige Teilaufgabe auf ein
geeignetes Ideal b anwenden.

Aufgabe 3.2.3. Zeigen Sie, dass Dedekindringe genau dann Hauptidealringe sind, wenn
sie faktoriell sind.

Aufgabe 3.2.4. Es sei A ein Dedekindring und a;, as # (0) zwei ganze Ideale. Zeigen
Sie, dass ein gebrochenes Ideal b # (0) existiert, das zu as teilerfremd ist, sodass a;b ein
Hauptideal ist.

Aufgabe 3.2.5.
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(1) Sei A ein Dedekindring und a # (0) ein gebrochenes Ideal von A. Wir fixieren
endlich viele paarweise verschiedene Primideale py,...,p, # (0) von A. Zeigen
Sie, dass ein a € a mit der Eigenschaft v;(a) = v;((«)) fiir alle 1 < i < n existiert.
Hierbei bezeichnet v;(b) den Exponenten von p; in der Primfaktorisierung eines
gebrochenen Ideals b # (0) von A.

Hinweis: Verwenden Sie die Aussage von Aufgabe 3.2.4.

(2) Folgern Sie die Aussage von Aufgabe 3.2.2 aus der obigen Teilaufgabe.
Aufgabe 3.2.6.

(1) Zeigen Sie, dass die Ideale
(2, 1+v-5), (3, 1++v=5) und (3, =1+ /-5)

prim in Z[v/—5] sind.

(2) Zeigen Sie, dass das Ideal (5) in Z[v/—5] nicht prim ist und geben Sie — mit
Begriindung — ein Primideal p an, das (5) enthélt. Verifizieren Sie dann (5) = p.

Aufgabe 3.2.7. Sei A ein Dedekindring und (0) # a,b C A ganze Ideale mit Primfak-
torisierung

a=pf"t - opFund b=pt - plk,

wobei p1, ..., pi paarweise verschiedene Primideale sind und p;,v; > 0. Zeigen Sie:

k k
a+b= Hp?m{““”"}, anb = Hp;nax{“i’”i}.
i—1 i—1

Aufgabe 3.2.8. Sei R =Z[V/—3|.

(1) Zeigen Sie, dass R kein Dedekindring ist, indem Sie nachweisen, dass R eine der
Eigenschaften aus Definition 3.2 nicht erfiillt.

(2) Seip = (2, 14 +/—3). Zeigen Sie, dass p ein Primideal ist.

(3) Zeigen Sie, dass p? = (2)p und (2) # p gilt. Folgern Sie daraus, dass wenn es in R
eine Primidealzerlegung gibt, dann ist diese nicht eindeutig.

(4) Zeigen Sie, dass das Ideal (2) C R keine Zerlegung in Primideale besitzt.

Somit ist sowohl die Existenz als auch die Eindeutigkeit der Primidealzerlegung in Nicht-
Dedekindringen nicht gegeben.

Aufgabe 3.2.9. Zeigen Sie: Ein Dedekindring, der kein Hauptidealring ist, besitzt
unendlich viele maximale Ideale.
Hinweis: Chinesischer Restsatz.

Aufgabe 3.2.10. Sei A ein Dedekindring. Zeigen Sie, dass jedes gebrochene Ideal
von A ein projektiver A-Modul ist. Hierbei heifit ein A-Modul P projektiv, wenn jeder
surjektive A-Modulhomomorphismus f: M — P einen sogenannten Schnitt besitzt, das
ist ein A-Modulhomomorphismus g: P — N, der rechtsinvers zu f ist.
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3.3 Die Klassengruppe

Eine entscheidende Folgerung aus dem Satz von Dedekind 3.13 ist

Korollar 3.18. Die Menge der von (0) verschiedenen gebrochenen Ideale eines Dedekin-
drings A ist eine abelsche Gruppe 14 bzgl. der Multiplikation gebrochener Ideale.

Beweis. Ist b= p{*-...-p;* die Primidealzerlegung eines gebrochenen Ideals b # (0), so
gilt bb™! = A fiir b= =p" -k O

Bemerkung. Genauer zeigt der Satz von Dedekind 3.13, dass I4 eine freie abelsche
Gruppe ist, deren Basis durch die Menge der Primideale # (0) von A gegeben ist.

Bemerkung. Fiir jedes Primideal p # (0) in einem Dedekindring A hat man einen
Gruppenhomomorphismus vp: 4 — Z, der a € I4 den Exponenten von p in der Prim-
faktorisierung von a zuordnet.

Die Gruppe I4 enthéalt die Untergruppe P4 der gebrochenen Hauptideale. Es ist dann
moglich, die Faktorgruppe Cly := I4/P4 zu betrachten.

Definition 3.19. Die Gruppe Cly = I4/P4 heifit die Klassengruppe von A.

Im Allgemeinen sind Klassengruppen jedoch sehr schwer zu berechnen — der Fakt, dass
14 bzw. Clg Gruppen sind, erlaubt jedoch, Arithmetik mit Idealen zu betreiben.

Bemerkung 3.20. Offensichtlich ist die Klassengruppe eines Dedekindrings genau dann
trivial, wenn er ein Hauptidealring ist (oder, gemafl Aufgabe 3.2.3, wenn er faktoriell ist).
Die Klassengruppe “misst” also, wie weit ein Ring davon entfernt ist, ein Hauptidealring
zu sein.

Wir werden uns im weiteren Verlauf der Vorlesung (Abschnitt 5.2) beweisen, dass die
Klassengruppe von Ganzheitsringen sogar endlich ist — das ist ein tiefes Resultat!

3.3.1 ﬂbungen

Aufgabe 3.3.1. Zeigen Sie, dass die Klassengruppe von Z[y/—5] ein Element der Ord-
nung 2 besitzt.

Aufgabe 3.3.2. Sei A ein Dedekindring. Ein endlich erzeugter A-Modul M heif3t lokal
frei vom Rang n, wenn fiir jedes maximale Ideal m C A der Modul My, ein freier Ay-
Modul vom Rang n ist. Lokal freie Moduln vom Rang 1 werden invertierbar genannt.
Zeigen Sie:

(1) Die gebrochenen Ideale von A sind invertierbare Moduln.

(2) Das Tensorprodukt — ® 4 — induziert auf der Menge der Isomorphieklassen in-
vertierbarer Moduln eine Gruppenstruktur (dazu missen natiirlich das neutrale
Element sowie das Inverse beschrieben werden). Die resultierende Gruppe Pic(A)
wird die Picard-Gruppe von A genannt.

(3) Die natiirliche Abbildung Cl4 — Pic(A) ist ein Isomorphismus.
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Kapitel 4

Zahlkorper: Die Basics

Das Studium der Ganzheitsringe algebraischer Zahlkorper ist der Hauptgegenstand der
algebraischen Zahlentheorie. In diesem Kapitel definieren wir Stiick fiir Stiick die nétigen
Begriffe.

Beispiel 4.1. Wir erinnern daran, dass algebraische Zahlkorper endliche Korpererweiter-
ungen von Q sind. Aus der Algebra kennen Sie viele Beispiele:

o Q selbst.

e Quadratische Zahlkérper: Q(v/d) fiir d € Z \ {0,1} quadratfrei (siche auch Auf-
gabe 4.1.1).

o Kreisteilungskorper: Q((,,), wobei (,, eine primitive mte Einheitswurzel ist.

e Q[X]/(f) mit f € Q[X] irreduzibel.

4.1 Einbettungen von Korpern

Aus Ihrer Algebravorlesung kennen Sie den Fortsetzungssatz fir Kdorperhomomorphismen,
den wir hier wiederholen mochten.

Satz 4.2. Sei L/K eine separable Kirpererweiterung vom Grad n. Dann gibt es fir
einen fixierten algebraischen Abschluss K genaun verschiedene Korperhomomorphismen
L — K, die die Identitdt auf K fortsetzen.

Beweis. Nach dem Satz vom primitiven Element (der anwendbar ist, da L/K endlich
und separabel ist) gibt es ein o € L, sodass L = K[a] = K[X]/(my): Hierbei ist ein
Isomorphismus durch « — X + (m,,) gegeben.

x Wir beweisen nun zunéchst, dass es mindestens n Einbettungen gibt. Da L/K separa-
bel ist, sind die n Nullstellen a1, ..., o, € K des Minimalpolynoms m, von a paarweise
verschieden. Der Kern des Einsetzungsmorphismus evy,: K[X] — K, P — P(a;)
enthalt m; somit erhalten wir nach dem Homomorphiesatz induzierte Ringhomomor-
phismen K[X]/(mq) — K. SchlieBlich bekommen wir Abbildungen o;: L — K, die «
auf o abbilden. Diese sind injektiv, da L ein Korper ist.

Es bleibt zu zeigen, dass es hochstens n Einbettungen gibt. Wenn o: L < K eine
Einbettung ist, die idx fortsetzt, dann gilt

ma(o(a)) = a(ma(a)) =0,
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und somit ist o(a) eine der Nullstellen aq,...,a,. Wir haben bereits gesehen, dass o
durch das Bild von « eindeutig bestimmt ist. O

Bemerkung 4.3. Im Spezialfall eines Zahlkérpers K spricht man oft von den komplexen
Einbettungen von K, das heifit von Kérperhomomorphismen K < C.
Sei 0: K — C eine solche Einbettung. Dann ist die komplex konjugierte Abbildung

o: K —C, a— o(a)

ebenfalls eine komplexe Einbettung. Die Einbettung o heifit reell, falls ¢ = & gilt. Das
ist dquivalent dazu, dass das Bild von ¢ in R enthalten ist. Wenn ¢ nicht reell ist, so ist
{0,7} ein Paar komplex konjugierter Einbettungen. Bezeichnet r die Anzahl der reellen
Einbettungen von K und s die Anzahl der Paare komplex konjugierter Einbettungen, so
erhalten wir also

[K:Q]=r+2s.

Das Tupel (r,s) heifit der Typ von K. Der Korper K heifit total reell, falls r = n ist
(also wenn s = 0 ist) und total imagindr, wenn s = 5 ist (also wenn r = 0 ist).

Die komplexen Einbettungen eines Zahlkorpers werden im Verlauf der Vorlesung eine
wichtige Rolle spielen. Die Hohepunkte stellen sicherlich die Endlichkeit der Klassenzahl
(Abschnitt 5.2) und der Einheitensatz von Dirichlet (Abschnitt 5.4) dar.

Beispiel 4.4.

(1) Sei K = Q[X]/(X?2+ 1) = Q[/—1], wobei /=1 = X + (X? + 1) die Klasse von
X in K sei. Dann sind die zwei Einbettungen K < C durch +/—1 — &4 gegeben.
Der Typ von K ist also (0,1) und K ist total imaginér.

(2) Sei f € Q[X] ein irreduzibles Polynom, das nur reelle Nullstellen hat. Dann ist
K = Q[X]/(f) total reell.

(3) Sei K = Q(a), wobei « eine Nullstelle von X3 — 2 ist. Die drei komplexen Einbet-
tungen von K sind dann durch

a— V2, a— w2, a— w22

mit w = exp (%) gegeben. Nur die erste dieser drei Einbettungen ist reell, damit
ist K vom Typ (1,1).

4.1.1 ["Jbungen

Aufgabe 4.1.1. Sei K ein quadratischer Zahlkoérper, d.h. [K : Q] = 2. Zeigen Sie, dass
ein quadratfreies d € Z \ {0,1} mit K = Q(v/d) existiert. Finden Sie d in den Féllen
K =Q(i),Q(¢3), Q(ax), wobei a eine Nullstelle von X2 + 2X + 2 € Q[X] ist.

Aufgabe 4.1.2. Sei K ein Zahlkorper. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent
sind:

(1) K ist total imagindr und enthélt einen total reellen Teilkorper F' mit [K : F] = 2.
(2) Es gibt p € Aut(K)\ {idx }, sodass oo p = 7 fiir alle Einbettungen o: K — C gilt.
(3) Es gibt eine nicht-triviale Involution p von K, sodass cop = 7 fiir alle Einbettungen

o: K — C gilt.

29



(4) K kann in der Form K = F'[a] geschrieben werden, wobei F ein total reeller Kérper
ist und a € K, sodass a? € F und o(a?) < 0 fiir alle Einbettungen o: K < C.

Ein Zahlkérper K, der die obigen aquivalenten Bedingungen erfiillt, heiit CM-Kdorper.
Die Abkiirzung “CM” steht fiir complex multiplication.

Aufgabe 4.1.3. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:
(1) Teilkérper von CM-Korpern sind entweder wieder CM-Korper oder total reell.

(2) Sei L ein Kérper und Ki, Ko C L zwei CM-Korper, so ist der kleinste Teilkérper
K1K5 von L, der K7 und K5 enthalt, wieder ein CM-Korper.

(3) Sei K ein CM-Korper. Wir fixieren eine Einbettung K C C. Zeigen Sie, dass der
Galoisabschluss L von K in C ein CM-Korper ist.

Aufgabe 4.1.4. Bestimmen Sie alle m > 1, fiir die der Kreisteilungskorper K, = Q((,)
ein CM-Korper ist. Geben Sie in diesem Falle einen total reellen Teilkoérper F),, von K,
an, sodass [K,, : Fj,] = 2.

4.2 Norm und Spur

Sei A ein Ring und B ein Ring, der ein freier A-Modul vom Rang n ist!. Wir diskutieren
Norm und Spur der Ringerweiterung B/A. Speziell wird uns natiirlich der Fall K/Q
interessieren.

Definition 4.5. Sei B/A wie oben. Fiir 8 € B betrachten wir die A-lineare Abbildung
Lg: B — B,  + fr. Dann ist die Norm von 8 definiert durch Np,4(8) = det(Lg).

Ahnlich ist die Spur von S definiert durch trp/a(B) = tr(Lg).

Bemerkung 4.6. Sei B/A wie oben (d.h. B ist ein freier A-Modul vom Rang n). Es
gelten folgende elementare Eigenschaften von Norm und Spur:

(1) Fiir 8 € B ist Lg eine A-lineare Abbildung, somit gilt N 4(a), trp/a(a) € A.
(2) Fiir a € A gilt L, = a-idp. Damit folgt Np,4(a) = a™ sowie trg/4(a) =n - a.

(3) Da fiir o, 8 € B gilt, dass Log = Lo © Lg, ist die Norm nach dem Determinanten-
multiplikationssatz multiplikativ, d.h. Np/a(a8) = Npsa(a)Np/a(8). Inbeson-
dere gilt Np,4(8) # 0, falls 3 eine Einheit ist.

4) Dafir a, 8 € B gilt, dass Lo1g = Lo+ Lg, ist die Spur additiv, d.h. trg,4(a+5) =
+6 B /
trp/a(a) +trp/a(B).
5) Die obigen Eigenschaften implizieren, dass durch (a,3) = trg,;4(af) eine sym-
/

metrische A-Bilinearform auf B definiert wird. Sie wird die Spurform von B/A
genannt.

Wir spezialisieren uns auf den Fall einer endlichen Korpererweiterung.

Lemma 4.7. Sei L/K eine endliche Korpererweiterung von Kérpern der Charakteristik
0. Ferner seien [L: K] =n und a € L.

'Es lasst sich zeigen, dass jeder Ring A (wobei “Ring” im Sinne dieser Vorlesung zu verstehen ist)
die “Invariant Basis Number”-Eigenschaft hat, d.h aus A™ = A™ folgt n = m. Das ist nicht trivial.
Sprechen Sie mich an, wenn Sie an einem Beweis interessiert sind.

30



(1) Ist mg = X™ + by 1 X™ 1+ ...+ by € K[X] das Minimalpolynom von «, so gilt:

n

Npg(a) = (=1)"- bg/m, trr k(o) = o bm—1-

(2) Sind o1,...,0n: L < L die verschiedenen Einbettungen von L, so gilt:

n

Np/k(a) = Hai(a), trp k(o) = Zai(a)-
=1

i=1

Bevor wir mit dem Beweis starten, mochten wir anmerken, dass die Aussagen des Lem-
mas auch fiir allgemeine endliche separable Erweiterungen gelten (mit demselben Be-
weis). Wenn in (1) allerdings die Charakteristik von K ein Teiler von m ist, so ergibt
es keinen Sinn, ;> zu schreiben. Jedoch ist m ein Teiler von n, und somit bezeichnet -

eine natiirliche Zahl k, und die Aussagen in (1) kdnnen dann zu
Npjk(a) = (=1)"-b5  baw.  try(e) = —k-bpa
umformuliert werden.

Beweis. Wir beweisen die beiden Aussagen simultan. Dafiir betrachten wir zunéchst
den Spezialfall, in dem « ein primitives Element von L/K ist, d.h. L = K(«). In diesem
Fall ist m = deg(mq) = n und {1,q,...,a" 1} ist eine K-Basis von L. Wir schreiben
Lo (') in dieser Basis, um die darstellende Matrix von L, zu berechnen:

(o) = ot a'th, fallsi #£#n—1
Le = =
1

—bp_1a" " — ... —by, fallsi=n—1.

Damit ist die darstellende Matrix von L, gerade die Begleitmatrix

00 0 00 —b
10 0 ... 00 =b
M:=101 o0 0 0 —b
00 0 ... 01 —byp

Elementare Eigenschaften von Begleitmatrizen zeigen, dass das charakteristische Poly-
nom von M gerade (—1)" - m, ist (alternativ bemerkt man, dass das charakteristische
Polynom von M natiirlich Koeffizienten in K hat und « als Nullstelle hat — da es aufler-
dem den Grad n hat, folgt die Behauptung). Da L/K als Erweiterungen von Kérpern der
Charakteristik 0 separabel ist, hat m, die n verschiedenen Nullstellen oy (), ..., op(@).
Die Matrix M hat iiber K also n verschiedene Eigenwerte, ist also diagonalisierbar und
ahnlich zur Matrix

diag(o1(@),...,on(a)).

Damit folgen die Aussagen (1), (2) im Spezialfall L = K(«).
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Im allgemeinen Fall (also m < n) wahlen wir eine K (a)-Basis {f1,..., 8} von L. Dann
ist

{@'B; |i=0,....om—1, j=1,....k} (4.1)
eine K-Basis von L. Erneut bestimmen wir die darstellende Matrix von L, beziiglich
dieser Basis. Dafiir fixieren wir j € {1,...,k} und berechnen

a1, falls i #m —1

La(azﬁ]) — Oéi+lﬁj —
—bm_lam_lﬁj — .= boﬁj, falls i =m — 1.
Die Rechnung zeigt, dass die Einschrénkung des Endomorphismus L, auf den K-Vektor-
raum B;K[a] = (Bj,aB;j,...,a" 13;) definiert, und dass die Darstellungsmatrix von
Lalg; ko) beziiglich der angegebenen Basis wieder gerade M ist. Aus (4.1) folgt, dass
L=BiK[a]®...® BK[o]

als K-Vektorraume gilt. Insgesamt erhalten wir, dass die darstellende Matrix von L,
beziiglich der Basis (4.1) gerade die Blockdiagonalmatrix

M 0 0 ... 0
0o M 0 ... 0
o 0 o0 ... M
ist. Die Anzahl der Blocke auf der Diagonale ist hierbei £ = . Es folgt

Ny (@) = det(La) = det(M)* = (Nic(ay/x(@))®,  und

trr k() = tr(La) = k- tr(M) = k - trg o)/ k().
Da wir N (q)/x (@) und tr(K(a)/K) bereits kennen, ist das Lemma bewiesen. O

Beispiel 4.8. Sei K = Q(v/7). Das Minimalpolynom von /7 iiber Q ist X* — 7. Also
gilt

tI‘K/Q(%) =0 und NK/Q(%) =T.
Da die Spur additiv ist, erhalten wir dadurch fir a,b,c,d € Q:
trigla + b7 + 0\4/?2 + d{lﬁg) = trg/g(a) = 4a.

Die Norm ist nicht additiv. Stattdessen nutzen wir die vier Nullstellen v/7, —v/7, iv/7
und —iv/7 von X% — 7, um sie zu berechnen:

Nicjola+bVT+ NT +dVT) = (a+0VT+ VT +dVT ) a—bVT + VT —dVT)
(a+ibVT — VT —idVT ) (a— b7 — VT +idVT)
= wirklich keine Lust, das auszumultiplizieren.

Beispiel 4.9 (Wichtigstes Beispiel). Sei K = Q(v/d) ein quadratischer Zahlkorper, also
d € Z\ {0,1} quadratfrei. Das Minimalpolynom von v/d iiber Q ist X2 — d. Somit gilt

Ngo(Vd)=d  und trgq(Vd) = 0.
Allgemeiner gilt fiir a,b € Q:
Ngjo(a+bVd) = (a+bVd)(a — bVd) = a® — db? und try/q(a + bVd) = 2a.

32



4.2.1 Aufgaben

Aufgabe 4.2.1. Es sei L/K eine endliche Galoiserweiterung und o € L. Zeigen Sie
Npjk(a) = HUEGal(L/K) o(a).

Aufgabe 4.2.2. Sei K ein Zahlkérper, a € Ok. Zeigen Sie, dass Nk q(a) und trg/q(a)
ganze Zahlen sind. Folgern Sie daraus, dass a genau dann eine Einheit in O ist, wenn

4.3 Diskriminanten

Wir nutzen die im vorherigen Abschnitt eingefithrte Spur, um die Diskriminante zu
diskutieren.

Definition 4.10. Sei A ein Ring und B eine Ringerweiterung von A, die ein endlich
erzeugter freier A-Modul mit Basis e = (eq, ..., ey,) ist. Wir definieren die Diskriminante
von B bzgl. der A-Basis e durch

dpale) ==dpjaler, ..., e,) = det ((trB/A(eiej))1gi,jgn> c A

Bemerkung 4.11. Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum mit Skalar-
produkt (, ). Das Volumen des Parallelotops

{Z)\ivi [0< N < 1},
i=1

das durch vq,...,v, € V aufgespannt wird, ist gleich der Gramschen Determinante

g(v1,...,0n) = \/det (((Ui,vj))1gi,jgn)'

Die Diskriminante aus Definition 4.10 kann also als ein algebraisches Analogon des Vol-
umens verstanden werden, indem wir statt eines Skalarprodukts die A-wertige Bilinear-
form (z,y) = trp,a(wy) auf B betrachten.

Wie iiblich mochten wir von der Diskriminante von B sprechen — wir miissen also disku-
tieren, inwiefern die Wahl einer anderen Basis die Diskriminante dndert.

Lemma 4.12. Sind e/ = (ey,...,e,) und ¢ = (€},...,e),) zwei A-Basen von B, so gibt

es eine Einheit u € A* mat
dpja(e') = u’dpyae).

Beweis. Wir konnen jedes e} als A-Linearkombination bzgl. e schreiben:

n
e; = g ai;je;.
J=1

Unter Verwendung der A-Bilinearitét der Spur erhalten wir dann dann

n n n n
trB/A(€§€;'> =1trp/a (Z Aike Z aj@@[) = Z Z ik trB/A<6i€j)ajg.
k=1 =1

k=1 (=1
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Es folgt also mit U = (asj)1<i,j<n € GL,(A):

(U"B/A(egeg')) 1<i,j<n =U (trB/A<eiej))1Si’j§n Ut

und damit dp/4(e’) = det(U)?dp a(e). Da U € GL,(A), ist det(U) € A*.

(Man beachte, dass dies exakt derselbe Beweis ist, den man in der linearen Algebra
fiihrt, wenn man diskutiert, wie sich die darstellende Matrix einer Bilinearform &dndert,
wenn man die Basis wechselt.) O

Bemerkung 4.13. Betrachte die folgende Aquivalenzrelation ~ auf A:

a~da < esgibteinue A* mit a = u%d.

Durch die Wahl einer beliebigen A-Basis erhalten wir somit ein Element dg/4 € A/ ~,
das die Diskriminante von B/A genannt wird. Insbesondere ist der Ausdruck “dg/4 =
0 sinnvoll. Fiir uns wird im weiteren Verlauf der Vorlesung vor allem der Fall A = Z
wichtig sein — wegen Z* = {1, —1} ist die Diskriminante dann sogar génzlich unabhéngig
von der Wahl der Basis.

Sei K nun ein Zahlkérper mit [K : Q] = n. Sei M C K ein freier Z-Untermodul vom
Rang n mit Z-Basis (m1,...,my). Dann ist (mq,...,m,) auch eine Q-Basis von K und
wir konnen die Diskriminante von M durch

dyr =dpr(ma, ... ,my) = dK/Q(ml, oo, my) = det ((trK/Q(mimj))lgi,an)

definieren. Analog zu Lemma 4.12 erhalten wir, dass dj; unabhéngig von der Wahl der
Z-Basis von M ist:

Proposition 4.14. Sei K ein Zahlkérper vom Grad n und M', M C K freie Z-Moduln
vom Rang n. Ferner seien Z-Basen (m),...,ml) bzw. (my,...,my) von M’ bzw. M
gegeben. Dann gilt:

(1) Es ezistiert ein u € Q\ {0}, sodass

dyp(mhy, . ..,ml) =u® - dy(my,. .., my).

(2) Wenn zusdtzlich M' C M gilt, so kann man w = (M : M') wdéhlen, d.h. es gilt
dypr(mly, ... omb) = (M : M")? - dy(my,...,my).

Insbesondere gilt: Die Diskriminante dyy = dpyr(mq,...,my) ist unabhdngig von
der Wahl der Basis von M.

Beweis. (1) Der gleiche Beweis wie bei Lemma 4.12 funktioniert. Wir wiederholen das

Argument kurz. Wie bereits erwahnt sind (mf,...,m}) bzw. (m,...,m,) auch Q-
Basen von K. Man kann also jedes m/ als Q-Linearkombination der m; schreiben:

n
/
m; = E a;jm;, aij € Q
Jj=1

Sei U € Mat(n xn, Q) die Matrix mit den Eintrégen a;;. Wie im Beweis von Lemma 4.12
folgt dann

dypr(mf, ... ,mb) = det(U)? - dar(ma, . .., my).
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Mit u = det(U) € Q \ {0} folgt die Behauptung.
(2) Sei U wie in Teil (1). Aus dem Elementarteilersatz (genauer Proposition 2.19) folgt
|det(U)| = (M : M').

Die Unabhéngigkeit von der Wahl der Basis folgt, indem man im eben gezeigten Resultat
den Fall M = M’ betrachtet. O

Bemerkung 4.15. Ist K ein Zahlkorper vom Grad n und M C Ok ein freier Z-Modul
vom Rang n, dann ist dy; € Z. Das folgt aus der Tatsache, dass ganze Elemente eine
ganzzahlige Spur haben (vgl. Aufgabe 4.2.2).

In der Schule haben Sie den Begriff der Diskriminante sicherlich bereits im Kontext des
Losens einer quadratischen Gleichung aX? +bX + ¢ =0 (a,b,c € R, a # 0) gehért. Die
Diskriminante eines solchen quadratischen Polynoms war b?> — 4ac. Je nachdem, ob sie
positiv, null oder negativ ist, hat die Gleichung zwei reelle, eine reelle oder keine reelle
Losung. Héngt diese Diskriminante mit den oben eingefithrten Diskriminantenbegriffen
zusammen? Wenn ja, wie? Um diese Frage zu beantworten, miissen wir erst einmal
definieren, was die Diskriminante eines Polynoms iiberhaupt ist.

Definition 4.16. Sei A ein Integritatsbereich und
f:anX"—i—an_lX”_l—i—...—i—aoEA[X], an 7 0.

In einer Ringerweiterung von A zerfillt f in Linearfaktoren, f = a,,-(X—/1) .. .-(X—=05).
Die Diskriminante von f ist dann durch

A(f) = ap % - T](8: - 85)°
1<j
definiert.
Bemerkung 4.17.

(1) Durch das Quadrat in der Definition der Diskriminante hangt A(f) nicht von der
Nummerierung der f31,..., 3, ab.

(2) Aus der Definition ist sofort klar, dass f genau dann keine mehrfachen Nullstellen
hat, wenn A(f) # 0.

(3) Ist insbesondere L/K eine endliche, separable Korpererweiterung und « € L, so
ist A(mg) # 0.

Beispiel 4.18. Sei A =R, f = aX? +bX + ¢ mit a # 0. Dann ist

2
A(f) = a?- (2”62_4“) = b — dac.

2a

Wie héngen nun die Diskriminantenbegriffe zusammen? Um die Frage zu beantworten,
spezialisieren wir uns auf den Fall, in dem L/K eine endliche, separable Kérpererweiterung
ist. Nach Satz 4.2 gibt es dann genau n = [L : K] verschiedene Einbettungen

o1,...,0n: L > K
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iiber K. Ist {a,...,a,} eine K-Basis von L, so ist die Diskriminante bzgl. dieser Basis
ja gerade durch die Determinante der Matrix mit den Eintragen

Lemma 4.7 (2)

trL/K(OdZ'Ozj) = Zaé(ai>aé(aj)
(=1

gegeben. Es folgt
(trL/K(O‘iO‘j))m = (O'i(aj))gj : (O'i(aj))m‘
und damit auch

drjrlal,...,an) = det((ai(aj))m)g. (4.2)

Wir nutzen nun erneut die Separabilitidt von L/K aus: Diese erlaubt uns, ein primitives
Element o von L/K wihlen. In diesem Fall ist also {1,c,...,a" '} eine K-Basis von
L. Gleichung (4.2) liest sich in diesem Fall wie folgt:

1 o1(a) ... o1(x

drr(L ;... ;o =det | : : = (oi(@) — 0j(a))? = A(my).

1 op(a) ... onla

In Schritt (%) haben wir die Formel fiir die Vandermonde-Determinante verwendet.

Fazit. Ist L = K(a), so ist die Diskriminante der “Potenzbasis” {1,a,...,a" 1} gleich
der Diskriminante von m, € K[X]|, dem Minimalpolynom von a.

Schliellich erhalten wir aus der gesamten Diskussion noch die wichtige Folgerung

Korollar 4.19. Sei K ein Zahlkorper vom Grad n und M C K ein freier Z-Modul vom
Rang n. Dann ist dyy # 0.

Beweis. Sei « ein primitives Element von K. Die Diskussion oben impliziert, dass die
Diskriminante des Z-Moduls M’ := (1, a,...,a" 1)z gerade

dy = A(ma) # 0

ist. Proposition 4.14 (1) sagt uns nun, dass sich dy; und dy; lediglich um ein Element aus
Q\{0} unterscheiden. Also folgt dps # 0 aus der schon bewiesenen Tatsache dy; # 0. O

Spoiler. Im néichsten Abschnitt werden wir beweisen, dass O ein freier Z-Modul vom
Rang [K : Q] ist. Die Diskriminante dx := dp, des Z-Moduls O wird im weiteren
Verlauf der Vorlesung eine zentrale Rolle spielen.

4.3.1 fJbungen

Aufgabe 4.3.1. Sei B eine Ringerweiterung von Z, sodass B ein endlich erzeugter
freier Z-Modul vom Rang n ist. Ferner seien (B1,-..,08n) eine Z-Basis von B und p
eine Primzahl. Zeigen Sie, dass (f ., B,) eine F,-Basis von B := B/pB ist. Hierbei

ny -
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bezeichnet 3, die Klasse von §; in B.
Folgern Sie dann aus der obigen Aussage, dass die Reduktion der Diskriminante

dp/z(B1,-- -, Bn)

modulo p gerade B
dE/Fp(ﬁlv cee 7/8n)
ist.

Aufgabe 4.3.2. Es sei A ein Ring und Bj, By Ringe, die ebenfalls endlich erzeugte freie
A-Moduln sind. Zeigen Sie: d(p, xp,)/a = dp,/a - dB,/A-

Hinweis: Wie bekommt man eine A-Basis von By X By, wenn man A-Basen von By und
B2 hat?

4.4 Der Ganzheitsring als Dedekindring
Sei K ein Zahlkorper und
Og ={a € K | my € Z[X]}
der Ganzheitsring von K. In diesem Abschnitt m6chten wir den folgenden Satz beweisen:

Satz 4.20. Der Ganzheitsring O eines Zahlkorpers K ist ein Dedekindring.

Wir erinnern daran, dass ein Dedekindring ein noetherscher, ganz abgeschlossener In-
tegritatsbereich der Dimension 1 ist. Es ist klar, dass Ok ein Integritatsbereich ist. Die
ganze Abgeschlossenheit wurde bereits in Korollar 1.7 bewiesen. Des Weiteren haben
wir in Aufgabe 2.0.6 gesehen, dass jedes Primideal # (0) in O maximal ist. Da O
ebenfalls kein Korper ist, zeigt das, dass Ok die Dimension 1 hat. Um Satz 4.20 zu be-
weisen, miissen wir also nur noch nachweisen, dass O noethersch ist. Im Zuge unserer
Diskussion wird sich ein weiterer Beweis dafiir ergeben, dass O ein Ring der Dimension
1 ist.

Kurzzusammenfassung des Kapitels:

Wir beweisen, dass jedes Ideal a # (0) von O ein freier Z-Modul vom Rang n = [K : Q]
ist.

Ist diese Aussage gezeigt, erhalten wir sofort, dass Og noethersch ist: Wenn a nédmlich
endlich erzeugt iiber Z ist, dann sicherlich auch iiber dem groBeren Ring O (d.h. als
Ideal).

Des Weiteren impliziert der Spezialfall des Elementarteilersatzes (Proposition 2.19) dann,
dass Ok /a fur jedes Ideal a # (0) endlich ist. Ist a ein Primideal, so ist Ok /a insbeson-
dere ein endlicher Integritdtsbereich, also ein Korper, was beweist, dass a maximal ist.

Sei K ein Zahlkorper vom Grad n und {aq,...,a,} eine Q-Basis von K. Da K der
Quotientenkdrper von O ist, konnen wir durch Multiplikation mit den Nennern ohne
Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass a1, ...,a, € Og. In dieser Situation
haben wir dann

Lemma 4.21. Sei M C Ok der freie Z-Modul, der von aq, ..., ay erzeugt wird. Dann
ist Ok C dy M.

37



Beweis. Sei o € O. Da{ay,...,a,} eine Q-Basis von K ist, gibt es A\,..., A\, € Q mit
a=Aal+ ...+ Aan. (4.3)
Zu zeigen ist dy\; € Z fur i € {1,...,n}. Wir schreiben
bi == trgq(aq;) € Z (vgl. Aufgabe 4.2.2).

Wir setzen die Linearkombination (4.3) von « in b; ein und nutzen die Q-Linearitét der
Spur:

b, = tI‘K/Q Z /\jaiaj = Z )\j trK/Q(aiaj). (4.4)
j=1 j=1

Da a;a; € Ok, folgt trg g(aia;) € Z (hier nutzen wir wieder Aufgabe 4.2.2). Schreiben
wir T fiir die Matrix mit den ganzzahligen Eintrégen trg /g (a;a;), so lasst sich (4.4) also
zu

b1 A1
=T (4.5)

umschreiben. Per Definition der Diskriminante gilt nun dy; = det(7"). Nach Korol-
lar 4.19 gilt auBerdem djy; # 0, also folgt T' € GL,(Q). Nach der Cramerschen Regel ist
T-1 € GL,(Q) durch

1

— . Tadj - . Tadj
det(T) dys

gegeben — hierbei ist 724 € Mat(n x n,Z) die Adjunkte von T. Aus (4.5) erhilt man
schliellich

A1 b1
dy | + | =1 : | ez
An bn,

O

Satz 4.22. Der Ganzheitsring Ok eines Zahlkorpers K vom Grad n ist ein freier Z-
Modul vom Rang n.

Beweis. Wir verwenden weiterhin die Notationen, die vor und in Lemma 4.21 eingefiihrt
wurden. Nach dem zitierten Lemma ist Ok im freien Z-Modul d]T/[lM vom Rang n
enthalten. Nach dem Elementarteilersatz 2.17 ist O dann ebenfalls ein freier Z-Modul
vom Rang m < n. Das gleiche Argument liefert wegen M C O allerdings, dass n < m,
also n = m. O

Die folgende Definition ergibt somit Sinn.

Definition 4.23. Eine Z-Basis von Ok heifit eine Ganzheitsbasis von K.
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Bemerkung 4.24. Eine Ganzheitsbasis eines Zahlkorpers K ist auch eine Q-Basis von
K (denn setzt man eine Q-Linearkombination von 0 € K an, so kann man diese mit
einer ganzen Zahl durchmultiplizieren, um eine Z-Linearkombination zu erhalten).

Notation 4.25. Als endlich erzeugter und freier Z-Modul hat Ok nun eine Diskrimi-
nante, die wir verkiirzt mit dx bezeichnen werden.

Allgemeiner kénnen wir nun beweisen

Korollar 4.26. Ist a # (0) ein Ideal von Ok, so ist a ein freier Z-Modul vom Rang
n=[K:Q.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung zunéchst fiir Hauptideale (a), a # 0. In diesem
Fall ist O — (a), ¢ — ax ein Isomorphismus von Z-Moduln. Da Ok frei vom Rang n
ist (Satz 4.22), ist (a) dann ebenfalls frei vom Rang n.

In der allgemeinen Situation wéhlen wir 0 # a € a. Dann haben wir Inklusionen
(a) C a C Og. Da sowohl (a) als auch Ok frei vom Rang n sind, muss nach dem
Elementarteilersatz 2.17 dann auch a frei vom Rang n sein. 0

Wie in der Zusammenfassung des Kapitels bereits erwahnt, erhalten wir daraus fast in
Ganze den Beweis von Satz 4.20:

Korollar 4.27. Der Ganzheitsring eines Zahlkorpers ist noethersch.

Beweis. Jedes Ideal # (0) darin ist ein freier Z-Modul vom endlichen Rang, also ins-
besondere endlich erzeugt als Z-Modul. Demnach ist es sicherlich auch endlich erzeugt

als Og-Modul. O
Korollar 4.28. Ist (0) # a ein Ideal in Ok, so ist Ok /a ein endicher Ring.

Beweis. Sowohl O als auch a sind freie Z-Moduln desselben endlichen Rangs. Die
Behauptung folgt dann sofort aus Proposition 2.19. 0

Schliellich liefern wir noch wie angekiindigt einen weiteren Beweis dafiir, dass jedes
Primideal p # (0) in Ox maximal ist. Da Ok /p nach Korollar 4.28 und Lemma 2.6 ein
endlicher Integridtsbereich ist, gentligt es dafiir, das folgende Lemma zu zeigen:

Lemma 4.29. Jeder endliche Integritdtsbereich ist ein Kérper.

Beweis. Sei A ein endlicher Integritdtsbereich. Fiir a € A\ {0} betrachten wir die
Abbildung L,: A — A, x — az. Diese ist injektiv, denn aus axy = axs fir x1,20 € A
folgt a(x1 — x2) = 0 und da a # 0, folgt ©1 = x9 aus der Nullteilerfreiheit. Als injektive
Abbildung zwischen endlichen Mengen ist L, auch surjektiv. Insbesondere gibt es ein
b€ Amit L,(b) = ab =1, also haben wir ein multiplikatives Inverses von a gefunden.

(Man beachte, dass der gleiche Beweis allgemeiner zeigt, dass jedes Element # 0 in einem
endlichen Ring entweder Nullteiler oder Einheit ist.) O

Der Beweis von Satz 4.20 ist damit vollstdndig. Insbesondere hat jetzt also jedes ge-
brochene Ideal # (0) in Zahlkérpern eine eindeutige Primidealfaktorisierung.
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Bemerkung 4.30. In der Tat gilt ein allgemeineres Ergebnis als das in Satz 4.20:

Satz. Sei A ein Dedekindring der mit Quotientenkérper K und L/K eine endliche Er-
weiterung von K. Wenn K die Charakteristik 0 hat, dann ist der ganze Abschluss A
von A in L ein Dedekindring.

Bei Satz 4.20 handelt es sich um den Spezialfall A = Z. Um den Satz zu beweisen,
benotigt man etwas andere Methoden. Wir skizzieren den Beweis hier nur:

e Eine bekannte Folgerung aus dem Going-Up Theorem ist, dass die Krull-Dimension
eines Ringes gleich bleibt, wenn man zu einer ganzen Ringerweiterung iibergeht.
Da nun A die Krull-Dimension 1 hat und A C A ganz ist, folgt, dass A ebenfalls
die Krull-Dimension 1 hat.

e Um zu beweisen, dass A noethersch ist, ist ein wenig Wissen iiber noethersche
Moduln notwendig. Nothersche Moduln sind dadurch charakterisiert, dass all ihre
Untermoduln endlich erzeugt sind. Wenn man also beweist, dass A ein noether-
scher A-Modul ist, dann sind die Ideale von A endlich erzeugte A-Moduln, also
sicherlich auch endlich erzeugt als Ideale. (Man bemerke die Ahnlichkeit zu Ko-
rollar 4.26 bzw. Korollar 4.27!)

4.4.1 Ijbungen
Aufgabe 4.4.1. Sei d € Z\ {0,1} quadratfrei und K = Q(v/d). Zeigen Sie: Es ist {1,6}

eine Ganzheitsbasis von O, wobei

o — Vi, falls d = 2,3 (mod 4),

1“‘—2‘/3, falls d=1 (mod 4).

Insbesondere gilt O = Z[0]. Bestimmen Sie auflerdem die Diskriminante von K =
Q(v/d) in Abhingigkeit von d.

Aufgabe 4.4.2. Sei K = Q(v/—19).

(1) Nutzen Sie Aufgabe 4.2.2, um die Einheiten in O zu bestimmen.

(2) Bestimmen Sie das Minimalpolynom m,, von o = =19 V2_19 und zeigen Sie, dass das
Bild von mq in (Z/2Z)[X] und (Z/3Z)[X] jeweils irreduzibel ist.

(3) Zeigen Sie, dass Ok nicht euklidisch ist. Nehmen Sie dafiir an, dass n: Og \{0} —
N eine euklidische Normfunktion ist und wéhlen Sie ein Element 0 # a € O \ O},
sodass n(a) minimal unter den Elementen aus O \ (O}, U{0}) ist. Teilen Sie dann

ein b € Ok mit Rest durch a, um einen Widerspruch herzuleiten.
Aufgabe 4.4.3. Entscheiden Sie auf die folgenden zwei Art und Weisen, ob o := %

eine ganze algebraische Zahl ist:

(1) Schreiben Sie a als Q-Linearkombination einer Ganzheitsbasis von Q(v/6). Handelt
es sich um eine ganzzahlige Linearkombination?

(2) Berechnen Sie das Minimalpolynom von « iiber Q. Hat es ganzzahlige Koeffizien-
ten?
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Aufgabe 4.4.4. Sei K = Q(v/7,1/10).
(1) Finden Sie ein primitives Element fiir K.
(2) Zeigen Sie, dass K nicht monogen ist, d.h. dass kein a mit Ox = Z[a] existiert.

Aufgabe 4.4.5. Sei K ein Zahlkorper, di seine Diskriminante. Zeigen Sie:
dxg =0 (mod 4) oder dg =1 (mod 4).

Hinweis: Seien oy,...,0, die komplexen Einbettungen von K und {wi,...,wy} eine
Ganzheitsbasis von K. Nach der Leibniz-Formel fiir die Determinante konnen wir
schreiben

det(o;(wj)) = Z HUz‘(Ww(i))_ Z Hai(wﬂ(i))'

TEA, i=1 ¢ Ap i=1

=P =N

Dann gilt also dg = (P—N)? = (P+N)?—4PN. Warum reicht es dann, P+N, PN € Z

zu zeigen?

Aufgabe 4.4.6. Sei a eine Nullstelle von X3 — X —2 € Z[X] und K = Q(«). Zeigen
Sie, dass O = Z][a].

Hinweis: Offensichtlich gilt Z[a] € Og. Fir die umgekehrte Inklusion kénnen Sie
Proposition 4.14 und Aufgabe 4.4.5 verwenden.

4.5 Die Idealnorm

Wir haben im vorherigen Abschnitt gesehen, dass der Ganzheitsring Ok eines Zahlkorpers
K ein Dedekindring ist. Dafiir haben wir insbesondere Korollar 4.28 bewiesen, welches
die folgende Definition motiviert.

Definition 4.31. Sei K ein Zahlkorper und a # (0) ein Ideal in Og. Dann definieren
wir die Norm von a als N(a) := |Ok/al.

Wir diskutieren nun einige elementare Eigenschaften der Idealnorm, welche gréfitenteils
Umformulierungen von Aussagen sind, die wir bereits bewiesen haben.

Bemerkung 4.32. Das Ergebnis aus Proposition 4.14 lasst sich nun zu

umschreiben.

Das untenstehende Resultat rechtfertigt den Begriff “Idealnorm”.

Proposition 4.33. Sei a € Ok \ {0}, dann gilt N((a)) = |[Ng/q(a)|.

Beweis. Da Ok und («) frei vom selben Rang n sind, gibt es Elementarteiler dy, ..., d,

mit d; > 1 und d; | d;11 und eine Z-Basis (ayq, ..., ay,) von Ok, sodass (dyaq, ..., dpoy)
eine Z-Basis von («) ist (vgl. Elementarteilersatz 2.17). Damit gilt

N((a)) = |0k /(a)| = di - ... dp.
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Wir erhalten also einen Isomorphismus von Z-Moduln

w: OK — (04),
oy dla@

Beziiglich den angegebenen Basen ist die darstellende Matrix von ¥ die Diagonalmatrix
mit den Eintragen di,...,d,.

Andererseits ist (aaq,...,aq,) ebenfalls eine Z-Basis von (a). Somit gibt es einen
Automorphismus ¢ von («), der d;a; auf aq; abbildet. Da es sich bei ¢ um einen
Automorphismus des Z-Moduls («) handelt, ist det(yp) € Z* = {1, —1}. Die Verkniipfung

potp: Og — (a),
o = oy

ist schlicht die Multiplikationsabbildung L, mit «. Mit der Definition der Norm folgt
also

+HOk /()] = dy - ... - dy, = det(p) det(¢h) = det(p 0 ¥) = det(La) = Ni/olc).

O

Proposition 4.34. Sei L/K eine Erweiterung von Zahlkérpern und sei B # (0) ein
Primideal von Or,. Dann ist p := PN Ok ein Primideal # (0) von Ok und es gibt eine
ganze Zahl f > 1 mit N(B) = N(p)f.

Beweis. Das Ideal p =P N Ok ist das Urbild von P unter der Inklusion O — Or. Da
Urbilder von Primidealen wieder Primideale sind, ist p ein Primideal. Wir zeigen, dass
p # {0} ist. Dazu wahlen wir a € B\ {0} und betrachten das Minimalpolynom

Mo = X" + by 1 X™ 1+ +bo € Z[X]
von « iiber Q. Da « # 0, ist by # 0. Aus mq () = 0 folgt
bo=—(a" + by 1™ 4.+ ba) EPNZCPNOK =p,

was p # (0) zeigt.

Nun ist Or /B ein Og-Modul, der von p annihiliert wird (d.h. multipliziert man ein
Element aus O,/ mit einem Skalar aus p, so ist das Ergebnis 0). Somit ist Or, /B ein
Ok /p-Vektorraum, der endlich-dimensional sein muss, weil |Or, /B| < oo. O

Korollar 4.35. Ist K ein Zahlkérper und p # (0) ein Primideal von Ok, dann ist
pNZ=pZ fir eine Primzahl p und N(p) ist eine Potenz von p.

Beweis. Der Beweis von Proposition 4.34 sagt uns, dass pNZ = pZ fiir eine Primzahl p
gilt. Weiterhin sagt er uns, dass der Kern von Z — O /p gerade pZ ist. Also hat der
endliche Kérper Ok /p die Charakteristik p.

(Natiirlich hiitten wir dasselbe Ergebnis auch aus N(p) = N(pZ)/ und Proposition 4.33
schliefen kénnen. Aber Vorsicht: Da pZ ein Ideal in Z ist, ist N (pZ) gleich Ng q(p) = p

und nicht gleich Ny q(p) = £p!HQ.) 0
Schliefilich beweisen wir:
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Proposition 4.36. Die Idealnorm ist multiplikativ, das heif$t fiir je zwei Ideale a,b # (0)
von Ok gilt N(ab) = N(a)N(b).

Beweis. Da O ein Dedekindring ist, lasst sich b eindeutig als Produkt von maximalen
Idealen schreiben. Es geniigt also, N(am) = N(a)N(m) fiir ein maximales Ideal m zu
zeigen. Nach dem zweiten Isomorphiesatz fiir Ringe gilt

(Ok/am) / (a/am) = Ok /a,
also auch
|a/am| - N(a) = N(am). (4.6)

Nun ist a/am ein Og-Modul, der von m annihiliert wird. Wir kénnen a/am also auch als
einen Vektorraum iiber dem endlichen Korper Ok /m betrachten. Die Untervektorrdume
von a/am entsprechen den Og-Untermoduln von a, die am enthalten. Genauer sind die
Untervektorrdaume von der Form q/am, wobei am C q C a ein Ideal von Ok ist. Die
Eindeutigkeit der Primidealfaktorisierung impliziert nun aber wegen der Maximalitat
von m, dass ¢ = a oder ¢ = am gelten muss. Somit hat der O /m-Vektorraum a/am
nur zwei Untervektorrdume, muss also die Dimension 1 haben. Es folgt

|a/am| = |Ok /m| = N(m).
Eingesetzt in (4.6) liefert das die Behauptung. O

Bemerkung. Sind a und b teilerfremde Ideale # (0), so liefert der Isomorphismus
Ok /ab =2 Ok /ax Ok/b

aus dem chinesischen Restsatz einen einfacheren Beweis der Multiplikativitét.
Die Multiplikativitat der Norm stellt nun sicher, dass die folgende Definition sinnvoll ist.

Definition 4.37. Sei a # (0) ein ganzes Ideal in Ok. Dann definieren wir die Norm
des gebrochenen Ideals a~! als N(a™!) := N(a)~%.

Die Idealnorm ist somit fiir alle gebrochenen Ideale # (0) definiert und vollstandig
multiplikativ, d.h. fiir je zwei gebrochene Ideale a,b # (0) gilt N(ab) = N(a)N(b).
4.5.1 I"Jbungen

Aufgabe 4.5.1. Sei K ein Zahlkorper und a C O ein ganzes Ideal # (0). Zeigen Sie:
Ist N(a) eine Primzahl, so ist a ein Primideal. Gilt die Umkehrung?
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4.6 Primfaktorisierung in Ganzheitsringen

Sei L/K eine Erweiterung von Zahlkérpern. Die grundséitzliche Fragestellung, die uns
in diesem Kapitel beschéftigt, ist, wie die Primfaktorisierung von pOy, in Oy, aussieht —
hierbei ist p # (0) ein Primideal in Of. Beispiele haben wir bereits in Aufgabe 3.2.6
gesehen, doch wie kommt man auf die dort angegebene Zerlegung?

Definition 4.38. Sei L/K eine Erweiterung von Zahlkérpern und sei p C Ok ein
Primideal. Sei

p(’)L: 'il ir
die Primfaktorisierung des von p erzeugten Ideals in Op. (Wie iiblich seien P, ..., B,
paarweise verschiedene Primideale und ey, ..., e, > 1.)

(1) Man definiert den Verzweigungsindexz von B; iiber p als e(P;|p) = e;.

(2) Das Primideal p heifit in L verzweigt, falls einer der Verzeigungsindizes e(3;|p)
grofler als 1 ist, ansonsten heifit p in L unverzweigt .

(3) Nach Proposition 4.34 ist N(B;) = N(p)% fiir ein f; > 1. Die Zahl f; = f(B:|p)
heifit der Tragheitsgrad von PB; iiber p.

(4) Das Primideal p heifit trdge in L, falls einer der Tragheitsgrade f(B;|p) grofler als
1 ist.

Satz 4.39. Sei [L : K] = n. Mit der Notation aus Definition 4.38 gilt die sogenannte
fundamentale Gleichung

n= Zr: e fi.
i=1
Beweis. Es gilt
N(pOp) = N(B§ ... o) "= NS LN = N(p) i eidi,
Es gentigt also,
N(pOr) = N(p)" (4.7)

zu zeigen. Definitionsgemaf gilt

N(pOr) =|0L/pOL|.

Fassen wir Or/pOy, als Vektorraum iiber dem Korper k(p) := Ok /p auf, so ist (4.7)
gezeigt, wenn wir

dimy,) (O /pOL) =n

nachweisen. Ist {a1,...,a,} C Of eine K-Basis von L, so ist die Menge der Restklassen
{@i,...,a,} C O /pOy sicherlich ein Erzeugendensystem iiber k(p). Wir zeigen noch,
dass {@jy,...,a,} ebenfalls linear unabhéngig ist. Seien dazu \1,..., A\, € Ok mit

Xlal +...+Xnan =0¢€ OL/]JOL
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gegeben. Dann folgt
Arag + ...+ Apay, € pOL. (4.8)

Wir behaupten, dass alle \; in p liegen. Aus (4.8) erhalten wir die Existenz von
Biyeeosbm € und Bla"'aﬁm € OL mit

Aot 4 .o+ Ao = 181+ - B

Da {ai,...,a,} eine K-Basis von L ist, kann jedes (; als Linearkombination von
{ai,...,an} geschrieben werden, sagen wir

n
Bi = mjecu.
=1

Es folgt

Aar+ .o+ o = (Hl"?ll +...+ anml)al +...+ (/1’177171 +...+ ,U/mnmn)an'

Aus der Eindeutigkeit der Basisdarstellung erhalten wir mittels Koeffizientenvergleich
schlieflich

Ai = pimi + oo i fmi € P

fiir jedes i, wie behauptet. O

Definition 4.40. Ein Primideal p # (0) von O heifit in L ...

(1) ... total zerfallend, wenn e(B|p) = f(B|p) = 1 fir alle Primideale P C Of gilt, die
pOy, teilen. Die fundamentale Gleichung impliziert, dass es hier genau n = [L : K]
verschiedene Primideale gibt, die pOp, teilen.

(2) ... total verzweigt, wenn pQOp = P" fiir ein Primideal P C O gilt. Hier gilt also
e(Plp) = n und F(Pp) = 1.

(3) ... total trdge, wenn pOr, = P C O ein Primideal ist. In diesem Fall ist also

e(PBlp) =1 und f(Plp) = n.
Slogan: “Je kleiner der Tragheitsgrad, desto fleifliger zerfallt pOy, in Primideale.”

Bemerkung. Sei L/K eine Erweiterung von Zahlkérpern und o € Op. Dann hat das
Minimalpolynom m, von « iiber K Koeffizienten in Ok

Das sieht man wie folgt ein. Ist g € Ox[X] \ {0} ein Polynom mit g(«) = 0, so gilt fiir
alle Einbettungen o: L < K iiber K, dass g(c(a)) = o(ga) = 0. Also sind alle o ()
ebenfalls ganz iiber O. Da nun

me= [[ (X—o(a)
o: L—K

gilt, sind die Koeffizienten von m,, also Polynome in den o(a) und damit Elemente von

Ok.

Wir beweisen nun das Hauptergebnis dieses Abschnitts. Satz 4.41 beschreibt die Prim-
faktorisierung von pOp unter der zusdtzlichen Voraussetzung O = Ogla] fir ein
a € Oy,. Leider ist diese Voraussetzung selten erfiillt — wir werden deshalb noch Ve-
rallgemeinerungen kennenlernen.
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Satz 4.41. Es sei ein primitives Element o € O von L/K mit der Eigenschaft
O = Okla]

gegeben. Fir ein Primideal p # (0) von Ok sei k(p) := Ok /p und my, € k(p)[X] die
Reduktion des Minimalpolynoms m, € Ok |[X] modulo p. Das Polynom T, habe die
folgende Zerlegung in irreduzible Faktoren:

- — A€l —e
Mg =¢q1 *---°q.",

wobei e; > 1 und die G; € k(p)[X] irreduzibel, normiert und paarweise verschieden seien.
Dann gibt es paarweise verschiedene Primideale By, ..., B, C O, die pOy, teilen, sodass

_ mel e
pOr = PRt

und f(P;|p) = deg(q;). Konkret: Ist g; € Ox[X] ein Reprdsentant von q;, so gelten die
obigen Aussagen fir

PBi =pO0r + (qi()).

X

Beweis. Nach Voraussetzung gilt
0L = Okla] = Ok [X]/(ma).
Der Trick ist nun, den folgenden Isomorphismus zu nutzen:

OL/pOL = Okla]/pOkla] = O [X]/(p + (ma)) = k(p)[X]/(Ma).

Die verkniipfte Abbildung ist hierbei wie folgt gegeben:

OL/pOL — k(p)[X]/(Ma),
a+p0rp — X + (my,).

Bevor wir mit dem Beweis fortfahren, méchten wir erldutern, warum der obige Isomor-
phismus fiir das Argument entscheidend ist. Unser Ziel ist es ja, die Primteiler von
POy, zu beschreiben. Wir suchen also die Primideale von Oy, die pOy, enthalten. Diese
entsprechen genau den Primidealen im Quotienten Opr/pOr. Da jedoch Op/pOp =
kE(p)[X]/ () gilt, konnen wir alternativ auch die Primideale von k(p)[X]/(7m,) bestim-

men! Das vereinfacht die Aufgabe enorm, weil k(p)[X] ein Hauptidealring ist.

Gehen wir nun zuriick zum Beweis. Nach dem Chinesischen Restsatz ist die kanonische
Abbildung

k)X (ma) = [ H0)1X1/(@))
j=1
ein Ringisomorphismus. Insgesamt haben wir also einen Isomorphismus

0: OL/p0L — [ k0)[X1/@). (4.9)

J=1
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Wir studieren nun einen einzelnen Faktor k(p)[X]/(g;") néher. Die Ideale in k(p)[X]/(g;")

(2

entsprechen den Idealen von k(p)[X], die g;* enthalten. Da g; irreduzibel ist und k(p)[X]
Hauptidealring, hat der Ring k(p)[X]/(g;") also genau die e; + 1 Ideale

@)/@)  fir £=0,... e

Insbesondere hat k(p)[X]/(g;*) genau ein Primideal, ndmlich g; := (g;)/(g;"). Das Pro-
dukt [[%_; k(p)[X]/ @;j) besitzt demnach genau r verschiedene Primideale. Diese kor-
respondieren zu den r Faktoren des Produkts.

Wegen der Isomorphie (4.9) hat der Ring O /pOp also ebenfalls genau r verschiedene
Primideale. Mit anderen Worten: Es gibt genau r verschiedene Primideale 1, ..., B,
von Oy, die pOy, teilen. Diese sind gerade durch B; := ¢, 1(qi), wobei ¢; die verkniipfte
Abbildung

O =% 01/p01 = Ty ME)X)/@) =3 k(p)X]/ (@)

®i

—€

ist. Definitionsgeméaf gilt p;(a) = X + (qjj) und damit folgt die behauptete explizite
Beschreibung

PBi =pO0r + (¢i()).

Um die restlichen Aussagen zu zeigen, sei nun

p(’)L: 11/1;13717

die Primfaktorisierung. Analog zu oben liefert der Chinesische Restsatz dann einen
Isomorphismus

OL/pOL = [ OL/BY.
j=1

Wie oben sehen wir, dass jeder Faktor Or/9B;" genau v; + 1 Ideale hat. Zusammen mit
(4.9) erhalten wir

[L0w/%7 = 1] ke)1x1/@)-

Nach Definition der B; wird der i-te Faktor der linken Seite auf den i-ten Faktor der
rechten Seite abgebildet. Der i-te Faktor der linken Seite hat v; 4+ 1 Ideale, wahrend der
i-te Faktor der rechten Seite gerade e; 4+ 1 Ideale besitzt. Das zeigt schlieflich v; = e;
und wir erhalten wie gewiinscht

p(’)L: il-...- er,

T

Wir zeigen nun die Aussage iiber die Tragheitsgrade. Wegen

Or/PBi = (Or/F7)/(Ba/Bi") = (k()X]/ @)/ (@)/ (@) = k(P)[X]/(2:)
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ist Or/P; ein deg(q;)-dimensionaler k(p)-Vektorraum, was
NB:) = 01 /3] = K(p) 23 = N (p) @),

also f(Bilp) = deg(g;) zeigt.
O

Beispiel 4.42. Wir betrachten die Erweiterung Q(i)/Q. Dann gilt Oq;) = Z[i], die
Voraussetzung von Satz 4.41 ist also erfiillt. Es ist X2 + 1 € Z[X] das Minimalpolynom
von i. Sei p eine Primzahl. Nach Satz 4.41 bestimmt das Zerfallen von X? + 1 modulo
p die Primfaktorisierung von pZ[i]. Wir unterscheiden mehrere Fille:

e Wir betrachten zunéachst den Fall p = 2. Es gilt
X2 41 =(X+1)* € Fy[X].

Somit gilt 2Z[i] = (2,7 + 1) = (i + 1), wobei im letzten Schritt verwendet wurde,
dass das Quadrat von 7 4+ 1 gleich 27 ist und damit 2 im von 7 + 1 erzeugten Ideal
liegt. Somit ist 2 in Q(7) total verzweigt.

e Sei p nun ungerade?. Dann gilt p = 4k — 1 oder p = 4k + 3 fiir ein k € Z. Wir
behandeln beide Faille separat:

— Falls p = 4k — 1, so ist |F,| = 4k — 2 nicht durch 4 teilbar, und damit enthilt
F, kein Element der Ordnung 4. Mit anderen Worten: Es gibt kein a € Z,
sodass a? = —1 (mod p). Es folgt, dass

X2 4+1 € Fy[X]

irreduzibel ist. Also ist pZ[i] prim und p ist total trége in Q(7).

— Falls p = 4k + 1, so ist |[F;| = 4k durch 4 teilbar. Da F; aufierdem zyklisch
ist, enthélt F} ein Element @ der Ordnung 4 . Es gilt also a* = —1 in F,. Es
folgt

X?2+1=(X-a)(X +a) € Fp[X]
Sei a € Z Reprasentant von a@. Dann gilt also

Da diese Ideale verschieden sind, ist p in Q(7) total zerfallend. Dieser Stich-
punkt sollte Sie im Ubrigen an das Beispiel aus der Einleitung erinnern!

Die folgende Bemerkung bereitet Korollar 4.44 vor.

Bemerkung 4.43. Sei A ein Integritatsring. Wie bereits in Bemerkung 4.17 festgestellt,
bleibt die Diskriminante eines Polynoms symmetrisch in den Nullstellen. Der Hauptsatz
tiber elementarsymmetrische Polynome zeigt, dass es ein Polynom A, € A[Xj,..., X,]
gibt, sodass fiir alle Polynome

f=a, X"+ ... +ay € A[X], an # 0

2Vielleicht erinnert Sie dieser Stichpunkt an das quadratische Reziprozititsgesetz.
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gilt, dass
A(f) = Anlag, ..., an).

Insbesondere folgt damit A(f) € A. Ist nun p C A ein Primideal und a,, ¢ p, so erhalten
wir

A(f) = An(ao, .., an) = Ap(@o, ... @) = A(f) € A/p,

wobei (—) Restklassen modulo p bezeichnet.
Nun erhalten wir eine essentielle Folgerung aus In der Situation aus Satz 4.41:

Korollar 4.44. Sei K ein Zahlkérper und o € Ok ein primitives Element von K, sodass
Ok = Z[a] gilt. Dann ist eine Primzahl p € Z~q genau dann in K verzweigt, wenn p
die Diskriminante di teilt.

Bewets. Sei
Mo =q1" ... Qo
die Faktorisierung der Reduktion m, € F,[X]. Es gilt

~7 __ ~ Bem. 4. F, separabel
PEA(M) = Almg) "= A(mg) € Fy\ {0} "2 ) = =6, =1. (4.10)
Die Voraussetzung O = Z[a] impliziert auBerdem, dass {1, a, ..., " '} eine Ganzheits-
basis von O ist. Es gilt also

dg = drjo(La,...,a" ") = A(ma), (4.11)

vgl. die Diskussion vor Korollar 4.19. Durch Kombination von (4.10) und (4.11) folgt
also

ptdg < e1=...=¢,=1.

Die Behauptung folgt nun aus Satz 4.41, nach welchem die Verzweigungsindizes in der
Primfaktorisierung von pOp ja gerade die ey, ..., e, sind. O

Bemerkung. Die Voraussetzung “Og = Z[a]” in Korollar 4.44 ist lastig. Wir werden
im néchsten Abschnitt sehen, dass man sie weglassen kann.

Bemerkung. Man kann sich die Frage stellen, wieso wir Korollar 4.44 nur im Falle K/Q
formuliert haben. Der Grund dafiir ist, dass wir im Beweis verwendet haben, dass O
ein freier Z-Modul ist. Haben wir ein endliche Erweiterung L/K, sodass O = Ok|a]
fir ein «, so muss Op, kein freier Ox-Modul sein. (Ist Ok jedoch ein Hauptidealring,
so ist Oy, ein freier Ox-Modul und wir kénnten Korollar 4.44 auf diese Situation mit
demselben Beweis verallgemeinern.) Wie sich die Situation im allgemeinen Fall verhélt,
schildern wir in Abschnitt 4.7.

Beispiel 4.45. Die Diskriminante von Q(7) ist —4, also verzweigt nur 2 in Q(z). Das
bestatigt unser Ergebnis aus Beispiel 4.42.

Wie bereits bemerkt, hat Satz 4.41 den Nachteil, dass er nur fiir monogene Erweiterungen
L/K gilt (d.h., dass O, von der Form Og[a] sein muss). Eine genaue Inspektion des
Beweises zeigt, dass man diese Voraussetzung etwas abschwéchen kann.
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Definition 4.46. Sei o € Op ein primitives Element von L/K (damit haben wir also
Okla] € Of und Frac(Og[a]) = L). Dann setzen wir

¢:= {")/ S OL ’ ’}/OL C OK[CU]}

Bemerkung 4.47.
(1) Bei € handelt es sich um ein Ideal # (0), vgl. Aufgabe 4.6.2.

(2) Fir v € € gilt insbesondere v -1 € Og[a]. Es folgt € C Okla]. Also ist € auch
ein Ideal von Ok|a].

(3) Es gilt O = Ok[a] genau dann, wenn € = Op, gilt.
Mit der obigen Notation gilt:
Satz 4.48. Ist p # (0) ein Primideal von Ok, sodass

pOL"—Q:: OLv

so gilt die Aussage von Satz 4.41 auch fir p.

Beweis. Im Beweis von Satz 4.41 wurde die Voraussetzung “Op = Og[a]” nur dazu
verwendet, um

OL/pOL = Ok|a]/pOk[a] = k(p)[X]/ (Ta)
zu erhalten. Es geniigt also, zu zeigen, dass die verkettete Abbilduing

W

einen Isomorphismus Og[a]/pOk[a] — Or/pOr induziert. Wir zeigen also, dass ¢
surjektiv ist und den Kern pOg|[a] hat. Ist das bewiesen, liefert der Homomorphiesatz
einen Isomorphismus Ok [a]/pOk[a] — OL/pOL.

Zur Surjektivitat von ¢: Wegen pOp + € = Op, lasst sich g € O in der Form 8 =z + vy
mit z € pOr und y € € schreiben. Es folgt 5 + pOr = y + pOr in O /pOr. Da
¢ C Oklal, gilt auch y € Ok[a] und wir haben ¢(y) = 5+ pOp.

Zu ker(p) = pOk|[a]: Nach Definition von ¢ gilt

ker(¢) = pOr N Ok|al.

Es folgt sofort pOgk|a] C ker(¢). Fir die umgekehrte Inklusion behaupten wir die
Giiltigkeit der Implikation

pOL + € =0 = pOxla] +€=0kla] ()

Diese sieht man wie folgt: Ist pOx|a] + € ein echtes Ideal von Ogkla], so gibt es ein
maximales Ideal m C Okla], das pOk[a] und € enthdlt. Dann enthélt mOp, aber auch
pOr und €0r. Da € ein Ideal von Oy ist, gilt €O, = €, also folgt pOr+€ C mOp # Of.
Das beweist (x).
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Wir erhalten nun die folgende Inklusionskette:

ker(¢) = pOL N Oxcla] = Oxcla] - (pOL N Oxcla])

Y (O [a] + €)(pOL N Oka)
© 10kl (rOL N Ok la]) + € - (pOL, N Oklal])
& p0kla) + € (pOL N Oxcla))

(3)
C ]JOK[C!] + ¢pOyr,

4
@ p0kla] + ¢p

(5)
C pOxkla].

Wir rechtfertigen die einzelnen Schritte:

(1) Das Ideal (pOxkla]+ €)(pOL N Ok|a]) wird von allen Elementen der Form (x +¢) -y
mit x € pOxla], ¢ € € und y € Ok o] NpOy erzeugt.

Analog wird pOkla] - (pOr, N Ok[a]) + € (pOr N Ok|[a]) von allen Elementen der Form
x-y1+c- -y mit x € pOgklal, ¢ € € und y1,y2 € Okla] N pOr erzeugt. Das zeigt die
Inklusion.

(2) ist klar, da pOx[a] - (pOr N Okla]) C pOx[a].

(3) folgt ebenfalls sofort, da Ok [a] NpOr C pOr.

(4) Es ist € ein Ideal von Op, und damit gilt €O, = €.

(5) erhalten wir aus € C Og|a]. O

Beispiel 4.49. Sei K = Q(a), wobei a eine Nullstelle von f = X3+ X2 —-2X +8 € Q[X]
ist. In Aufgabe 1.0.4 haben wir gesehen, dass f irreduzibel ist, und dass

2
B::a—;a € Ok

gilt. Wir behaupten, dass O = Z[a, (] gilt. Die Inklusion “D” ist klar. Fiir die andere
Inklusion nutzen wir:

Trick: Ist M C Ok ein freier Untermodul von mazimalem Rang mit quadratfreier
Diskriminante dpy, so gilt M = Ok

Begriindung: Nach Proposition 4.14 (2) gilt dy; = (O : M)?-dg, und da dy; quadratfrei
ist, muss (Ok : M) =1, also Og = M gelten.

Wir wenden dies auf den Untermodul
M = <1,Ct,5>z C Z[Oé,,@] C Og.

an. Wir bemerken dafiir zunéchst, dass M frei vom Rang 3 ist: Wire {1, «, 5} namlich
linear abhéngig, dann gédbe es A1, A2, A3 € Z, nicht alle gleich 0, sodass

2 A A
A1+/\2a+/\3a2a :/\1+</\2+23>-a+23-a2:0.
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In diesem Fall ist « also Nullstelle eines rationalen Polynoms vom Grad < 2, was der
Irreduzibilitat von f widerspricht. Damit ist M also tatséchlich frei vom Rang 3.

Wir berechnen nun die Diskriminante von M. Die darstellende Matrix von L,: K — K,
x + ax bzgl. der Basis {1, a, a?} ist die Begleitmatrix

00 -8
C=110 2
01 —1

Dann folgt, dass L2 die darstellende Matrix

0 -8 8
=10 2 -—10
1 -1 3

hat. Mittels a® = —a? + 2a — 8 und a* = —a? + 202 — 8a = 30?2 — 10a + 8 berechnen
wir noch

2 3
aﬁ:a ;La = o — 4,
6220444-20434-042:2042—604—8:1&2_%&_2.
4 4 2 2

Nun berechnen wir die Spuren:
tri/o(l) =
tri gla) = (vgl. auch Lemma 4.7),
trK/Q(O‘Q)
tric/Q(B) = (trK/Q( ) + trgcg(a’)) =2,
tric/q(af) = t1fK/Q( @) —12 = -13,
(

1 3
miol) = (o) 5 el =6 = =2
SchlieBllich erhalten wir
tri/Q(l)  trrole)  tri/q(B) 3 -1 2
dy = det | trpo(a) trgjgle?) trgpglef) | =det| -1 5 —13| =—503.
trisQ(B) triq(aB) tri/q(8%) 2 —13 -2

Nach Proposition 4.14 (2) gilt nun aber
—503 = dy; = (O : M)? - d.

Da 503 eine Primzahl ist (also insbesondere quadratfrei), muss also (Og : M) = 1 und
dx = —503 gelten. Mit anderen Worten: Es gilt tatsichlich Ox = M = Z]«, 8]! Ins-
besondere ist Z[a] echt in O enthalten, und somit bendtigen wir den stérkeren Satz 4.48,
um Primfaktorisierungen in O berechnen zu kénnen.
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Sei € = {y € Og | YOk C Z[a]}. Wegen 20k C Zla] ist 2 € €, d.h. € | 20k. Jede
Primzahl p # 2 ist also teilerfremd zu €.

Beispielsweise fiir p = 503 ist f = (X + 299)(X + 354)% € Fs503[X] die Zerlegung in
irreduzible Faktoren. Also ist die Primfaktorisierung von 5030 wie folgt gegeben:

5030k = (503, a+299) - (503, a + 354)2.
Fir p = 2 behaupten wir 20 = p1 - ps - p3 fiir die paarweise verschiedenen Primideale
pl:(27a76)7 p2:(27a76_1)7 p3:(2704_175_1)

Um nachzuweisen, dass 20k = p1-p2-p3 ist, bemerken wir zunédchst, dass die p; sicherlich
20k teilen. Auflerdem sind p1, pa, p3 paarweise teilerfremd, denn

B—(B—1)€pi+p,
B—(B—1)€p1+ps,
a—(a—1) € pa+ps.

— =
|

Aus der paarweisen Teilerfremdheit folgt

p1-p2-p3 | 20k.

Als néchstes behaupten wir, dass p; # O fir ¢ = 1,2,3 gilt. Dafiir geniigt es, fiir
jedes i = 1,2,3 ein x; € K \ Og mit z;p; C Ok anzugeben. Man rechnet nach, dass
beispielsweise

_ B+1 _p—-1 o«

1 = 9 ) €T2 = 92 ’ €r3 = 2
die geforderten Eigenschaften haben: Klarerweise sind die x; nicht in Ok enthalten, weil
die Darstellung von z; als Linearkombination bzgl. der Ganzheitsbasis {1, o, 8} von Ok
nicht ganzzahlig ist. Auflerdem gilt

201 =B8+1€ 0k, arxi=a-2¢c Ok, Bx1=—-1—a+ B € O,
200 = 8 —1€ O, ars=—a—2c¢c Ok, Bro=14+a—-p € Ok,
2x3 = a € O, (a—1Dzs=p—-—a€0k, (B—1zx3=—-a—2¢cOk.

Also ist p; # O fiir i = 1,2, 3.

Wir weisen nun “20x = p;y - p2 - p3” und “p; prim” auf zwei Arten nach:

Méglichkeit 1: Die fundamentale Gleichung 4.39 impliziert, dass es hochstens 3 = [K : Q]
verschiedene Primideale gibt, die 20 teilen. Da die p; paarweise verschieden sind, 20k
teilen und # O sind, miissen die p; also prim sein und 20k = p; - pa - p3 folgt.

Moglichkeit 2: Die Multiplikativitdt der Norm impliziert
N(p1)N(p2)N(ps) | N(20k) = |Ng/q(2)| = 2°.

Dap; # Ok, gilt N(p;) > 1. Es muss also N(p;) = 2 fiir i = 1,2, 3 gelten. Das zeigt, dass
die p; Primideale sind (da dann O /p; ein Ring mit zwei Elementen ist, also isomorph
zu Z/2Z sein muss). Also folgt N (p1-p2-p3) = N(20k) und damit muss py -pa-ps = 20k
gelten.
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Zum Ende das Kapitels mochten wir noch die Tricks und Kniffe festhalten, die wir fiir
unsere Berechnungen verwendet haben:

Tricks 4.50. Sei K ein Zahlkorper.

(1) Es ist im Allgemeinen schwierig, Ok genau zu bestimmen. Oftmals funktioniert
jedoch der folgende Ansatz:

Schritt 1: Man finde einen Z-Untermodul M C Og vom Rang n durch Angabe einer
expliziten Z-Basis von M, von dem man vermutet, dass er bereits O ist.

Schritt 2: Man berechne die Diskriminante djy.

Schritt 3: Nach Proposition 4.14 (2) gilt dyy = (O : M)? - dk. Ist dys also quadratfrei,
so folgt sofort O = M. Ist djs nicht quadratfrei, so hat man noch die
Chance, Aufgabe 4.4.5 zu nutzen: Diese besagt namlich, dass

dg =0 (mod 4) oder dgk =1 (mod 4)

gilt. Zusammen mit dy; = (Ox : M)? - dy liefert das also Informationen
iiber den Index (O : M) und zeigt vielleicht, dass dieser 1 ist. Schliagt diese
Methode auch fehl, so gilt entweder O # M, oder man hat Pech und muss
andere Methoden nutzen, um O = M zu zeigen.

(2) Ist (0) # a C Ok ein Ideal, sodass N(a) = p eine Primzahl p ist, so ist a ein
Primideal (sieche auch Aufgabe 4.5.1).

Begriindung 1: Da fir ein ganzes Ideal b # (0) genau dann N(b) = 1 gilt, wenn
b = O ist, ist N(a) keine Primzahl, wenn a kein Primideal ist.

Begriindung 2: Es geniigt allgemeiner zu zeigen, dass jeder endliche Ring A mit
|A] = p isomorph zu Z/pZ ist. Betrachte hierfiir den Ringhomomorphismus
p:Z — A 1~ 1. Es gilt ker(¢) = nZ fiir ein n > 2. Der Homomorphiesatz
induziert dann eine injektive Abbildung $: Z/nZ — A. Da @ injektiv ist, muss n
ein Teiler von |A| = p sein. Es folgt n = p und @ ist ein Isomorphismus.

(3) Hat man Primideale py,...,p, gefunden, die pOg fiir eine Primzahl p teilen, so
lohnt es sich oft, die Normen von pj - ... p, und pOg zu vergleichen und/oder die
fundamentale Gleichung zu nutzen, um pOg = py - ...p, zZu zeigen.

4.6.1 I"Jbungen

Aufgabe 4.6.1. Zeigen Sie, dass der Ganzheitsring eines Zahlkorpers unendlich viele
Primideale hat.

Aufgabe 4.6.2. Sei L/K Erweiterung von Zahlkérpern und o € Op ein primitives
Element. Zeigen Sie: € = {y € O, | 7yOr C Ok]la]} ist ein Ideal # (0) von Of.

Aufgabe 4.6.3. Sei K = Q(v/—19). Berechnen Sie die Primidealzerlegung von pOj fiir
p=2,3,5T.

Aufgabe 4.6.4. Sei o eine Nullstelle von X3 — X —2 € Z[X] und K = Q(a). In
Aufgabe 4.4.6 haben Sie verifiziert, dass O = Z[a] gilt und dafiir dx = —104 gezeigt.
Sei nun p eine Primzahl. Erlautern Sie kurz, warum eine der folgenden fiinf M6glichkeiten
eintritt:
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(i) pist in K total zerfallend,

)
(ii) pist in K total verzweigt,
(iii) pist in K total trége,

)

(iv) pOk = p? - po fiir Primideale p; # po von Ok,

(v) pOg = p1 - po fir Primideale p; # py von Ok.

Gibt es fiur jede der fiunf Moglichkeiten eine entsprechende Primzahl p? Wenn ja, so
geben Sie diese explizit an und begriinden Sie Thre Antwort. Wenn nein, beweisen Sie
die Nichtexistenz.

Hinweis: Die grofite Primzahl, die Sie probieren sollten, ist die 31. Wenn Sie eine
gute Nudel sein méchten, kénnen Sie auch noch die Primidealzerlegung von pOg in den
einzelnen Fallen angeben, notwendig fiir die Losung ist das allerdings nicht.

Aufgabe 4.6.5. Sei o ¢ Q eine Nullstelle von X% — 3X3 + 1X? + X — I € Q[X] und
K =Q(«a).
(1) Finden Sie Ok.

(2) Berechnen Sie die Primidealzerlegungen von pOg fiir p € {2,5,23}. Geben Sie in
allen Féllen die Verzweigungsindizes und Tragheitsgrade an.

Aufgabe 4.6.6. Sei L/K eine Korpererweiterung von Zahlkérpern und F' ein Zwischen-
korper. Sei P # (0) ein Primideal in Op und Pr := PN O, p := PN O. Zeigen
Sie:

fOBlp) = F(BIBr) - f(Brlp)  und  e(Blp) = e(BIPr) - e(Frlp).
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4.7 Diskriminante und Verzweigung
Sei K ein Zahlkorper. In Korollar 4.44 haben wir gesehen, dass unter der Voraussetzung
Ok = Z]a] fir ein a € Ok (4.12)

eine Primzahl p genau dann in K verzweigt, wenn p | di. In diesem Kapitel zeigen wir,
dass dieselbe Folgerung auch ohne die Voraussetzung (4.12) gilt.

Des Weiteren skizzieren wir der Vollstandigkeit halber, wie sich die Situation allgemein,
das heifit, in einer Erweiterung L/K von Zahlkorpern darstellt. Da wir dies fiir den weit-
eren Verlauf der Vorlesung nicht benétigen werden, verzichten wir hier auf vollstandige
Beweise. Stattdessen erklaren wir, wie der Beweis im Spezialfall K /Q angepasst werden
muss.

Das Ziel ist es, den folgenden Satz zu beweisen:

Satz 4.51. Sei K ein Zahlkérper und p eine Primzahl. Dann gilt:
p ist in K verzweigt <= p | dk.

Insbesondere verzweigen in K nur endlich viele Primzahlen.

Wie zu erwarten ist, wird der Beweis etwas aufwendiger als jener von Korollar 4.44. Wir
benétigen vorbereitende Lemmata, die im Wesentlichen den Aufgaben 4.3.1 und 4.3.2
entsprechen:

Lemma 4.52. Sei B ein Ring, der ein freier A-Modul vom Rang n ist. Seia C A ein
IdealLZ =A/a mElE = B/aB. Ist (B1,...,Bn) eine Z-Basis von p, so ist (1, ..., 53,)
eine A-Basis von B, wobei 3; das Bild von [3; in B sei. Des Weiteren gilt

dB/A(ﬁl? T Bn) —|—pZ = dE/Z(Bla s 7/3n)'

Beweis. Die Behauptung, dass (B34, ...,0,) eine A-Basis von B ist, zeigen wir wie im
Beweis der fundamentalen Gleichung 4.39. Betrachte fiir § € B dann die Multiplika-
tionsabbildung Lg: B — B. Da Lg(aB) C aB, induziert Lz einen Endomorphismus

I;: BB,

T — Bz
Aus der Definition folgt, dass Lg = Lz. Es folgt also

trp/a(B) = trg,(B)-

Daraus folgt dann die Behauptung. O

Lemma 4.53. Seien Bi/A und Bs/A Ringerweiterungen, sodass By und By freie A-
Moduln endlichen Ranges sind. Dann gilt d(p, xB,)/a = dp,/a - dBy/a-

Beweis. Sei (e1, ..., en) eine A-Basis von By und (f1, ..., fn) eine A-Basis von Bs. Dann
ist ((e1,0),...,(em,0),(0, f1),...,(0, fn)) eine A-Basis von Bj x By — der Ubersichtlichkeit
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wegen schreiben wir e; bzw. f; fiir (e;,0) bzw. (0, f;). Die Diskriminante beziiglich der
angegebenen Basis ist die Determinante der Block-Diagonalmatrix
(tr(Bl XBQ)/A(eiek))1§i7k§m 0
0 (tr(BlXBg)/A(fjfZ))lSk’[Sn

Es gentigt dann,

(B, x Ba)/A(B1,0) = trp, a(B1)  bzw.  tr(p,xB,)/a(0, B2) = trp,/a(B2)

fir alle 1 € By bzw. (2 € By zu zeigen. Das folgt aber sofort, da fiir §; € B; die
darstellende Matrix der A-linearen Multiplikationsabbildung Lg, : By X By — By X By
bzgl. der Basis (e1,...,em, f1,..., fn) die Blockdiagonalmatrix

M 0
0 0

ist, wobei M die darstellende Matrix von Lg, : By — By bzgl. (e1,...,ep) ist. Mit (3
funktioniert das natiirlich analog. O

Beweis von Satz 4.51. Wir betrachten O als freien Z-Modul vom Rang n und erin-
nern daran, dass definitionsgeméfl dx = do, jz(1,...,an) fiir eine Ganzheitsbasis
(a1,...,0p) gilt. Nach Lemma 4.52 ist O := O /pOxk ein Fp-Vektorraum der Di-
mension n und es gilt

p|dx <= dp /e, = 0. (4.13)

Sei pOg = p{' - ... p& die Primidealzerlegung, wobei p1,...,p, C Ok paarweise ver-
schiedene Primideale seien und e; > 1. Nach dem Chinesischen Restsatz gilt

O 2Ok /pft x ... x Ok [per.
Wir wenden nun Lemma 4.53 an und erhalten mit O; := O/ it
T
dose, = [ do./r,- (4.14)
i=1
Aus (4.13) und (4.14) bekommen wir
p|dx <= esgibteinie {1,...,r} mit d@/FP =0.
Die Aquivalenz im Satz folgt also, wenn wir die folgenden beiden Aussagen zeigen:
(a) Wenn e; =1, so ist dp, /e, 7 0, und
(b) Wenn e; > 1, so ist dp, /e, = 0.

Zu (a): Falls ¢; = 1, so ist O; = Ok /p; ein endlicher Korper. Die Erweiterung O;/F, ist
also separabel. Sei « ein primitives Element der Erweiterung. Dann ist {1,q,...,a™ 1}
eine F)-Basis von O;, wobei m = [O; : F,]. Wir haben in der Diskussion vor Korollar 4.19
gesehen, dass

g e, (Lo, .0 ) = Afmg) £ 0



gilt. Das zeigt (a).

Zu (b): Falls e; > 1, so wihlen wir ein Element b € p; \ p;*. Dann gilt b% € p7*, und
damit dejmiert die Klasse 8 von b in O; = O/ p;’ ein nicht-triviales nilpotentes. Fir
alle v € O; ist dann [7 ebenfalls nilpotent. Somit definiert

Lg,: 0; = O, T — Byx

fir alle v einen nilpotenten Endomorphismus des F,-Vektorraums O;. Da nilpotente
Endomorphismen die Spur 0 haben?, gilt also fiir alle v:

tra, /e, (87) = tr(Lgy) = 0.

Schliefllich erginzen wir 3 zu einer F,-Basis {3,71,...,7¢} von O;. Die Diskriminante
beziiglich dieser Basis ist dann

=0,

tr= 52 tr— By ... trs B
déi/Fp(ﬁle,...,'Ym):det OllF.P( ) 01“:?( 1) Oz“:zfz( Z)

da sédmtliche Eintrige der ersten Zeile gleich 0 sind. Das zeigt dann (b).

Die zweite Aussage (“in K verzweigen nur endlich viele Primzahlen”) folgt nun sofort,
da dx # 0 (das haben wir in Korollar 4.19 gesehen) und dx somit nur endlich viele
Primteiler hat. O

Spoiler. In Abschnitt 5.2 werden wir sehen, dass |dx| > 2 fiir alle Zahlkérper K # Q
gilt. Somit verzweigt mindestens eine Primzahl in K. (Mit Hilfe von Aufgabe 4.4.5
erhalten wir sogar |dx| > 3.)

Im Beweis von Satz 4.51 wurde essentiell verwendet, dass Ok ein freier Z-Modul vom
Rang [K : Q] ist. Aus diesem Grund verallgemeinert sich der Beweis nicht direkt auf den
relativen Fall L/ K, in dem wir eine Erweiterung von Zahlkoérpern betrachten. Zunéchst
einmal muss erklért werden, mit welchem Objekt wir die Diskriminante ersetzen.

Definition 4.54. Sei L/K eine Erweiterung von Zahlkérpern. Dann definiert man
das (relative) Diskriminantenideal d7,/r von L/K als das Ideal von Ok, das von allen
Diskriminanten dy,/x (e) erzeugt wird, wobei e C Oy, eine K-Basis von L ist.

Bemerkung 4.55.

(1) Da das Minimalpolynom eines Elements o € Op, iiber K sogar Koeffizienten in
Ok hat, gilt try k(o) € Ok (vgl. auch Lemma 4.7). Also ist 07,k tatséchlich ein
Ideal von Og.

(2) Ist o« € Of, ein primitives Element von L/K, so ist {1,q,...,a" !} eine K-Basis
von L. Es gilt also dy /x(1,a,.. Lavh) ¢ 07k Da wir in der Diskussion vor
Korollar 4.19 gesehen haben, dass dy /x (1, «, .. ., a1 = A(mg) # 0 gilt, erhalten

wir 97,/ # (0).

3Ist f ein nilpotenter Endomorphismus eines Vektorraums V der Dimension n, so ist tr(f) die Summe
der Eigenwerte von f (in einem algebraischen Abschluss, mit Vielfachheiten gezihlt). Es geniigt also
zu zeigen, dass f nur den Eigenwert O hat. Sei A\ ein Eigenwert von f mit zugehorigem Eigenvektor
v € V '\ {0}, so folgt aus der Nilpotenz 0 = f"(v) = A", also A = 0.
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(3) Ist Of ein freier Ox-Modul vom Rang n = [L : K| (das gilt z.B. fir K = Q,
oder allgemeiner, wenn O ein Hauptidealring ist), so wissen wir, dass sich je
zwei Diskriminanten dy,/x (e) und dp, /i (¢’) fiir K-Basen e,e’ C Or von L um ein
Quadrat von O}, unterscheiden (dieses Element aus Oj; ist die Determinante der
Basiswechselmatrix von e auf ¢'). Damit ist 9y, sk €in Hauptideal. Insbesondere
gilt fiir einen Zahlkorper K, dass 0/ = (dk).

(4) Ist Of, kein freier Ox-Modul, so muss 07,/ kein Hauptideal sein: Der Basiswechsel
von e auf €’ ist namlich hier im Allgemeinen keine invertierbare Matrix mit Koef-
fizienten in Ok, sondern mit Koeffizienten in K. Mit anderen Worten: Obwohl die
Diskriminanten dp,/x (e) und dy, /i (¢') beides Elemente von O sind, unterscheiden
sie sich um ein Quadrat aus K*. Da 0y aber ein Ideal in Of ist, reicht i.A. nicht
nur ein Erzeuger.

Satz 4.51 verallgemeinert sich dann wie folgt:
Satz 4.56. Sei L/K eine Erweiterung von Zahlkorpern und (0) # p C Ok ein Primideal.
Dann gilt:

p ist in L verzweigt <= p | 0y k-

Insbesondere verzweigen in L nur endlich viele Primideale # (0) von Ok.

Beweisskizze. Wie bereits erwahnt, ist das grofite Problem, dass Op kein freier Og-
Modul ist. Wir filhren den Satz aber auf diesen Fall zuriick, indem wir die lokalisierten
Ringe

betrachten. Als Lokalisierung eines Dedekindrings an einem Primideal ist Ok, ein
diskreter Bewertungsring, also insbesondere ein Hauptidealring (vgl. Satz 3.3 und die
Erinnerung auf S. 19). Da Op, sogar der ganze Abschluss von O in L ist*, folgt mit
Lemma 3.4, dass Op,, der ganze Abschluss von O ist.

Sei nun {ai,...,a,} C O, eine K-Basis von L. Sei M der freie Ok ,-Modul, der von
{a1,...,an} erzeugt wird. Wie in Lemma 4.21 beweist man dann, dass

McCOp,cd'M  mit d:=dpg(o,... o)

gilt. Da der Elementarteilersatz 2.17 auch fiir Hauptidealringe giiltig ist und sowohl M
als auch d=1 M freie Ok p-Moduln vom Rang n = [L : K] ist, ist Opp auch frei vom Rang
n. Die Aussage des Satzes folgt dann, indem man die folgenden Aquivalenzen zeigt:

p ist in L verzweigt
<= pOx teilt das Hauptideal (dOL,p/OK,p(O‘h . ,an)>

< p teilt 0p k.

Wir verzichten an dieser Stelle auf einen Beweis, mochten aber betonen, dass der Nach-
weis nicht schwierig ist. O

1Das folgt so: Sei C' der ganze Abschluss von Ok in L. Dann haben wir ganze Ringerweiterungen
Z C Ok C C, und nach Proposition 1.6 ist C/Z ganz, d.h. C C O
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Kapitel 5

Minkowski-Theorie

Das nachste grofie Ziel, ist es, die Endlichkeit der Klassengruppe Clg := Clp,. fiir einen
Zahlkorper K zu beweisen. Das wird in Abschnitt 5.2 geschehen. Die Beweismethoden
erlauben uns auch, weitere interessante Resultate zu beweisen, wie etwa die Sétze von
Minkowski und Hermite (Abschnitt 5.3) und den Einheitensatz (Abschnitt 5.4).

5.1 Gittertheorie und Gitter in der Zahlentheorie

Im Folgenden sei V stets ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum der Dimension n.

Definition 5.1. Eine additive Untergruppe A C V heifit ein Gitter in V', wenn es R-
linear unabhéngige Vektoren v = (vy,...,vy) von V gibt, sodass A = Zv; @ ... & Zuy,.
Die Menge M = M, = {>7"; xjv; | 0 < x; < 1} heifit Grundmasche von A. Ein Gitter
A heifit vollstindig, wenn v Basis von V ist, d.h. wenn m = n.

Ein Gitter ist also ein endlich erzeugter Z-Untermodul von V', der von einer linearen
unabhéngigen Teilmenge von V aufgespannt wird.

Bemerkung 5.2. Die Grundmasche M eines vollstandigen Gitters A = Zv1 & ... ® Zv,
bildet ein Représentantensystem fiir V/A, d.h.

V= || m+A)=||n+M).

meM AEA

(Mit dem Symbol “lJ” bezeichnen wir eine disjunkte Vereinigung.)
Begriindung: Jedes z € R kann man eindeutig in der Form x = m + y mit m € Z und
y € [0,1) schreiben. Konkret:

m=|z|:=max{keZ |k <z} und Yy

I
8
|
s

Ist nun v = Y 1 | z;v; € V mit x; € R, so konnen wir

v=> |milvi+ > (2 — |zi])vi
=1

=1
—_——
€A eM

schreiben.
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Abbildung 5.1: Das vollstindige Gitter Zv; ® Zvo im R? mit Grundmasche M.

Abbildung 5.2: Das unvollstindige Gitter Zv im R? mit Grundmasche M.
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Satz 5.3. Sei V' ein n-dimensionaler R-Vektorraum, dann gilt:
(1) FEine Untergruppe A C V ist genau dann ein Gitter, wenn A diskret ist.

(2) Ist A C V ein Gitter, so ist A genau dann vollstindig, wenn eine beschrinkte
Menge M C V mit | Jycp (A + M) =V existiert.

Vor dem Beweis gehen wir kurz auf die verwendeten topologischen Begriffe ein:

e Durch die Wahl irgendeiner Norm auf V' erhalten wir eine Topologie auf V. Da auf
endlich-dimensionalen R-Vektorrdumen alle Normen dquivalent sind, hangt diese
Topologie nicht von der Wahl der Norm ab. Des Weiteren erlaubt uns die gewéhlte
Norm von “Beschrénktheit” zu sprechen, wie bereits in Satz 5.3 (2) geschehen.

e Ist X ein topologischer Raum und Y eine Teilmenge von X, so wird durch
W CY heiflit offen inY < esgibt U C X offen mit W =UNY

eine Topologie auf Y definiert, die die Relativtopologie auf Y genannt wird.

e Eine Teilmenge Y eines topologischen Raums heiflt diskret, wenn die Relativtopolo-
gie auf Y die diskrete Topologie ist, d.h. alle Einpunktmengen {y} mit y € Y sind
offen in Y. Mit der Definition der Relativtopologie ist das dquivalent dazu, dass
es fiir jedes y € Y eine offenes U C X gibt, sodass Y NU = {y}. (“Alle Punkte in
Y sind isoliert in X”.)

Beweis. (1) Sei zunéchst A ein Gitter. Dann gibt es R-linear unabhéngige Vektoren

{vi,...,um} C V, sodass A = Zv; @ ...Zvy,,. Wir ergénzen {v1,...,v,,} zu einer R-
Basis {v1,...,vp} von V. Seinun A = """, a;v; € A, wobei a; € Z. Fiir die in V offene
Menge

|xi—a¢|<1)fﬁri:1,...,m}

U= {imzvz

=1

gilt dann U N A = {A}, also ist A diskret.

Ist umgekehrt A C V diskret, so betrachten wir den Untervektorraum V4 von V', der von
A erzeugt wird. Sei {v1,...,vn} C A eine Basis von V) und Ag C A das Gitter mit der
Basis {v1,...,v,}. Wir behaupten, dass Ag C A eine Untergruppe von endlichem Index
ist. Dafiir bemerken wir zunéchst, dass

0 S Xy S 1}

gilt, weil Ag ein vollstandiges Gitter in Vj ist. Wir wahlen nun ein Reprasentantensystem
(1i)ier von A/Ag. Dann lésst sich y; fiir jedes i € I also in der Form

Vo = U (A + M)  mit Mg = {Em:xzvz

/\EAO =1

i = Xoi + My, wobel  \gi € Ag, m; € My

schreiben. Die Differenzen m; = u; — Ao; sind also sowohl im Kompaktum M, als
auch in der diskreten Menge A enthalten. Da A als diskrete Untergruppe von V' aufler-
dem abgeschlossen ist, kann es nur endlich viele verschiedene m; geben. (Die Details
iiberlassen wir hier als ﬁbungsaufgabe, vgl. Aufgabe 5.1.1.) Da die Klasse von m; in
A/Ag gleich der von p; ist, folgt wie gewiinscht, dass A/Ag endlich ist.
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Nun folgt, dass A ein Gitter ist: Mit N = (A : Ag) haben wir dann NA C Ag, das heift
Ao C A C N7'A,.

Da Ag und N~!'Aq frei vom Rang m sind, zeigt der Elementarteilersatz 2.17, dass A
ebenfalls frei vom Rang m ist. Des Weiteren zeigt er, dass man eine Z-Basis von A
durch geeignete Skalierung einer Z-Basis von N~!'Ag erhilt. Da eine (und damit jede)
Z-Basis von N~'Aq durch ein System linear unabhiingiger Vektoren von V gegeben ist,
hat A auch eine Z-Basis, die durch ein System linear unabhéngiger Vektoren von V
gegeben ist. Also ist A ein Gitter.

(2) Ist A vollsténdig, so kénnen wir fiir M die Grundmasche von A wéhlen. Ist umgekehrt
M beschrénkt und es gilt (Jycp (A + M) =V, so betrachten wir erneut den Untervektor-
raum Vp C V, der von A erzeugt wird. Zu zeigen ist natiirlich Vp = V. Hierfiir fixieren
v € V und betrachten die Folge (kv)r>1 in V. Nach Voraussetzung gibt es fiir jedes
k>1ein A\ € A und ein my € M mit

kv = A\ + my.

Da M beschrénkt ist, ist (my/k)g>1 eine Nullfolge. Damit gilt mit dem Grenziibergang
k — oo:
= lim — + lim — = lim —
VTR TE T TR Tk €,
da Vj als Untervektorraum eines endlich-dimensionalen R-Vektorraums abgeschlossen ist
und somit alle seine Haufungspunkte enthalt. O

Im Folgenden sei nun (, ): V xV — R ein Skalarprodukt, d.h. eine positiv definite und
symmetrische Bilinearform. Wenn v = (vy, ..., v,) eine Orthonormalbasis bzgl. (, ) ist,
so ist die Abbildung

Dot Rn—>V, €; — Vy,

eine Isometrie, wobei R™ hier mit dem Standardskalarprodukt versehen und e; der i-
te Standardbasisvektor ist. Diese Isometrie erlaubt es uns, den Begriff der Lebesgue-
Messbarkeit auf Teilmengen von V' auszudehnen: Wir nennen X C V' Lebesgue-messbar,
wenn @, 1(X) c R" Lebesgue-messbar ist. Ist X C V Lebesgue-messbar, so haben wir
also einen Volumenbegriff

voly(X) := vol (g, (X)) ,

wobei vol das Lebesgue-Maf3 auf R" ist. Das Volumen vol, hangt a priori von der Wahl
der Orthonormalbasis v = (v1,...,v,) ab. Um die Unabhéngigkeit von der Wahl der
Orthonormalbasis zu zeigen, erinnern wir an die Transformationsformel:

Erinnerung. (Spezialfall des Transformationssatzes und interessante Folgerungen.)
SeiY € R" und A € GL,(R), so ist Y genau dann Lebesgue-messbar, wenn A(Y)
Lebesgue-messbar ist. In diesem Fall gilt

vol(A(Y)) = | det(A)| - vol(Y).
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Mit A = c¢- I, und ¢ > 0 gilt also, dass vol(cY) = " - vol(Y), wobei cY := A(Y).
Insbesondere ist R~o — R, ¢ — vol(cY') stetig und falls vol(Y') > 0, so gilt

lim vol(cY') =0 sowie lim vol(cY') = oo.
c\0 c—00

In diesem Fall impliziert der Zwischenwertsatz, dass es fir alle x > 0 ein cg > 0 mit
vol(cpY') = x gibt.

Ist nun w = (wy,...,wy,) beliebige Basis von V, so kénnen wir wie iiblich
n
w; = E Q;50; mit Qij € R
i=1

schreiben. Bezeichne mit A € GL, (R) die Matrix mit den Eintrdgen a;;. Wir haben ein
kommutatives Diagramm

Pu.
ej R™ % 1% ?)j
Pw
| [N s |
n Pu. n
> i1 Qij€i R" —— V wj =il v

Das Diagramm zeigt A o p, = ¢y = ¢y © A. Nach dem Transformationssatz ist ¢, LX)
genau dann Lebesgue-messbar, wenn

pu (X) = (puo A)THX) = A7 (o, (X))
Lebesgue-messbar ist. In diesem Falle gilt dann auch
vol (cpil(X)) = \det(A)\fl - vol (cp;l(X)) .

Ist nun w selbst eine Orthonormalbasis so bildet A eine Orthonormalbasis auf eine
weitere ab, woraus A € O(n) folgt. Insbesondere gilt hier | det(A)| = 1. Damit erhalten
wir flir ein messbares X C V:

voly (X) = |det(A)| ™ - vol, (X) = vol,(X).

Unser Volumensbegriff ist damit wie gewiinscht unabhéngig von der Wahl der Orthonor-
malbasis. Wir schreiben im Folgenden also schlicht vol(X) fiir messbare Teilmengen
X CcV.

Definition 5.4. Wenn A = Zv; & ... ® Zv,, ein vollstindiges Gitter ist, dann definiere

das Volumen von A als das Volumen der Grundmasche bzgl. v = (v1,...,v,), also
vol(A) := vol(M,).

Auch hier miissen wir uns Gedanken tiber die Wohldefiniertheit machen. Wahlt man
eine weitere Z-Basis w = (w1,...,wy,) von A, so kann man wieder w; = Y ;' a;;v;
schreiben, wobei A = (a;j) € GL,(Z). Als ganzzahlig invertierbare Matrix gilt wieder
|det(A)| = 1 und somit folgt die Unabhéngigkeit von der Wahl der Basis erneut wie
oben durch die Transformationsformel.

Gliicklicherweise ist es sehr leicht, das Volumen eines Gitters zu berechnen:
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Lemma 5.5. Es seien v = (v1,...,v,) und w = (w1, ...,wy,) Basen von V. Seien A,
bzw. Ay die durch v bzw. w erzeugten Gitter mit zugehomgen Grundmaschen M, baw.
M,,. Ferner sei A = (a;j) € GL,(R) die Basiswechselmatriz von v auf w, das heifst

n
wJ:Zaijfui fir alle j=1,... n.

Dann gilt:
(1) Es ist vol(Ay) = |det(A)] - vol(Ay).
(2) Ist v eine Orthonormalbasis bzgl. ( , ), so gilt

vol(A \/det (((ws, wy))i ).

Beweis. (1) Es gilt M,, = A - M, und damit folgt aus der Transformationsformel sofort
vol(Ay) = vol(My) = vol(A - M,) = |det(A)]| - vol(M,) = | det(A)| - vol(Ay).

(2) Ist v = (v1,...,vy,) eine Orthonormalbasis von (V, (, )), so gilt
vol(Ay) = vol(My) = vol(p, ' (M,)) = vol(Q) = 1, (5.1)

wobei Q = {(z1,...,2n) € R" | 0 < z; < 1} als Wiirfel im R™ der Seitenlédnge 1 das
Volumen 1 hat. Des Weiteren gilt fiir alle 1 < 4,5 < n:

wuwj E azkajé Uk,’Ug E alkajk

k=1 _ 5M
Also gilt

((wi,wy))ij = A- A
und damit insbesondere auch

[det(A)] = y/det (({wi, w;))i). (5.2)

(Das sollte Sie an Bemerkung 4.11 erinnern.) SchlieBlich erhalten wir

vol(Au) & [det(A)] - vol(M,) = [ det(A4)] E fdet ((uwi, wy))i).
]

Bemerkung 5.6. Seien vy,...,v, € V und A das von vy, ...,v, aufgespannte Gitter.
Dann ist A genau dann vollstdndig, wenn

det (((vi, v5))ig) # 0.

Gilt namlich zivy + ... + z,v, = 0 mit x1,...,2, € R, nicht alle gleich 0, so folgt fiir
jedes j=1,...,n

x1(v1,05) + ... + Tp(vp,vj) =0,

d.h. die Zeilen der Matrix ((v;, v;)); ; sind linear abhéingig. Wenn umgekehrt A vollstandig
ist, so entnimmt man dem Beweis von Lemma 5.5 (2) die Aussage det (((vs,v}))i;) # 0.
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Proposition 5.7. Ist A C V ein vollstindiges Gitter und A’ C A ein Untergitter vom
endlichen Indez, so ist A’ vollstindig und es gilt

vol(A') = |A/A| - vol(A).

Beweis. Da A’ endlichen Index in A hat, folgt mit Proposition 2.19, dass A’ densel-
ben Rang wie A hat. Da A als vollstandig vorausgesetzt war, muss also A’ ebenfalls
vollstéandig sein. Nach dem Elementarteilersatz 2.17 gibt es eine Z-Basis (v1, ..., v,) von
A und Zahlen dy,...,d, € Zq, sodass (dyvy,...,d,v,) eine Z-Basis von A’ ist. Nach
Proposition 2.19 folgt dann

IAJA| =dy - ... dy = det(A),

wobei A = diag(dy,...,d,) die Basiswechselmatrix von (vy,...,v,) auf (divi,...,dyvy,)
ist. Mit Lemma 5.5 (1) folgt nun

vol(A") = |A/A'| - vol(A).
O
Bevor wir zum Hauptergebnis dieses Abschnitts kommen, erinnern wir an die folgenden
Definitionen.
Definition 5.8. Sei X C V eine Teilmenge.

(1) Man nennt X konvez, wenn fur alle z,y € X gilt, dass die Verbindungsstrecke
{z+1t(y—x)|te]0,1]} in X enthalten ist.

(2) Man nennt X zentralsymmetrisch, wenn fiir alle x € X gilt, dass —z € X.

Satz 5.9 (Gitterpunktsatz von Minkowski). Sei A C V' ein vollstindiges Gitter und
X C V konvex und zentralsymmetrisch. Gilt vol(X) > 2™ - vol(A), so enthdlt X einen
von 0 verschiedenen Gitterpunkt von A.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass es geniigt, die Existenz von Gitterpunkten A; # Ao
mit

1 1
zu beweisen. Sind namlich x1, 22 € X mit A\ + %xl =Xy + %$2 gegeben, so folgt

1
)\1 - )\2 = 5(%’2 — 1'1).
eA\{0}
Nun beobachten wir, dass %(mz — z1) der Mittelpunkt der Strecke zwischen xo und —x3

ist. Aus der Zentralsymmetrie von X folgt —x1 € X und aus der Konvexitat schliellich
Al — Ay = %(xg —I‘l) € X.

Wir weisen also (5.3) nach. Fiir einen Widerspruch nehmen wir an, dass die Mengen
A+ %X fiir A € A paarweise disjunkt sind. Sei M die Grundmasche von A. Aus unserer
Annahme folgt

vol(A) = vol(M) > " vol (M N ()\ + 1X>> . (5.4)

2
A€A
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Da Volumina translationsinvariant sind, folgt fiir alle A € A durch Translation um —A:

vol (M N (/\ + ;X>> = vol <(M —AnN ;X> . (5.5)

Da die Mengen M — X ganz V iiberdecken, tiberdecken sie auch %X C V. Wir erhalten
nun den gewiinschten Widerspruch durch

vol(A) = vol(31) %7 3 vl ((M N ;X> — vol <;X> _ (;)n vol(X).

O]

Bemerkung 5.10. Die Schranke im Gitterpunktsatz ist im Allgemeinen optimal. Ist
X jedoch kompakt, so kann “>” zu “>” abgeschwécht werden, vgl. Aufgabe 5.1.3.
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