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Blatt 5

Abgabe in Gruppen bis zu drei Personen erwiinscht!

Aufgabe 1*: (= Aufgabe 4.4.1 im Skript) (6 Punkte)

Sei d € Z\ {0, 1} quadratfrei und K = Q(v/d). Zeigen Sie: Es ist {1, 0} eine Ganzheitsbasis
von Ok, wobei

g — Vv, falls d =2,3 (mod 4),
4, fallsd=1 (mod 4).

Insbesondere gilt O = Z[]. Bestimmen Sie auBerdem die Diskriminante von K = Q(v/d)
in Abhéngigkeit von d.

Aufgabe 2: (= Aufgabe 4.4.3 im Skript) (2+2 Punkte)

Entscheiden Sie auf die folgenden zwei Art und Weisen, ob « := eine ganze alge-
braische Zahl ist:

(1) Schreiben Sie « als Q-Linearkombination einer Ganzheitsbasis von Q(v/6). Handelt
es sich um eine ganzzahlige Linearkombination?

(2) Berechnen Sie das Minimalpolynom von « iiber Q. Hat es ganzzahlige Koeffizienten?

Aufgabe 3*: (= Aufgabe 4.4.6 im Skript) (10 Punkte)
Sei a eine Nullstelle von X3 — X — 2 € Z[X] und K = Q(«). Zeigen Sie, dass O = Z|a/.

Hinweis: Offensichtlich gilt Z[a] C Ok. Gehen Sie fiir die umgekehrte Inklusion wie folgt
vor:

e Berechnen Sie die Diskriminante von Z[a]. (Es ist {1, a, a?} eine Z-Basis von Z|a].
Gerne diirfen Sie die Berechnung der Spuren etwas abkiirzen, Ihr Rechenweg sollte
allerdings erkennbar sein.)

e Nach Proposition 4.14 (2) gilt dgzy = (O : Z[a])? - dg. Welche Werte kann der
Index (Ok : Z[a]) also annehmen?

o Zeigen Sie (Ok : Z[a]) = 1, indem Sie das Resultat aus Bonusaufgabe 4 nutzen.



Bonusaufgabe 4*: (= Aufgabe 4.4.5 im Skript) (10 Bonuspunkte)
Sei K ein Zahlkorper, dx seine Diskriminante. Zeigen Sie:

dg =0 (mod 4) oder dg =1 (mod 4).

Hinweis: Seien o1, . . ., 0, die komplexen Einbettungen von K und {ws,...,w,} eine Ganz-
heitsbasis von K. Nach der Leibniz-Formel fiir die Determinante kénnen wir schreiben
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Dann gilt also dg = (P — N)? = (P + N)? —4PN. Warum reicht es dann, P+ N, PN € Z
zu zeigen?

Um das zu zeigen, fixieren Sie eine Einbettung K C C und betrachten Sie dann eine
Galoiserweiterung L C C von Q, die K enthélt. Zeigen Sie P + N, PN € L. Wenn Sie
zeigen, dass P + N und PN von jedem Element von Gal(L/Q) fixiert werden, dann...

Aufgaben, die mit einem Sternchen (*) versehen sind, zéihlen beim Vorrechnen
als Teil der Studienleistung.

Abgabedetails:

Wann? Donnerstag, 24.11.2022 bis spétestens 15:00 Uhr

Wo? Sie haben drei Optionen:
(1) In der Vorlesung,
(2) Ins Postfach von Demleitner im 3. Stock des mathematischen Instituts,
(3) Per E-Mail an Demleitner.

Wie? Abgabe in Gruppen bis zu drei Personen erlaubt, sogar erwiinscht. Alle Namen und
Matrikelnummern auf das Blatt schreiben.


https://de.wikipedia.org/wiki/Determinante#Leibniz-Formel

