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Aufgabe 1

(a) Seien X,Y topologische Rdume und f: X — Y eine Abbildung. Zeigen Sie, dass die
Abbildung f genau dann stetig in x € X ist, wenn fiir jedes Netz (x;); mit (z;) — =
gilt, dass das Netz (y; = f(z;)); gegen y = f(z) konvergiert.

(b) Das Bild eines Ultrafilters unter einer stetigen Abbildung ist wieder ein Ultrafilter.

(c¢) Eine Abbildung f: X — Y ist genau dann stetig am Punkt z € X, wenn fiir jeden
Filter F auf X mit F — z gilt f(F) — f(z).

Aufgabe 2

Sei X ein topologischer Raum. Beweisen Sie die Aussagen in Beispiel 5.23:

(a) Sei (z,) eine Folge in X und F der von der Folge erzeugte Filter. Dann ist ein Punkt
x € X genau dann Haufungspunkt der Folge (d.h., jede Umgebung enthélt unendlich
viele Folgenglieder), wenn z Berithrungspunkt des Filters ist.

(b) Eine Folge (x,,) konvergiert genau dann gegen einen Punkt z, wenn der von der Folge
erzeugte Filter gegen x konvergiert.

(c) Der Abschluss einer nicht-leeren Teilmenge A von X besteht genau aus den Beriih-
rungspunkten des Filters 7 = {F C X | AC F}, es gilt also A = ez F.

Aufgabe 3

Zeigen Sie, dass der Raum der Abbildungen vom Intervall [0, 1] in die zweipunktige Men-
ge mit der Topologie der punktweisen Konvergenz kompakt, aber nicht folgenkompakt
ist.

Aufgabe 4
Sei X = {f:R — [0,1] | f(x) # 0 fiir hochstens abzdhlbar viele z € R} mit der

Topologie der punktweisen Konvergenz. Zeigen Sie:

(a) Fiir z € R definieren wir die Menge U, = {f € X | f(z) < 1} Diese Mengen bilden
eine offene Uberdeckung ohne endliche Teiliiberdeckung.

(b) X ist folgenkompakt.

Hinweis: Zeigen Sie fiir b) zuerst, dass [0, 1N das erste Abzihlbarkeitsaxiom erfillt und
damit folgenkompakt ist.



