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Abgabe Donnerstag, den 11.1.18
10 Uhr (also vor der Vorlesung)
in den Briefkasten (Nr. 3.1)

Auf diesem Blatt finden Sie einige Bonusaufgaben, d.h. um die 50% der Punkte
zu erreichen, benotigen Sie nur 8 Punkte. Sie konnen aber bis zu 32 Punkte
bekommen, wenn Sie alle Aufgaben l6sen.

Bitte schreiben Sie Ihren Namen auf Ihre
Abgabe

Aufgabe 1
Bestimmen Sie jeweils den Schnittort und skizzieren Sie diesen:
(a) Fiir M = S' x R C R3 mit der von R? induzierten Metrik.
(b) Fiir den flachen Torus R?/Z?, wobei die Metrik auf dem flachen Torus mit Hilfe einer
Riemannschen Uberlagerung von der Metrik auf R? induziert wird.
Aufgabe 2
Betrachten Sie allgemeine flache Tori R? /T, wobei I' ein Gitter ist mit
I'= {mm + nuy ‘ m,n € Z} , mit vy, v, € R? linear unabhangig.

(a) Definieren Sie die Vektoren v,w € I' so, dass v der Vektor mit der kleinsten Norm in
'\ {0} ist und w die kiirzeste Norm unter allen zu v linear unabhéngigen Vektoren hat.
Zeigen Sie, dass v und w das Gitter I' erzeugen.

(b) Bestimmen Sie den Schnittort fiir den Fall v; = v = (g) ,Ug = W = (2) mit a? < b2 +c?

und b € [—3, §]. Fertigen Sie auch eine Skizze an.

Aufgabe 3

Es seien M und N Riemannsche Mannigfaltigkeiten, p € M und ¢ € N. Diese sollen die
Schnittorte CM(p) und CV(q) besitzen, sowie die tangentialen konjugierten Orte KZ])W und
Kév. Zeigen Sie, dass auf M x N gilt:

() C*N((p,q) = (M x C¥(q)) U (CY(p) x N)

(b) KXY = (T,M x KY) U (KM x T,N)

(p,9)



Aufgabe 4

Es sei CP" der komplexe projektive Raum der Dimension n. Wie in Aufgabe 1 von Blatt 5
sei (v,w) =Y, ;w; das Hermitesche Standardprodukt auf C". Die dort definierte Metrik

hat in der Karte ¢q: [z0, ..., 2,] — <Z—1 o ,i—g) die Gestalt

20’

(L + =) {0, w) = (v, 2) (2, w)
(1+[2[%)?

g% (v,w) = Re

fiir z,v,w € C™.
Bestimmen Sie den Levi-Civita-Zusammenhang, den Riemannschen Kriimmungstensor und
die Schnittkriimmungen der Metrik im Punkt [1,0,...,0].

Aufgabe 5

Bestimmen Sie den Schnittort von CP". Zeigen Sie dazu zuerst, dass jede Geodétische in
einem CP' liegt und benutzen Sie Aufgabe 2 von Blatt 9.

Aufgabe 6

Untersuchen Sie die Jacobifelder auf CP". Aus Symmetriegriinden geniigt es, diese entlang
der Geodétischen y(t) = [1: €¢: 0...: 0] zu betrachten.

(a) Geben Sie eine explizite Formel fiir Jacobifelder an, die zu
CP'={[z:y:0: ...:0]| 2,y € C} C CP"

tangential sind. Das heifst, Sie diirfen fiir diesen Fall wegen Aufgabe 2 von Blatt 9 nur
diesen CP! und n = 1 betrachten.

(b) Geben Sie eine geoditische Variation von 7 an, die nicht in einem CP' enthalten ist und
bestimmen Sie das zugehorige Jacobifeld.

Aufgabe 7
Zeigen Sie, dass die Gruppe G = Z/KZ fiir 1y, . .., 1, auf S*"~1 durch
7o (21, ) = (21 €FUIE g, 2T/
mit (z1,...,2,) € S?"! C C" frei und eigentlich diskontinuierlich operiert. Der Quotient

S?=1 /G heikt der Linsenraum L(k;ly, ..., 1,).

Aufgabe 8

Fassen Sie die hyperbolische Ebene als Teilmenge von C auf. Zeigen Sie, dass die Md&bi-

ustransformationen Fi(z) = 2 fiir A = (% Z) € SU(1,1), d.h., |a]* = |bJ*+1 Isometrien

der hyperbolischen Ebene sind.
Hinweis: Rechnen Sie komplex und benutzen Sie, dass g.(u,v) = W Re(uv) ist.



