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Abgabe

Aufgabe 1

Zeigen Sie für eine der untenstehenden Mengen, dass sie auf natürliche Weise ein
symmetrischer Raum ist, indem Sie Lie-Gruppen H ⊂ G und eine Cartan-Involution von G
angeben, so dass (GI)0 ⊂ H ⊂ GI gilt und G/H isomorph zu M ist.

(a) M = {g ∈ Mn(R) | g∗ = g, g > 0}, wobei g > 0 bedeutet, dass alle Eigenwerte positiv
sind.

(b) M = {V ⊂ Cn | V reeller Unterraum , dimR V = n, V ⊥ iV }, wobei V ⊥ iV bedeutet,
dass Re 〈v, iw〉 = 0 für alle v, w ∈ V .

Aufgabe 2

Berechnen Sie für den Raum aus Aufgabe 1 bezüglich einer geeigneten symmetrischen Metrik
den Riemannschen Krümmungstensor, die Ricci-Krümmung und die Schnittkrümmung.

Aufgabe 3

Beweisen Sie die Formel in Satz 3.19 (2) für den Levi-Civita-Zusammenhang eines symme-
trischen Raumes.

Aufgabe 4

(a) Wir betrachten CPn = U(n+ 1)/(U(n)×U(1)) mit π(g) = [g · en+1]. Sei γ : [0, 1]→ CPn

eine Kurve mit γ(0) = [en+1] und sei γ̄ : [0, 1] → U(n + 1) ihr horizontaler Lift mit
γ̄(0) = En+1. Zeigen Sie, dass γ̄ nur Werte in SU(n+ 1) ⊂ U(n+ 1) annimmt.

(b) * Überlegen Sie sich dann, dass SU(n + 1) unter der Cartan-Involution I als Menge
invariant ist und bestimmen Sie die Fixpunkt-Untergruppe SU(n+ 1)I .

(c) * Zeigen Sie schließlich, dass für die Zerlegung g = su(n+ 1) = h⊕ p gilt, dass h = [p, p]g
gilt und folgern Sie Hol[en+1](CPn, gFS) = H.

Aufgaben mit * sind freiwillige Ergänzungen.


