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Bewertung: Jede Aufgabe wird mit 4 Punkten bewertet. Falls nichts anderes angegeben ist,
werden die Punkte gleichmässig auf die Teilaufgaben verteilt.

Aufgabe 1

Für die folgenden Funktionen f und Punkte z0 ∈ C bestimmen Sie die Art der Singularität
von f in z0. Bei hebbaren Singularitäten bestimmen Sie den Grenzwert von f in z0, und bei
Polen geben Sie den Hauptteil an.

(a)
sin(z)

z
in z0 = 0, (b)

cos(z)

z
in z0 = 0,

(c)
z3 + 3z + 2i

z2 + 1
in z0 = −i, (d)

1

1− ez
in z0 = 0.

Aufgabe 2

Es sei Ĉ = C ∪ {∞} die ergänzte komplexe Ebene1. Für A =

(
a b
c d

)
∈ GL(2,C) sei die

Möbiustransformation MA : Ĉ→ Ĉ wie folgt definiert:

MA(z) =


az+b
cz+d

falls cz + d 6= 0 und z 6=∞
∞ falls c = 0 und z =∞
∞ falls c 6= 0 und z = −d

c
a
c

falls c 6= 0 und z =∞.

Zeigen Sie:

(a) MA ◦MB = MA·B und ME2 = id.

(b) MA ist bijektiv.

(c) MwA = MA für alle w ∈ C \ {0}.

(d) Falls A, B ∈ SL(2,C), dann gilt MA = MB genau dann, wenn A = ±B.

Bitte wenden für Aufgabe 3 und 4.
1Man bezeichnet Ĉ auch als die Riemannsche Zahlenkugel.



Aufgabe 3

Seien a < b reelle Zahlen.

(a) Sei f : C→ C eine holomorphe Funktion. Zeigen Sie folgende Aussage:

Falls f auf dem Intervall I = {z ∈ C | a < Re(z) < b, Im(z) = 0} nur reelle Werte
annimmt, so nimmt f auf ganz R = {z ∈ C | Im(z) = 0} nur reelle Werte an.

(b) Seien H = {z ∈ C | Im(z) > 0} und H = {z ∈ C | Im(z) ≥ 0}. Seien f, g : H→ C stetige
Funktionen, die auf H holomorph sind. Zeigen Sie folgende Aussage:

Falls f(z) = g(z) für alle z ∈ I = {z ∈ C | a < Re(z) < b, Im(z) = 0}, dann stimmen f
und g auf ganz H überein.

Aufgabe 4

Es seien a1, . . . , an Punkte auf dem Einheitskreis in C. Zeigen Sie mit Hilfe des Maximum-
prinzipes, dass ein z auf dem Einheitskreis existiert, so dass

n∏
j=1

d(z, aj) > 1

gilt. Hier bezeichnet d(z, w) = |z−w| die Distanz zwischen zwei Punkten z und w bezüglich
der Euklidischen Metrik auf C.


