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Aufgabe 4 (Anwendung von Folgerung 5.2):

Sei n > 0 eine natiirliche Zahl und z € C mit Re(z) > 1. Definiere n* = exp(z - log(n)),
wobei exp die komplexe Exponentialfunktion und log der natiirliche Logarithmus seien.

Definiere f,(z) = & auf Q = {z € C | Re(z) > 1}. Wir behaupten, dass die Reihe
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normal auf € konvergiert (s. Def. 5.1.) und damit (z) nach Folgerung 5.2 holomorph auf
ist.

Sei dafiir zp € Q und t > 1 eine reelle Zahl, so dass Re(zg) > t gilt. Setze U = {z € C |
Re(z) > t}.

Dann gilt fiir alle z € U und alle natiirlichen Zahlen n > 0:
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Fiir normale Konvergenz bleibt zu zeigen, dass die Reihe
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fiir £ > 1 konvergiert. Das folgt zum Beispiel aus dem Cauchy’schen Verdichtungskriterium®:

Sei (an)32, eine monoton fallende Folge nicht-negativer reeller Zahlen. Die Reihe Y > | an

konvergiert genau dann, wenn die Reihe Y}, 2% aqr konvergiert.

Alternativ kann man Konvergenz durch folgende Abschitzung zeigen (da # > ( fiir alle
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Aufgabe 3 (Anwendung Satz 5.9.(Charakterisierung nach Wielandt): Sei Q =
C\ {—n | n € Ng}. Nach dem Identitatssatz fiir holomorphe Funktionen, reicht es die

Gleichung
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1Zusammen mit Konvergenz der geometrischen Reihe und Majorantenkriterium




auf einer offenen Teilmenge U C () zu zeigen, um sie fiir ganz €) folgern zu kénnen.

Wir méchten den Satz von Wielandt (Satz 5.9) auf die auf U = {z € C | ; < Re(z) < 2}

definierte Funktion 1\ 91
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anwenden. Man muss sich also iiberlegen, dass

e A(z) auf U holomorph ist (dies bleibt dem Leser als Ubung iiberlassen).

o A(z) auf V ={z € C |1 < Re(z) < 2} beschrénkt ist ( folgt aus Definition von V' und
Beschranktheit der einzelnen Faktoren dort. )

e Wir zeigen nun A(z + 1) = zA(2) fiir alle z € U mit 2 + 1 € U:

A(z+1):r<z;1> F(3+1) 2

e Schliesslich bestimmt man A(1) = 1 mittels Satz 5.10.

Es folgt, dass A(z) = I'(z) auf ganz U nach Satz 5.9. Umformen ergibt die zu zeigende
Identitdt (die wie gesagt auf ganz 2 nach dem Identitdtssatz gilt).

Aufgabe 1: Wir leiten beide Seiten der Identitét aus Beispiel 5.3. zweimal ab. Fiir die linke
Seite ergibt sich mit Ketten- und Quotientenregel

<%> - sm3<z> i iﬁiiii?

Auf der rechten Seite erhélt man mittels Folgerung 5.2. (hier muss zusétzlich gepriift werden
dass 5.2 anwendbar ist — i.e. dass normale Konvergenz vorliegt):

1 ! 6
(Zm) —Zm

nel ne’

Durch Einsetzen an der Stelle 7 folgt, dass
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Umformen ergibt die in Teil (a) gesuchte Identitét
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Fiir Teil (b) bemerken wir zunéchst, dass die beiden Reihen nach der Losung von Aufga-
be 4 (s. oben) absolut konvergieren. Wir konnen sie also ohne Anderung des Ergebnisses
umordnen. Zusammen mit Beispiel 5.3. ergibt sich
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Durch Auflésen nach ((2) ergibt sich:
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Ganz dhnlich kann man fiir ¢(4) vorgehen um
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zu erhalten.

Aufgabe 2:

(a) Wir verwenden die Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus.
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In Beispiel 5.5. wurde folgende Partialbruchzerlegung fiir den Cotangens gezeigt
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Wir erhalten also
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Dabei konvergieren >, ;.\ g (=Z%=+-1) und > nez\(0) (%= + --) normal (insbeson-
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dere also absolut). D.h. es darf wie folgt umgeordnet werden
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Zusammengefasst ergibt sich folgende Partialbruchzerlegung:
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Durch Einsetzen von 7 auf beiden Seiten von (1)
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Es folgt also
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Der entscheidende Schritt dafiir ist
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Dies ist auch als Leibniz Reihe bekannt.

Umformen von (2) ergibt



