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Bewertung: Jede Aufgabe wird mit 4 Punkten bewertet. Falls nichts anderes angegeben ist, werden

die Punkte gleichmäßig auf die Teilaufgaben verteilt.

Aufgabe 1: Es sei g eine meromorphe Funktion auf C mit höchstens einfachen Polen. Wir nehmen

an, dass das Residuum an jedem Pol von g eine ganze Zahl ist. Zeigen Sie:

(a) Es existiert eine meromorphe Funktion f 6= 0 auf C, so dass f ′/f = g.

(b) Falls h 6= 0 eine weitere meromorphe Funktion mit h′/h = g ist, dann ist h/f konstant.

Aufgabe 2: Man definiert die Bernoulli-Zahlen {Bn}n∈N durch die Potenzreihe

(1)
z

ez − 1
=

∞∑
n=0

Bn
zn

n!
.

Zeigen Sie:

(a) (2 Punkte) Es gilt

B0

n! 1!
+

B1

(n− 1)! 1!
+ . . .+

Bn−1
1! (n− 1)!

=

1 falls n = 1

0 falls n > 1.

Hinweise: Betrachten Sie die Potenzreihe-Entwicklung von z
ez−1 ·

ez−1
z und benutzen Sie

Proposition 1.7 (2).

(b) (1 Punkt) Bn = 0 falls n > 1 und ungerade ist, und Bn ∈ Q für alle n ∈ N.

(c) (1 Punkt) Für alle n ∈ N \ {0} gerade gilt es

2ζ(n) = −Bn
(2πi)n

n!
.

Hinweise: Setzen Sie in (1) z = 2πiw und vergleichen Sie die Koeffizienten.

Aufgabe 3: Zeigen Sie (das letzte Gleichheitszeichen in Satz 5.22 im Skript):

Γ(z) = lim
n→∞

n! nz

z(z + 1) . . . (z + n)

Aufgabe 4: Zeigen Sie:

(a)

∫ +∞

−∞

1

1 + x6
dx =

2π

3
und (b)

∫ +∞

−∞

1

1 + xn
dx =

π/n

sinπ/n

für alle geraden n ∈ N \ {0}.
Hinweise: Nehmen Sie den Weg von 0 nach R, dann von R nach Re2πi/n, und dann zurück nach

0. Oder benutzen Sie den allgemeinen Satz 3.25.

Bitte schreiben Sie Ihren Namen und die Nummer Ihrer Übungsgruppe auf Ihr Blatt.

1


