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7. Ubungsblatt

Abgabetermin 14.6.2020

Bitte schreiben Sie Ihren Namen und die Nummer Ihrer Ubungsgruppe auf Ihr Blatt. Sie kénnen
Ubungsblitter in Gruppen von bis zu 2 Studierenden abgeben.

Jede Aufgabe wird mit 4 Punkten bewertet und wenn nicht anders angegeben gleichmdifig auf die
Teilaufgaben verteilt.

Ubung 7.1 (14241 Punkte) In der urspriinglichen Version von Proposition 5.11 hat
sich ein Fehler eingeschlichen. Diese Aufgabe liefert ein Gegenbeispiel fiir die ur-
spriingliche Aussage. (Das Skript und das Video zu diesem Teil sind und/oder werden
ausgetauscht.)

Es sei H = L?>((—=1,1)) und 1 € H die konstante Funktion mit Wert 1. Wir betrachten den
dicht definierten, unbeschrinkten Operator A: D(A) C H — H mit D(A) = C§°((—1,1)) und

A(f)=f+f0O)1.
1. Finden Sie eine Nullfolge fi, € D(A), fiir die limg_o0 A(fi) =y # 0 existiert.
2. Bestimmen Sie D(A*) und A*.

3. Gibt es einen abgeschlossenen Operator, der A fortsetzt?

Ubung 7.2 Es seien X,Y Banachriume und T € L(X,Y). Zeigen Sie:

1. Wenn eine Folge (z)ren in X schwach gegen 0 konvergiert, dann konvergiert (T'zy)ren in
Y schwach gegen 0.

2. Falls T bijektiv ist, dann gilt in Teil 1. auch die Umkehrung.

Ubung 7.3 1. Es sei (fu)nen eine schwach konvergente Folge in (C([0,1)), ]| - [|sup) mit Grenz-
wert f € C([0,1]). Zeigen Sie, dass (fn)nen punktweise gegen f konvergiert.

2. Es sei X ein Banachraum und K C X eine kompakte Untermenge (in der starken Topologie)
und es sei (Tp)nen eine schwach konvergente Folge mit Grenzwert x und x, € K fiir alle
n € N. Zeigen Sie, dass (xn)nen schon beziiglich der starken Topologie konvergiert und der
Grenzwert x in K liegt.



Ubung 7.4 (3+1 Punkte) Es sei ' der Raum der Folgen mit Werten in R, deren Reihe absolut
konvergiert, ausgestattet mit der Norm

o0
- ller: €8> (2r)ren = Z'xz‘ €R.
i=1

1. Zeigen Sie, dass eine schwach konvergente Folge in ' auch beziiglich der Norm konvergiert.

Hinweis: Setzen Sie voraus, dass die Aussage falsch ist und fiihren Sie einen Beweis durch Widerspruch
indem Sie die folgenden Schritte zeigen:

o Es emistieren x(*) € £ mit Hx(k)Hel =1 fiir alle k € N, so dass x(¥) gegen 0 beziiglich der schwachen
Topologie konvergiert.
o Man kann eine Teilfolge zk3) und disjunkte Mengen M; C N finden, so dass fiir alle j € N

neM; nG]N\]Mj
gilt.

e Man kann ein Funktional u € £°° = (1) konstruieren, so dass u(z(¥i)) > % fiir alle j € N.

2. Beweisen oder widerlegen Sie Folgende Aussage: Eine Teilmenge M C (' ist genau dann in
der schwachen Topologie abgeschlossen, wenn der Grenzwert jeder konvergenten Folge, deren
Folgenglieder in M liegen, auch in M legt.

Hinweis: Benutzen Sie Teilaufgabe 1.) und Folgerung 7.11 (1).



