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Aufgabe 1: (10 Punkte=2+2+2+2+2 Punkte)

Beantworten Sie die folgenden Fragen mit Ja oder Nein und geben Sie eine knappe Be-
griindung oder ein ein Gegenbeispiel an. Wenn Sie einen Satz aus der Vorlesung nutzen,
geben Sie die entsprechende Aussage jedoch inklusive Annahmen und Behauptung kom-
plett an.

(a) Funktoren bilden Isomorphismen auf Isomorphismen ab.

(b) Quotienten kompakter Raume sind kompakt.

(c) Die Klumpentopologie erfiillt (T3).

(d) Es sei ein topologischer Raum X gegeben. Wenn fiir alle Y alle Abbildungen f: X —
Y stetig sind, dann ist X ein Hausdorffraum.

(e) Es sei ein metrischer Raum X gegeben und es sei A C X. Dann wird die Unter-
raumtopologie auf A durch eine Metrik induziert.



Aufgabe 2: (10 Punkte=5+5 Punkte)
Es seien X ein Hausdorffraum und ~ eine Aquivalenzrelation auf X. Wir definieren

R={(z,y) e X x X | x ~y}.
Zeigen Sie:

(a) Wenn der Quotientenraum X/~ ein Hausdorffraum ist, dann ist R C X x X abge-
schlossen.

(b) Wenn die Abbildung p: X — X/~ offen ist, dann ist R C X x X abgeschlossen
genau dann, wenn X/~ ein Hausdorffraum ist.



Aufgabe 3: (10 Punkte=5+5 Punkte)

Es sei X ein topologischer Raum, f: X — Y sei surjektiv und Y trage die Quotien-
tentopologie. Es sei zusétzlich Z ein lokalkompakter topologischer Raum. Es bezeichne
O die Produkttopologie und Opg, die Quotiententopologie auf Y x Z zur Abbildung
fxidz: X x Z =Y x Z. Zeigen Sie die Stetigkeit der Abbildungen

(a) id: (Y x Z,04y) — (Y x Z,0nr) und
(b) id: (Y x Z,0n) — (Y x Z, Ogy).
Hinweis (zu (b)): Betrachten Sie das Diagramm

X s C(Z,(X x Z,0n))

I |

Y —— C(Z,(Y x Z,0gy))

und benutzen Sie das Exponentialgesetz.



Aufgabe 4: (10 Punkte=2+2+2+2+2 Punkte)
Es sei

X = U {%(cos¢+1,singb) ‘ ¢6R} c R2%

n>1
a

(
(b

Ist X kompakt?

Ist X metrisierbar?

)
)

(c) Ist X lokal wegzusammenhéngend?

(d) Ist X semilokal einfach zusammenhéngend?
)

(e) Zeigen Sie, dass X keine universelle Uberlagerung besitzt.



Aufgabe 5: (10 Punkte=2+3+2+3 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass R? 3 (z,y) — (2™ e2™¥) € S' x S! eine universelle Uberlagerung
1st.

(b) Sei F': St x S — S x S! gegeben durch (z,w) — (—z,w). Zeigen Sie: die Un-
tergruppe {id, F'} C Aut(S' x S') wirkt frei und eigentlich diskontinuierlich auf
St x St

(¢) Bestimmen Sie die universelle Uberlagerung von (S* x S*)/{id, F'}.

(d) Geben Sie die gesamte Decktransformationsgruppe dieser universellen Uberlagerung
an.



