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Einfiihrung

Bevor wir mit dem eigentlichen Stoff der Vorlesung beginnen, mochte ich Thnen ein paar Bei-
spiele geben, zum einen Aussagen, die sich in der Sprache der Topologie formulieren lassen, zum
anderen Aussagen aus anderen Gebieten der Mathematik, die sich aber topologisch beweisen lassen.
Nicht alle diese Beispiele werden in der Vorlesung tatséchlich auftreten, weil sie zum Teil etwas mehr
Hintergrundwissen brauchen — sei es topologisch, sei es aus einem anderen Gebiet der Mathematik
— als wir in dieser Vorlesung lernen kénnen.

0.1. BEISPIEL. Sei
B"={zeR"||z] <1}
die (offene) Einheitskreisscheibe, und sei
D'={zeR"||z|<1}
ihr Abschluss.

Der Brouwersche Fixpunktsatz besagt:

0.2. SATZ (Brouwer). Jede stetige Abbildung f: D™ — D™ der abgeschlossenen FEinheitskreis-
scheibe auf sich selbst hat mindestens einen Fixpunkt.

Das heif3t, es existiert zg € D™ mit

f(@o) =0 .
Hierbei bedeutet stetig das gleiche wie in der Analysis.
Vergleichen Sie diesen Satz mit dem Fixpunktsatz von Banach:

0.3. SAaTz (Banach). Sei X ein vollstindiger normierter Vektorraum, und sei F': X — X eine
Abbildung zu der ein A < 1 existiert, so dass

[F(z) = F(y)l < Al —y] (*)
fiir alle x, y € X. Dann hat F einen eindeutigen Fixpunkt.

Wir vergleichen die Sétze von Banach und Brouwer.

(1) Der Satz von Banach ist insofern allgemeiner, als das er fiir mehr Réume funktioniert, denn
der Satz von Brouwer gilt nur fiir gewisse Teilmengen des R"™. Er ist schérfer, denn er liefert
einen eindeutigen Fixpunkt. Aulerdem liefert der Beweis ein Verfahren zur approximativen
Bestimmung des Fixpunkts.

(2) Der Satz von Brouwer ist insofern allgemeiner, als er mehr Abbildungen zuldsst. Wir
konnten nédmlich den Satz von Brouwer auch fiir Abbildungen F: R™ — R"™ formulie-
ren, so dass F(D™) C D". Aus dem Banachschen Satz folgt ja unter anderem, dass der
Einheitskreis um den Fixpunkt in sich abgebildet wird. Auf der anderen Seite kann eine
Abbildung den Einheitskreis in sich abbilden, ohne dass sie die Lipschitz-Bedingung (*)
erfiillt. Der Beweis des Brouwerschen Fixpunktsatzes sagt uns allerdings nicht, wie wir den
Fixpunkt auffinden kénnen.



Die Sétze sind also verschieden. Der Banachsche Fixpunktsatz ist ein ,, metrischer* Satz, wihrend
der Brouwersche Fixpunktsatz ein ,,topologischer* Satz ist.

0.4. BEISPIEL. Unter der n-dimensionale Einheitssphére verstehen wir die Menge
§"={zeR™ ||z =1} .
Fin Einheitsvektorfeld auf der S™ ist eine stetige Abbildung V: S™ — R", so dass
[V(z))]=1 und V(z) L.
0.5. SATZ (vom Igel). Sein gerade, dann existiert kein stetiges Finheitsvektorfeld auf S™.

Mit anderen Worten: ein gerade-dimensionaler Igel ohne Glatzpunkt ldsst sich nicht kdmmen
(Igel lassen sich sowieso nicht kimmen — sie stellen ihre Stacheln auf, wenn man’s versucht).
Auf der anderen Seite existiert solch ein Vektorfeld immer, wenn n ungerade ist. In diesem Fall

identifizieren wir R"*1 22 C™2 und setzen einfach V (z) = iz.

0.6. BEISPIEL. Das folgende Beispiel ist mit dem zweiten verwandt, auch wenn man das nicht auf
den ersten Blick erkennen kann. Sei A eine Algebra iiber R, d.h., A ist ein reeller Vektorraum, und
es existiert eine R-bilineare Multiplikationsabbildung %: A x A — A. Diese muss weder assoziativ
noch kommutativ sein.

Wir nennen A eine Divisionsalgebra, wenn zu jedem a € A\ {0} ein o’ € A existiert, so dass

a *(axb)=(bxa)xa =b
fiir alle b € A gilt.

0.7. SATZ (Kervaire, Milnor). Die einzigen endlich-dimensionalen Divisionsalgebren tiber R
sind R, C, H (die Quaternionen) und Ca (die Oktaven).

Diesen Satz werden wir in der Vorlesung sicherlich nicht beweisen. Genau wie beim Fundamen-
talsatz der Algebra handelt es sich hier um einen rein algebraischen Satz, der sich aber nur mit
analytischen / topologischen Methoden beweisen lisst. Die Liste der algebraischen Resultate, die
mit topologischen Methoden bewiesen werden, wird immer langer.



KAPITEL 1

Kapitel 1 — Grundbegriffe

Wir lernen in diesem Kapitel den Begriff des topologischen Raumes und der stetigen Abbildun-
gen kennen. Auflerdem definieren wir noch zahlreiche Eigenschaften von topologischen Rdumen und
Abbildungen, und beweisen ein paar kleine Sitze, die wir in spédteren Kapiteln benttigen werden.
Einiges sollte aus Analysis bekannt sein — zumindest im metrischen Fall.

1l.a. Metrische Riume

Wir erinnern uns kurz an die Definition von metrischen Rdumen und stetigen Abbildungen im
Sinne der Analysis. Wenn wir von einer Definition ,,im Sinne der Analysis“ sprechen, meinen wir
damit eine Beschreibung, die Worte wie ,fiir alle € > 0 existiert ... “ enthélt .

1.1. DEFINITION. Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d) aus einer Menge X und einer Ab-
bildung d: X x X — [0, 00], die
(1) positiv ist, das heift, d(z,y) = 0 genau dann, wenn x = y,
(2) symmetrisch ist, das heiit, d(z,y) = d(y,z), und
(3) die Dreiecksungleichung d(x,y) + d(y, z) > d(z, z) erfiillt,
jeweils fiir alle x, y, z € X.

1.2. BEISPIEL. Es folgen einige einfache Beispiele von Metriken.
(1) Z, Q, R und C, jeweils mit d(z,y) = |y — z|.
(2) Jeder normierte Vektorraum (V| - ||) ist metrisch mit d(z,y) = ||y — z||.
(3) Jede Menge M trégt eine Metrik

0 falls x =y, und
d pr—
(z,9) {1 sonst.

(4) Jede Teilmenge Y C X eines metrischen Raumes (X, d) ist wieder ein metrischer Raum
mit der induzierten Metrik d|y = d|y xy.

Weitere Beispiele folgen in den Ubungen 1.114 und 1.116.
Sei (X, d) ein metrischer Raum, € > 0 und = € X. Der e-Ball um x ist die Menge
B.(z)={2 € X |d(x,2") <e}.
1.3. DEFINITION. Seien (X,d), (Y,d') metrische Rdume. Eine Abbildung F: (X,d) — (Y,d')
heifit stetig am Punkt x € X, falls fiir alle € > 0 ein 6 > 0 existiert, so dass
F(Bs(x)) C Bo(F(x)) .
F heifit stetig, wenn F' an allen Punkten x € X stetig ist.

Das ist genau die Definition, die Sie aus Analysis kennen. Wir erinnern uns an eine weitere
Definition. Im folgenden bezeichne PX die Potenzmenge von X. Da wir es in der Topologie hiufig
mit Mengen von Mengen — wie der Potenzmenge — zu tun haben, verwenden wir fiir solche
Mengen kalligraphische Buchstaben, um sie zum Beispiel von Punktmengen zu unterscheiden.
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1.4. DEFINITION. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge U C X heifit offen in X,
wenn zu jedem z € U ein € > 0 existiert, so dass B.(z) C U. Die Gesamtheit aller offenen
Mengen Oy C PX heifit die metrische Topologie auf X zur Metrik d. Sei x € X, dann heifit eine
beliebige Teilmenge V' C X eine Umgebung von x, wenn es eine offene Menge U gibt mit z € U C V.

1.5. BEMERKUNG. Die Offenheit einer Menge U héngt ab vom umgebenden Raum X und der
gewéhlten Metrik d. So ist etwa die Menge [—m, 7] NQ offen in Q, aber nicht in R. Aus der Analysis
wiessen Sie aber auch, dass unterschiedliche Metriken den gleichen Konvergenzbegriff und somit
die gleiche Topologie induzieren kénnen.

1.6. BEMERKUNG. Zu Definition 1.4 dquivalent ist die folgende Charakterisierung offener und
abgeschlossener Mengen in metrischen Rdumen. Eine Teilmenge A C X ist genau dann abge-
schlossen, wenn fiir jede Folge (a;); in A, die in (X,d) im Sinne der Analysis konvergiert, der
Grenzwert lim;_, a; in A liegt. Eine Teilmenge U C X ist offen, wenn X \ U abgeschlossen ist.

Wir wollen jetzt zeigen, wie man Stetigkeit auch definieren kann, wenn man nicht die Metrik
kennt, sondern nur ihre offenen Mengen. Auch das sollte aus der Analysis bekannt sein.

1.7. SATz. Seien (X,d) und (Y,d') metrische Riume. Eine Abbildung F: (X,d) — (Y,d') ist
genau dann stetig, wenn die Urbilder aller offenen Teilmengen von'Y in X wiederum offen sind.

BEwEIS. Wir nehmen an, dass F stetig ist im Sinne von Definition 1.3. Sei V' C Y offen, und
sei x € F~1(V) C X beliebig. Da V offen ist, existiert ein ¢ > 0, so dass B.(F(x)) C V. Aufgrund
der Stetigkeit von F' existiert ein 6 > 0, so dass F(Bs(z)) C B:(F(x)) C V gilt, insbesondere
folgt Bs(z) € F~1(V). Da x beliebig war, ist also F~(V) offen in X.

Wir nehmen jetzt an, dass Urbilder offener Mengen offen sind. Seien x € X und £ > 0 beliebig
vorgegeben. Da der Ball B.(F(z)) in Y offen ist, ist auch U = F~'(B.(F(z))) offen in X, und
natiirlich liegt « in U. Also existiert ein § > 0, so dass Bs(z) C U gilt. Es folgt F(B;s(z)) C B:(F(x)).
Da z und ¢ beliebig waren, ist F' also stetig im Sinne von Definition 1.3. (|

1.b. Topologische Riume

Wir erinnern uns an die Definition topologischer Rdume und stetiger Abbildungen aus der
Analysis. Zur Motivation betrachten wir die entsprechenden Definitionen fiir metrische Rdume aus
dem letzten Abschnitt.

1.8. BEMERKUNG. Sei (X, d) ein metrischer Raum, und sei Oy die von d definierte Topologie
auf X.
(1) Die leere Menge () und X selbst sind nach Definition 1.4 offen, gehéren also zu Og.
(2) seien Uy, ..., Uy offen, und sei x € Uy N---NUyg. Da die U; offen sind, existieren &; > 0, so
dass B, (x) C U;. Sei e = min(ey, ..., &), dann ist € > 0, und es gilt B.(z) C U;N---NUj.
Da z beliebig war, ist Uy N --- N Uy also wieder offen.
(3) Sei U C Oy eine beliebig grosse Ansammlung offener Mengen. Sei

zelJu=JU,
vedd

dann existiert also ein U € U, so dass € U. Da U offen ist, existiert € > 0, so dass B:(z) C
U C JU. Da z beliebig war, ist [JU also wieder offen.

Wir benutzen diese drei Beobachtungen iiber O4, um den allgemeinen Begriff einer Topologie
zu definieren.

1.9. DEFINITION. Sei X eine Menge. Eine Topologie auf X ist eine Teilmenge O der Potenz-
menge PX mit folgenden Eigenschaften.



(1) Die leere Menge () und X selbst liegen in O.
(2) Seien Uy, ..., Uy € O, dann liegt auch Uy N---N Uy € O.
(3) Sei U C O, dann liegt auch JU in O.

Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, Q) aus einer Menge X und einer Topologie O auf X.

1.10. BEISPIEL. Sei (X, d) ein metrischer Raum, dann definiert @4 nach Bemerkung 1.8 eine
Topologie auf X. Umgekehrt heifit eine Topologie O auf X metrisierbar, wenn es eine Metrik d
auf X gibt, so dass O = Q4. Die meisten topologischen Rédume, denen wir spéiter begegnen, wer-
den metrisierbar sein. Dennoch gibt es interessante und wichtige topologische Rédume, die nicht
metrisierbar sind.

1.11. BEISPIEL. Sei X eine beliebige Menge. Wir definieren zwei “triviale“ Topologien auf X.
(1) Sei Os = PX, dann ist jede Teilmenge von X offen beziiglich Os. Wir nennen Oj die
diskrete Topologie auf X . Die diskrete Topologie wird von der Metrik aus Beispiel 1.2 (3)
induziert.
(2) Das andere Extrem ist Ox = {0, X} C PX. Diese Topologie heiit Klumpentopologie
(indiskrete Topologie). Diese Topologie ist nur metrisierbar, wenn X hochstens einen Punkt
enthélt, wie wir spéter sehen werden.

1.12. DEFINITION. Sei (X, ) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge U C X heifit offen
beziiglich O, falls U € O. Sei x € X und V C X mit x € V, dann heifit V' eine Umgebung von x
beziiglich O, falls es eine offene Menge U € O gibt, so dass x € U C V gilt. Sei A C X, dann
heifit A abgeschlossen beziiglich O, falls das Komplement X \ A offen ist.

1.13. DEFINITION. Sei (X, Q) topologischer Raum, und sei ¥ C X eine beliebige Teilmenge.
Das Innere Y von Y in X ist die grofite offene Teilmenge von X, die ganz in Y enthalten ist. Der
Abschluss Y von Y in X ist die kleinste abgeschlossene Teilmenge von X, die Y enthélt. Der Rand
von Y in X ist die Menge Y =Y \ Y.

1.14. BEMERKUNG. Sei (X, Q) topologischer Raum, und sei Y C X eine beliebige Teilmenge.
Wir wollen uns {iberlegen, dass es die oben definierten Teilmengen wirklich gibt. Es gilt
Y = U U und Y = ﬂ A.

UeoO X\A€O
Ucy ADY

Die erste Menge ist offen nach Definition 1.9 (3). Fiir die zweite zeigt man analog, dass das Kom-
plement offen ist. Ausserdem ist

X\Y=X\Y, (X\Y)°=X\Y, und 9X\Y)=9Y.
1.15. BEISPIEL. Das Innere und der Abschluss einer Menge hingen vom umgebenden Raum
und seiner Topologie ab. Sei V = [—m, 7] N Q, dann gilt
inQ: V=V, V=V, vV =0,
und in R : V=0, V=[-nn, oV = [—m,m].
Falls es klar ist, von welcher Topologie O auf welchem Raum X wir reden, lassen wir den Zusatz
,beziiglich O oder ,,in X“ in der Regel weg. Wir haben in Satz 1.7 ein ,,topologisches* Kriterium

fiir die Stetigkeit von Abbildungen zwischen metrischen Rdumen kennengelernt. Wir erheben dieses
Kriterium zur Definition.

1.16. DEFINITION. Essei F': (X,0x) — (Y, Oy) eine Abbildung zwischen topologischen Raum-
en. Dann heifit F



(1) stetig am Punkt © € X genau dann, wenn fiir alle Umgebungen V' C Y von F(x) das
Urbild F~1(V) wieder eine Umgebung von z ist, und
(2) stetig genau dann, wenn Urbilder offener Mengen offen sind, wenn also F~1(U) € Ox fiir
alle U € Oy.
Es bezeichne C(X,Y') die Menge aller stetigen Abbildungen von X nach Y.
Wenn eine stetige Abbildung F: (X, Ox) — (Y, Oy) bijektiv ist und F~1: (Y,0y) — (X, Ox)
ebenfalls stetig ist, heifit ' ein Homdomorphismus.

1.17. BEISPIEL. (1) Nach Satz 1.7 sind Abbildungen zwischen metrischen Rdumen genau
dann im topologischen Sinne stetig, wenn sie im metrischen Sinne stetig sind.
(2) Seien (X,Ox), (Y,Oy) topologische Raume, und sei yy ein Punkt in Y. Die konstante
Abbildung F': (X,0x) — (Y,Oy) mit F(x) =y fir alle x € X (kurz: F = yp) ist immer
stetig, denn fiir jede offene Menge U C Y gilt

FUU) = e Ox fallsyy ¢ U, und
X eOx fallsyyeU.

1.18. BEMERKUNG. Seien (X, Ox), (Y,Oy), (Z,0z) topologische Raume.

(1) Die Identitdt idx: (X,0x) — (X,0x) auf X mit idx(z) = z fir alle z € X ist immer
stetig, denn fiir alle U € Ox gilt

id'(U)=U € Ox .

(2) Seien F': (X,0x) — (Y,0Oy) und G: (Y,0y) — (Z,0y) stetige Abbildungen, dann ist
auch GoF: (X,0x) — (Z,0y) stetig. Sei namlich U C Z offen in Z, dann ist G~1(U) offen
in'Y, und somit ist F~'(G~*(U)) offen in X. Da also (GoF)~'(U) = F~}(G7'(U)) € Ox
fir alle U € Oy, ist G o F' stetig.

Mit einer Klasse bezeichnen wir eine beliebige Ansammlung von Mengen. Manche Klassen sind
Mengen, alle anderen nennt man echte Klassen. Ein Beispiel fiir eine echte Klasse ist die Klasse
aller Mengen, die sich nicht selbst enthalten. Da Elemente von Klassen selbst blol Mengen und
keine echten Klassen sind, erhalten wir hier kein Paradoxon.

1.19. DEFINITION. Eine Kategorie C besteht aus
(1) einer Klasse von Objekten Obj(C),
(2) zu je zwei Objekten X, Y € Obj(C) einer Menge Hom¢ (X, Y') von Morphismen,
(3) je einem ausgezeichneten Morphismus idx € Home (X, X) fiir jedes Objekt X € Obj(C),
und
(4) zu je drei Objekten X, Y, Z € Obj(C) einer Verkettung

o: Home(Y, Z) x Home(X,Y) — Home (X, Z) mit (fig)—gof,

so dass die folgenden zwei Axiome gelten.
Identitit. Seien X, Y € Obj(C) und f € Hom¢(X,Y), dann gilt

f=foidy =idyo f.
Assoziativitit. Fir alle X, Y, Z, W € Obj(C) und alle f € Hom¢(X,Y), g € Home(Y, Z), h €
Home(Z, W), gilt
ho(gof)=(hog)of.
In der Literatur werden gelegentlich auch Klassen von Morphismen zwischen zwei gegebenen

Objekten zugelassen. Solche Kategorien werden wir in dieser Vorlesung voraussichtlich nicht brau-
chen.
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ABBILDUNG 1.1. Eine flachenfiillende Kurve

1.20. BEispiEL. Es folgen einige typische Beispiele von Kategorien.

(1) Die Kategorie Set hat als Objekte alle Mengen, und als Morphismen alle Abbildungen
zwischen Mengen.

(2) Die Kategorie Grp hat als Objekte alle Gruppen, und als Morphismen alle Gruppenhomo-
morphismen.

(3) Sei k ein Korper, dann hat die Kategorie Vecy als Objekte alle k-Vektorrdume, und als
Morphismen alle k-linearen Abbildungen.

(4) Die Kategorie Top hat als Objekte alle topologischen Rdume, und als Morphismen alle
stetigen Abbildungen, siehe Bemerkung 1.18.

In jedem dieser Beispiele ist die Identitdt die Identitédt der zugrundeliegenden Menge, und die
Komposition die Hintereinanderschaltung von Abbildungen.

Schliellich wollen wir an ein pathologisches Beispiel erinnnern, das uns zeigt, dass stetige Ab-
bildungen mitunter unerwartete Eigenschaften an den Tag legen.

1.21. BEISPIEL. Es gibt stetige, surjektive Abbildungen vom Einheitsintervall I = [0, 1] in die
Menge I x I C R%. Zum Beispiel kann man zwei Kopien der Kochschen Schneeflockenkurve (mit
dem richtigen Parameter) aneinandersetzten, siche Abbildung 1.1. Die entstehende Kurve ~ ist
stetig, sogar %—Héldersch. In jedem Schritt ;41 wird jede Strecke der Kurve v; durch vier Strecken
der halben Lénge ersetzt. Man iiberzeugt sich, dass die Folge (;); gleichméfig konvergiert. Den
Bildpunkt ~(¢) kann man durch Intervallschachtelung bestimmen.

Wir kénnen auch verschiedene Topologien auf ein und demselben Raum vergleichen.

1.22. DEFINITION. Seien O und O’ zwei Topologien auf einer Menge X. Dann ist O’ feiner
als O und O gréber als @', wenn O C O’

1.23. BEMERKUNG. Eine Topologie O’ auf X ist nach Definition 1.16 genau dann feiner als O,
wenn die Identitéit idy: (X,0') — (X, O) stetig ist. Mit Bemerkung 1.18 (2) folgt: Sei die Abbil-
dung F: (X,0x) — (Y, Oy) stetig, sei O feiner als oder gleich Ox, und sei O} gréber als oder
gleich Oy, dann ist auch F': (X, 0) — (Y, O} ) stetig.

Faustregel: je feiner eine Topologie auf X ist, desto weniger Folgen in X konvergieren, desto
weniger Abbildung nach X sind stetig, und desto mehr Abbildungen von X in einen anderen Raum
sind stetig.

1.24. BEISPIEL. Sei X = R", sei Oy die metrische Topologie zur Standardmetrik, und sei Oy

die Topologie zur franzésischen Eisenbahnmetrik aus Ubung 1.114. Dann ist die diskrete Topolo-
gie O = P(R") aus Beispiel 1.11 (1) feiner als Oy, die Topologie Oy ist feiner als Og4, und Oy ist
wiederum feiner als die Klumpentopologie O = {0, R™} aus Beispiel 1.11 (2).
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1l.c. Trennungseigenschaften

Wir untersuchen die Frage, ob es in einem topologischen Raum genug offene Mengen gibt, so
dass man vorgegebene Punkte oder Teilmengen voneinander ,,trennen“ kann. Wenn das gut genug
geht, kann man zeigen, dass es ,,viele* reellwertige Funktionen auf dem Raum gibt.

Wir beantworten diese Frage zunéchst fiir metrische Raume. Sei dazu I = ([0, 1], Oy) das reelle
Einheitsintervall, wie iiblich versehen mit der metrischen Topologie.

1.25. SATzZ. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann gilt beziiglich Oy:

(1) einpunktige Teilmengen von X sind abgeschlossen;

(2) seien Ay, A1 C X abgeschlossen und disjunkt, dann existieren disjunkte offene Mengen Uy,
U, € O mit Ao C U() und A1 C Ul,'

(3) seien Ay, A1 C X abgeschlossen und disjunkt, dann gibt es eine stetige Funktion f: X — I
mit Ag = f~H{0} und Ay = f~1{1}.

BEWEIS. Zu (1). Zu zeigen ist die Offenheit von X \ {z} fiir ein beliebiges z € X. Sei dazu = #
y € X, dann folgt

Biy)(y) € X\ {z} .

Also ist X \ {z} offen nach 1.4.

(3) = (2). Wihle f wie in (3). Da f stetig ist, sind die Mengen Uy = f~1([0,3)) und Uy =
f_l((%7 1]) disjunkt und offeP in X, da [0, %) und (%, 1] disjunkt und offen in I sind.

Punkt (3) lassen wir als Ubung 1.122. O

1.26. DEFINITION. Ein topologischer Raum (X, O) hat die Trennungseigenschaft oder erfiillt
das Trennungsaxiom

(TO) wenn es zu je zwei Punkten = # y in X eine offene Menge U € O gibt mit z € U, y ¢ U
oder x ¢ U,y € U,

(T1) wenn alle einpunktigen Mengen {z} fiir x € X abgeschlossen sind,

(T2) oder ist ein Hausdorff-Raum, wenn es zu je zwei Punkten z # y in X disjunkte offene
Mengen U, V € O mit x € U und y € V gibt,

(T3) wenn es zu jeder abgeschlossenen Teilmenge A C X und jedem Punkt x € X \ A disjunkte
offene Mengen U, V € O mit A C U und x € V gibt,

(T3a) wenn es zu jeder abgeschlossenen Teilmenge A C X und jedem Punkt x € X \ A eine

stetige Funktion f: (X,0) — I mit f(A) C {0} und f(z) =1 gibt,

(T4) wenn es zu je zwei disjunkten abgeschlossenen Teilmengen A, B C X disjunkte offene
Mengen U, V € O mit A C U und B C V gibt.

Ein topologischer Raum heifit regulir, wenn er die Eigenschaften (T1) und (T3) erfiillt, vollstindig
reguldr oder Tychonoff-Raum, wenn er die Eigenschaften (T1) und (T3a) erfiillt, und normal, wenn
er die Eigenschaften (T1) und (T4) erfiillt.

Die fiir uns zunéchst wichtigste Trennungseigenschaft ist ,hausdorffsch“. Bemerkung 1.27 und
Beispiel 1.28 sollen das verdeutlichen.

1.27. BEMERKUNG. Sei (X, Q) ein topologischer Raum.

(1) Wenn (X, O) hausdorffsch ist, dann hat jede Folge in X hochstens einen Grenzwert. Das
heifit, zu jeder Folge (z;); gibt es hochstens einen Punkt z € X, so dass fiir jede Umge-
bung U von z fast alle Folgenglieder z; in U liegen. Denn wire y € X \ {z} ein weiterer
Grenzwert, so konnte man x und y durch disjunkte offene Umgebungen U und V trennen,
und fast alle Folgenglieder miissten in U NV = () liegen.
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ABBILDUNG 1.2. Ein nicht Hausdorffscher Raum

(2) Wenn sich zwei Punkte z, y € X nicht durch disjunkte offene Umgebungen trennen lassen,
gilt f(z) = f(y) fiir jede stetige Funktion f: X — R. Denn wére f(z) # f(y), so konnte
man f(z) und f(y) in R durch disjunkte offene Intervalle I, J C R trennen. Aber dann
trennten f~1(I) und f~1(J) bereits z und y.

1.28. BEISPIEL. Betrachte den Raum X = (—1,0) U {04,0_} U (0,1) mit der folgenden Topo-
logie O. Eine Teilmenge U C X sei offen, wenn zu jedem Punkt z € U \ {04,0_} ein ¢, > 0
mit (x — ez, + ;) C U\ {04,0_} existiert, und falls 0_ € U oder 04 € U, ein gg > 0
mit (—ep,0) U (0,e0) C U existiert, siche Abbildung 1.2. Man iiberzeugt sich leicht, dass (X, Q) die
Trennungseigenschaften (T0) und (T1) erfiillt. Die Hausdorff-Eigenschaft (T2) ist jedoch verletzt,
da der Schnitt je zweier Umgebungen von 04 und O_ eine kleine Menge der Form (—¢,0) U (0,¢)
mit € > 0 enthélt. Als Beispiel fiir eine Folge mit zwei Grenzwerten betrachten wir

I =0 d lm =0
=0 wd i =0

Andererseits konvergiert die konstante Folge (04 ),cn nicht gegen 0_, und eine Folge, deren Glieder
abwechselnd 04 und 0_ sind, divergiert.

Ein wichtiges Hilfsmittel in der Topologie ist das Lemma von Urysohn, wonach jeder (T4)-Raum
,viele stetige Funktionen® trégt.

1.29. LEMMA (Urysohn). Sei (X, O) ein (T4)-Raum. Dann existiert zu je zwei abgeschlossenen,
disjunkten Teilmengen A, B C X eine stetige Funktion f: X — I mit fla =0 und f|p = 1.

Es gilt auch die Umkehrung: wenn zu je zwei abgeschlossenen, disjunkten Teilmengen A, B C X
eine stetige Funktion f: X — I mit f|4 = 0 und f|p = 1 existiert, dann ist X ein (T4)-Raum.
Dazu betrachten wir beispielsweise die offenen Mengen f~! ( [0, %)) und f~1 ((%, 1] )

1.30. BEISPIEL. Wir geben zwei einfache Beispiele.

(1) Die einpunktigen Mengen {0}, {1} C R sind abgeschlossen und disjunkt. Wir trennen sie
mit Hilfe der stetigen Funktion

z fallsxz €[0,1],
f(x) =140 falls z <0, und
1 fallsxz >1.

(2) Die Teilmengen [1,/2] N Q und [v2,2] N Q sind in Q abgeschlossen und disjunkt. Wir
trennen sie mit der stetigen Funktion

(z) = 0 fallsx<ﬂ,und
g )1 falls = > /2.

All das geht nur, weil V2 ¢ Q.
BEWEIS. Siehe [Que, Abschnitt 7.A]. Sei
D:{aQ_k’a,keN,OgaSQk}
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die Menge der dyadischen Zahlen im Einheitsintervall /. Wir wollen induktiv zu allen d € D eine
offene Menge U, konstruieren, so dass A C Uy C Uy C X\ B fiiralled,d € Dmitd < d'. Fiirt € I
definieren wir dann offene Mengen

Ut = U Ud )

deDN[0,1]
und wiederum gilt U, C Uy fiir alle t, t' € I mit t < ¢, da zwischen ¢ und t' noch beliebig viele

dyadische Zahlen liegen.
Mit U; = 0 fiir t < 0 und U; = X fiir ¢t > 1 definieren wir

flz)=inf{teR|zecU}el01].
Aus A C Uy Cc Uy C X\ B folgt sofort f|4 =0 und f|p = 1. Um Stetigkeit zu zeigen, betrachten
wir fiir t € I und 2 € X mit f(x) = ¢ sowie ¢ > 0 das Intervall (t —e,t+e)NI. Sei 0 < § < ¢, dann
folgt
2 €Ups\Ups C flt—et+e),
also ist f stetig.
Nun zur Konstruktion der Familie (Ug)4ep- Zu (T4) dquivalent ist die folgende Aussage: sei A C
Y C X, A abgeschlossen und Y offen, dann existiert eine offene Menge U, sodass AC U c U C Y.
Wir wihlen also zunichst Uy € O mit A C Uy C Uy C X \ B, und U; = X \ B € O. Seien jetzt
alle Uy mit Nenner 2¥ bestimmt, dann wéhlen wir Ui2a41)2-+-1 induktiv so, dass

Uas—k C U(2a+1) 2—k—1 C U(2a+l) 2—k-1 C U(a+1)2—k . D

1.31. BEMERKUNG. Urysohn’s Lemma 1.29 ist nicht ganz so stark wie Satz 1.25 (3), denn dort
galt sogar f~1(0) = A und f~1(1) = B. Wenn nimlich f~1(0) = A gilt, dann kénnen wir die
abgeschlossene Menge A als Durchschnitt abzéhlbar vieler offener Mengen schreiben, etwa

~ 1
A= o, —).
Ar[e)
n=1
Und das muss in allgemeinen (T4)-Réumen nicht gelten.

1.32. SATz (Tietze). Es sei X ein (T4)-Raum, A C X abgeschlossen und g: A — R stetig.
Dann existiert eine stetige Funktion f: X — R mit fla = g.

Der Beweis basiert auf dem Lemma 1.29 von Urysohn. Man erhilt das Lemma von Urysohn
zuriick, indem man auf der abgeschlossenen Teilmenge A U B C X die Funktion g mit g|4 =
0 und g|p = 1 betrachtet. Insbesondere gilt auch hier die Umkehrung: wenn man jede stetige
Funktion auf einer abgschlossenen Teilmenge auf den ganzen Raum fortsetzen kann, dann erfiillt
der Raum (T4). Wir greifen hier vor auf die Unterraumtopologie aus Abschnitt 1.f.

BEWEIS. Siehe [Que, Abschnitt 7.B]. Wir setzen zunéchst Funktionen g: A — [—1, 1] stetig
auf X fort. Anschliefend betrachten wir Funktionen g: A — R.

Sei also g: A — [—1, 1] gegeben. Wir konstruieren induktiv eine Folge von Funktionen (fy,)nen,
so dass fiir alle n € N gilt

|fu(z)] <1-— (;)” fir alle x € X, (a)
(@) — g(a)| < (g)n fitr alle @ ¢ A, (b)
und |fe(x) — fo(x)| < <§>” fiir alle k, £ > n und alle x € X. (c)
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Die Funktion fo = 0 erfiillt bereits (a) und (b).
Gegeben f,, betrachte die nach Definition 1.49 abgeschlossenen Teilmengen

Bn:{xeA‘fn(l’)_g(x)S_; @)n}

und C’n—{xeA‘fn(x)—g(m)Z;(§>n}

von X. Nach Urysohns Lemma 1.29 existiert eine stetige Funktion h,: X — [—% (%)n, % (%)n]
mit hy|p, = %(%)n und hy,lo, = —% (%)n Dann hat die Funktion f,+1 = fn + h, wieder die
Eigenschaften (a) und (b).

AuBerdem gilt (c), denn

Foen(2) = fal@)] < 2 ()] < (;) kz; (;) < (g) .

j=0
Im Grenzwert erhalten wir eine Funktion

f=1lm f,: X > R.
n—oo

Wegen (c) ist die Konvergenz gleichméBig, also ist die Grenzfunktion stetig nach Analysis I. Aus (b)
folgt f|a = g, und wegen (a) hat f Werte in [—1,1].

Sei jetzt g: A — (—1,1) gegeben, dann liefert die obige Konstruktion zunchst eine stetige
Fortsetzung f: X — [~1,1]. Da aber B = f~!({—1,1}) abgeschlossen und zu A disjunkt ist,
erhalten wir mit dem Lemma von Urysohn eine Funktion w: X — [0, 1] mit u|4 =1 und u|p =0,
und die Funktion uf ist eine Fortsetzung von g mit Werten in (—1,1). Da (—1,1) homomorph
zu R ist, folgt der obige Satz. g

1.33. BEMERKUNG. Aus Satz 1.25 und den obigen Definitionen ergeben sich die folgenden
Implikationen.

vollsténdig Hausdorff
metrisierbar => normal = regulidr / = regulir — = (T1) =(T0)
(T2)
Tychonoff
(T4) (T3a) = (T3)

Aus metrisierbar folgt normal wegen Satz 1.25. Die drei vertikalen Pfeile beruhen direkt auf den
Definitionen. Aus (T3a) folgt (T3) wie (2) aus (3) in Satz 1.25, genauso folgt regulér aus vollstandig
reguldr. Um aus reguldr hausdorffsch zu folgern, ersetzen wir die abgeschlossene Menge in (T3)
durch einen Punkt, der nach (T1) abgeschlossen ist. Aus normal folgt vollstindig regulér mit (T1)
und Urysohns Lemma 1.29. Aus hausdorffsch folgt (T1) wie im Beweis von 1.25 (1), und (T1)-
Réume sind offensichtlich (T0).

In den Ubungen 1.123-1.125 wird deutlich, dass (T3), (T3a) und (T4) ohne (T1) wenig aussagen.

1.34. BEMERKUNG. Wir haben gesehen, wie hilfreich Trennungsaxiome beispielsweise dann sind,
wenn es darum geht, stetige Funktionen nach R mit der Standardtopologie zu konstruieren. Es gibt
aber auch Bereiche der Mathematik, in denen das nicht im Vordergrund steht. Dann ben&tigt man
auch keine Trennungsaxiome, beispielsweise sind algebraische Varietéten mit der Zariski-Topologie
in den meisten Fillen nicht Hausdorffsch. Wir lernen spéter eine andere Charakterisierung der
Hausdorff-Eigenschaft kennen, die sich leichter auf andere Kategorien von R&umen iibertragen
lasst.
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1.d. Basen und Abzihlbarkeitseigenschaften

Um eine Topologie O zu definieren, ist es hiufig unbequem, alle offenen Mengen anzugeben.
Stattdessen sucht man mdoglichst kleine Teilmengen U von O, so dass O selbst die grobste Topologie
ist, fiir die alle Mengen in U offen sind. So wird man auf die Begriffe ,Basis* und , Subbassis*
gefithrt. Fiir spitere Uberlegungen ist es oft hilfreich zu wissen, dass manche topologischen Riume
eine ,kleine* — sprich abzéhlbare — Basis besitzen.

1.35.

DEFINITION. Sei (X, ) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge B C O heifit Basis

von O, wenn

I Menge, U; € B fiir alle i € I} .

O:{UU’UCB}:{gUi

Eine Teilmenge & C O heifit Subbasis von O, wenn die Menge

{Un---NU, |keN, Uy, ..., Uy €8}

eine Basis von O bildet.

Mit anderen Worten: B ist eine Basis, wenn sich jede offene Menge als (beliebige) Vereinigung
von Elementen aus B schreiben lisst. S ist eine Subbasis, wenn sich jede offene Menge als (beliebige)
Vereinigung von Durchschnitten je endlich vieler Elemente aus S schreiben lésst. Insbesondere ist
jede Basis auch eine Subbasis.

1.36. BEISPIEL. Es folgen Basen und Subbasen fiir einige uns wohlbekannte Topologien.

(1)

(2)

Sei X eine Menge. Die einpunktigen Teilmengen von X bilden eine Basis der diskreten
Topologie Os auf X. Und da alle einpunktigen Mengen offen sind, muss jede Basis von Os
alle einpunktigen Mengen enthalten. Die Menge { X'} bildet eine Basis der Klumpentopolo-
gie O, und die leere Menge bildet eine Subbasis, denn () = X € PX nach Konvention.
Sei (X, d) ein metrischer Raum, dann bildet die Menge B aller metrischen Bélle mit Radi-
us 1/k fir kK € N\ {0} eine Basis der metrischen Topologie O4. Sei ndmlich U € Q4. Nach
Definition 1.4 existiert zu jedem z € U ein Radius 0 < ¢, so dass B¢, (z) C U, und zu ¢,
existiert nach dem Axiom des Archimedes eine Zahl k, € N\ {0}, so dass 0 < 1/k; < &,.
Also gilt

U= |]J B, (x) wmd {Byy(x)|zcU}CB.

zeU

Dariiberhinaus ist eine Teilmenge V' C X genau dann eine Umgebung von z € X, wenn
sie einen der abzihlbar vielen offene Bélle By /i, (x) mit & € N\ {0} enthilt.
Sei X = R™ mit der Standard-Topologie versehen. Dann bildet die Menge aller metrischen
Bille mit rationalem Radius um Mittelpunkte mit rationalen Koordinaten bereits eine
Basis der metrischen Topologie. Diese Basis ist abzihlbar, wihrend O selbst {iberabzéhlbar
ist.

Die letzten beiden Beispiele sollen als Motivation fiir die folgende Definition dienen.

1.37. DEFINITION. Sei (X, ) ein topologischer Raum. Dann hat (X, Q) die Abzihlbarkeits-
eigenschaft oder erfiillt das Abzdhlbarkeitsaziom

(A1)

(A2)

wenn jeder Punkt x € X eine abzéhlbare Menge U, C PX von Umgebungen besitzt, so
dass V C X genau dann eine Umgebung von x ist, wenn es ein U € U, mit U C V gibt,
und

wenn O eine abzéhlbare Basis besitzt.
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Eine Teilmenge U, C O wie in (Al) heiBit auch Umgebungsbasis. Aus (A2) folgt (Al), denn
sei B eine abzéhlbare Basis von X und x € X, dann ist

U, ={UeB|zecU}

eine abzdhlbare Umgebungsbasis von x. Das zweite Abz&hlbarkeitsaxiom ldsst sich benutzen, um
topologische Argumente induktiv iiber ,kleine“ Mengen zu fithren. Das erste Abzihlbarkeitsaxiom
wird h&dufig benotigt, um topologische Begriffe iiber Folgen zu erkléren, so wie im folgenden Satz.

1.38. SATZ. Sei (X, 0) ein topologischer Raum mit der Abzihlbarkeitseigenschaft (A1). Dann
ist eine Menge A C X genau dann abgeschlossen, wenn sie folgenabgeschlossen ist, das heifst, wenn
jede Folge (a;)ien in A, die in X konvergiert, ihre Grenzwerte in A annimmt.

Beachte, dass der Grenzwert einer Folge nicht eindeutig sein muss, wenn der Raum nicht Haus-
dorff (T2) ist. Wenn X das Axiom (A1) nicht erfiillt, ist der obige Satz falsch. Wir geben unten
eine andere, dhnliche Charakterisierung abgeschlossener Mengen an.

BEWEIS. Sei A abgeschlossen, und sei (a;);eny € X eine Folge mit Grenzwert x € X \ A. Wir
wollen zeigen, dass dann nicht alle a; in A liegen kénnen. Da X \ A eine offene Umgebung von a
ist, existiert ein ig > 0, so dass a; ¢ A fiir alle i > 1.

Sei umgekehrt A nicht abgeschlossen, das heifit, es gibt einen Punkt = ¢ A, so dass jede Um-
gebung V von x die Menge A schneidet. Da (A1) gilt, kénnen wir eine abzihlbare Umgebungsba-
sis (V;)ien von x wéhlen. Da endliche Durchschnitte offener Mengen offen sind, sind endliche Durch-
schnitte von Umgebungen von z wiederum Umgebungen von x, und wir setzen U; = Vi N---NV,.
Dann ist (U;);en eine Umgebungsbasis mit der Eigenschaft, dass U; C Uj fiir alle j > 4. Sei (a;)ien
eine Folge mit a; € ANU;. Eine Teilmenge V' C X ist Umgebung von x genau dann, wenn es ein i
gibt mit U; C V fiir alle ¢ > ig. Es folgt a; € V fiir alle i > 7g. Daraus folgt, dass x ein Grenzwert
unserer Folge a; ist. O

1.39. BEMERKUNG. Fiir allgemeine metrisierbare Raume gilt nur (A1), siehe Beispiel 1.36 (2). Es
gilt aber der Metrisationssatz von Urysohn: Wenn (X, O) die zweite Abzihlbarkeitseigenschaft (A2)
hat, dann ist (X, Q) genau dann metrisierbar, wenn (X, O) regulér ist, also (T1) und (T3) erfiillt.
Man beachte, dass (X, O) nach Satz 1.25 dann sogar normal ist.

Die allgemeinen Metrisationssitze von Bing, Nagata und Smirnov geben ein genaues topo-
logisches Aquivalent zur Metrisierbarkeit, sind aber leider nicht ganz so einfach zu formulieren,
siche [Que, Abschnitt 10.B].

Wir kénnen eine Subbasis oder Basis aber auch dazu verwenden, eine Topologie zu definieren.

1.40. SATZ. Sei X eine Menge, und seien B, S C PX beliebig.

(1) Wenn fiir je endlich viele By, ..., By € B mit k > 0 eine Untermenge U C B existiert, so
dass ByN---N B, =JU, dann existiert eine eindeutige Topologie Op auf X mit Basis B.
Wir nennen Og die durch die Basis B definierte Topologie.

(2) Es existiert eine eindeutige Topologie Os auf X mit Subbasis S. Sei Ox eine beliebige
Topologie auf X mitS C Ox, dann gilt Os C Ox. Wir nennen Og die durch die Subbasis S
definierte Topologie.

Insbesondere ist Og die kleinste oder grdbste Topologie auf X, beziiglich der alle Mengen der
Subbasis S offen sind. In Ubung 1.128 sehen wir, dass man Konvergenz von Folgen in X und
Stetigkeit von Abbildungen nach X allein anhand der Elemente einer Subbasis {iberpriifen kann.

BEWEIS. Zu (1). Die Menge O = {JU | U C B} enthilt § = [J0 und erfiillt Axiom (3)
in Definition 1.9. Nach Voraussetzung gilt X = (0 C O, somit ist auch Axiom (1) erfiillt. Um
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Axiom (2) zu zeigen, seien Uy, ..., Uy C B, dann folgt

Uuw)n-n(Uu)= U winnti.

U els, ..., Us€Uy

Nach Voraussetzung gilt U; N --- N Uy € O fiir alle Terme auf der rechten Seite, und da Axiom (3)
gilt, auch fiir deren Vereinigung. Also ist O eine Topologie.

Man sieht leicht, dass jede Topologie O, die B enthilt, alle offenen Mengen aus O enthalten
muss, also folgt O C O'. Wire umgekehrt U € O\ O, dann lieBe U sich nicht als Vereinigung von
Elementen aus O schreiben, B wire dann also keine Basis von . Also ist O = O die einzige
Topologie mit Basis B.

Zu (2) setze

B={Uin---NU, | k>0,Uy,..., U, €S},

dann erfiillt B die Voraussetzung von (1) und definiert eine Topologie Op mit Subbasis S. Wie
unter (1) ldsst sich zeigen, dass das die einzige Topologie auf X mit Subbasis S ist; in der Tat
enthilt jede Topologie Ox mit & C Ox bereits Og. O

1l.e. Filter und Konvergenz

Wir kommen auf das Problem zuriick, dass Satz 1.38 nur fiir Raume gilt, die das erste Abzéhl-
barkeitsaxiom erfiillen. Als Alternative zum Versuch, eine Topologie mittels konvergenter Folgen zu
beschreiben, betrachten wir jetzt die Konvergenz von Filtern. Wir benutzen diesen Begriff spéter
auch, um den Satz von Tychonoff zu beweisen.

Um zu verstehen, warum sich eine Topologie nicht immer nur mit Hilfe von Folgen beschreiben
lasst, konstruieren wir zunéichst einen Raum, der das erste Abzdhlbarkeitsaxiom verletzt. Dazu
betrachten wir die Ordnungstopologie auf einer wohlgeordneten Menge, die eine iiberabzéhlbare
Ordinalzahl enthélt.

1.41. BEMERKUNG. Es sei X eine Menge mit einer Ordnung <, das heif}t, es gilt

(1) Totalitdt und Antisymmetrie. Fiir x, y € X gilt genau eine der drei Aussagen z <y, y <
oder z = y.
(2) Transitivitit. Fiir x, y, z € X implizieren x < y und y < z, dass x < z.

Dann definieren wir die Ordnungstopologie ,,O~*“ als die Topologie mit der Subbasis
Se={(-00,2) |zeX}U{(z,00) |zE€X},
wobel (—oo,x)z{yEX’y<x} und (:U,oo)z{yGX’m<y}.
Dabei sind ,,£00“ hier zwei Symbole, keine Elemente von X . Endliche Durchschnitte solcher Mengen
liegen entweder wieder in S oder sind von der Form
(:c,y):{zeX|a:-<zundz-<y}.

Als Beispiel erhalten wir auf R mit der iiblichen Anordnung ,,<* genau die Standardtopologie.
Trotz der dhnlichen Bezeichnung ist das hier jedoch nicht die Topologie aus Ubung 1.124.
Wir machen jetzt noch folgende Zusatzannahmen.
(3) Wohlordnung. Jede nichtleere Teilmenge von X enthélt ein kleinstes Element.
(4) Kleinste tiberabzihlbare Ordinalzahl. Es gibt ein Element w; € X, so dass (—oo,w;)
iiberabzéhlbar ist, aber fiir alle z < w; die Teilmenge (—o0, z) abzdhlbar ist.

In (R, <) sind diese beiden Annahmen offensichtlich nicht erfiillt. In (N, <) gilt immerhin (3). In
einer Vorlesung iiber Mengenlehre lernt man mehr iiber wohlgeordnete Mengen und Ordinalzahlen.
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Der Abschluss der Menge U = (—oo,w1) enthilt das Element w;. Denn sei w; Element einer
Basismenge B der Form (z,y) mit z € X U {—oc0} und y € X U {oo}, dann ist wegen (4) die
Teilmenge (z,w;) = BN U iiberabzihlbar, also insbesondere nicht leer.

Sei andererseits (xy,)nen eine Folge in U, die gegen einen Grenzwert x € X konvergiert. We-
gen (3) gib es ein kleinstes Element ' € X \ ((—oo,z) U {z}), somit liegen fast alle Glieder der
Folge in der Umgebung (—o0, 2’) von z, ohne Einschrinkung gelte also z, < 2’ fiir alle n € N, das
heifit z,, < x oder x, = x. Sei andererseits y < x, dann folgt y < z,, fiir fast alle n € N. Es gilt

somit
o

U (—o0,zp) = (—o0,z) .

n=0
Als Vereinigung einer abzdhlbaren Familie abzidhlbarer Mengen ist (—oo, ) selbst abzéhlbar, al-
so © < wy wegen (4). Die Menge U C X ist somit folgenabgeschlossen, aber nicht abgeschlossen.

Um im obigen Beispiel mit so etwas wie Folgen argumentieren zu kénnen, kénnten wir anstelle
von Folgen also Familien mit beliebige grofien , gerichteten“ Indexmengen betrachten. Das fiihrt
auf den Begriff eines ,Netzes“, den wir hier aber nicht einfithren wollen. Alternativ kann man auch
Systeme aus immer kleineren Teilmengen eines Raumes X betrachten. Dahinter steht eine &hnliche
Idee wie bei der Intervallschachtelung in der Analysis. Anschaulich wére hierfiir wohl der Begriff
,, Trichter”, es hat sich aber ein anderer Name durchgesetzt.

1.42. DEFINITION. Es sei X eine Menge. Ein Filter F auf X ist eine Teilmenge F C PX mit
folgenden Eigenschaften:

0 ¢ Fund X € F,
Ae Fund Be F == ANBeF,
AecFundACBCX = BeF.

Ein Filter heiit frei, wenn (F = [4cr A = 0. Seien F, G Filter auf X mit 7 C G, dann heif
feiner als F.

1)
2)
3)
g

&+ — -~ —

1.43. BEISPIEL. Es folgen einige nicht ganz unwichtige Beispiele.
(1) Sei A C X nicht leer, dann ist
Fa={BCX|ACB}
ein Filter auf X. Er ist nie frei.
(2) Sei X ein topologischer Raum und z € X. Dann bilden die Umgebungen von z einen

Filter U, den Umgebungsfilter von x. Er ist ebenfalls nie frei.
(3) Es sei X eine unendliche Menge. Betrachte

F={ACX|X)\Aistendlich } .

Dann ist F der sogenannte koendliche Filter auf X. Er ist immer frei, und moglicherweise
das einfachste Beispiel eines freien Filters.
(4) Jede Folge (zy,)nen in X induziert einen Filter

Flan)n = {ACX ‘ es gibt ng € N, so dass z,, € A fiir allenZno} .
Teilfolgen induzieren feinere Filter.

Wir wollen Grenz- und Héufungspunkte von Filtern so definieren, dass der Filter F(, ), aus
Beispiel 1.43 (4) genau dann einen Grenz- oder H#ufungspunkt hat, wenn das entsprechende
fiir (zp)nen gilt. Dabei heifit ein Punkt = € X Hdufungspunkt einer Folge (z;);en, wenn fiir al-
le n € N in jeder Umgebung von x ein x; liegt mit ¢ > n. Insbesondere sind Grenzwerte von
Teilfolgen immer Haufungspunkte.
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1.44. DEFINITION. Es sei X ein topologischer Raum und F ein Filter auf X.

(1) Dann heifit € X ein Grenzwert von F, wenn F den Umgebungsfilter U, von z enthélt.
Man sagt auch, dass F gegen x konvergiert, kurz F — .

(2) Ein Punkt z € X heilt Hiufungspunkt von F, wenn U N F # () fiir alle U € U, und
alle F' € F gilt.

In Ubung 1.130 sehen wir, dass sich diese Definition fiir Filter, die von Folgen wie in Bei-
spiel 1.43 (4) induziert werden, genau wie erwartet verhélt. Wenn X das erste Abzéhlbarkeitsaxiom
erfiillt, ist ein Punkt z € X genau dann Héufungspunkt einer Folge (x,)nen, wenn eine Teilfolge
gegen x konvergiert. Bei Filtern gilt das analoge Resultat immer.

1.45. SATZ. FEin Punkt x in einem topologischen Raum X ist genau dann Hdufungspunkt eines
Filters F auf X, wenn es einen feineren Filter G D F gibt, der gegen x konvergiert.

BEWEIS. ,,=—“: Es sei x € X ein Haufungspunkt von /. Dann enthélt der feinere Filter
g:{GCX‘esgibtUEL{wundFe}"mitUﬂFCG}

den gesamten Umgebungsfilter U, konvergiert also gegen x.
,<=": Essei G D F ein feinerer Filter, der gegen = konvergiert. Fiir U € U, und F € F folgt U,
F € G, also auch UNF € G, und somit U N F # (). ]

Als néchstes wollen wir Abbildungen F': X — Y auf Filter anwenden. Im Falle einer Folge
in X reicht es, F' auf jedes Folgenglied einzeln anzuwenden, um eine Folge in Y zu erhalten. Im
Falle von Filtern iiberlegen wir uns, dass F' durch das zweifache Bilden von Urbildern die folgenden
Abbildungen induziert:

FL.PYy - PX und (FH)7':PPX - PPY.
Das fiithrt auf die folgende Definition.

1.46. DEFINITION. Essei F': X — Y eine Abbildung von Mengen und F ein Filter auf X. Dann
definieren wir den Bildfilter F'F auf Y durch

FF={VcY|F'(V)eF}.

1.47. BEMERKUNG. In den Ubungen iiberpriifen wir die folgenden Aussagen.
(1) Essei F': X — Y eine Abbildung von Mengen und F ein Filter auf F. Dann gilt

FF={V CY |esgibt U€eFmit F(U)CV}CPY.

(2) Wir betrachten eine Folge (xy,)nen als Abbildung ze: N — X. Dann ist der von (2y)nen
induzierte Filter F(,,), aus Beispiel 1.43 (4) gerade das Bild des koendlichen Filters auf N
aus Beispiel 1.43 (3) unter der Abbildung z,.

(3) Die Bildfolge (F(zn))nen in Y induziert genau den Bildfilter F.F(,, ), auf Y.

Die letzte Bemerkung kénnte uns verleiten, anstelle von ,,Folgenstetigkeit“ den Begriff , Filter-
stetigkeit“ einzufiithren. Der folgende Satz zeigt, dass wir diesen Begriff bereits kennen.

1.48. SATZ. Es sei F: (X,0x) — (Y,0Oy) eine Abbildung zwischen topologischen Rdumen
und x € X. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.
(1) Die Abbildung F ist am Punkt x stetig.
(2) Fir jeden F Filter auf X mit F — x gilt FF — F(x).
(3) Das Bild des Umgebungsfilters Uy konvergiert gegen F(x).
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Selbstverstiandlich bleiben die Aussagen &quivalent, wenn wir vor jede noch ,Fiir alle z € X“
dazuschreiben. Wir sehen also, dass Filterstetigkeit (im Gegensatz zur Folgenstetigkeit) dquivalent
zu Stetigkeit ist. Aulerdem sehen wir, dass der Umgebungsfilter U, ausreicht, um Stetigkeit bei x
zu testen. Wenn wir Folgenstetigkeit bei x priifen wollen, reicht eine einzelne Folge dazu in der
Regel nicht aus.

BEWEIS. (1) = (2)“: Es sei F stetig bei  und F ein Filter auf X, der gegen = konvergiert.
Nach Definition 1.44 (1) ist Up,) C F'F zu zeigen. Sei also V' € Up(,), das heifit, V € Y ist eine
Umgebung von F(z). Da F stetig bei x ist, ist F~1(V) Umgebung von z, also F~1(V) € U, C F,
da F gegen x konvergiert. Nach Definition 1.46 folgt V € FF, was zu zeigen war.

Die Richtung ,,(2) = (3)“ gilt, da U, nach Definition 1.44 (1) gegen z konvergiert.

Zu ,(3) = (1)“ sei V C Y eine Umgebung von F(x). Zu zeigen ist, dass F~(V) Umgebung
von x ist. Nach Annahme gilt V € FU,, also F~1(V) € U, nach Definition 1.46. Aber dann
ist F~1(V) eine Umgebung von z, was zu zeigen war. O

Tatséchlich bestanden alle Beweise in diesem Abschnitt allein daraus, Definitionen korrekt
aufzuschliisseln. So gesehen sind Filter zunéchst einmal nur eine (zugegeben nicht offensichtliche)
Verallgemeinerung von Folgen, mit denen sich viele grundlegende Konzepte der Topologie dquivalent
umformulieren lassen. Die wirkliche Stérke dieses Kozeptes lernen wir erst in Abschnitt 1.h kennen,
wenn wir den Satz von Tychonoff beweisen.

1.f. Unterrdume und Produkte

In diesem Abschnitt betrachten wir zum einen die Unterraum- oder Relativtopologie, die aus
Analysis II moglicherweise schon bekannt ist. Zum anderen betrachten wir beliebige (also auch
unendliche) Produkte topologischer Rédume. Die Definition der Topologie auf dem Produktraum ist
dabei vielleicht etwas unerwartet — es gibt andere Definitionen, die auf den ersten Blick genauso
gut aussehen. Wir begriinden die Definition unten zum einen damit, dass die Produkttopologie
einige sehr schone Eigenschaften hat. Zum anderen ist sie eine Verallgemeinerung der ,, Topologie
der punktweisen Konvergenz“. Und schliellich ist es genau diese Topologie, mit der wir spéter den
Satz von Tychonoff formulieren und beweisen kénnen.

AuBerdem lernen wir in diesem Abschnitt ,,universelle“ und ,,charakteristische“ Eigenschaften
kennen. Eine charakteristische Eigenschaft beschreibt eine bestimmte Topologie auf einer gegebenen
Menge eindeutig, und zwar nur dadurch, dass wir angeben, welche Abbildungen von Mengen stetig
sein sollen. Eine universelle Eigenschaft beschreibt vollig analog ein Objekt in einer beliebigen
Kategorie (hier Top, siche Beispiel 1.20 (4)), und zwar bis auf eindeutige Isomorphismen.

1.49. DEFINITION. Sei (X, Ox) ein topologischer Raum, und sei Y C X. Die Unterraumtopologie
(auch Relativ- oder Spurtopologie) Oy ist definiert durch

Oy ={YNU|U€eOx}.
Man iiberlegt sich, dass Oy eine Topologie ist, denn
h=YNheOy, Y=YNXeOy,

YNU)N---NYNU)=YNUN---NU;) €Oy  und Uonuy=yn{Ju
veu
fir alle Uy, ..., U, € Ox und U C Ox.
1.50. SAaTZ. Sei (X, Ox) ein topologischer Raum und sei Y C X wversehen mit der Unterraum-
topologie Oy . Dann gilt:
(1) Oy ist die gribste Topologie auf' Y, fiir die die Inklusion v:Y < X stetig ist.
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(2) Oy ist die einzige Topologie, fiir die eine Abbildung F' von einem beliebigen topologischen
Raum (Z,0z) nach Y genau dann stetig ist, wenn die Abbildung to F': Z — X stetig ist.

BEWEIS. Da = }(U) =UNY gilt, folgt (1) bereits aus der Definition von Oy-.
Zu (2) sei zunéchst (Z,0yz) ein beliebiger topologischer Raum, und sei F': Z — Y eine Abbil-
dung. Fiir eine offene Menge V =UNY € Oy gilt

FV) = F (7N (0) = (o F)'(U).

also ist F' genau dann stetig beziiglich Oy, wenn ¢ o F' stetig ist beziiglich Ox.

Um zu zeigen, dass Oy die einzige Topologie mit dieser Eigenschaft ist, wéhlen wir eine beliebige
Topologie O auf Y, die die in (2) geforderte Eigenschaft besitzt. Da id: (Y, O0) — (Y, O) stetig ist,
ist dann auch ¢ = roid: (Y,0) — (X, Ox) stetig. Aber da Oy diese Eigenschaft auch hat, ist somit
auch idy : (Y, 0) — (Y, Oy) stetig. Die folgenden Diagramme erkliren die beiden Beweisschritte.

(v.0) (Y,0) =" (¥,0y)
idyl \L\\\) \ L
(Y,0) (X, 0x) (X,0x)

Mit vertauschten Rollen folgt analog die Stetigkeit von idy: (Y,Oy) — (Y, 0), und O ist sowohl
grober als auch feiner als Oy nach Bemerkung 1.23. Also stimmen O und Oy iiberein. g

Aus dem Beweis ergibt sich, dass die charakteristische Eigenschaft (2) ausreicht, um die Unter-
raumtopologie eindeutig festzulegen. Thre Existenz mussten wir aber ,,von Hand“ zeigen.

Wir kénnen jetzt die fehlenden Details im Satz 1.32 von Tietze nachtragen. Die Aussage ,,g: A —
R ist stetig* bezieht sich auf die Unterraumtopologie auf A C X. Und im Beweis betrachten wir ab-
geschlossene Teilmengen B,,, C,, C A von A. Das heif3t, es gibt eine abgeschlossene Teilmengen F,,,
F,C Xmit B,=ANE, und C,, = AN F,. Da A in X abgeschlossen ist, sind folglich B,, und C,
auch in X abgeschlossen, und wir diirfen das Lemma von Urysohn auf X anwenden.

1.51. DEFINITION. Seien (X,Ox) und (Y, Oy) topologische Rdume. Eine Finbettung von X
nach Y ist eine injektive Abbildung F': X < Y, so dass die induzierte Abbildung von (X,Ox)
nach F(X) C Y mit der Unterraumtopologie ein Homéomorphismus ist.

Wir betrachten jetzt die Produkttopologie. Dazu bezeichnen wir mit
HXi = { (@i)ier | wi € X; }
i

das kartesische Produkt einer Familie (X;);c; von Mengen iiber einer beliebigen Indexmenge I, und
mit 7;: X — X die Projektion auf die j-te Komponente, so dass m;((x;)icr) = ;.

1.52. DEFINITION. Sei (Xj, O;)ier eine Familie topologischer Réume. Das topologische Produkt

der X; ist definiert als
H XZaO (HX’UOH) )

wobei On erzeugt wird von der Subbasis
Sm:{wfl(Ui)’ielundUZ-EOi}.
Da wir Op mit Hilfe einer Subbasis erkliart haben, wissen wir aus Satz 1.40, dass On eine
Topologie ist. Ein endlicher Durchschnitt von Mengen aus S hat die Gestalt
[[vi=(="U) mitU €0, firalle i € I und U; = X;; fiir fast alle i € I .
el el
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Mit anderen Worten: eine Teilmenge U C [, X; ist genau dann offen, wenn jeder Punkt z eine
Umgebung der obigen Form hat.

1.53. SATZ. Sei (X;, O;)icr eine Familie topologischer Rdume.

(1) Die Topologie O ist die grobste Topologie auf [ [; X;, fiir die alle Abbildungen m;: [, X; —
X; stetig sind.

(2) Die Topologie O ist die einzige Topologie O auf dem kartesischen Produkt []; X;, so dass
eine Abbildung G von einem beliebigen topologischen Raum (Z,Oz) in das Produkt ][, X;
genau dann stetig ist, wenn die Abbildungen m; o G fiir alle i € I stetig sind.

(3) Der Raum (][, Xi,On) zusammen mit den Abbildungen (m;: [[; Xi — Xi)ier ist ein
Produkt in der Kategorie Top, das heifit, zu jedem topologischen Raum (Z,0z) und
jeder Familie stetiger Abbildungen (Gi: Z — X;)ier existiert genau eine stetige Abbil-
dung G: Z =Y, so dass G; = m; 0o G fiir alle i € I.

1.54. BEMERKUNG. Die charakterisierende Eigenschaft (2) des Produkts wird durch das linke
Diagramm veranschaulicht. In der rechten unteren Ecke steht eigenlich fiir jedes i € I ein separater
Eintrag, mit separaten Abbildungen von den beiden anderen Objekten im Diagramm.

(Hz Xi’ O) <Ya OY)
Pt 2w (1.1)
(ZOZ) G (Xi, O;) (ZaOZ)T’(XhOi)

Im Gegensatz dazu zeigt das rechte Diagramm die universelle Eigenschaft (3). Ein Raum (Y, Oy)
mit stetigen Abbildungen 7;: Y — X; ist genau dann ein Produkt im Sinne von Satz 1.53 (3),
wenn fiir alle (Z, Oz) mit stetigen Abbildungen G;: Z — X; genau eine stetige Abbildung G wie
im rechten Diagramm existiert.

Ein typisches Beispiel dafiir ist R® = R x --- x R. Aus Analysis II wissen Sie, dass eine Ab-
bildung f in den R™ genau dann stetig (oder beispielsweise auch differenzierbar) ist, wenn die
Komponentenfunktionen fi, ..., f, alle stetig (bezichungsweise differenzierbar) sind.

Das Produkt ist durch (3) bis auf eindeutige Isomorphie eindeutig bestimmt. Wenn also ein
anderer Raum (Y, Oy) mit Abbildungen (n;: Y — X;); die Produkteigenschaft erfiillt, dann gibt
es genau einen Homéomorphismus G: Y — [[, X; mit n; = ; o G fiir alle i. Dazu betrachten wir
die folgenden vier Diagramme.

(IL; X:, 0) (Y, Oy)
| e J
e s ni
(I1; Xi, 0) (Y, Oy)
HoG .-~ _ GoH -~ .
-7 id l ' - id Jm
(H Xlao) (XMO) (Y7 OY) T (Xlaol)

Die ersten beiden Diagramme zeigen die Existenz eindeutiger Abbildungen G und H, die letzten
zwei Diagramme zeigen, dass H zu G invers ist, so dass G in der Tat ein Homdomorphismus ist.
Da dieser Homdomorphismus stets eindeutig ist, kann man mit seiner Hilfe je zwei verschiedene
Modelle fiir das Produkt miteinander identifizieren.
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Man beachte, dass (geeignet formulierte) universelle Eigenschaften wie in Satz 1.53 (3) zwar die
Eindeutigkeit der beschriebenen Objekte (bis auf eindeutige Isomorphismen) garantieren konnen,
aber nicht die Existenz. Analog kann man in vielen Kategorien (wie Set, Top oder Vecy) Produkte
definieren, muss deren Existenz aber jedesmal beweisen.

BEWEIS von Satz 1.53. Die Subbasis Sn enthilt genau die Urbilder der offenen Teilmengen
von X; unter den Abbildungen ;. Also sind alle 7; beziiglich einer Topologie O auf [[,.; X; genau
dann stetig, wenn On C O, und es folgt Behauptung (1).

Zu (2) sei G stetig. Dann sind auch die Abbildungen m; o G stetig nach (1).

Seien umgekehrt alle Abbildungen 7;0G stetig. Nach Ubung 1.128 folgt Stetigkeit von G bereits,
wenn G~H(U) € Oz nur fiir alle U € Sn gilt. Aber

G ! (TI'-_I(UZ‘)) = (ﬂ'i o G)flUi € 0y

7

wegen Stetigkeit der Abbildungen m; o G. Der Beweis der Eindeutigkeit ist analog zum Beweis des
Satzes 1.50 (2).

Behauptung (3) folgt aus der entsprechenden Eigenschaft des kartesischen Produkts von Mengen
und Behauptung (2). O

1.55. BEMERKUNG. Die universelle Eigenschaft sagt, wann eine Abbildung in ein Produkt stetig
ist. Sie sagt nichts iiber Abbildungen von einem Produkt in einen anderen Raum. Dazu erinnern
wir uns an ein Beispiel aus der Analysis II. Sei f: R> — R gegeben durch

Hany) = xg_ﬁ/ﬁ falls (x,y) # 0, und
’ 0 falls x =y = 0.

Dann sind zwar f(-,y): R — Rund f(z, -): R — R fiir alle y beziechungsweise = € R stetig, aber f
nimmt in jeder Umgebung von 0 alle Werte zwischen —1 und 1 an, kann also bei 0 nicht stetig sein.

1.56. BEMERKUNG. Eine andere natiirliche Topologie auf [[, X; ist die Boz-Topologie Op mit

Basis

Bo = { ITv:

el

Wenn die Indexmenge I unendlich ist und unendlich viele X; nicht die Klumpentopologie tragen,
ist Og echt feiner als On. Diese Topologie hat leider nicht so schéne Eigenschaften wie On, obwohl
sie auf den ersten Blick einfacher aussieht. In Ubung 1.140 fassen wir die Produkttopologie in dem
Spezialfall, dass X; = X fiir alle ¢ € I, als Topologie der punktweisen Konwvergenz von Folgen
in Abb(7, X)) auf. Wenn die Menge I unendlich ist, erhalten wir fiir die Boxtopologie einen sehr
viel restriktiveren Konvergenzbegriff.

UiEOifﬁralleiEI}.

Wir sagen, dass eine topologische Eigenschaft E (wie etwa eine Trennungs- oder Abzéhlbar-
keitseigenschaft) unter einer Konstruktion (wie etwa dem Produkt oder der Unterraumkonstruk-
tion) vererbt wird, wenn immer dann, wenn alle zugrundeliegenden Topologien die Eigenschaft E
haben, auch die neu konstruierte Topologie diese Eigenschaft hat.

1.57. SATZ. (1) Es werden (T0) — (T3), (T3a), (A1) und (A2) auf Unterriume vererbt.
(2) Es werden (T0) — (T3), (T3a) unter Produkten vererbt. Die Abzihlbarkeitseigenschaften
(A1) und (A2) werden vererbt, wenn die Indexmenge héchstens abzihlbar ist.

BEWEIS. Zu (1) betrachten wir nur (T3) und (T3a), die anderen Trennungsaxiome lassen sich
analog beweisen. Sei also A C Y abgeschlossen in der Unterraumtopologie auf Y C X. Dann lasst
sich Y\ A zu einer offenen Teilmenge von X fortsetzen, deren Komplement B in X abgeschlossen
ist mit A=Y NB.Seiy € Y\AC X\ B. Wir nehmen an, dass (T3) in X gilt und finden disjunkte
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offene Mengen U, V C X mity € U, B C V. Dann sind YNU und YNV in Y offen und disjunkt und

trennen y und A. Zu (T3a) betrachte A, B und y wie oben. Wenn es eine Funktion f: X — [0, 1]

mit B C f~1(0) und f(y) = 1 gibt, dann ist f|, stetig nach Satz 1.50 (2) und trennt y und A in Y.
Sei U, abzdhlbare Umgebungsbasis von x € Y C X in X, dann ist

{YNU|UeU,} CP(Y)

eine abzéhlbare Umgebungsbasis von z in Y. Genauso iibertrigt sich (A2) von X auf den Unter-
raum Y.

Zu (2) betrachten wir wieder nur (T3) und (T3a), die anderen Trennungsaxiome funktionieren
analog. Ein Raum (Y, O,) erfiillt (T3) genau dann, wenn es zu jeder Umgebung U von y € Y eine
abgeschlossene Umgebung A mit y € A C U gibt. Denn wenn (T3) gilt und U Umgebung von y
ist, dann ist auch das Innere U Umgebung von y. Wir trennen B =Y\ U von y durch disjunkte
offene Mengen V, W C X. Dann ist Y \ V abgeschlossene Umgebung, da y € W C Y \ V, und es
gilt Y\ V C U=Y \ B C U. Die Umkehrung gilt analog.

Sei also # = (2;)ier € [[;c; Xi und sei U Umgebung von z. Nach Definition 1.52 und der
Konstruktion im Beweis von Satz 1.40 (2) existieren U;, € O;,,...,U;, € O;, mit

zem (Uy)n---nm (Uy) CU (*)
Nach unserer obigen Uberlegung existieren abgeschlossene Umgebungen A;; C Ui von x5, und
71’1»_11(141']‘) n--- ﬂﬂ'i_kl(Aik) cU
ist eine abgeschlossene Umgebung von z in [[,.; X;. Also gilt (T3).
Zu (T3a) sei x € [[;c; X; wie oben und B C [[;; X; abgeschlossen. Setze U = [[,; Xi \ B.
Dann existieren U;,, ..., U;, wie in (*). Also gibt es Funktionen
fij: Xij — [07 1] mit fij |Xi].\Ui].: 0 und fij ('CUZJ) =1.
Dann sind die f;; o m;; nach Satz 1.53 (2) stetig, und
f= Inin(ﬁ1 O Tiyy .-y fig omk): HXi — 10, 1]
el
ist als Minimum endlich vieler stetiger Funktionen wieder stetig mit f(x) = 1 und
Bc X\ (z, (Uy)N-- 0w (Usy)) € f7H0)

Sei schlieillich I hochstens abzahlbar und B; eine abzahlbare Basis von ;. Dann erhalten wir
eine abzahlbare Subbasis
S=|J'B;

iel
von On, denn jedes Element 7, L(U) von S lisst sich als Vereinigung von Elementen aus S schrei-
ben. Dann ist aber auch die Basis

B = {Ulﬂ---ﬁUk | k € Ny und Ul,...,UkES}
von On abzéhlbar. Also wird (A2) und analog auch (A1) unter abzidhlbaren Produkten vererbt. [J

Normalitidt wird unter Produkten und Unterrdumen nicht vererbt, also auch nicht (T4). Die
Gegenbeispiele konnen keine metrischen Rdume sein, da sich Metriken auf Unterrdume und endliche,
ja sogar abzidhlbare Produkte iibertragen lassen (Ubungen 1.133, 1.135, 1.139), womit diese nach
Satz 1.25 wieder normal sind. Dann diirfen unsere Rdume auch (A2) nicht erfiillen, da sie sonst
nach Bemerkung 1.39 metrisierbar wiren. Wir besprechen diese Gegenbeispiele daher nicht hier,
sondern verweisen auf [Que], [SS] und Ubung 1.148 (5).
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1.g. Kompaktheit

Wir erinnern uns, dass abgeschlossene Intervalle I C R viele schéne Eigenschaften haben: stetige
Funktionen f: I — R besitzen auf I ein Maximum und ein Minimum, und jede Folge (z;); in I
hat mindestens einen Haufungspunkt. Der Grund dafiir ist der Satz von Heine-Borel, nach dem
abgeschlossene Intervalle kompakt sind.

Wir lernen drei mogliche Definitionen von Kompaktheitheit kennen. Eine offene Uberdeckung
eines topologischen Raumes (X, Q) ist eine Teilmenge & C O mit JU = X.

1.58. DEFINITION. Sei (X, Q) ein topologischer Raum. Dann heifit X
(1) quasikompakt, wenn es zu jeder offenen Uberdeckung I/ eine endliche Teiliiberdeckung gibt,
das heifit, eine Menge Uy C U mit |JUy = X,
(2) kompakt, wenn er Hausdorffsch und quasikompakt ist,
(3) abzihlbar kompakt, wenn X Hausdorffsch ist und es zu jeder abzihlbaren offenen Uber-
deckung (U;);en eine endliche Teiliiberdeckung gibt, das heifit, X = Ui]\LO U, firein N € N,
und

(4) folgenkompakt, wenn X Hausdorffsch ist und jede Folge x; € X eine konvergente Teilfolge
besitzt.

In der Literatur wird teilweise die Hausdorff-Eigenschaft in (2)—(4) nicht verlangt.

1.59. BEMERKUNG. Es folgen einige wohlbekannte Eigenschaften kompakter Mengen.
(1) Abgeschlossene Unterrdume eines (abzéhlbar / folgen-) kompakten Raumes sind wieder
(abzdhlbar / folgen-) kompakt. Denn sei etwa X kompakt, A C X abgeschlossen und V
eine offene Uberdeckung von A, dann existiert i C Ox mit

V={UnA|UelU}.

Dann ist aber #/U{ X\ A} offene Uberdeckung von X, und eine endliche Teiliiberdeckung ¢4’
liefert uns auch eine endliche Teiliiberdeckung von A, nidmlich
(UnA|Uew) .

(2) Essei (X,0Ox) (abzéhlbar / folgen-) kompakt, (Y, Oy) ein Hausdorff-Raum und F: X —
Y stetig, dann ist das Bild im F' C Y, versehen mit der Unterraumtopologie, wieder
(abzihlbar / folgen-) kompakt (Ubung 1.141).

(3) Sei (X,0) (abzdhlbar / folgen-) kompakt, und sei f: X — R stetig, dann ist f beschrankt
und nimmt sein Maximum an. Dazu kombinieren wir (2) mit den Sétzen 1.61 und 1.62
unten.

(4) Jeder kompakte Raum ist normal (Ubung 1.142).

(5) Sei (X, Ox) ein Hausdorfi-Raum, und sei ¥ C (X, Ox) kompakt in der Unterraumtopo-
logie, dann ist Y C X abgeschlossen.

1.60. SATzZ. Sei (X, 0) ein Hausdorff-Raum.

(1) Wenn X kompakt oder folgenkompakt ist, ist X auch abzihlbar kompakt.

(2) Esist X genau dann abzihlbar kompakt, wenn jede Folge in X einen Héaufungspunkt besitzt.
(3) Wenn X abzihlbar kompakt ist und (A1) erfillt, ist X folgenkompakt.

(4) Wenn X abzdhlbar kompakt ist und (A2) erfillt, dann ist X kompakt.

Die Punkte (2) und (3) zeigen wieder einmal, dass man mit Folgen vorsichtig umgehen muss,
wenn das erste Abzdhlbarkeitsaxiom verletzt ist. Wir fassen den obigen Satz in einem Diagramm
zusammen.

(A2) (A1)
kompakt <== abszéihlbar kompakt =——= folgenkompakt
— P
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Wir betrachten im Folgenden vor allem kompakte Rdume. In der Analysis ist hingegen der Begriff
der Folgenkompaktheit wichtiger.

BEWEIS VON SATZ 1.60. In (1) ist nur zu zeigen, dass jeder folgenkompakte Raum auch abzéhl-
bar kompakt ist, die andere Aussage ist klar. Sei also (U;);en eine abzihlbare offene Uberdeckung.
Wir nehmen an, dass es keine endliche Teiliiberdeckung gibt. Wir diirfen auflerdem annehmen, dass

i—1
Ui ¢ |JU;
j=0
fiir alle ¢ € N gilt, andernfalls lassen wir U; weg und gehen zu einer kleineren Teiliiberdeckung iiber.
Wir wéhlen also eine Folge (z;);en mit

1—1
x; € Ui\ U Uj .
=0

Sei x € X ein Haufungspunkt (z.B. der Grenzwert einer konvergenten Teilfolge), dann gilt x € Uj,
fiir ein 79 € N, also liegen unendlich viele Folgenglieder in U;,, im Widerspruch zur Konstruktion.

Zu (2) zeigen wir, dass jede Folge (x;);en in einem abzéhlbar kompakten Raum X einen Héu-
fungspunkt besitzt, die Riickrichtung folgt wie in (1). Sei A, = {x; | i > n} # 0, dann ist (), .y An
die Menge aller Haufungspunkte. Wenn wir annehmen, dass (z;);en keinen Haufungspunkt besitzt,
sei U, = X \ A,, dann ist (U, )nen eine abziihlbare offene Uberdeckung von X mit U,, C U, fiir
alle m, n € N mit m < n. Es folgt, dass X = ., U; = U, fiir ein n € N, im Widerspruch
zu A, # 0.

Zu (3) wihle nach (2) einen Haufungspunkt 2 der Folge (z;);en. Wenn (A1) erfiillt ist, existiert
eine abzéhlbare Umgebungsbasis (V;);en von z, und wie im Beweis von Satz 1.38 diirfen wir anneh-
men, dass V; C V; fiir alle 4, j € N mit ¢ < j. Um eine Teilfolge mit Grenzwert x zu konstruieren,
setzen wir i9 = 1 und wihlen induktiv i; > i;q fiir j > 1 so, dass z;; € V;. Aus V; C V; fiir
alle i < j folgt =, € Vj fiir alle k > j, also konvergiert (z;,);jen gegen z.

Fiir (4) nehmen wir an, dass & C O eine beliebige offene Uberdeckung ist, und dass (V;)ien
eine abzéhlbare Basis von O ist. Wenn wir eine abzéhlbare Teiliiberdeckung von U konstruieren
konnen, folgt die Existenz einer endlichen Teiliiberdeckung aus der Annahme, dass X abzéhlbar
kompakt ist. Wir wihlen jetzt zu jedem i € N eine Menge U; € U U {0}, so dass V; C Uj, falls eine
Menge U € U mit V; C U existiert, und U; = @) sonst. Da U eine Uberdeckung von X war, muss
dann auch (U;);en eine Uberdeckung sein, denn jeder Punkt z € X ist in einem U € U enthalten,
und es existiert also ein ¢ mit « C V; C U. Elimination aller Indizes ¢ mit U; = 0 liefert eine
hochstens abzéahlbare Teilitberdeckung von X, nach Voraussetzung existiert also auch eine endliche
Teiliiberdeckung. O

Es folgen einige weitere Sétze aus der Analysis, die wir nicht noch einmal beweisen wollen.

1.61. SATz. Fir einen metrischen Raum sind die Begriffe kompakt, abzdihlbar kompakt und
folgenkompakt dquivalent.

1.62. SATZ (Heine-Borel). Fine Teilmenge des R™ ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlos-
sen und beschrdinkt ist.

1.63. SATZ (Lebesgue-Zahl). Sei K C R™ kompakt und sei U eine offene Uberdeckung von K.
Dann existiert € > 0, so dass fiir alle x € K ein U € U mit B.(x) N K C U existiert.

Schliefflich fithren wir noch den Begriff der lokalen Kompaktheit ein.
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1.64. DEFINITION. Ein topologischer Raum heifit lokalkompakt, wenn jeder Punkt in X eine
kompakte Umgebung besitzt.

1.65. BEISPIEL. (1) Die Rdume R und R” sind lokalkompakt, Q und“@” jedoch nicht.
(2) Es sei K kompakt und U C K offen, dann ist U lokalkompakt nach Ubung 1.143.

Wir koénnen in Beispiel 1.65 (2) den Spie umdrehen und fragen, ob jeder lokalkompakte
Hausdorff-Raum Unterraum eines kompakten Raumes ist.

1.66. DEFINITION. Es sei (X, O) ein topologischer Raum. Unter einer Kompaktifizierung von X
versteht man eine Einbettung von X in einen kompakten Raum K, so dass das Bild von X dicht
liegt.

Die Dichtheit ist dabei keine wirkliche Einschrénkung. Sei etwa ¢: X — K eine Einbettung
von X in ein Kompaktum X. Dann ist der Abschluss im ¢ des Bildes wieder kompakt, und X C im¢
ist dicht.

In vielen Bereichen der Analysis und Geometrie interessiert man sich fiir Kompaktifizierungen.
Oftmals stellt man dabei bestimmte Anforderungen an den Raum K, die sich aus dem jeweiligen
Problem ergeben. Wir geben hier nur eine sehr einfache Kompaktifizierung an, in gewissem Sinne die
einfachst magliche. Den Gegenpol bildet die Stone-Cech-Kompaktifizierung, die wir in Abschnitt 1.h
kennenlernen, mehr dazu in Bemerkung 1.74.

1.67. SATZ (Alexandroff- oder Ein-Punkt-Kompaktifizierung). Es sei (X, O) ein lokalkompakter
Hausdorff-Raum und oo ¢ X ein zusditzlicher Punkt. Dann definiert

Oy =0U{{x}UX\K | K CX kompakt }
eine kompakte Topologie auf X = X U {o0}. Wenn X selbst nicht kompakt war, liegt X dicht in X.

Die stereographische Projektion zeigt, dass S hom6omorph zur Alexandroff-Kompaktifizierung
von R" ist, siche Ubung 1.144.

BEWEIS. Die Axiome einer Topologie lassen sich leicht iiberpriifen. Sei jetzt U eine offene Uber-
deckung von X, dann gibt es mindestens ein Uy € U mit co € U. Dann ist K = X \ Uy C X nach
Konstruktion kompakt, und wir erhalten eine offene Uberdeckung

U={KnU|Uecu}

von K. Sei K = (KNU)U- - -U(KNU,) eine endliche Teiliiberdeckung, dann folgt X = UyU- - -UU,,.
Also ist X quasikompakt. Die Hausdorfi-Eigenschaft ist ebenfalls leicht zu iiberpriifen.

Da X nur einen Punkt mehr als X enthilt, liegt X genau dann dicht in X, wenn X C X nicht
abgeschlossen ist. Da abgeschlossene Unterrdume kompakter Rdume wieder kompakt sind, trifft
das genau dann zu, wenn X selbst nicht kompakt ist. ]

Man kann fragen, ob die Alexandroff-Kompaktifizierung funktoriell ist, das heifit, ob es zu jeder
stetigen Abbildung f: X — Y eine stetige Fortsetzung f: X — Y mit f|X = fund f(cox) = ooy
gibt, wobei cox, ooy die zusitzlichen Punkte bezeichne. Nach Konstruktion ist f genau dann stetig
bei cox, wenn Urbilder kompakter Mengen kompakt sind.

1.68. DEFINITION. Eine stetige Abbildung zwischen topologischen Réumen heifit eigentlich,
wenn die Urbilder aller kompakten Teilmengen wieder kompakt sind.
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1.h. Produkte kompakter Raume

In diesem Abschnitt beweisen wir den Satz von Tychonoff, wonach beliebige Produkte kompak-
ter Rdume wieder kompakt sind. Es handelt sich hier um einen der tieferen Sétze dieser Vorlesung,
auch wenn der Beweis am Ende relativ kurz sein wird. Das liegt daran, dass wir einen Grofiteil
der Schwierigkeit in den Begriff des Ultrafilters und die Charakterisierung kompakter Mengen ver-
schieben. Wir brauchen hier das Auswahlaxiom in Gestalt des Lemmas von Zorn, um zu zeigen,
dass jeder Filter zu einem Ultrafilter verfeinert werden kann. Man kann sogar zeigen, dass das
Auswahlaxiom zum Satz von Tychonoff dquivalent ist.

Der Satz von Tychonoff wird an manchen Stellen in der Mathematik benutzt. In der Funk-
tionalanalysis zeigt man mit seiner Hilfe den Satz von Banach-Alaoglu, wonach der Einheitsball
in einem Banach-Raum ,schwach*-kompakt® ist. Da man aber hiufig mit Folgen argumentiert,
braucht man stattdessen oft das Resultat, das der Einheitsball in einem Banach-Raum ,,schwach*-
folgenkompakt“ ist, und das ist deutlich leichter zu zeigen. Wir konstruieren als Anwendung des
Satzes von Tychonoff hier die Stone-Cech-Kompaktifizierung eines vollstéindig reguldren Raumes.
Im Gegensatz zur Ein-Punkt-Kompaktifizierung besteht die Idee darin, so viele Punkte hinzufiigen,
dass sich jede stetige beschénkte Funktion auf die Kompaktifizierung fortsetzen lésst.

1.69. DEFINITION. Ein Filter F auf einer Menge X heifit Ultrafilter, wenn es keinen echt feineren
Filter auf X gibt.

1.70. SATZ. Es sei X eine Menge.
(1) Jeder Filter F auf X ldsst sich zu einem Ultrafilter verfeinern.

(2) Ein Filter F auf X ist genau dann ein Ultrafilter, wenn fir jede Teilmenge A C X ent-
weder A € F oder X \ A € F gilt.

BEWEIS. Zu (1) betrachten wir die Menge ® C PPX aller Filter auf X, die feiner sind als F.
Sie wird durch die Relation ,,C“ geordnet. Jede totalgeordnete Teilmenge W C ® besitzt eine obere

Schranke
Jv=|Jgcrx,
Gev
und (J U ist wieder ein Filter. Nach dem Lemma von Zorn enthélt ® ein maximales Element, und
das ist nach Definition ein Ultrafilter, der F verfeinert.

Zu (2) betrachte A C X und einen Filter 7. Wegen der Filteraxiome (1) und (2) kann es keine
Elemente B, C' € F geben mit B C A und C' C X \ A, denn dann wire ) = BN C € F. Also gilt
entweder F'N A # () fiir alle F' € F, oder F'N (X \ A) # 0 fiir alle FF € F. Ohne Einschrinkung
gelte ersteres. Dann betrachten wir einen neuen Filter

G={GC X |esgibt FE Fmit ANFCG},

der F verfeinert und A enthilt. Wenn F ein Ultrafilter ist, folgt 7 = G uns damit insbesondere A €
F. a

Der entscheidende Schritt im Beweis des Satzes von Tychonoff ist die folgende Charakterisierung
quasikompakter Rdume.

1.71. PROPOSITION. Es sei (X, O) ein topologischer Raum. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent.

(1) Der Raum X ist quasikompakt.

(2) Es sei A ein System abgeschlossener Teilmengen von X, so dass ) # Ay N ---N Ay, fiir je
endlich viele Ay, ..., Ay € A. Dann folgt ) # ) A.

(3) Jeder Ultrafilter auf X hat einen Grenzwert.
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Wir konnten einen Raum X “filterkompakt” nennen, wenn jeder Filter auf X eine konvergente
Verfeinerung besitzt. Zusammen mit Satz 1.70 (1) zeigt die obige Proposition, dass iiberdeckungs-
(quasi-) kompakt das gleiche wie filter- (quasi-) kompakt bedeutet.

BEWEIS. (1) < (2)“: Hierzu benutzen wir, dass die offenen Mengen X \ A fiir A € A genau
dann eine Uberdeckung von X bilden, wenn (A = () gilt. Entsprechendes gilt fiir eine endliche
Auswahl dieser Mengen. Daher sind diese beiden Aussagen &quivalent.

»(2) = (3)“: Es sei F ein Ultrafilter auf X. Wir betrachten

A={AeF ‘ A abgeschlossen } C F .

Da F ein Filter ist, ist jeder endliche Durchschnitt von Elementen von A nicht leer, nach (2)
existiert also mindestens ein Punkt = € [.A. Es folgt F — x, denn sei U € U, Umgebung von U,
dann ist A = X \ U abgeschlossen mit z ¢ A, folglich A ¢ A, und somit A ¢ F. Da F ein Ultrafilter
ist, folgt U € F nach Satz 1.70 (2), und da U C U auch U € F, was zu zeigen war.

»(3) = (2)“: Es sei A wie in (2) gegeben. Da endliche Durchschnitte von Elementen aus A nie
verschwinden, ist

Q:{UCX‘esgibtAl,...,AkeAmitAlﬂ---ﬂAkCU}CPX

ein Filter auf X. Nach Satz 1.70 (1) ldsst sich G zu einem Ultrafilter F verfeinern, und nach
Voraussetzung existiert z € X mit F — x. Sei A € A, dann folgt X \ A ¢ F, insbesondere X \ A ¢
U, folglich ist die offene Menge X \ A keine Umgebung von z. Also gilt = ¢ X \ A, das heifit x € A.
Da x in allen Elementen aus A enthalten ist, ist insbesondere (1).4 nicht leer. O

1.72. SATz (Tychonoff). Sei (X;, O;)icr eine Familie topologischer Riume, dann ist der Pro-
duktraum [[;c;(Xi, O;) genau dann quasikompakt, wenn alle Riume (X;, O;) quasikompakt sind.

Da sich die Hausdorff-Eigenschaft nach Satz 1.57 (2) analog verhélt, darf man im obigen Satz
auch ,,quasikompakt® iiberall durch , kompakt“ ersetzen.

Man beachte, dass die ensprechende Aussage fiir die Box-Topologie aus Bemerkung 1.56 bei
unendlichen Indexmengen falsch wird.

BEWEIS. Die Richtung ,,==* ist analog zu Ubung 1.141, also beschriinken wir uns auf ,<=*.
Es sei X = [[;c; Xi ein beliebiges Produkt quasikompakter topologischer Rdume (X;, O;) mit den
natiirlichen Abbildungen m;: X — X;. Gegeben sei ein Ultrafilter F auf X. Zu zeigen ist, dass F
gegen ein Element x € X konvergiert.

Wir betrachten die Bildfilter m;F auf X; aus Definition 1.46. Mit der Charakterisierung aus
Satz 1.70 (2) tiberpriift man, dass die m;F wieder Ultrafilter sind. Also existiert ein Grenzwert z; €
X; von m;F, und wir betrachten x = (z;);e; € X.

Sei jetzt U C X eine Umgebung von z. Zu zeigen ist U € F nach Definition 1.44 (1). Nach
Definition der Produkttopologie existiert eine endliche Teilmenge Iy C I und Umgebungen U; C X;
fiir alle ¢ € Iy, so dass

()= ' (U)cU.

i1€lp
Da mF — x;, folgt U; € m;F, also Fi_l(Ui) € F nach Definition 1.46. Aber dann ist der endli-
che Durchschnitt dieser Mengen wieder in F enthalten, und damit auch seine Obermenge U. Es
folgt F — . O

Man beachte, dass man im Beweis erneut das Auswahlaxiom anwenden muss, um x zu bestim-
men, falls die einzelnen Grenzwerte z; € X; nicht eindeutig sind (was passieren kann, wenn die X;
nicht Hausdorff sind).
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Wir haben in Satz 1.67 die Alexandroff-Kompaktifizierung X eines topologischen Raumes X
kennengelernt. Es ist nicht schwer zu sehen, dass es fiir jede Kompaktifizierung X — X von X
eine eindeutige Abbildung X — X gibt, die auf X selbst die Identitit induziert. Die Stone-Cech-
Kompaktifizierung hat genau die umgekehrte Eigenschaft.

1.73. SATZ (Stone—Cech—Kompaktiﬁzierung). Es sei X ein vollstindig requldrer topologischer
Raum. Dann ezistiert eine Kompaktifizierung X — BX mait der folgenden universellen Eigenschaft:
Zu jeder stetigen Abbildung f: X — K wvon X in einen kompakten Raum K existiert genau eine
stetige Fortsetzung Bf: BX — K.

Da es sehr viele kompakte Rdume K und dementsprechend auch sehr viele stetige Abbildun-
gen X — K gibt, ist es nicht auf Anhieb klar, dass solch eine Kompaktifizierung {iberhaupt existiert.
Und tatséchlich bemiihen wir im Beweis indirekt wieder das Auswahlaxiom.

In Ubung 1.142 sehen wir, dass kompakte Réume normal sind, und aus Satz 1.57 wissen wir,
dass Unterrdume normaler Rdume zumindest noch vollstdndig reguldr sind. Das bedeutet, dass
vollstindige Regularitiit sowohl notwendig als auch hinreichend fiir die Existenz der Stone-Cech-
Kompaktifizierung ist.

1.74. BEMERKUNG. Es sei X ein topologischer Raum.

(1) Alle Kompaktifizierungen von X bilden eine Kategorie. IThre Objekte sind Kompaktifizie-
rungen ¢: X — K, und ein Morphismus zwischen zwei Kompaktifizierungen ¢;: X — K;
fir ¢ = 0, 1 ist eine Abbildung F: Ko — K, so dass t1 = F o (y. Die Axiome aus
Definition 1.19 lassen sich leicht iiberpriifen.

(2) Wenn X vollstéindig regulir ist, sei tx: X — (X eine Stone-Cech-Kompaktifizierung
von X. Sie ist ein sogenanntes initiales Objekt, das heifit, fiir jede andere Kompaktifizie-
rung ¢: X — K existiert genau ein Morphismus F': X — K. Wie bei jeder universellen
Eigenschaft folgt auch hier, dass die Stone-Cech-Kompaktifizierung bis auf einen eindeuti-
gen Isomorphismus eindeutig bestimmt ist. Tatséchlich gibt es verschiedene Moglichkeiten,
sie zu konstruieren, aber alle fithren am Ende auf homéomorphe Raume.

(3) Wenn X lokalkompakt ist, dann bildet die Alexandroff-Kompaktifizierung X aus Satz 1.67
ein terminales Objekt, das heifit, fiir jede andere Kompaktifizierung ¢: X — K existiert
genau ein Morphismus F': K — X . Dieser Morphismus bildet alle Punkte in K \ im ¢ auf
den unendlich fernen Punkt oo ab. Aus dieser universellen Eigenschaft folgt entsprechend
auch die Eindeutigkeit der Alexandroff-Kompaktifizierung.

Gegeben sei ein beliebiger topologischer Raum X, und I bezeichne wieder das Einheitsinter-
vall [0, 1] mit der Standard-Topologie. Wir betrachten den Raum

BX =Abb(C(X,I),)= ] I
ueC(X,I)

mit der Produkt-Topologie. Ein typisches Element von BX ist ein Tupel (tu)uEC(X, 1) von Zah-
len t,, € I. Eine Abbildung f: X — Y induziert eine Abbildung Bf: BX — BY mit

Bf((tu)ueC(X,I)) = (tvof)vGC(X,I) )

denn fiir alle v € C(Y,I) ist vo f € C(X,I) ein zuléssiger Index fiir die Familie (t,),cc(x,r)- Indem
wir Funktionen v an Punkten x € X auswerten, erhalten wir eine Abbildung

tx: X - BX mit r = (u())yecx,n € BX .

Wir zeigen unten, dass fX = im:tx C BX die gesuchte Kompaktifizierung liefert. Aber zunéchst
beweisen wir einige elementare Aussagen iiber die obige Konstruktion.
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1.75. LEMMA. Es seien X ein topologischer Raum, dann ist 1x: X — BX stetig. Sie ist genau
dann injektiv, wenn zu je zwei Punkten z, y € X eine stetige Funktion u: X — I mit u(x) # u(y)
existiert.

Sei Y ein weiterer topologischer Raum und f: X — Y stetig. Dann ist die induzierte Abbil-
dung Bf: BX — BY ebenfalls stetig, und es gilt iy o f = Bf ovx.

Spéter werden wir B einen Funktor nennen, und ¢ eine natiirliche Transformation.

Beweis. Fiir v € C(X,I) bezeichne
To: BX =1  mit o ((tw)uecix.n) = to

die Projektion auf den v-ten Faktor I des Produktes. Nach Konstruktion gilt 7, otx =v: X — I,
denn
(1 0 tx) (@) = mo ((w(@))uecx,n)) = v(z)

fiir alle z € X, und die Abbildung 7, o tx = v ist stetig. Als Abbildung in ein Produkt ist ¢x
stetig nach der charakteristischen Eigenschaft des Produkts aus Satz 1.53 (2), da v = m, o tx fiir
alle v € C(X.I) stetig ist. Die Aussage tiber Injektivitit folgt unmittelbar aus der Konstruktion
von tx.

Als n#chstes sei f: X — Y stetig und Bf: BX — BY wie oben definiert. Um zu zeigen,
dass Bf stetig ist, reicht es zu zeigen, dass m, o Bf: BX — [ fiir alle w € C(Y, I) stetig ist. Da

Tw © Bf (t)uecx,n) = Tw((tvof)vec(v.r) = twos »

gilt my 0 BF = myof: BX — I, und die Projektionsabbildung 7,,.¢ ist stetig nach Satz 1.53 (1).
Fiir einen Punkt x € X gilt schlielich

(B o 0x)(@) = B ((w@)uecrnn) = (00 H@) eomn = (U@ e = (v © (@) -
folglich Bf ovx =ty o f. g

BEWEIS von Satz 1.73. Wenn X vollsténdig regulér ist, behaupten wir, dass tx: X — BX eine
Einbettung ist, Zu zeigen ist, dass ¢tx einen Homdomorphismus X — im:txy C BX induziert. Aus
dem obigen Lemma folgt, dass tx stetig und aufgrund der vollstéandigen Regularitéit auch injektiv
ist. Also reicht es zu zeigen, dass das Bild jeder offenen Menge U C X in der Unterraumtopologie
auf imex C BX offen ist. Dazu sei x € U. Da X vollstdndig regulér ist, finden wir eine stetige
Funktion v: X — I mit v(z) = 0 und v|x\py = 1. Nach einer Rechnung im obigen Beweis gilt 7, o
tx = v: X — I. Insbesondere ist die Menge 7, 1([0,1)) C BX offen, und

vx(x) €y 1([0,1)) Nimex C ex(U), da {z} € v 1([0,1)) = o ;" (7, ([0, 1)) C U

nach Wahl von v. Also ist tx (U) eine Umgebung vom Punkt ¢x(x). Da das fiir alle Punkte x € U
gilt, ist ¢x (U) offen in der Unterraumtopologie. Somit ist ¢y eine Einbettung.

Nach dem Satz 1.72 von Tychonoff ist der Raum B X als Produkt vieler Kopien des kompakten
Raums I wieder kompakt. Dann ist der Abschluss X = im:x ebenfalls kompakt nach Bemer-
kung 1.59 (1). AuBerdem ist im ¢x homéomorph zu X und liegt dicht in X, also ist tx: X — X
eine Kompaktifizierung von X geméf Definition 1.66.

Zu zeigen ist noch die universelle Eigenschaft. Dazu sei f: X — K eine stetige Abbildung
in ein Kompaktum K. Wir wenden die obige Konstruktion auf K an. Da K kompakt und BK
ein Hausdorff-Raum ist, ist imtx C BK kompakt und insbesondere abgeschlossen nach Bemer-
kung 1.59 (2) und (5), also gilt K = im¢x. Nach Lemma 1.75 gilt Bf o tx = tx o f, also
bildet Bf die Teilmenge im ¢y nach im ¢k ab. Wir behaupten, dass Bf auch den Abschluss im ¢y
nach imtx = im ¢ abbildet. Denn BK \ im ¢k ist offen, folglich auch

Bf YBK \imux) = BX \ Bf '(imux) .
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Daimix C Bf 1(im k), folgt imex C Bf~1(im ), was zu zeigen war. O

1.76. BEISPIEL. Die Stone-Cech-Kompaktifizierung ist eher ein theoretisches Hilfsmittel als eine
konkrete Konstruktion, mit der man explizit rechnen mochte. Wir geben die folgenden Beispiele
daher ohne weitere Erlauterungen.

(1) Obwohl es so aussieht, als ob dem halboffenenen Intervall (0, 1] nur der Punkt 0 zur Kom-
paktheit fehle, ist I = [0, 1] nicht seine Stone-Cech-Kompaktifizierung, denn die stetige
Funktion z — Sin% lésst sich nicht auf I fortsetzen.

(2) Man kann zeigen, dass SN genau so viele Elemente hat, wie es beliebige Abbildungen I — I
gibt [Que, Satz 12.21]. Insbesondere ist SN damit sogar méchtiger als R.

(3) Sei andererseits (—oo,w;) wie in Bemerkung 1.41 konstruiert. Dann ist die Stone-Cech-
Kompaktifizierung zur Alexandroff-Kompaktifizierung isomorph [Que, Satz 12.22]. Folg-
lich hat dieser Raum wegen Bemerkung 1.74 bis auf Isomorphie nur eine einzige Kompak-
tifizierung.

1.i. Quotienten und Verklebung

In Abschnitt 1.f hatten wir bereits einige Konstruktionen topologischer Riume vorgestellt.
Jetzt wollen wir beliebige Vereinigungen und Quotienten topologischer Rdume betrachten, und
auch mehrere Rdume zu einem neuen verkleben.

Sei (X;)ier eine Familie von Mengen, dann bezeichne [[, X; die disjunkte Vereinigung dieser
Mengen, und ¢;: X; < [[; X; sei die Inklusion der Menge X; in die disjunkte Vereinigung. Da die
Mengen X; nicht immer paarweise disjunkt sind, miissen wir die disjunkte Vereinigung beliebiger
Mengen erst konstruieren, zum Beispiel wie folgt:

HXZ = U{Z} xX; C Ix UXZ und Ll(l‘l) = (Z,l’l) .
iel iel iel
1.77. DEFINITION. Sei (X, O;)icr eine Familie topologischer Rdume. Die topologische Summe
der X; ist definiert als

H Xi, 0i) (H Xz,(’)u) mit Oy = {

Wenn wir X; mit der Teilmenge ¢;(X;) C [[, X; identifizieren, dann ist U C [[,; X; genau dann
offen, wenn U N X fiir alle i € I in X; offen ist.
Wir iiberpriifen, dass Oy eine Topologie ist. Dazu nutzen wir elementare Eigenschaften der

Urbild-Abbildung L;l aus, niamlich
) =0e0;, 1 HX)=Xi€O0;,

)

SHUN N U = U) NN (U) €0 und g%Uu}:Ugﬂme@
Uveud

1U)eoimrmmief}.

fir Uy, ..., Uy € Ound U C O.

1.78. SaTz. Sei (X;, O;)icr eine Familie topologischer Rdume.

(1) Die Topologie Oy, ist die feinste Topologie auf der disjunkten Vereinigung [ [, X;, fir die
alle Inklusionsabbildungen v;: X; — [, X; stetig sind.

(2) Die Topologie O ist die einzige Topologie O auf [ [, X;, so dass eine beliebige Abbildung F
von ([, Xi, O) in einen beliebigen topologischen Raum (Z,Oz) genau dann stetig ist, wenn
alle Abbildungen F o v;: (X;,0;) — (Z,0z) stetig sind.

29



(3) Der Raum ([]; Xi, Ou) zusammen mit den Inklusionsabbildungen (1;: X; — ][, Xi)ie] ist
ein Koprodukt der Rdume (X;, O;)icr in der Kategorie Top, das heifit, dass zu jedem
Objekt (Z,0z) und jeder Familie von Morphismen (F;: X; — Z)ier genau ein Morphis-
mus F': 1], X; = Z existiert, so dass F; = F o ; fir allei € 1.

1.79. BEMERKUNG. Die charakteristische Eigenschaft (2) der topologischen Summe wird durch
das linke kommutative Diagramm veranschaulicht.

Fou; F;
(Xi,0;) —— (Z,07) (X5,0;) —— (Z,0z)
LiJj in ///,/‘ (1'2)
F T F
(IT; X:, 0) (Y,0y)

Ein Raum (Y, Oy) mit stetigen Abbildungen ¢;: X; — Y ist genau dann ein Koprodukt im Sinne
von Satz 1.78 (3), wenn zu jedem Raum (Z, Oz) mit stetigen Abbildungen F;: X; — Z genau eine
stetige Abbildung F' wie im rechten Diagramm existiert.

Wie in Bemerkung 1.54 kann man zeigen, dass es zwischen je zwei Koprodukten der Objek-
te (X;)ier genau einen Isomorphismus gibt, der mit den Inklusionsabbildungen vertriglich ist. Und
wie beim Produkt muss man auch bei Koprodukten in einer gegebenen Kategorie die Existenz
,von Hand“ nachweisen, beispielsweise, indem man eine Konstruktion angibt und zeigt, dass sie
die richtigem Eigenschaften hat.

Da sich die beiden Diagramme in (1.1) und (1.2) jeweils nur in der Richtung der Pfeile unter-
scheiden, sagt man, die beiden Konstruktionen in den Definitionen 1.52 und 1.77 seien zueinander
dual. Daher rithrt die Wahl der Bezeichnungen und der Symbole ,[[“ und ,,J]*.

BEWEIS des Satzes 1.78. Zu (1) sei O eine beliebige Topologie auf [ [, X;. Es sind genau dann
alle Inklusionsabbildungen ¢;: X; — [, X; stetig, wenn

;N U) € O; fir alle U € O und alle i € 1

gilt, wenn also O C Oy.

Zu (2) seien (Z,0z) und F: (][, Xi, Ou) — (Z,07z) wie im Satz vorgegeben. Wenn F' stetig
ist, sind alle Abbildungen F o ¢; stetig, da ¢; nach (1) stetig ist. Seien jetzt alle Abbildungen F' o ;
stetig, und sei U C Z offen, dann ist

G HFHU)) = (Fouw) ' (U) €0

1

offen in X; fiir alle 4 € I. Nach Definition 1.77 gilt F~Y(U) € O, also ist F stetig. Der Beweis der
Eindeutigkeit ist wieder analog zum Beweis der Sdtze 1.50 (2) und (1.53) (2).
Zu (3) seien f;: X; — Z stetig. Die einzige Abbildung f: [[, X; — Z mit f o = f; fiir alle ¢
wird gegeben durch
flu(zi) = fi(zi),
und f ist stetig nach (2). O

Das néachste Resultat ist das Pendant zu Satz 1.57.

1.80. SATZ. Die Trennungseigenschaften (T0) — (T4) und (T3a) und die Abzihlbarkeitseigen-
schaft (A1) werden unter der disjunkten Vereinigung vererbt. Die Eigenschaft (A2) wird vererbt,
wenn die Indexmenge hochstens abzdihlbar ist. Quasikompaktheit und Kompaktheit werden vererbt,
wenn die Indexmenge endlich ist.
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BEWEIS. Man kann die in den Trennungsaxiomen (T0) — (T4) gesuchten offenen Mengen U
und V C [],.; X; konstruieren, in dem man fiir alle i € I offene Teilmengen ¢; ' (U), gHV) € X;
angibt. Im Falle von (T4) muss man unter Umsténden auf jedem Summanden X; Wahlen treffen
und benotigt daher das Auswahlaxiom. Analog konstruiert man die in (T3a) gesuchte Funktion,
indem man auf dem Summanden X;, der den ausgezeichneten Punkt x enthéilt, eine Funktion f;
vorgibt und diese mit der universellen Eigenschaft aus Satz 1.78 (3) auf allen anderen Summanden
durch O fortsetzt.

Sei x = vj(x;) € 1j(X;) C [1;e; Xi, und sei i C P(X;) eine abzihlbare Umgebungsbasis von ;
in X, dann ist ¢;(U) C P(]];,c; Xi) eine abzdhlbare Umgebungsbasis von z in der disjunkten
Vereinigung, also wird (A1) vererbt. Wenn I abzdhlbar ist und B; C O; eine abz#éhlbare Basis
von O; fiir alle ¢ € I, dann ist

|Ju(Bi) c o,
el
eine abzéhlbare Basis der disjunkten Vereinigung.
Sei schlieBlich U eine offene Uberdeckung einer disjunkten Vereinigung X quasikompakter
Réume Xy, ..., X,, dann reichen je endliche offene Mengen aus I/ aus, um einen Raum X; zu
iiberdecken. Also reichen insgesamt endlich viele. U

1.81. BEMERKUNG. Es sei (X;, O;)ics eine Familie topologischer Rdume und X eine Menge.

(1) Gegeben Abbildungen f;: X — X; fiir alle i € I, existiert stets eine eindeutige grobste To-
pologie O auf X, fiir die alle f; stetig sind. Diese Topologie O heifit die von den f; induzierte
Topologie oder auch Initialtopologie. Beispiele sind die Unterraumtopologie (Satz 1.50 (1)),
die Produkttopologie (Satz 1.53 (1)) sowie die Klumpentopologie, falls T = {).

(2) Seien umgekehrt Abbildungen f;: X; — X fiir alle i € I gegeben, dann existiert stets eine
eindeutige feinste Topologie O auf X, fiir die alle f; stetig sind. Diese Topologie heifit die
von den f; koinduzierte Topologie oder Finaltopologie. Beispiele sind die Summentopologie
(Satz 1.78 (1)), sowie die diskrete Topologie, falls I = ().

Die Existenz und Eindeutigkeit ist in jedem Fall zu zeigen, die Argumente sind immer &hnlich denen
in den Beweisen der Sdtze 1.78, 1.50 und 1.53. Die Begriffe , Initialtopologie“ und ,,Finaltopologie*
stammen daher, dass man eine Topologie am ,,Beginn“ beziechungsweise ,,Ende“ der betrachteten
»,Pfeile”, also der Abbildungen f;, definiert.

Im Folgenden betrachten wir einige Finaltopologien. Die Quotiententopologie ist dual zur Un-
terraumtopologie. Anstelle einer injektiven Abbildung ¢: ¥ — X in einen gegebenen topologi-
schen Raum betrachten wir also eine surjektive Abbildung 7: X — Y von einem gegebenen
Raum (X,0Ox) in eine Menge Y. Dabei konnen wir Y als Quotienten ¥ = X/ ~ nach einer
Aquivalenzrelation ~ auffassen, wobei

T~y = m(x) =m(y) .

1.82. DEFINITION. Es sei (X,Ox) ein topologischer Raum und 7: X — Y eine surjektive
Abbildung. Dann definieren wir die Quotiententopologie oder Identifizierungstopologie auf Y durch

Oy = (W_l)_l(OX) ={UCY| 7T_1(U) €Ox}.

Ahnlich wie bei der Summentopologie iiberlegt man sich, dass Oy tatsichlich eine Topologie
ist. Die Quotiententopologie wird durch die folgende Eigenschaft charakterisiert.
1.83. SATZ. Es sei (X,Ox) ein topologischer Raum und w: X — Y eine surjektive Abbildung.
(1) Die Quotiententopologie ist die feinste Topologie auf Y, fir die m: X — 'Y stetig ist.
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(2) Die Quotiententopologie ist die einzige Topologie auf Y, fir die eine Abbildung f von'Y
in einen beliebigen topologischen Raum (Z,Oz) genau dann stetig ist, wenn fon: X — Z
stetig 1st.

1.84. BEMERKUNG. Um zu sehen, dass Unterraumtopologie und Quotiententopologie zueinan-
der dual sind, vergleichen wir die zugehorigen Diagramme.

Lo fom
(2,0z) —— (Y, Oy) (Y, Oy) — (Z,0z)

Das linke Diagramm beschreibt die Situation aus Satz 1.50 (2), das rechte die aus Satz 1.83 (2).

BEWEIS von Satz 1.83. Damit 7: X — Y stetig ist, diirfen hochstens Teilmengen U C Y
mit 771 (U) € Ox offen sein, also gilt (1).
Zu (2) kopieren wir den Beweis von Satz 1.50 (2) und drehen alle Pfeile um. O

1.85. BEMERKUNG. Sei p: (X,0x) — Y surjektiv, und Oy sei die Quotiententopologie. Wir
untersuchen, welche topologischen Eigenschaften sich von X auf Y vererben.

(1) Wenn X quasikompakt ist, dann ist auch Y quasikompakt, da Y = p(X). Wenn X kompakt
und Y Hausdorffsch ist, dann ist Y auch kompakt, vgl. Ubung 1.141. )

(2) Trennungseigenschaften vererben sich im allgemeinen nicht von X auf Y, wie die Ubun-
gen 1.154 und 1.156 zeigen. Insbesondere vererbt sich auch Kompaktheit nicht automa-
tisch.

(3) Auch Abzihlbarkeitseigenschaften vererben sich nicht immer, sieche Bemerkung 1.109 un-
ten.

Unter gewissen Zusatzvoraussetzungen an die Aquivalenzrelation ~ bezichungsweise die Abbil-
dung m: X — X/ ~ lassen sich einzelne Trennungsaxiome von X auf den Quotienten iibertragen,
siehe etwa Ubung 1.157. Wir wollen das hier aber nicht vertiefen.

Als néchstes wollen wir die Summen- und die Quotiententopologie benutzen, um zwei weitere
Konstruktionen zu erkldren. Wir benétigen beide spéter zur Konstruktion von CW-Komplexen.

Seien (X, Ox) und (Y, Oy) topologische Ridume, sei V' C Y eine Teilmenge, und seien f: V — X
eine zunichst beliebige Abbildung. Wir betrachten die Menge

XUpY =(XUY)/ ~,

wobei ~ die von y ~ f(y) fiir alle y € V erzeugte Aquivalenzrelation ist. Hierbei erzeugt jede
Teilmenge S C M x M eine Aquivalenzrelation R auf M, so dass aRb genau dann gilt, wenn es eine
Kette a = ag, a1, ..., ay = b von Elementen von M mit k > 0 und (a;—1, a;) € S oder (a;,a,-1) € S
fir alle i =1, ..., k gibt. Die Punkte in V werden in unserem Fall entlang der Abbildung f an X
»angeklebt®. Die Quotiententopologie auf X Uy Y heifit daher auch , Verklebungstopologie®. Man
beachte: die kanonische Abbildung i: X — X U; Y ist injektiv, die Abbildung j: Y — X U; Y im
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allgemeinen jedoch nicht. Der Raum W = X U Y erfiillt die universelle Eigenschaft eines Pushouts.

h (Z,0z)

5

(Y, 0y) —— (W, 0u)

J d

(V,0v) 1 (x,0x)

1.86. FOLGERUNG. Seien (X, Ox), (Y, Oy) topologische Riume, V CY und f: V — X beliebig.
Der Raum X UyY trage die Identifizierungstopologie zur Abbildung m: XY — XUY. Sei (Z,0z)
ein weiterer topologischer Raum und g: X — Z und h: Y — Z stetig.

(1) Es existiert genau dann eine Abbildung k: X Uy Y — Z mit g = koi und h = ko j,
wenn go f =hly: V — Z, und k ist in diesem Fall eindeutig.
(2) In diesem Fall ist k stetig.

BEWEIS. Zu (1) existiert stets genau eine Abbildung
k:XUY - Z mit klx=g und kly=nh,

da die disjunkte Vereinigung ein Koprodukt in der Kategorie der Mengen ist. Damit k existiert,
muss k mit der Aquivalenzrelation ~ vertréglich sein. Das ist dquivalent zu

(9o W) =k(f(y) =k(y) =h(y) firalleyeV.

Sei nun k: X Uy Y — Z eine Abbildung mit g = koi und h = ko j, dann gilt (ko7)|x =g
und (ko7)|y = h, und es folgt k = ko wegen Satz 1.78 (3). Da 7 surjektiv ist, ergibt sich daraus
die Eindeutigkeit von k.

Zu (2) folgern wir nach Satz 1.78 (2), dass k stetig ist. Da k = ko, folgt aus Satz 1.83 (2) die
Stetigkeit von k. O

Sei jetzt (X, O;)ien eine gerichtete Folge topologischer Raume, das heifit, es existieren (belie-

bige) Abbildungen f;;: X; — X fiir alle ¢ < j mit
fjkofij:fik:Xi_)Xk fir alle i < j < k.
Wir betrachten den Kolimes
colim X; = [] X, / ~, (1.4)
€N
wobei
Xisdwi~a; € Xy = falx) = fi(zy)) fiir ein k > 4, j.

1.87. FOLGERUNG. Seien (X;, O;)ien topologische Réiume und f;;: X; — X; Abbildungen, so
dass fi, = fjx o fij fir alle i < j < k. Sei lim X; mit der Identifizierungstopologie zur Abbil-
—
dung [l;en Xi — lim X; versehen. Sei (Z,0z) ein weiterer topologischer Raum und (h;: X; —

H
Z)ien seien stetige Abbildungen.
(1) Es existiert genau dann eine Abbildung (: lim X; — Z mit h; = Lo g; fir alle i € N,
—
wenn hjo fj; = hi: X; — Z fiir alle i € N gilt, und ¢ ist in diesem Fall eindeutig.
(2) In dieser Situation ist { stetig.
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Also erfiillt W = hngi die universelle Eigenschaft eines Kolimes.

ho (ZvOZ)

(X(),O()) J})I(XLOl) [N ie (15)

g&} (W OW)

Man nennt die obige Topologie auch die schwache Topologie auf colim X;. Sie ist die Finaltopologie
zu den Abbildungen g;.

BEWEIS. Dieser Beweis ist vollig analog zum Beweis von Folgerung 1.86. g

In Wirklichkeit ist die Kolimes-Konstruktion wesentlich allgemeiner und umfasst die univer-
sellen Eigenschaften in den Diagrammen (1.3) und (1.5) als Spezialfiille, siche Definition 4.7 und
Bemerkung 4.8.

1.j. Zusammenhang

Wir nennen einen Raum X zusammenhéngend, wenn wir ihn nicht als disjunkte Vereinigung
zweier nicht leerer Unterrdume schreiben kénnen, das heiffit, wenn wir ihn nicht in Teile zerlegen
konnen, die (im Sinne von Satz 1.78) “nichts miteinander zu tun haben”. Fiir viele Anwendungen
benétigen wir den etwas stédrkeren Begriff des Wegzusammenhangs.

1.88. DEFINITION. Ein topologischer Raum (X, Ox) heifit

(1) zusammenhdngend, wenn es keine zwei nichtleeren offenen Mengen U, V' € O gibt mit U U
V=XundUNV =0, und

(2) wegzusammenhdngend, wenn zu je zwei x, y € X ein Weg v von x nach y, das heif3t, eine
stetige Abbildung v: [0,1] — X mit 7(0) = z und (1) = y, existiert.

1.89. BEMERKUNG. Bedingung (1) kann man #quivalent mit abgeschlossenen Mengen formu-
lieren.

(1) Wenn X = U UV gilt und U, V offen sind, dann ist X homéomorph zu U UV, siehe
Ubung 1.158

(2) Ein topologischer Raum (X, Ox) ist genau dann zusammenhiingend, wenn () und X die
einzigen Mengen sind, die zugleich offen und abgeschlossen sind.

(3) Es trage Y = {0,1} die diskrete Topologie. Ein topologischer Raum (X, Ox) ist genau
dann zusammenhéngend, wenn es keine stetige surjektive Abbildung F': X —» Y gibt.

1.90. BeispPIEL. Eine Teilmenge I C R ist genau dann ein Intervall, wenn sie zusammenh&ngend
ist. Zu “=" sei etwa [ = U UV mit U, V C I nichtleer, offen und abgeschlossen. Wir fixieren u € U
und v € V, 0.B.d.A. sei u < v. Setze x = inf(V N [u,v]), dann enthilt jede Umgebung von x sowohl
Punkte von V' als auch von U. Es folgt

zeVnNnU=VnU,

da sowohl U als auch V abgeschlossen sind, im Widerspruch zu U NV = ().
Wenn I kein Intervall ist, existieren < y < z mit x, z € I und y ¢ I. Dann ist

I'=(IN(=00,))U(IN(y,0))
eine Zerlegung wie in Definition 1.88 (1).
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1.91. SATzZ. (1) Das Bild eines (weg-) zusammenhdngenden Raumes unter einer stetigen
Abbildung ist wieder (weg-) zusammenhdngend.
(2) Jeder wegzusammenhingende Raum ist zusammenhdingend.

Wir konnen (1) als eine Verallgemeinerung des Zwischenwertsatzes der Analysis auffassen.
AuBerdem folgt aus (1), dass sich (Weg-) Zusammenhang auf Quotienten vererbt.

BEWEIS. Sei F': X — Y stetig. Wenn im F' C Y nicht zusammenhéngend ist, dann gibt es
nichtleere, offene Teilmengen U, V C im F mit im F' = UUV. Dann sind auch F~}(U) und F~1(V)
nicht leer, offen mit X = F~1(U) U F~1(V). Also ist auch X nicht zusammenhingend.

Sei X wegzusammenhingend und F(z), F(y) zwei beliebige Punkte in im F'. Sei v: [0,1] — X
ein Weg von z nach y, dann ist F' o« ein Weg von F(x) nach F(y) in im F'. Also ist auch im F
wegzusammenhéngend, und es folgt (1).

Zu (2) nehmen wir an, dass es nichtleere, offene und abgeschlossene Teilmengen U, V C X
mit X = U UV gibt. Wihle x € U und y € V. Dann kann es keinen Weg v von x nach y geben,
denn ansonsten wére

[0,1] =771 W)Uy H(V)
mit v~ 1(U), v~ 1(V) nichtleer, offen im Widerspruch zu Beispiel 1.90. O

1.92. BEMERKUNG. Aus der obigen Diskussion folgt, dass sich (Weg-) Zusammenhang auf Quo-
tienten iibertréigt, aber nicht auf disjunkte Vereinigungen. In Ubung 1.161 sehen wir, dass sich
Wegzusammenhang auf beliebige Produkte iibertragt. Auch Zusammenhang tibertragt sich auf
Produkte, siche dazu [En, Theorem 6.1.15] und [Que, Satz 4.10].

1.93. DEFINITION. Sei (X, Ox) ein topologischer Raum, und sei z € X.

(1) Die Vereinigung aller zusammenhéngenden Unterrdume von X, die = enthalten, heifit die
Zusammenhangskomponente K (x) von x.

(2) Die Menge aller Punkte y, die sich mit « durch einen stetigen Weg ~: [0, 1] — X verbinden
lassen, heifit die Wegzusammenhangskomponente von .

(3) Der Raum X heifit total unzusammenhdngend, wenn {z} die Zusammenhangskomponente
von z ist fiir alle z € X.

1.94. BEMERKUNG. (1) Zusammenhangskomponenten sind immer abgeschlossen, Wegzu-
sammenhangskomponenten jedoch nicht notwendigerweise, siche Ubung 1.159.
(2) Seien z, y € X, dann gilt entweder K(z) = K(y) oder K(z) N K(y) = 0, analoges gilt fiir
Wegzusammenhangskomponenten.
(3) Aus Satz 1.91 (2) folgt, dass die Wegzusammenhangskomponente eines Punktes z in K ()
enthalten ist.
(4) Fiir alle z € X gilt

K(x) C ﬂ{ V C X |z eV, V ist offen und abgeschlossen } .
Gleichheit muss nicht gelten.

1.95. DEFINITION. Ein topologischer Raum (X, Ox) heiit lokal (weg-) zusammenhdngend, wenn
zu jedem Punkt = und jeder Umgebung U von x eine (weg-) zusammenhéngende Umgebung V' C U
von z existiert.

1.96. BEMERKUNG. Es gibt lokal zusammenhéngende, nicht zusammenhéngende topologische
Réaume, und auch zusammenhéngende, nicht lokal zusammenhéngende topologische Rdume. Wir
werden spéter oft mit lokal wegzusammenhéngenden Ridumen arbeiten.
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1.k. Funktionenridume und die kompakt-offene Topologie

Gegeben zwei (topologische) Rdume X, Y, hat man in der Regel viele Moglichkeiten, eine Topo-
logie auf dem Raum Abb(X,Y") aller Abbildungen oder geeigneten Unterrdumen (wie zum Beispiel
dem Raum C(X,Y) der stetige Abbildungen) zu definieren. Oft bendtigt man dazu zusétzliche
Strukturen wie Metriken, MafBe oder differenzierbare Strukturen. Beispiele sind Riume wie C*(X),
Ck(X), LP(X) oder W¥P(X). Die Topologien auf diesen Riumen kann man mit den Methoden
dieser Vorlesung betrachten und mit anderen Topologien auf dem gleichen oder einem &hnlichen
Raum vergleichen. Das passiert in Vorlesungen iiber Funktionalanalysis oder auch partielle Diffe-
rentialgleichungen (siehe zum Beispiel die Sdtze von Rellich und Sobolev).

Es gibt einige wenige interessante Topologien auf Abb(X,Y’) oder C(X,Y’), die man allein mit
Hilfe der Topologien auf X und Y definieren kann. Die Topologie der punktweisen Konvergenz
auf Abb(X,Y) haben wir in Gestalt der Produkttopologie in Definition 1.52 kennengelernt, siehe
Ubung 1.140. Fiir sie braucht man nur eine Topologie auf Y. In diesem Abschnitt betrachten
wir eine andere Topologie auf C(X,Y), die die Topologie der lokal gleichméfigen Konvergenz
verallgemeinert. Diese Topologie spielt nicht nur in Teilen der reellen und komplexen Analysis eine
wichtige Rolle, sondern auch spéter in der algebraischen Topologie. Wir werden in Abschnitt 4.c
noch ausfiihrlich auf sie zuriickkommen.

1.97. DEFINITION. Seien (X,Ox), (Y, Oy) topologische Raume, dann ist die kompakt-offene
Topologie Oy, auf C(X,Y) definiert als die Topologie zur Subbasis

Sko = {SU,KU ’ K kompakt, u: K — X stetigund U C Y offen}
mit S,k ={f€CX,Y)|imuc f1({U)}.

So, wie es in der Literatur verschiedene Sichtweisen auf den Begriff ,, kompakt* gibt, gibt es
auch mehrere dhnliche Definitionen fiir die kompakt-offene Topologie. All diese Definitionen sind
dquivalent, wenn die beteiligten Rdume Hausdorffsch sind. Die obige Definition folgt Strickland [St].

1.98. PROPOSITION (Funktorialitit). Seien (X, Ox), (Y,Oy) und (Z,Oz) topologische Rdiume.
Dann induziert jede stetige Abbildung f: X — Y stetige Abbildungen

CZ,X)— CZ)Y) mit g— fog (1)

und cY,z) —CX,2) mit h+— hof. (2)

Den Beweis lassen wir als Ubung 1.162. In Definition 2.16 fithren wir Funktoren ein. Dann wird
auch klar werden, was wir mit Funktorialitit meinen.

1.99. PROPOSITION. Es seien (X,0x), (Y,Oy), (Z,0z) topologische Riume, und (Y, Oy) sei
lokalkompakt. Dann ist die Verkettung
0: O(Y,Z)x C(X,Y) — C(X,Z) (1)

stetig beziiglich der kompakt-offenen Topologien. Insbesondere gibt es eine stetige Auswertungsab-
bildung
ev: C(Y,Z)xY — Z. (2)

Wir kénnen das leider nicht direkt aus Proposition 1.98 folgern, vergleiche Bemerkung 1.55.

Beweis. Nach Ubung 1.128 reicht es fiir (1) zu zeigen, dass die Urbilder von Subbasismen-
gen S, gw C C(X,Z) in C(Y,Z) x C(X,Y) offen sind. Dazu sei K kompakt, u: K — X stetig
und W C Z offen. AuBlerdem seien f € C(X,Y) und g € C(Y, Z) gegeben mit go f € Sy, xw-
Wir konstruieren ein Kompaktum L, eine stetige Abbildung v: L — ¢~!(W) C Y und eine offene
Teilmenge V' C imov mit imu C f~1(V). Dann folgt f € Su, kv, g € Sy,r,w und

Sopw X Suryv Co H(Surw) -
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Also ist o= (S, k.w) eine Umgebung des Punktes (g, f). Da das fiir alle g, f mit go f € Surxw
gilt, ist o~1(S, kw) offen, und somit die Verkettung eine stetige Abbildung.

Zur Konstruktion von V und L sei zunéchst y € im(fou) CY. Da go f € S, kw, folgt y €
g 1 (W). Da Y lokalkompakt ist, hat y eine kompakte Umgebung L, C Y. Als kompakter Raum
ist L, normal nach Ubung 1.142, also finden wir eine offene Umgebung Vy C Ly, von y mit Vy C
g~ *(W). Nun ist K kompakt und fou stetig, also reichen endlich viele Mengen der Form (fou)~1(V,)

aus, um K zu iiberdecken; seien yi, ..., yy € im(f ou) die entsprechenden Punkte. Wir definieren
N
V=V .
i=1

Die Teilmengen V,, C L,, sind kompakt, folglich auch ihre endliche disjunkte Vereinigung

N
L=]]Vy.
i=1

Wir definieren v: L — Y als disjunkte Vereinigung der Inklusionsabbildungen V,, — Y. Es
folgt im(f ou) C V Cimv C g~ }(W) wie gefordert. Damit ist (1) bewiesen.

Zu (2) betrachten wir als Spezialfall den einpunktigen Raum X = pt. Es gibt eine natiirliche
Bijektion C(pt,Y) = Y, die jeder Abbildung ihren Wert zuordnet. Sei K kompakt, dann gibt
es genau eine stetige Abbildung c¢: K — pt. Sei auflerdem V C Y offen, dann entspricht die
Subbasismenge S kv C C(pt,Y) genau der offenen Menge V, falls K # () (und dem gesamten
Raum Y, falls K = (). Insbesondere sind die Rdume C(pt, Y) und Y kanonisch homdomorph. Jetzt
folgt (2) aus (1), denn wir erhalten ev als Verkettung stetiger Abbildungen

C(Y,Z)x Y < C(Y,Z) x C(pt,Y) = C(pt, Z) — Z . 0

1.100. PROPOSITION. Es seien (X,Ox), (Y,Oy) topologische Riume, und C(X,Y) trage die
kompakt-offene Topologie. Dann gibt es eine stetige Abbildung

in: X — C(Y,X xY) mit  in(x)(y) = (z,y) .
Zu jedem x € X gehort also eine Inklusionsabbildung in(x), die Y auf {z} xY C X xY abbildet.

BEWEIS. Es reicht zu zeigen, dass in™!(S, x.w) C X fiir alle Kompakta K, alle stetigen Ab-
bildungen u: K — Y und alle offenen Mengen W C X x Y offen ist. Sei dazu = € infl(SuyKyw),
das heift, es gilt {z} x imu C W.

Nach Definition der Produkttopologie finden wir zu jedem Punkt y € imu Umgebungen U, C X
von z und V,, C Y von y, so dass U, x V;, C W. Da K kompakt ist, reichen endlich viele der offenen
Mengen uil(Vy) aus, um K zu iiberdecken. Seien y1, ..., yy € imu die entsprechenden Punkte,
dann ist

U=Uy, N---NU,,y CX
eine offene Umgebung von z mit U C in~ (S, g w), denn
Uximu C (Uy, x Vy)U---U(Uyy X Vyy) CW. O
Seien X, Y, Z Mengen, dann gibt es eine natiirliche Bijektion
Abb(X x Y, Z) = Abb(X, Abb(Y, Z)) , Fr— f=(z— F(z, ) € Abb(Y, Z)) .

Wenn wir Y¥ fiir Abb(X,Y) schreiben, lieBt sich das als , Exponentialgesetz* (2¥)* = %Y. Da dies
ein Beispiel einer formalen Adjunktion ist, nennen wir f und F' zueinander adjungiert. Das andere
Expontialgesetz 2" T¥ = 2. z¥ hat ebenfalls ein topologisches Analogon, das wir uns in Ubung 1.165
anschauen.
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1.101. SaTtz (Exponentialgesetz). Es seien (X,Ox), (Y,Oy) und (Z,0yz) topologische Riume,
und C(Y, Z) trage die kompakt-offene Topologie Ox.
(1) Dann existiert eine injektive Abbildung
a: C(XxY,Z)— C(X,C(Y,Z)) mit Fr— (z— F(z,-)) .

Sie ist stetig beziiglich der kompakt-offenen Topologien.
(2) Die obige Abbildung « ist genau dann bijektiv fir alle Riume (X, Ox), wenn die Auswer-
tungsabbildung

ev: C(Y,Z2)xY — Z  mit  ev(g,y) =g(y)

stetig ist. Das gilt insbesondere dann, wenn (Y, Oy) lokal kompakt ist.
(3) Wenn (X,Ox) Hausdorff und (Y, Oy) lokal kompakt ist, ist die Abbildung o ein Homdo-
morphismus beztiglich der kompakt-offenen Topologien.

Wir beweisen diesen Satz hier nicht vollstdndig. In Kapitel 4 gehen wir zu einer , angenehmen*
Unterkategorie kw#H von Top iiber, in der der obige Satz nicht nur etwas einfacher zu beweisen
ist, sondern auch ohne zusétzliche Voraussetzungen an X und Y gilt. In dieser Kategorie kénnen
wir die Bijektivitdt von « in (2) als universelle Eigenschaft des ,internen hom-Funktors“ C(Y, Z)
deuten, falls wir X x Y schon kennen. Umgekehrt kénnen wir es auch als universelle Eigenschaft
des ,, Tensorproduktes* X x Y lesen, wenn wir C(Y, Z) schon kennen. Dann ergibt sich (3) durch
abstrakte Uberlegungen. In der Kategorie Top funktioniert all das leider nicht.

BEWEIS. Zu (1) sei eine stetige Abbildung F': X x Y — Z gegeben. Wegen der Propositio-
nen 1.98 (1) und (1.100) erhalten wir a(F') € C(X,C(Y, Z)) als Verkettung stetiger Abbildungen

X oy, xxY) 2o, 7).

Da die stetigen Abbildungen eine Teilmenge aller Abbildungen bilden, ergibt sich die Injektivitét
von « aus der Voriiberlegung. Die Stetigkeit von o beweisen wir hier nicht.

Zu (2) sei zunéchst ev: C(Y,Z) x Y — Z stetig. Wir erhalten f € C(X,C(Y,Z)) ein Urbild
unter « als Verkettung stetiger Abbildungen

XxY Y oy, 2y <y <% 7.
Umgekehrt erhalten wir die Auswertungsabbildung ev: C(Y,Z) x Y — Z als Urbild von ide(y,z)
unter « fir X = C(Y, Z), denn fiir g € C(Y, Z) gilt
a(ev)(g) = ev(y, -) = g = (ldc(v,2)9) -
Den Beweis von (3) lassen wir wieder aus. O

1.102. BEMERKUNG. Es sei jetzt (Y, d) ein metrischer Raum.

(1) Eine Folge (f;); in C(X,Y) konvergiert genau dann in der kompakt-offenen Topologie
gegen f € C(X,Y), wenn (f;); gleichmifsig auf Kompakta gegen f konvergiert (oder kurz:
kompakt konvergiert), das heifit, wenn es zu jeder stetigen Abbildung u: K — X von einem
Kompaktum nach X und jedem € > 0 ein n € N mit

d(f,(m),f(:z)) <e

fiir alle z € K und alle i > n gibt (Ubung 1.163).

(2) Sei X lokalkompakt, dann ist Konvergenz in der kompakt-offenen Topologie wegen (1)
dquivalent zur lokal gleichméfligen Konvergenz, das heifit, jeder Punkt x € X hat eine
Umgebung, auf der die Folge gleichméfig konvergiert. Zur Erinnerung: in Analysis [ wurde
gezeigt, dass die Teilmenge der stetigen reellwertigen Funktionen auf einem Intervall [
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unter gleichméfiiger Konvergenz in Abb(I,R) folgenabgeschlossen ist. Da Stetigkeit eine
lokale Eigenschaft ist, hdtte lokal gleichméflige Konvergenz dafiir auch ausgereicht.

(3) Wenn X sogar kompakt ist, ist Konvergenz in der kompakt-offenen Topologie dquivalent
zur gleichméfBigen Konvergenz.

(4) Wenn X eine kompakte Ausschipfung besitzt, das heifit, wenn X als Vereinigung kom-
pakter Mengen K; mit K; C IOQH fiir ¢+ € N geschrieben werden kann, kénnen wir eine
Metrik auf C(X,Y) angeben, die die kompakt offene Topologie auf C(X,Y’) induziert,
siehe Ubung 1.164.

Um gleichméflige Konvergenz topologisch zu definieren, wenn X nicht kompakt ist, brauchen wir
eine stirkere Struktur als nur eine Topologie auf dem Raum Y.

1.1. CW-Komplexe und topologische Mannigfaltigkeiten

Wir beschreiben jetzt zwei wichtige Klassen topologischer Rdume. Die Grundidee bei beiden
Konstruktionen besteht darin, Rdume zu konstruieren, die sich in einem gewissen Sinne &hnlich ver-
halten wie R™ mit der Standardtopologie. Wahrend Mannigfaltigkeiten (oft mit Zusatzstruktur, zum
Beispiel ,,differenzierbar®) in der Geometrie eine grofie Rolle spielen, brauchen wir CW-Komplexe
spater fiir viele Konstruktionen in der (algebraischen) Topologie.

1.103. DEFINITION. Eine (topologische) Mannigfaltigkeit der Dimension n € N ist ein Hausdorff-
Raum M mit abzéhlbarer Basis, so dafl jeder Punkt p € M eine Umgebung U C M besitzt, die
homoéomorph zu R” ist.

1.104. BEISPIEL. Die folgenden Rdume sind Mannigfaltigkeiten.

(1) Der Raum R™ ist eine Mannigfaltigkeit der Dimension n.

(2) Die Sphire S™ C R™! ist eine Mannigfaltigkeit der Dimension n. Hierzu betrachtet man
die stereographischen Projektion vom Nord- und Siidpol (0,...,0,+1) aus auf den Unter-
raum R" x {0}.

(3) Jede offene Teilmenge einer Mannigfaltigkeit ist wieder eine Mannigfaltigkeit. Hierzu reicht
es zu zeigen, dass offene Teilmengen des R" lokal homéomorph zu R™ sind. Betrachte dazu
die Abbildung

1

Bo(z) 3R"  mit oy ———
r— |y —

(y — ).

(4) Sei M C R™ eine n-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit, dann ist M, versehen mit der
Unterraumtopologie, eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit.

(5) Es sei (—oo,w) die geordnete Menge aus Bemerkung 1.41, dann versehen wir

X = ((—o0,w1) x [0,1)) \ {(0,0)}
mit der lexikographischen Ordnung, das heifit
(z,r) < (y,8) <= z=<y oder (z=yundr<s)

und der zugehorigen Ordnungstopologie. Dieser Raum heifit auch die (halb-) lange Gerade
(die lange Gerade erhélt man als Vereinigung zweier Kopien, von denen eine die umgekehrte
Odnung tragt, und einem Punkt (0,0) genau dazwischen).

Man kann zeigen, dass X lokal zu R hom6morph ist. Sei beispielsweise wg = sup N <
w1 die kleinste unendliche Ordinalzahl. Als Umgebung betrachten wir das Intervall I =
(=00, (wo +1,0)) C X. Die Abbildung I — (—1,1) C R mit

s falls = wp, und
(@, s) = 1
—2717%(2—s) falls 2 < wo,
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ist eine ordnungserhaltende Bijektion, also ein Hom6omorphismus beziiglich der Ord-
nungstopologien. Aber X enthélt {iberabzdhlbar viele disjunkte offene Teilmengen der
Form {z} x (0,1), kann also keine abzihlbare Basis haben.

1.105. BEMERKUNG. (1) Man beachte, dass (Al) und (T1) automatisch erfiillt sind, da
jeder Punkt eine Umgebung homéomorph zu R™ besitzt.

(2) Wir verlangen die Hausdorff-Eigenschaft (T2), um den Raum aus Beispiel 1.28 und &hnli-
che Konstrukte auszuschliessen. Wir verlangen abzéhlbare Basen (A2), damit unsere Man-
nigfaltigkeiten nicht zu groff werden. Betrachte dazu etwa die obige (halb-) lange Gerade
oder das Produkt aus dem Intervall (0,1) mit einer iberabzihlbaren, diskreten Menge.

(3) Man kann zeigen, dass Mannigfaltigkeiten (T3) erfiillen, also reguldr sind, daher nach
dem Metrisationssatz von Urysohn metrisierbar (siehe Bemerkung 1.39), also insbesondere
sogar normal.

(4) Wir werden in Satz 3.51 sehen, dass die Dimension eine lokale Invariante ist: eine offene
Teilmenge des R™ ist zu einer offenen Teilmenge des R™ genau dann isomorph, wenn n = m
gilt. Wir verlangen, dass eine Mannigfaltigkeit nur aus Komponenten einer festgelegten
Dimension besteht.

Mit dieser Definition lisst sich zeigen, dass man jede Mannigfaltigkeit in den RY™ einbetten
kann, wenn N hinreichend grofl gewihlt wurde.

Der Begriff der Mannigfaltigkeit ist jedoch fiir viele Zwecke zu speziell. Die folgende Konstruk-
tion liefert hingegen (iiberraschenderweise) eine Klasse von topologischen Réumen, die einerseits
noch halbwegs anschaulich, und andererseits fiir die meisten Konstruktionen in der algebraischen
Topologie allgemein genug ist. Als Referenz verweisen wir auf den Anhang von [H1] und auf Ab-
schnitt 4.d.

Wir bezeichnen mit D™ = B1(0) C R™ den abgeschlossenen n-dimensionalen Einheitsball, und
mit D" = S"! seinen Rand. Hier wie auch im Folgenden bezieht sich ein hochgestellter Index
immer auf eine Art Dimension und bezeichnet insbesondere nicht etwa einen Exponenten.

(1) Wir beginnen mit einem diskreten topologischen Raum X°, dem 0-Geriist oder 0-Skelett,
dessen Punkte wir auch 0-Zellen nennen.

(2) Sei das (n—1)-Geriist X! bereits induktiv konstruiert, sei I" eine beliebige Indexmenge,
und sei ()i eine Familie stetiger Abbildungen von S"~! nach X"~!. Mit Satz 1.78
erhalten wir eine Abbildung

" = Hg@?: HE)D" — xn! mit " (i, x) = @i () .
% 7

Dann konstruieren wir das n-Geriist X,,, indem wir #I"-viele Kopien von D" mit X"
entlang der Abbildung ¢™ verkleben wie in Folgerung 1.86, siehe Diagramm (1.3):

H’iEI" Dn LX” == )(n_1 U@n H Dn

T

Snfl " anl
[icrn — -

Mit Satz 1.78 zerfillt ®" wiederum als disjunkte Vereinigung einer Familie (®');cr» von
Abbildungen von D™ nach X".
(3) Wir kénnen entweder nach endlich vielen Schritten aufhéren mit X = X", oder diesen
Prozess fiir alle n € Ny fortsetzen. In diesem Fall liefert Folgerung 1.87 den Kolimes
X =colim X" .
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Als Menge ist X die aufsteigende Vereinigung der Réume X° c X' C ...
Durch diese Konstruktionen ist die Topologie auf X induktiv durch die Abbildungen ¢?: "1 —
X! festgelegt.

1.106. DEFINITION. Ein so konstruierter topologischer Raum X heifit CW-Komplex. Die Teil-
menge X" C X heifit das n-Geriist oder n-Skelett) von X. Die Abbildungen

ol ST Xt e X
heiflen Verklebeabbildungen, die
O D" — X" — X
charakteristische Abbildungen. Man nennt e' = ®F(B") eine (offene) n-Zelle und e = ®7(D")
eine abgeschlossene n-Zelle von X.

Die Buchstaben ,,CW* stehen fiir closure finite, weak topology, siche unten. Man beachte, dass
offene Zellen als Teilmengen von X nicht notwendigerweise offen sind. Die Skelette, Zellen und
charakteristischen Abbildungen héangen dabei nicht nur vom Raum X, sondern von der konkre-
ten Konstruktion ab. Wir werden trotzdem spéter salopp von einem CW-Komplex X und seinen
Gertisten, Zellen etc. sprechen, auch wenn wir die genaue Konstruktion nicht immer angeben.

1.107. BEISPIEL. Die folgenden Rdume sind CW-Komplexe:

X=g" mit X'=...=X""1=pt, Xt=...= 8",

oder mit X =9 fir j <n, Xt=...=8";
X=R mit X'=2, X'=...=R;
X =R? mit X" =122, X'=ZxRURXZ, X2 =...=R?;
X =R" mit X'=2", . X"=...=R";

Das erste Beispiel zeigt, dass ein gegebener topologischer Raum auf (viele) verschiedene Weisen als
CW-Komplex geschrieben werden kann.

Wir wollen jetzt einige grundlegende Fakten iiber CW-Komplexe zusammenstellen.

1.108. PROPOSITION. Es sei X = colim X" mit X" = X"~ Ugn [Lici» D" ein CW-Komplex.

(1) Fir eine Teilmenge U C X sind dquivalent:
(a) U ist offen (abgeschlossen) in X,
(b) Fiir allen € N ist U N X™ offen (abgeschlossen) in X",
(¢) Fiir allen € N und alle i € I" ist (®1)~Y(U) offen (abgeschlossen) in D™.
(2) Fir einen topologischen Raum Y wund eine Abbildung f: X — Y sind dquivalent:
(a) f ist stetig,
(b) Fir allen € N ist f|lxn: X" =Y stetig,
(c) Fir allen € N und alle i € I"™ ist fo®}: D" =Y stetig.
(3) Fir alle n ist X™ C X eine abgeschlossene Teilmenge. Die CW-Topologie auf X™ stimmt
mit der Unterraumtopologie tiberein.

BEWEIS. Die erste Aquivalenz in (1) ergibt sich aus der Konstruktion des Kolimes als Quo-
tient der disjunkten Vereinigung aller X™. Fiir die zweite Aquivalenz benutzen wir induktiv die
Konstruktion des Pushouts.

Eigenschaft (2) folgt analog aus den universellen Eigenschaften des Kolimits und des Pushouts,
siehe Folgerungen 1.86 und 1.87.

Zu (3) zeigen wir induktiv, dass X™ abgeschlossene Teilmenge von X™ ist fir alle m > n. Im
Induktionsschritt von m — 1 auf m beachten wir, dass alle ¢! stetig und folglich alle (7)1 (X™)
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in S™~1 abgeschlossen sind. Da S™~! C D™ abgeschlossen ist, ist folglich auch (®7)~}(X™) =
(™)~H(X™) € D™ abgeschlossen. Wegen (1) ist X™ in X abgeschlossen.

Eine Teilmenge A C X" ist in der CW-Topologie auf X™ nach (1) genau dann abgeschlossen,
wenn (®¢)71(A) in D’ abgeschlossen ist fiir alle £ < n und alle i € I*. Mit dem obigen induktiven
Argument folgt, dass (®¢)71(A) in D abgeschlossen ist fiir alle £ € N und alle i € I*. Das ist
dquivalent dazu, dass A in X abgeschlossen ist, und da X™ in X abgeschlossen ist, auch dazu,
dass A in X™ mit der Unterraumtopologie abgeschlossen ist. Die Riickrichtung ist klar. g

1.109. BEMERKUNG. CW-Komplexe erfiillen nicht automatisch das erste Abzdhlbarkeitsaxiom
(A1) und sind daher auch nicht immer metrisierbar, siehe Beispiel 1.36 (2). Als Beispiel betrachten
wir einen C'W-Komplex mit 0-Skelett

X% =NU{*}.
Wir wihlen I' = N und definieren Verklebefunktionen
ol {-1,1} —» Xx° mit oL(—1) = * und  @l(1)=n.

Unser CW-Komplex X = X! sieht also aus wie ein Stern mit abzihlbar vielen Zacken. Aquivalent
schreiben wir

X = (L1 xN)/~,
wobei (—1,m) ~ (—1,n) fir alle m, n € N, wihrend alle anderen Punkte nur zu sich selbst
dquivalent sind.

Es sei jetzt (Up,)nen eine Folge von Umgebungen des Punktes . Fiir jedes n existiert also &, > 0,
so dass [—1,&, — 1) C (®1)1(U,). Wir definieren

V:JEIN[—LZ”—l)/NCX.

Nach Proposition 1.108 (1) ist das eine offene Umgebung von * in X, aber fiir kein n € N gilt U,, C
V. Folglich hat * keine abzéhlbare Umgebungsbasis.

Da der Raum [—1, 1] x N sogar das zweite Abzé&hlbarkeitsaxiom (A2) erfiillt, erhalten wir auch
ein Gegenbeispiel zu Bemerkung 1.85 (3). Analog kann man zeigen, dass die CW-Topologie auf X
echt feiner ist als die metrische Topologie, bei der wir X als Vereinigung radialer Strecken in einem
Vektorraum mit der franzdsischen Eisenbahnmetrik aus Ubung 1.114 auffassen.

1.110. SAaTz. CW-Kompleze sind normal.

BEWEIS. Sei X = colim X" ein CW-Komplex. Zu zeigen ist, dass (T1) und (T4) gelten,
und (T1) ist dquivalent dazu, dass Punkte in X abgeschlossen sind.
Sei also z € X. Da X = colim X", existiert genau ein ng € Ng mit x € X0 \X"Ofl. Da

X "o \XnO—l — e?o 7

liegt  in genau einer Zelle e;’
on 1.108 (3) auch in X.

Anstelle von (T4) beweisen wir induktiv die dquivalente Formulierung aus Urysohns Lem-
ma 1.29. Seien dazu A, B C X abgeschlossen und disjunkt. Da X© diskret ist, kénnen wir mit einer
beliebigen Funktion f0: X° — [0, 1] starten, so dass f°|4nx0 = 0 und f°|gnx0 = 1.

Sei fr~1: X™ — [0,1] gegeben, so dass f"!|4nxn-1 =0 und f* ! znxn-1 = 1. Da fiir alle i €
I" die Teilmenge S™~1 U (®2)~1(A) U (@7)~}(B) in D™ abgeschlossen und D™ normal ist, finden
wir nach dem Satz 1.32 von Tietze eine stetige Funktion fJ*: D™ — [0, 1], so dass

von X™. Also ist {z} abgeschlossen in X" und wegen Propositi-

e =1""toel . fMlem1w=0  uwd  fen-ym=1.
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Die Funktionen f"~! und [;cin fi* erfiillen die Verklebebedingung aus Folgerung 1.86 (1), also

definieren sie zusammen eine stetige Funktion f: X™ — [0, 1] mit der gewiinschten Eigenschaft.
Schlieflich erfiillen die Funktionen f™: X™ — X die analoge Bedingung aus Folgerung 1.87 (1)

und definieren daher eine stetige Funktion f: X — [0,1] mit f|4 =0 und f|p = 1. O

1.111. DEFINITION. Ein Unterkompler Y eines CW-Komplexes X ist ein abgeschlossener Un-
terraum, der aus einer Vereinigung von Zellen von X besteht. Ein CW-Komplex heifit endlich,
wenn er aus endlich vielen Zellen besteht.

Da einzelne n-Zellen e} fiir n > 0 selbst nicht abgeschlossen sind, gehtren auch alle Zellen,
die vom Rand von e} getroffen werden, mit zum Unterkomplex. Insbesondere sind Unterkomple-
xe selbst wieder CW-Komplexe, und man kann sich wie in Proposition 1.108 {iberzeugen, dass
die Unterraumtopologie eines Unterkomplexes Y C X mit seiner CW-Komplex-Topologie iiberein-
stimmt, indem man induktiv die CW-Topologie auf Y mit der Unterraumtopologie von Y C X"
vergleicht.

Um einem moglichen Missverstindnis vorzubeugen, weisen wir darauf hin, dass der Abschluss
einer Zelle e} nicht notwendigerweise ein Unterkomplex von X ist, genausowenig ihr Rand de} C
Xn"=! (obwohl das in vielen Beispielen durchaus so sein wird).

1.112. SATZ. Ein Unterraum A eines CW-Komplexes X ist genau dann kompakt, wenn er
abgeschlossenen und in einem endlichen Unterkomplex von X enthalten ist.

BEWEIS. ,<=": Jede abgeschlossene Zelle €' = ®7'(D") ist als Bild einer kompakten Menge in
einem Hausdorff-Raum kompakt, sieche Bemerkung 1.59 (2). Ein endlicher Unterkomplex ist eine
endliche Vereinigung abgeschlossener Zellen, und daher immer noch kompakt. Eine abgeschlossene
Teilmenge eines endlichen Unterkomplexes ist auch in X abgeschlossen und daher nach Bemer-
kung 1.59 (1) kompakt.

»=="1 Es sei zundchst B C X eine Teilmenge, so dass B N e} fiir alle n € N und alle i €
I™ hochstens einen Punkt enthilt. Wir behaupten, dass B in X abgeschlossen ist. Da X© ein
diskreter Raum ist, ist BN X° in XY abgeschlossen. Sei jetzt B N X"~ in X"~ ! abgeschlossen,
dann ist fiir alle i € I"™ auch (®7)~}(BNX""!) in D™ abgeschlossen. Da (®?)~!(B) héchstens einen
weiteren Punkt enthélt, ist auch diese Teilmenge in D™ abgeschlossen. Folglich ist B N X™ in X"
abgeschlossen, und damit nach Proposition 1.108 (1) auch B in X. Jede Teilmenge von B ist aus
dem gleichen Grund abgeschlossen, also tragt B als Unterraum von X die diskrete Topologie.

Sei jetzt A C X kompakt, dann ist A abgeschlossen nach Bemerkung 1.59 (5). Wir wihlen eine
Teilmenge B C A, die fiir jede Zelle e’ mit ANe] # () genau einen Punkt b € ANel enthélt. Dann
ist B in A abgeschlossen und somit kompakt, und trigt die diskrete Topologie. Da ein diskreter
kompakter Raum nur aus endlich vielen Punkten bestehen kann, kann ein kompakter Unterraum
nur endlich viele offene Zellen treffen.

Zu zeigen bleibt, dass jede Zelle in einem endlichen Unterkomplex enthalten ist. Fiir 0-Zellen
ist das klar. Induktiv nehmen wir an, dass alle Zellen bis zur Dimension n — 1 jeweils in endlichen
Unterkomplexen enthalten sind. Der Rand einer n-Zelle e} ist kompakt und trifft somit nur endlich
viele Zellen; diese haben Dimension < n und sind somit in endlichen Unterkomplexen enthalten.
Also ist e’ in einer endlichen Vereinigung endlicher Unterkomplexe mit der Zelle e}’ enthalten. [

Aus der Kompaktheit von D" folgt also insbesondere, dass das Bild €' von ®7 nur endlich
viele Zellen trifft (daher ,closure finite*). Mit ,weak topology* ist die in Proposition 1.108 (1)
beschriebene Topologie gemeint. Und fiir alle i € I"™ ist ®}|gn: B® — X eine Einbettung mit
Bild e}'. Dadurch lassen sich CW-Komplexe sogar charakterisieren.
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1.113. SATZ (ohne Beweis, siehe [H1]). Sei X ein Hausdorff-Raum und (®}: D™ — X)pen, icin
fiir jedes n eine Familie stetiger Abbildungen. Dann sind die Abbildungen ®7' genau dann die cha-
rakteristischen Abbildungen eines CW-Komplezes auf X, wenn

(1) die Einschrinkungen ®|pn Einbettungen sind, und X als Menge die disjunkte Vereinigung
threr Bilder e} 1st,

(2) die Bilder der ®F|spn jeweils nur endlich viele offene Zellen treffen,

(3) und eine Menge A C X genau dann abgeschlossen ist, wenn (®7)~1(A) C D™ fiir alle n
und alle i € I™ abgeschlossen ist.

1.m. Ubungen zu Kapitel 1
Ubungen zu Abschnitt 1.a.

1.114. UBuNG. Die Metrik der franzosischen Eisenbahnen. Sei (V, || -||) ein normierter Vektor-
raum. Man setze
ly — || falls z und y kollinear, und
dy(z,y) =
[zl + llyll  sonst.
Zeigen Sie:
(1) (V,dy) ist ein metrischer Raum.
(2) Sei dp(x,y) = ||y — || die tibliche Metrik. Die Identitét idy: (V,dy) — (V. d,) ist stetig,
nicht jedoch idy : (V,d,) = (V,dy).

1.115. UBUNG. Es seien (X,d), (Y,d') metrische Riume und « € (0,1] gegeben. Eine Abbil-
dung F': (X,d) — (Y,d') heiit a-Héldersch, falls eine Konstante C' > 0 existiert, so dass fiir alle x,
y € X gilt:

d'(F(z), F(y)) < Cd(z,y)" .
1-Holdersche Abbildungen heissen auch Lipschitzsch. Zeigen Sie, dass jede a-Holdersche Abbildung
stetig ist.

1.116. UBUNG. Sei p eine Primzahl. Jede rationale Zahl g # 0 lisst sich eindeutig schreiben als
a
— "
q - p b 9
mit 7, a, b € Z, b > 0, so dass p, a und b paarweise teilerfremd sind. In diesem Fall definieren wir
die p-adische Bewertung von g durch [|¢||, = p~" und [|0[|, = 0. Dadurch wird die p-adische Metrik

dp(z,y) = lly — =[],
auf Q indugziert.
(1) Zeigen Sie, dass d, wirklich eine Metrik ist, also die Axiome (1)—(3) aus Definition 1.1
erfiillt.
(2) Zeigen Sie, dass eine verschirfte Dreiecksungleichung gilt:

dp(.%', Z) S max{dp(x, y)? dp(ya 2)} )
und ,,<“ kann nur auftreten, wenn dp(z,y) = d,(y, 2) gilt.
(3) Folgern Sie daraus: Fiir alle z, y € (Q,d,) und alle €, § > 0 seien Bs(z) und B.(y)
metrische Bélle beziiglich d,, dann sind B;(z) und B, (y) entweder disjunkt, oder einer der
beiden Bille enthélt den anderen.

1.117. UBUNG. Sei (X,d) ein metrischer Raum, und sei (2;);cn, eine Folge in X. Zeigen Sie:
die Folge x; konvergiert genau dann gegen x € X, wenn es zu jeder Umgebung U von x in X
ein ng € Ny gibt, so dass x; € U fiir alle i > ng.
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Ubungen zu Abschnitt 1.b.

1.118. UBUNG. Sei X eine beliebige Menge, und sei
O ={Uc X | X\U ist cine endliche Menge } U{0} C PX.

Zeigen Sie, dass O eine Topologie auf X definiert. Diese Topologie heifit auch die koendliche Topo-
logie.

1.119. UBUNG. Die folgende Konstruktion ist wichtig in der algebraischen Geometrie. Wir
nennen eine Teilmenge A C C" Zariski-abgeschlossen, wenn es eine Menge P C Clzy,...,2,] von
Polynomen gibt, so dass

A:{zeC"|p(z):0fﬁrallep€P}. ()

Eine Menge U C C™ heifit Zariski-offen, wenn C™\ U Zariski-abgeschlossen ist. Zeigen Sie, dass die
Menge Oy aller Zariski-offenen Teilmengen eine Topologie bildet. Diese Topologie heifit auch die
Zariski- Topologie.

Hinweis: Uberlegen Sie sich, dass es dquivalent (und etwas einfacher) ist, zu zeigen: (1) ) und C"
sind Zariski-abgeschlossen; (2) wenn Ay, ..., Ay Zariski-abgeschlossen sind, dann auch A;U---U A
(betrachten Sie hierzu geeigenete Produkte der definierenden Polynome); (3) wenn alle A € A C
PC™ Zariski-abgeschlossen sind, dann auch

A=) 4.

AeA

Bemerkung: Aus dem Hilbertschen Basissatz folgt, dass man fiir jedes A nur jeweils endlich viele
Polynome braucht, um A wie in (*) zu definieren.

1.120. UBUNG. Seien X und Y beliebige Mengen. Zeigen Sie:

(1) Sei O5 = PX die diskrete Topologie, und sei Ok = {0),Y} die Klumpentopologie. Dann
sind fiir jeden beliebigen topologischen Raum (Z,0) alle Abbildungen F': (X,0s) —
(Z,0) und alle Abbildungen G: (Z,0) — (Y, Ok) stetig.

(2) Seien Oy, Oy beliebige Topologien auf X und Y. Falls fiir jeden beliebigen topologischen
Raum (Z,O) alle Abbildungen F': (X,Ox) — (Z,0) und alle Abbildungen G: (Z,0) —
(Y, Oy) stetig sind, dann ist Ox = Oy die diskrete und Oy = Ok die Klumpentopologie.

1.121. UBUNG. Es sei F: (X,0x) — (Y,Oy) eine Abbildung zwischen topologischen Riumen.
Wir nennen F' stetig am Punkt x € X genau dann, wenn fiir jede Umgebung V' C Y von F(z) das
Urbild F~Y(V) C X eine Umgebung von z ist.

(1) Zeigen Sie, dass F' genau stetig ist, wenn F' an jedem Punkt z € X stetig ist.
(2) Es seien d, d’ Metriken auf X beziehungsweise Y, so dass Ox = Oy und Oy = Oy . Zeigen
Sie, dass die obige Definition zu Definition 1.3 dquivalent ist.

Ubungen zu Abschnitt 1.c.
1.122. UBUNG. Sei (X,d) ein metrischer Raum, und seien A, Ay und A; abgeschlossene Teil-

mengen von X, und Ag und A; seien disjunkt. Zeigen Sie:

(1) die Funktion d4: X — R mit da(z) = inf,e4 d(a, z) ist stetig;
(2) es gilt da(x) = 0 genau dann, wenn x € A;
(3) die Funktion f = da,/(da, + da,) hat die in Satz 1.25 (3) geforderten Eigenschaften.

1.123. UBUNG. Sei X eine Menge mit mindestens zwei Elementen, und sei Oy die Klum-
pentopologie auf X. Welche Trennungseigenschaften besitzt (X, Ok )?
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1.124. UBUNG. Es sei X eine unendliche Menge mit der koendlichen Topologie © aus Aufga-
be 1.118. Welche Trennungseigenschaften besitzt (X, 0)?

1.125. UBUNG. Eine Teilmenge U C N heiBe offen beziiglich der Topologie O, wenn aus m € U
auch n € U fiir alle n > m folgt.

(1) Uberpriifen Sie, dass O~ die Axiome einer Topologie erfiillt.
(2) Welche Trennungseigenschaften hat (N, O.)?

1.126. UBUNG. Zeigen Sie:
(1) die Zariski-Topologie Oz auf C" ist fiir kein n > 1 hausdorffsch, erfiillt aber (7'1).
(2) Jedes Polynom p € C[zy, ..., z,] definiert eine stetige Abbildung p: (C",Oz) — (C,Oy).
(3) Versuchen Sie zu erklédren, warum (2) nicht Bemerkung 1.27 (2) widerspricht.
Hinweis: Um (1) zu beweisen, iiberlegen Sie sich, dass fiir alle Polynome p gilt:
(1) wenn p(z) # 0, dann existiert ein kleiner metrischer Ball B.(x), auf dem p nirgends

verschwindet.
(2) wenn p auf einem kleinen metrischen Ball verschwindet, dann verschwindet es auf ganz C".

Ubungen zu Abschnitt 1.d.
1.127. UBUNG. Betrachte den Raum X = [0, 1] mit

lyo —y1| falls 1 = 2, und
d((xl,yl)($27y2)) = {1 falls 2, # 7

(1) Zeigen Sie, dass d eine Metrik auf X ist.
(2) Welche Abzahlbarkeitseigenschaften erfiillt (X, Oq)?

1.128. UBUNG. Es sei S eine Subbasis der Topologie Oy auf einer Menge Y. Zeigen Sie:

(1) Eine Folge (z;);en in Y konvergiert genau dann gegen einen Punkt y € Y, wenn fiir
alle S € S mit y € S ein iy € N existiert, so dass x; € S fiir alle 7 > 1.

(2) Eine Abbildung f: (X,0x) — (Y,Oy) ist genau dann stetig, wenn fiir alle S € S das
Urbild f~1(S) in X offen ist.

Ubungen zu Abschnitt 1.e.

1.129. UBUNG. Es sei (X,0) ein topologischer Raum. Zeigen Sie, dass X genau dann ein
Hausdorff-Raum ist, wenn jeder Filter auf X hochstens einen Grenzwert hat.

1.130. UBUNG. Sei (), eine Folge in X und F der von ihr induzierte Filter gemif Bei-
spiel 1.43 (4). Zeigen Sie:
(1) Der Filter F konvergiert genau dann gegen = € X, wenn die Folge (x,), gegen = konver-
giert.
(2) Der Punkt z € X ist genau dann ein Haufungspunkt von F, wenn er ein Haufungspunkt
von (), ist.

1.131. UBUNG. Beweisen Sie Bemerkung 1.47.
1.132. UBUNG. Betrachte
f:{UCR’esgibt5>0,sodass (0,6) U} CPR.

(1) Zeigen Sie, dass F ein freier Filter auf R ist.

(2) Konvergiert F in der Standardtopologie auf R, und wenn ja, gegen welchen Grenzwert?

(3) Sei jetzt f: R — R eine beliebige Abbildung. Ubersetzen Sie die Aussage ,, fF konvergiert
gegen a € R“ in die Sprache der Analysis I.
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Ubungen zu Abschnitt 1.f.

1.133. UBUNG. Sei (X,dx) ein metrischer Raum mit Topologie Og4,, und sei Y C X versehen
mit der induzierten Metrik dy = d|y xy. Zeigen Sie, dass die von Oy, induzierte Unterraumtopo-
logie Oy mit der metrischen Topologie Oy, iibereinstimmt.

1.134. UBUNG. Manchmal méchte man Funktionen durch Fallunterscheidung definieren und
sicherstellen, dass die so definierte Funktion auf dem ganzen Definitionsbereich stetig ist. Dazu
seien (X, Ox) und (Y, Oy) topologische Riume, und Ay, ..., Ay C X abgeschlossene Teilmengen
mit X = AjU---UAg. Essei f: X — Y gegeben, so dass f|a,: 4, = Y firallei =1, ..., k stetig
ist beziiglich der Unterraumtopologie auf A;. Zeigen Sie, dass dann f: X — Y ebenfalls stetig ist.

1.135. UBUNG. Seien (X, dx), (Y, dy) metrische Réume, dann definieren wir eine Metrik dx xy
auf dem kartesischen Produkt X x Y durch
dxxy ((z1,91), (22, y2)) = max{dx (z1,22),dy (y1,¥2)} -
Zeigen Sie, dass die von Og4, und Oy, induzierte Produkttopologie mit der metrischen Topolo-

gie Oy, lbereinstimmt.

1.136. UBUNG. Zeigen Sie: ein topologischer Raum X ist genau dann Hausdorff, wenn die
Diagonale
AX={(z,2)eXxX |zeX}

als Teilmenge des Produktes X x X abgeschlossen ist.

1.137. UBUNG. Wir versehen R, R? und alle Unterrdume mit der Standardtopologie. Welche
der folgenden Abbildungen sind Einbettungen:

F:(0,1) —» R? F(t) = (cos2mt, sin 27t) (a)
G:[0,1) — R? G(t) = (cos2mt, sin 27t) . (b)
H:7Z—R H(n) = {?/n :O:Sto_ ’ (c)

1.138. UBUNG. Sei (X;, O;)icr eine iiberabzihlbare Familie topologischer (T1)-Réume mit je-
weils mehr als einem Punkt fiir alle i € I. Zeigen Sie: dann besitzt [[,(X;, O;) nicht die erste
Abzahlbarkeitseigenschaft.

1.139. UBUNG. Es sei X eine Menge und (dy,)nen eine abzihlbare Familie von Halbmetriken,
das heiit, d,,: X x X — [0, o0] erfiillt die Axiome (2) und (3) aus Definition 1.1 sowie dy,(z,x) =0
fiir alle x € X. Auflerdem existiere zu x, y € X mit = # y ein n € N mit d,(x,y) > 0. Dann
definieren wir d: X x X — [0, 00) durch

_ G 27" dn(l',y)
A ) = T;) 1+ dy(2,y)

)

wobei wir 2{:020 = 27" setzen. Zeigen Sie:
(1) Fiir jedes n erfiillt (z,y) — % wieder die Dreiecksungleichung.

(2) Die Abbildung d ist eine Metrik auf X.
(3) Eine Basis der Topologie Oy auf X wird gegeben durch

B={Boc(x)N--NBpe(z) |z € X,neNunde >0},
wobei Bre(z)={ye X |dy(z,y) <e}.
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(4) Eine Subbasis der Topologie Oy auf X wird gegeben durch
S:{Bnyg(az)|a:€X,n€Nund6>O}.
(5) Das topologische Produkt abzéhlbar vieler metrischer Raume ist metrisierbar.

1.140. UBUNG. Es sei I eine Menge und X ein topologischer Raum. Wir identifizieren Abb(I, X)
mit [[,.; X so, dass
Abb(I,X) 3 (f: I = X)+— (f(i))ier € [[ X -
1€l
Zeigen Sie:
(1) Eine Folge (fn)nen in Abb(I, X) konvergiert genau dann beziiglich der Produkttopologie
gegen eine Abbildung f: I — X, wenn sie punktweise konvergiert, das heifit, wenn
li_>m fn(i) = f(3) firalleieI.

(2) Sei X jetzt ein (T1)-Raum. Die obige Folge konvergiert genau dann beziiglich der Box-
Topologie, wenn sie punktweise konvergiert und zusétzlich eine endliche Teilmenge Iy C [
und eine Zahl ny € N existieren, so dass

fn(@) = f(3) fiir alle n > ng und alle i € I'\ Iy .

Falls X ein metrischer Raum ist, ist die Box-Topologie fiir unendliche I sogar wesentlich
feiner als die Topologie der gleichméfligen Konvergenz.

Ubungen zu Abschnitt 1.g.

1.141. UBUNG. Seien (X, 0), (Y, ©) Hausdorff-Riume, X sei kompakt, und sei F: X — Y eine
stetige Abbildung. Zeigen Sie, dass dann auch F(X) C Y, versehen mit der Unterraumtopologie,
kompakt ist.

1.142. UBUNG. Zeigen Sie: kompakte Riume sind normal, erfiillen also insbesondere (T4). Dazu
zeigt am besten zuerst, dass kompakte Riaume (T3) erfiillen.
Hinweis: Per Definitionem sind kompakte Raume Hausdorffsch.

1.143. UBUNG. Zeigen Sie, dass offene Teilmengen kompakter Riume lokalkompakt sind.

1.144. UBUNG. Wir betrachten den Raum R™.
(1) Zeigen Sie beispielsweise mit Hilfe der stereographischen Projektion, dass S™ homdomorph
zur Alexandroff-Kompaktifizierung des R”™ ist.
(2) Finden Sie eine Kompaktifizierung (R" < K des R™, so dass K \im ¢ mehr als einen Punkt
enthélt.

1.145. UBUNG. Es sei (z;);en eine Folge in einem topologischen Raum X. Zeigen Sie, dass
sich z¢: N — X genau dann stetig auf N = N U {co} mit oo — x fortsetzen ldsst, wenn die
Folge (x;) gegen x, konvergiert.

Ubungen zu Abschnitt 1.h.

1.146. UBUNG. Es seien X, Y quasikompakt, und U sei eine offene Uberdeckung von X x Y.
Zeigen Sie:

(1) Zu jedem Punkt z € X existiert eine Umgebung U, von z, so dass U, x Y von endlich
vielen Elementen aus U iiberdeckt wird.
(2) Es existiert eine endliche Teiliiberdeckung von U.

1.147. UBUNG. Es bezeichne ¢ den Raum der beschriinkten Folgen in R. Zeigen Sie:
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(1) Die Einschrankungsabbildung r: C'(BN,R) — ¢ ist bijektiv.
(2) Wir versehen ¢*° und C(SN,R) jeweils mit der Supremumsmetrik. Dann ist  eine Isome-
trie.

1.148. UBUNG. Wir betrachten den Raum X = B;(0) C R2, versehen mit der Topologie zur
Basis

B={B:(p)|pe€Bi(0) und 0 <r <1~ |p|l }
U{BT((l—r)p)U{p}‘pESICXundO<T<1}.

Zeigen Sie:
(1) Fiir alle p € S* C X ist die Funktion f,: X — [—1,1] mit
1 fiir ¢ = p und
fl@)=9q{lea=p . .
(p,a—p)

stetig auf X und erfiillt <q . q— fp(q) > = 0. Sie nimmt fiir alle r € (0, 1] auf dem Kreis
mit Radius » um (1 — r)p den Wert 1 — 27 an, aufler im Punkt p.

(2) Der Raum X ist vollstédndig regulér.

(3) Der Raum X hat eine abziihlbare dichte Teilmenge @ = B;(0) NQ? und erfiillt (A1), aber
nicht (A2).

(4) Der Raum X ist nicht normal.

(5) Lasst sich X in einen normalen Raum einbetten?

Hinweis: Benutzen Sie in (1) den Satz des Thales. Zeigen Sie zu (4), dass jede reellwertige Funk-
tion auf dem abgschlossenen Unterraum S! C X stetig ist, sich aber nicht alle diese Funktionen
stetig auf X fortsetzen lassen. Sie diirfen verwenden, dass Abb(S!, R) eine grofiere Kardinalitiit hat
als Abb(Q,R).

Ubungen zu Abschnitt 1.i.

1.149. UBUNG. Betrachten Sie den Raum X = [0, 1]2 mit der Topologie aus Ubung 1.127.
(1) Geben Sie einen Homéomorphismus X — [];c(15[0, 1] an.
(2) Geben Sie einen Homoomorphismus zu einem nichttrivialen topologischen Produkt an.
1.150. UBUNG. Sei k ein beliebiger Kérper. Es seien V; Vektorrdume iiber k fiir i € I. Wir
betrachten die direkte Summe und das
EBV; = {(xi)ier | zi € V; fiir alle i € I, fast alle z; = 0}
el
C Vi = A{(@ics | zi € Vi fiir alle i € I} .
iel
Zeigen Sie:

(1) Die direkte Summe ist ein Koprodukt in Vecy.
(2) Das direkte Produkt ist ein Produkt in Vec.

(3) Fiir die Dualriume gilt
(@) =11v
i€l icl
1.151. UBUNG. Seien (X,Ox), (Y,Oy) und (Z,0z) topologische Réume mit stetigen Abbil-
dungen

(X,0x) —L= (v,0y) —2— (2,0,).
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(1) Falls Oy die von g und Oy induzierte Topologie ist, und Ox die von f und Oy induzierte
Topologie ist, dann ist Ox auch gleich der von g o f und Oz induzierten Topologie.

(2) Falls Oy die von f und Ox koinduzierte Topologie ist, und Oz die von g und Oy ko-
induzierte Topologie ist, dann ist Oz auch gleich der von g o f und Ox koinduzierten
Topologie.

1.152. UBUNG. Fiihren Sie den Beweis von Satz 1.83 (2) aus.

1.153. UBUNG. Seien (X,Ox) und (Y, Oy) topologische Riume, sei V C Y, und sei f: V — X
stetig beziiglich der Unterraumtopologie auf V. Zeigen Sie:

(1) die Topologie Ox ist genau die von der Verklebungstopologie auf X C X U; Y induzierte
Unterraumtopologie;
(2) wenn V abgeschlossen ist und X und Y beide (T1) erfiillen, dann gilt (T1) auch fir XUsY".

1.154. UBUNG. Sei S' C C der komplexe Einheitskreis, und sei z = e ¢ St ¢ C. Wir
betrachten auf S' die von z ~ zz erzeugte Aquivalenzrelation, das heifit, z ~ 3 genau dann,

wenn z/y = 2" fiir ein k € Z. Bestimmen Sie die Quotiententopologie auf S'/ ~, unterscheiden Sie
die Fille ¢ € 27Q und ¢ ¢ 27Q.

1.155. UBUNG. Betrachten Sie auf R? die Aquivalenzrelation
T _ .
(z1,22) ~ (y1,92) <= (y1,92) = (7“301, 72> fiir ein r € R* =R\ {0} .

(1) Skizzieren Sie die Aquivalenzklassen im R2.
(2) Skizzieren Sie X = R?/ ~.
(3) Beschreiben Sie die Quotiententopologie auf X, zum Beispiel durch Angabe einer Basis.

1.156. UBUNG. Betrachten Sie die in Aufgabe 1.155 definierte Aquivalenzrelation ~ auf R?. Sei
wie vorhin X =R?/~, sei Y = (R?\ {(0,0)})/~ und Z = (R?\ ({0} x R))/~.
(1) Welche der Trennungseigenschaften (T0), (T1), (T3), (T4) erfillt X7
(2) Zeigen Sie, dass Y zum Raum aus Beispiel 1.28 homdomorph ist.
(3) Zu welchem bekannten Raum ist Z homéomorph?

1.157. UBUNG. Sei (X,Ox) ein normaler topologischer Raum, sei f: X — Y eine surjektive
Abbildung, und sei Oy die Quotiententopologie auf Y. Zeigen Sie:

(1) wenn Urbilder f~!({y}) von Punkten in Y abgeschlossen sind in X, gilt (T1) fiir (Y, Oy);
(2) wenn f abgeschlossen ist, das heifit, wenn f(A) C Y abgeschlossen ist fiir alle abgeschlos-
senen A C X, dann gilt (T4) fir (Y, Oy).
Wir haben also ein einfaches Kriterium dafiir, wann Quotienten normaler Rdume wiederum normal
sind.
Ubungen zu Abschnitt 1.j.

1.158. UBUNG. Zeigen Sie: ein topologischer Raum ist genau dann zusammenhingend, wenn er
nicht zur disjunkten Vereinigung zweier nicht leerer topologischer Rdume homéomorph ist.

1.159. UBUNG. Sei
X = { (x,sini) x;éo}u ({0} x [-1,1]) c R?

versehen mit der von Op2 induzierten Unterraumtopologie.

(1) Skizzieren Sie X.
(2) Zeigen Sie, dass X zusammenhéngend ist.
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(3) Bestimmen Sie die Wegzusammenhangskomponenten von X.

1.160. UBUNG. Zeigen Sie:

(1) Der Raum der rationalen Zahlen Q ist total unzusammenhéngend sowohl beziiglich der
metrischen Topologie als auch beziiglich der p-adischen Topologien fiir alle Primzahlen p.
(2) Der Raum (C", Oy) ist zusammenhéngend.

1.161. UBUNG. Sei (X;, O;);cs eine beliebige Familie topologischer Riume und X = [L(X:, 0;)
ihr Produkt. Zeigen Sie, dass die Wegzusammenhangskomponente eines Punktes (z;);c; € X das
Produkt der Wegzusammenhangskomponenten der Punkte x; € X; ist. Falls alle X; nicht leer sind,
ist insbesondere X genau dann wegzusammenhingend, wenn alle X; wegzusammenhéngend sind.

Ubungen zu Abschnitt 1.k.
1.162. UBUNG. Beweisen Sie Proposition 1.98.

1.163. UBUNG. Es sei X ein Hausdorff-Raum und (Y,d) ein metrischer Raum. Zeigen Sie:
Dann konvergiert eine Folge (f;)ieny in C(X,Y) genau dann in der kompakt-offenen Topologie
gegen f € C(X,Y), wenn (f;) gleichméfig auf Kompakta gegen f konvergiert.

1.164. UBUNG. Es sei (X, O) ein topologischer und (Y, dy) ein metrischer Raum. Wir nehmen
an, dass es Kompakta (K;);cn in X gibt, so dass

o0
KiCKijifiralleieN ud X=|]JK;.
=0

Zeigen Sie:
(1) Durch

wird eine Folge von Halbmetriken auf C(X,Y") definiert, so dass fiir alle f # g: X — Y
ein ¢ € N mit d;(f, g) # 0 existiert.

(2) Die Konstruktion aus Ubung 1.139 liefert eine Metrik d auf C(X,Y), die die kompakt-
offene Topologie induziert.

1.165. UBuNG. Formulieren und beweisen Sie ein topologisches Analogon des ,,anderen Expo-
nentialgesetzes® 9% = 2V - 2.

1.166. UBUNG. Es sei X ein topologischer Raum, f: X — Y sei surjektiv, und Y trage die
Quotiententopologie. Es sei auflerdem Z ein lokalkompakter topologischer Raum. Wir bezeichnen
die Produkttopologie mit On und die Quotiententopologie auf Y x Z zur Abbildung fxidz: XxZ —
Y X Z mit Og,. Beweisen Sie, dass die folgenden Abbildungen stetig sind:

idyxz: (Y x Z,08,) = (Y x Z,0n) , (1)
idyxz: (Y xZ,0n) = (Y x Z,04y) . (2)
Hinweis zu (2): betrachten Sie das Diagramm
X 25 0(Z,(X x Z,00))
d |
Y ——C(Z,(Y x Z,04y))

und benutzen Sie das Exponentialgesetz 1.101 (2).
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Ubungen zu Abschnitt 1.1,
1.167. UBUNG. Sei k = R, C oder H ein (Schief-)Kérper, und sei k = 1, 2 oder 4 = dimg k,

dann sei

(kP™, Ogpn) = (k"' \ {(0,...,0)}) / ~,
wobei (zg,...,2Zn) ~ (Yo,--.,Yn) genau dann, wenn es ein z € k* =k \ {0} gibt, so dass y; = zz;
fiir alle s = 0, ..., n. Die Aquivalenzklasse von (o, ...,zy) wird auch als [z : - - - : x,] geschrieben.

Zeigen Sie, dass kP", versehen mit der Quotiententopologie, eine kn-dimensionale topologische
Mannigfaltigkeit ist. Zeigen Sie dazu, dass kP" die Eigenschaften (T2) und (A2) besitzt, und
konstruieren Sie Homdomorphismen von U; = {[zg : -+ : x,] | 2; # 0} C kP™ nach k™ = R"*,
1.168. UBUNG. Es sei kP™ wie oben definiert und k& = dimg k. Die Abbildung
H]]?: Sk‘(?’H—l)—l N kn+1 \ {0} % kP™
heifit Hopffaserung. Die Abbildung ¢, ist die Quotientenabbildung, und wir schreiben
(205 y2n) =[20:+: 2n) -

Zeigen Sie:

(1) Fiir einen quasikompakten Raum X und einen Hausdorffraum Y ist jede stetige Bijekti-

on F': X — Y ein Hom6omorphismus.
(2) Die Abbildungen

KP" S [20:---:2n) — [20: 2, : 0] € kP!
und DFFY 5 (29, ... 2,) — [zo D izp 1—|z|2} € kptt

mit DF( 1) = {zek™! ‘ 2| <1} sind stetig.
(3) Der Raum kP" Ugn D" 1) ist hombomorph zu kP!,
(4) Der projektive Raum kP™ ldsst sich als CW-Komplex schreiben.

1.169. UBUNG. Wir definieren
kP> = colimkP" .
Sei k™ der Vektorraum der endlichen k-wertigen Folgen, und sei
Q= (k*\{0}) / ~ mit ,~“ wie oben.

Zeigen Sie:
(1) die natiirliche Abbildung F': kP> — @ ist bijektiv;
(2) sei || || eine Norm auf k* und sei Og die dazugehorige Quotiententopologie auf @), dann

ist F' stetig;
(3) (Zusatzaufgabe) die Umkehrabbildung F~! ist fiir keine Norm || - || auf k* stetig.
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KAPITEL 2

Fundamentalgruppe und Uberlagerungen

Wir behandeln in diesem Kapitel die Fundamentalgruppe eines topologischen Raumes. Diese
Gruppe ldsst sich fiir geeignete topologische Rdume X auf zweierlei Art definieren:

(1) Als Gruppe 71 (X, o) der Homotopieklassen von Wegen «y: [0, 1] — X mit festem Anfangs-
und Endpunkt v(0) = v(1) = 29 € X, oder
(2) Als Gruppe T', die auf einem einfach zusammenh#ngenden Raum X wirkt, mit X = X /T

2.1. BEISPIEL. Sei X =C* =C\ {0} und sei p = 1.

(1) Wir beschrénken uns im folgenden auf stiickweise glatte Wege. Sei «v: [0, 1] — X ein Weg
mit v(0) = y(1) = 1, dann erhalten wir die Umlaufzahl
1 d 1[4
IR T
2

v(7,0) z 2w Jy ()

.
In der Tat werden wir zeigen, dass je zwei Wege in C* mit Anfangs- und Endpunkt p =1
und der gleichen Umlaufzahl um 0 in C* (mit festgehaltenen Anfangs- und Endpunkten)
homotop sind. Also ist m;(C*,1) = Z.

(2) Betrachte die (leicht modifizierte) Exponentialabbildung C — C* mit z + 2™ % dann gilt

627”20 — 627rzz1 21— 20 € 7

Wir kénnen also C* als Quotient des einfach zusammenhéngenden Raumes C nach der
Gruppe I' = Z schreiben; dabei wirkt Z auf C durch Addition, geometrisch also durch
Verschiebungen.

Wir wollen ab sofort (sofern nicht anders angegeben) unter einem Raum immer einen topolo-
gischen Raum verstehen, und unter einer Abbildung, einer Funktion oder einem Weg immer eine
stetige Abbildung, eine stetige Funktion, oder einen stetigen Weg.

2.a. Homotopien und Homotopiedquivalenz

In diesem Abschnitt fithren wir den Begriff der Homotopie von Abbildungen ein. Wir diirfen
uns Homotopien als Wege im Raum der Abbildungen vorstellen. Indem wir statt stetiger Abbil-
dungen Aquivalenzklassen homotoper stetiger Abbildungen betrachten, kénnen wir den Begriff des
Homdoomorphismus durch den wesentlich groberen Begriff der Homotopiedquivalenz ersetzen. Im
Rest dieser Vorlesung lernen wir Methoden kennen, um nicht homotope Abbildungen oder nicht
homotopiedquivalente Rd&ume voneinander zu unterscheiden.

Ab sofort geben wir die Topologien nicht mehr an, wenn es nicht unbedingt nétig ist. Falls nicht
anders angegeben, seien Abbildungen zwischen topologischen Rdumen immer stetig.

2.2. DEFINITION. Seien X, Y topologische Rdume. Zwei Abbildungen fy, fi: X — Y heiflen
homotop, kurz fo ~ f1, wenn es eine beziiglich der Produkttopologie stetige Abbildung H: X X
[0,1] — Y mit H(z,t) = fi(x) fiir t € {0,1} gibt. Dann heifit H eine Homotopie zwischen fo
und f1, und wir schreiben Hy = H(-,t): X =2 X x {t} — Y fiir alle ¢ € [0, 1]. Die Menge aller zu f
homotopen Abbildungen heifit die (freie) Homotopieklasse von f und wird mit [f] bezeichnet.

53



2.3. BEMERKUNG. (1) Homotopie ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Abbil-
dungen von einem Raum in einen anderen (Ubung 2.72), und ihre Aquivalenzklassen sind
gerade Homotopieklassen.

(2) Homotopie ist vertriaglich mit Hintereinanderschalten von Abbildungen:

(foNf12Y—>Z und goNgllX—>Y) — (foogo)fv(flogl):X—)Z.

2.4. DEFINITION. Seien X, Y topologische Rdume. Eine stetige Abbildung f: X — Y heifit
Homotopiedquivalenz, wenn es eine stetige Abbildung ¢g: Y — X gibt, so dass

gof~idx: X = X und fog~idy:Y =Y.

In diesem Fall heiflen X und Y homotopiedquivalent, und g heiflt ein Homotopieinverses zu f.
Ein Raum X heifit zusammenziehbar, wenn er zu einem einpunktigen Raum homotopiedquiva-
lent ist.

Die Raume B™ C D™ C R" sind zusammenziehbar. Allgemeiner sind auch sternférmige Teil-
mengen von R"™ zusammenziehbar. Es gibt aber noch weitere Beispiele, siehe Beispiel 2.11.

2.5. BEMERKUNG. (1) Jeder Hombomorphismus f ist insbesondere eine Homotopiedqui-
valenz mit g = f~1.
(2) Homotopiesiquivalenz ist eine Aquivalenzrelation auf der Klasse der topologischen Riume
(Ubung 2.73).
(3) Betrachte die (naive) Homotopie-Kategorie HTop mit den gleichen Objekten wie die Ka-
tegorie Top aus Beispiel 1.20 (4) und den Morphismen

Homy 75, (X,Y) =C(X,Y)/ ~ .

Die Identitdt auf X im Sinne von Definition 1.19 (3) ist die Homotopieklasse [idx] der
Abbildung idx. Die Verkettung von Homotopieklassen ist nach Bemerkung 2.3 (2) wohl-
definiert.
Ein Morphismus f: X — Y in einer Kategorie C heifit invertierbar oder Isomorphismus, wenn
es einen Morphismus g: Y — X (ein Inverses) gibt, so dass

go f=idx und fog=idy .

Wenn ein Inverses existiert, ist es eindeutig (Ubung?). Beispiele sind Bijektionen in Set, Gruppen-
isomorphismen in Grp, lineare Isomorphismen in Vecy, und natiirlich Homéomorphismen in Top.
Nach obiger Definition sind Homotopiedquivalenzen gerade die Isomorphismen in H7op.

Algebraische Topologie versucht unter anderem, gewisse Klassen von Rdumen bis auf Homo-
topie-Aquivalenz zu unterscheiden.

Oftmals ist freie Homotopie ein etwas zu grober Begriff. Beispielsweise ist ein Weg v: [0,1] — X
immer homotop zur konstanten Abbildung auf seinen Anfangspunkt.

2.6. DEFINITION. Ein Paar topologischer Rdume, kurz Paar, besteht aus einem topologischen
Raum X und einer beliebigen Teilmenge A C X. Eine Abbildung f: (X, A) — (Y, B) von Paaren
ist eine stetige Abbildung f: X — Y mit f(A) C B. Ein punktierter (topologischer) Raum (X, xo)
ist ein Paar (X, {xo}) mit 29 € X. Der Punkt z heiit auch Basispunkt. Eine punktierte Abbil-
dung f: (X,z9) — (Y, yo) ist eine Abbildung der entsprechenden Paare, es gilt also f(xo) = yo.

2.7. DEFINITION. Es seien (X, A) ein Paar und Y ein Raum. Zwei Abbildungen f, g: X — Y
heiflen homotop relativ zu A, wenn es eine Homotopie H: X x [0,1] — Y zwischen f und g gibt mit

H(a,t) = f(a) = g(a) fiir alle a € A und alle ¢ € [0,1] .
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Der Weg v: [0,1] — C* mit y(t) = > ist in C* frei homotop zu einem konstanten Weg
vermoge
H(t, S) _ eQm'(l—s)t _
Wir werden aber bald sehen, dass «y nicht relativ zu {0, 1} (also relativ zu den Endpunkten) homotop
zum konstanten Weg ist.

2.8. BEMERKUNG. Wir erinnern uns an die kompakt-offene Topologie aus Definition 1.97.

(1) Wie in Satz 1.101 gehort zu jeder Homotopie H: X x [0,1] — Y zwischen f, g: X —» Y
ein stetiger Weg h: [0,1] — (C(X,Y), Oy,) von f nach g mit

(h(s))(x) = Hs(x) = H(z,5)

fir alle x € X, s € [0,1]. Wenn X lokal kompakt ist, liefert jeder solche Weg umgekehrt
eine Homotopie. In diesem Fall sind Wegzusammenhangskomponenten in C'(X,Y) also
gerade Homotopieklassen von Abbildungen von X nach Y.

(2) Sei jetzt A C X eine beliebige Teilmenge und f: X — Y eine stetige Abbildung, dann
betrachte die Teilmenge

Cpa(X,Y) ={geC(X,Y) |gla= fla} CCOX,Y),

dann liefert eine Homotopie relativ zu A einen Weg in Cy4(X,Y’) wie oben. Wenn X
lokal kompakt ist, gehort wie oben zu jedem Weg in Cf4(X,Y) eine relative Homotopie.
Das folgt aus (1), indem man C4(X,Y) mit der Unterraumtopologie versieht und deren
charakterisierende Eigenschaft ausnutzt.

Zum Schluss geben wir ein Beispiel, dass Homotopiedquivalenzen mitunter nicht so offensichtlich
sind, wie sie erscheinen.

2.9. DEFINITION. Eine Teilmenge A eines topologischen Raumes X heifit Retrakt von X, wenn
es eine stetige Abbildung f: X — A mit f|4 = ida gibt. Sie heifit Deformationsretrakt, wenn
zusétzlich o f: X — X homotop zur Identitdt idx ist, und starker Deformationsretrakt, wenn die
Homotopie zwischen ¢ o f und idx sogar relativ zu A gewéhlt werden kann.

2.10. BEISPIEL. (1) Jede einpunktige Menge {p} C X ist Retrakt von X, aber nur dann
Deformationsretrakt, wenn X zusammenziehbar ist. Beispielsweise ist {1} € C* kein De-
formationsretrakt (Beweis spéter).

(2) Der Einheitskreis ST C C* ist ein starker Deformationsretrakt von C* mit
z z
f(z) = B und H(z,s) =
z

l2]*

Er ist aber kein Retrakt von ganz C (Beweis spéter).

Das folgende Beispiel soll zeigen, dass man sich nicht jede Deformationsretraktion vorstellen
kann.

2.11. BEISPIEL. Bings ,,Haus mit zwei Zimmern“ kann man basteln, indem man zwei leere Dosen
mit den Unterseiten aneinanderklebt. Dann bohrt man von jeder Seite durch einen Deckel und die
gemeinsamen Unterseiten je ein Loch am Rand, und klebt je einen passenden Zylinder zwischen ein
Deckel- und ein Unterseitenloch so ein, dass dieser auf seiner vollen Lénge den jeweiligen Dosenrand
beriihrt (Abbildung 2.1, linkes Bild). Man kann jetzt durch das Loch in der einen Dose in das
»,Zimmer® in der anderen Dose gelangen und umgekehrt.

Man iiberzeugt sich, dass Bings Haus ein starker Deformationsretrakt einer vollen Dose ist
(Abbildung 2.1, rechtes Bild), genau wie ein Punkt in der Dose. Da Homotopiedquivalenz transitiv
ist, ist Bings Haus zusammenziehbar. Die zugehorige Deformationsretraktion kann man sich aber
kaum vorstellen.
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ABBILDUNG 2.1. Bings Haus mit zwei Rdumen

2.b. Die Fundamentalgruppe

Die Fundamentalgruppe eines topologischen Raumes misst, wieviele Typen von nichtzusam-
menziehbaren Schleifen es in einem topologischen Raum gibt. Beispielsweise ist ein Fahrrad dann
sicher an einem Gitter angeschlossen, wenn das Fahrradschloss sowohl im umgebenden Raum ohne
Gitter, als auch im umgebenden Raum ohne Fahrrad nicht zusammenziehbar ist. Wir definieren
hier die Fundamentalgruppe und geben erste Eigenschaften an. Fiir Anwendungen benttigen wir
einige Techniken, die wir in den n#chsten Abschnitten kennenlernen werden.

2.12. DEFINITION. Es sei (X, x) ein punktierter topologischer Raum. Eine Schleife in (X, x) ist
ein Weg von x nach z, also eine Abbildung 7: [0,1] — X mit v(0) = v(1) = x. Seien 71, y2 zwei
Schleifen in (X, z), dann ist ihre Verkettung die Schleife v1y2: [0, 1] — X mit

{71(275) falls 0 <t < % ,und

£ =
20O = 12— 1) fas l<t<t,

Die Fundamentalgruppe w1 (X, z) ist die Menge aller Schleifen in (X, z) modulo Homotopie relativ
zu {0, 1}.

Bei der Verkettung werden also beide Schleifen nacheinander mit doppelter Geschwindigkeit
durchlaufen. Wir benutzen Ubung 1.134 um zu sehen, dass die Verkettung wieder stetig ist.

Homotopie relativ zu {0,1} bedeutet fiir Schleifen soviel wie Homotopie bei festgehaltenem
Anfangs- und Endpunkt. Insbesondere gilt fiir eine solche Homotopie zwischen g und =1, dass

H(0,s)=H(1l,s) == fir alle s € [0,1] , und
H(t,s) = vs(t) fiir alle ¢t € [0,1] und alle s € {0,1} .
2.13. SaTz. m(X,x) bildet mit der Verkettung eine Gruppe. Das neutrale Element und das
Inverse zu [y] € m (X, ) werden reprisentiert durch e beziehungsweise 7: [0,1] — X, mit
e(t) ==z und () =v(1 —t) fiir alle t € [0,1] .
BEWEIS. Hier ist einiges zu zeigen: zunéchst die Wohldefiniertheit der Verkettung relativer
Homotopieklassen, dann die Gruppenaxiome.

Seien H; und Hy: [0,1] x [0,1] — X relative Homotopien zwischen den Schleifen ag und oy
beziehungsweise zwischen £y und B1. Wir verketten die Homotopien und erhalten

) Hi(2t,5) fallsOStS%,und
| Ha(2t —1,5) falls 2 <t <1.
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Dann ist H eine Homotopie zwischen apfy und «q 5y relativ zu {0, 1}, also ist die Verkettung mit
relativer Homotopie vertriglich, und damit als Verkniipfung auf 71 (X, z) wohldefiniert.
Zur Assoziativitdt iiberlegen wir uns, dass

At) 0<t<1/4,

2

1(
(y2)s)(t) = S (4t —1) 1/4<t<1/2,
5(2t—1) 1/2<t<1;
(
(

-2

1(2t) 0<t<1/2,

(71(7273)) (t) = 724t —2) 1/2<t<3/4,
v3(4t —3) 3/4<t<1.

)

Also konstruieren wir eine Homotopie zwischen (y17y2)ys und 1 (72y3) wie im folgenden Bild,
S //—> Y1

//////// G

—_—t
0 1 \—>73

also in Formeln als

1

0

n(4t/(1+ ) 0<t<(1+s)/4,
H(s,t) = {72(4t — (1 +9)) (1+s)/4<t<(2+s)/4,
y(l-4(1—-t)/2-35)) (2+s)/4<t<1.

Um zu zeigen, dass [e] ein linksneutrales Element ist, konstruieren wir dhnlich wie oben eine relative
Homotopie zwischen ey und ~ fiir eine beliebige Schleife ~. Schliefllich iiberpriifen wir, dass [y] nur
von [y] abhéngt und zu [y] linksinversiv ist. Dazu konstruieren wir eine Homotopie

Hit,s) = ~v(1 — 2st) falls 0 <t < % ,und
(1 —2s(1—t)) falls $<t<1.
zwischen e und 7+. Damit haben wir die Gruppenaxiome fiir 71 (X, z) nachgewiesen.

Insbesondere folgt, dass [e] das eindeutige, beidseitige neutrale Element und [y] das eindeutige,
beidseitige Inverse zu [7] ist. O

Wir werden spéter etwas nachléssig sein und manchmal v statt [y] schreiben.

2.14. SATzZ. Sei X ein Raum, x, y € X. Jede Homotopieklasse von Wegen von x nach y
induziert einen Isomorphismus von m (X, x) — m1(X,y). Insbesondere hingt der Isomorphietyp
der Gruppe m (X, x) nicht vom Basispunkt x ab, wenn X wegzusammenhdngend ist.

BEWEIS von Satz 2.14. Sei «: [0,1] — X ein Weg von z nach y, dann betrachte die Abbildung
m(X,x) 2 vr— aya e m(X,y) .

Wie im obigen Beweis sieht man, dass [@ya] weder von der Klammerung noch von den relativen
Homotopieklassen von o und v abhéngt. Es handelt sich um einen Homomorphismus, da

(@ma)(@y2a) ~ (@) (0@)(20) ~ (@y1)e(r200) ~ (@71)(Y20) ~ A(7172)ex -
Der inverse Gruppenhomomorphismus wird analog von @ induziert, denn & = o und
a(aya)a ~ (aa)y(aa) ~ eye ~ v . O
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Man schreibt daher manchmal 71(X), wenn X wegzusammenhingend ist und es nur auf den
Isomorphietyp der Gruppe 71 (X, ) ankommt, aber nicht auf die einzelnen Elemente.

2.15. BEMERKUNG. Fiir x = y gehort also zu jedem a € 71 (X, x) ein innerer Automorphismus
von 71 (X, x), ndmlich
¥ ayQ .
Wenn 71 (X, ) nicht kommutativ ist, ist das nicht die Identitét auf 71(X, x). In diesem Fall kann
man nicht von den Elementen von 71(X) sprechen, ohne einen Fupunkt zu fixieren.

So, wie man in einer Kategorie nicht nur Objekte betrachtet, sondern immer auch Morphismen,
betrachtet man nicht nur Kategorien fiir sich, sondern auch ,, Abbildungen“ zwischen ihnen. Dabei
muss man vorsichtig sein, da Abbildungen im strengen Sinne nur zwischen Mengen, aber nicht
zwischen Klassen definiert sind.

2.16. DEFINITION. Es seien A und B zwei Kategorien. Ein (kovarianter) Funktor F: A —
B ordnet jedem Objekt A € Obj(A) ein Objekt FA € Obj(B) und jedem Morphismus F €
Hom 4 (A, B) einen Morphismus FF' € Homp(F A, FB) zu, so dass

Fidg =idra , (1)
F(FoQG)=FFoFG (2)
fiir alle A, B,C € Obj(A) und alle F € Homy4(B,C), G € Hom4(A, B).

2.17. DEFINITION. Wir betrachten die Kategorien Top, (und H7op, ) der punktierten topolo-
gischen Rdume und der (relativen Homotopieklassen von) stetigen Abbildungen mit

Obj(Top,) = Obj(HTop, ) = { (X,z) | X € Obj(Top) und z € X } ,
Hompy, ((X,2), (Y,y)) = {F: X - Y | F € Homp,(X,Y) und F(z) =y }
und  Homyrsy, (X, 2), (Y,y)) = Homy, (X, 2), (Yy)) / ~,

wobei ~ hier Homotopie relativ zum Basispunkt bezeichnet. Die Identitét auf (X, z) ist die (relative
Homotopieklasse der) Abbildung idx ,y, und die Verkettung ist die Hintereinanderausfiihrung.
Spéter werden wir die Klasse der Objekte in H7op, etwas einschrianken, siehe Beispiel 4.64 (2).
2.18. BEISPIEL. Durch Vergessen der Basispunkte und Ubergang zu (relativen) Homotopieklas-
sen von Abbildungen erhalten wir ein kommutatives Diagramm von Funktoren

Top, —— HTop,

| !

Top —— HTop

Die Konstruktion B im Beweis der Stone-Cech-Kompaktifizierung ist ebenfalls ein Funktor. Das
ergibt sich aus dem zweiten Teil von Lemma 1.75.

2.19. SATZ. Die Fundamentalgruppe ist ein Funktor
m1: Top, — Grp

von der Kategorie der punktierten topologischen Rdume in die Kategorie der Gruppen. Dabei
wird (X, z) auf m(X,z) und F: (X,2) —» (Y,y) auf Fx = mF: m(X,2) — 71 (Y,y) abgebildet
mit

Eh]=[FeoqlemYy)  firale[y] € m(X, ).
Dieser Funktor ist auch auf HTop, wohldefiniert.

58



BEWEIS. Sei F: (X,z) — (Y,y) eine stetige punktierte Abbildung. Als erstes zeigen wir,
dass m F = F, ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus ist. Sei H eine relative Homoto-
pie zwischen 7o, 71: ([0,1],{0,1}) — (X, z), dann ist die Abbildung F'o H: [0,1] x [0,1] — Y eine
relative Homotopie zwischen F o yg und F' o ~yq, also ist F, wohldefiniert.

Seien 71, 72 zwei Schleifen in (X, x). Dann folgt

(Fom)(Fov)=Fo(n)

direkt aus Definition 2.12, also ist F ein Gruppenhomomorphismus.
Als néchstes iiberpriifen wir, dass m; die beiden Eigenschaften aus Definition 2.16 erfiillt.
Da idx oy = 7, gilt offensichtlich (1), also

(idx)s = idy, (x,2) -
Seien F': (Y,y) = (Z,z) und G: (X,z) — (Y,y) punktierte Abbildungen. Dann folgt (2), da
(FoG)h] =[(FoG)on]=[Fo(Gon)] =F.(G:[]) -

Um zu zeigen, dass 71 auch auf H7op, wohldefiniert ist, miissen wir nur {iberpriifen, dass F
nur von der relativen Homotopieklasse von F' abhéingt. Sei also H: X x [0,1] — Y eine relative
Homotopie zwischen Fy und Fi: (X, z) — (Y,y), dann ist die Abbildung [0, 1] x [0,1] — Y mit

(t,s) — H((1),s)
eine relative Homotopie zwischen Fp,y und Fi.7. [l
Wir kénnen den Funktor 71 : Top, — Grp also in zwei Funktoren

Top, — HTop, —— Grp,

zerlegen, dabei ist der erste Funktor der gleiche wie in Beispiel 2.18.

Wegen Bemerkung 2.15 diirfen wir jedoch auf keinen Fall den Basispunkt vergessen, wir erhalten
also keinen Funktor Top — Grp. Spéter werden uns Homologie und Kohomologie solche Funktoren
(mit Werten in abelschen Gruppen) liefern.

Funktoren bilden Isomorphismen auf Isomorphismen ab (Ubung), weitere Folgerungen aus den
Funktor-Axiomen lernen wir spéter kennen.

2.20. FOLGERUNG. Seien (X, ), (Y,y) homotopiediquivalente Paare topologischer Riume, dann
ist m (X, x) isomorph zu w1 (Y, y). O

2.21. DEFINITION. Ein nicht leerer topologischer Raum heifit einfach zusammenhdingend, wenn
er wegzusammenhéngend ist mit m (X) = {e}.

Hierbei haben wir ausgesnutzt, dass der Isomorphietyp von 71 (X, x) nach Satz 2.14 nicht vom
Basispunkt x € X abhéingt. In Ubung 2.75 lernen Sie andere Charakterisierungen einfach zusam-
menhéngender Rdume kennen.

2.22. BEISPIEL. (1) Der einpunktige Raum {x} ist einfach zusammenhingend, da es nur
die konstante Schleife ¢t — * gibt.
(2) Sei X zusammenziehbar, dann ist X nach Definition 2.4 zu {x} homotopiefiquivalent, also
folgt m1(X) = {e}. Man kann zeigen, dass zusammenziehbare Riume immer wegzusam-
menhédngend sind, also ist X auch einfach zusammenhéngend.
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2.c. Die Fundamentalgruppe der S!

In diesem Abschnitt rechnen wir unsere erste Fundamentalgruppe aus, und zwar ,,von Hand*.
Anschlielend beweisen wir den Brouwerschen Fixpunktsatz und den Satz von Borsuk-Ulam als
Anwendungen davon.

Wir fassen S! als Teilmenge von C (mit der Unterraumtopologie) auf. Um 71(S', 1) zu berech-
nen, brauchen wir den Begriff der Uberlagerung.

2.23. DEFINITION. Eine Abbildung p: X — X heifit Uberlagerung, wenn es zu jedem x €
X eine Umgebung U von z, eine Menge M mit diskreter Topologie und einen Hom&morphis-
mus ¢: p~ 1 (U) — U x M gibt, so dass das Diagramm

UxM~<—p(U)—X
R\l lp
U——X

kommutiert. Wir nennen dann U gleichmdfig iberlagert. Eine Uberlagerung p: X — X heift
universell, wenn X einfach zusammenhéngend ist.

2.24. BEISPIEL. Betrachte die modifizierte komplexe Exponentialabbildung p = e R —
S c C. Diese Abbildung ist eine Uberlagerung, denn jeder Punkt z = e*™ < S! hat eine
gleichmiiBig iiberlagerte Umgebung S* \ {—z}, denn es gibt einen Homdomorphismus

p ST\ {~2}) = U(s—kn—é,s—i—n—i—i) S (SN {-2}) x Z.

nel

Da R zusammenziehbar ist, ist p: R — ST nach Definition 2.23 eine universelle Uberlagerung.

2.25. SATZ (Homotopie-Liftungssatz). Sei p: X = X eine Uberlagerung, und seien F:Y—X
und H:'Y x [0,1] — X stetig mit

H(-,0)=poF:Y - X,
dann existiert genau eine stetige Abbildung H:Y x [0,1] — X mit
poH=H und H(-,00=F:Y —X.

F

Y X

f] //7
X{O}J: /// p
Y x [0,1] 2 x

Wir nennen H den Lift der Homotopie H mit Startwert F.

BEWEIS. Bei konstruktiven Beweisen ist es manchmal am einfachsten, zuerst die Eindeutigkeit
zu beweisen. Danach zeigt man lokale Existenz. Aus der Eindeutigkeit folgt dann, dass sich die
lokal konstruierten Objekte zu einem globalen Objekt zusammensetzen lassen.

Seien also zwei Lifts I-Nll, ﬁg: Y x[0,1] — X mit Startwert F gegeben. Sei y € Y. Wir behaupten,
dass die Menge ~ ~

A={te0,1]| Hi(y,t) = Ha(y,t) } € [0,1]
offen und abgeschlossen ist. Nach Voraussetzung gilt 0 € A, folglich A = [0,1], da [0, 1] zusam-
menhéngend ist.
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Dazu sei U C X eine gleichmiflig iiberlagerte Umgebung von H (y,t) mit p~*(U) 2 U x M wie
oben. Wegen Stetigkeit der Abbildung H (y, -) existiert ein offenes Intervall J C [0,1] mit ¢t € J, so
dass {y} x J € H~1(U). Die zusammengesetzten Abbildungen

J @D vy 2 M T M

sind stetig, also konstant auf J, da M diskret ist. Aus ¢t € A folgt daher J C A, und aus t ¢ A
folgt J ¢ A, somit ist A offen und abgeschlossen, und die Eindeutigkeit von H ist bewiesen.

Zur lokalen Existenz von Lifts fixiere y € Y. Zu jedem s € [0,1] existiert eine gleichméfig
iiberlagerte Umgebung Us von H(y,s) € X, ein offenes Teilintervall Iy C [0,1] mit s € Iy und
eine offene Umgebung Vs C Y von y mit H(Vs x Ig) C Us. Endlich viele solche Intervalle I
iiberdecken [0, 1], da [0, 1] kompakt ist. Also existieren 0 = tg < t; < -+ < t = 1, gleichméBig
iiberlagerte U; und Umgebungen V; von y mit

Vi x [tio1,ti] € H-H(Us) -
Wir konstruieren induktiv Umgebungen W; von y und Lifts H von H |y, x(0,4]- Setze dazu

zunéchst Wy =Y und Ho( ,0) = F. Sei jetzt eine offene Umgebung W;_1 von y und ein Lift H; 4
von H ’Wi—lx[o,ti—l] bereits konstruiert. Betrachte die stetige Abbildung

fos Wisy v 2D, oty 25 0 T

und setze m; = f;(y) € M;. Da M; die diskrete Topologie tragt, ist {m;} C M; offen, also ist
Wi = f1(m) cWieanV;
eine offene Umgebung von y. Fiir w € W; setze

I:I-(w 5) = ﬁi_l(w,s) fiir 0 < s <t;—1, und
e @fl(H(w,s),mi) firt;1 <s<t;.

Dann ist fIZ auf beiden Teilbereichen stetig und stimmt auf dem Durchschnitt iiberein, ist also
insgesamt stetig. Setze W, = W}, und erhalte einen lokalen Lift

ﬁy: Wy, x [0,1] — X von Hlyw, x[0,1] -

Wir erhalten eine offene Uberdeckung V von Y und Lifts Hy : V x [0,1] — X fiir alle V € V.
Wegen der obigen Eindeutigsaussage stimmen je zwei dieser Lifts auf dem gemeinsamen Definiti-
onsbereich iiberein, so dass sich alle zu einem globalen Lift H: Y x [0, 1] — X zusammensetzen. [

2.26. SATZ. FEs gibt eine Isomorphismus ®: 7T1(Sl 1) =7, der [exp(2mi- )] auf 1 € Z abbildet.

BEWEIS. Wir betrachten die Uberlagerung p = €*™" : R — S' aus Beispiel 2.24. Wir fassen v €
71(S',1) als Homotopie H von Abbildungen von Y = {*} nach S! mit H(x,s) = v(s) auf. Es
sei F(x) =0 € Z ein Lift von H(*,0) = 1, dann existiert nach Satz 2.25 ein eindeutiger Lift 5(s) =
H(x,s), und es folgt 5(1) € p~1(1) = Z.

Seien g und v; relativ homotope Schleifen in (S, 1) mit Lifts 7o und 71 : [0, 1] — R. Wir fassen
eine relative Homotopie H zwischen g und 7, als Homotopie K(s,t) = H(t, s) von der konstanten
Abbildung s — 1 zu sich selbst auf. Dann ldsst sich K nach Satz 2.25 zu einer Homotopie K liften,
wobei K (s,t) = 75(t) fiir s € {0,1} aufgrund der Eindeutigkeit der Lifts 7;. Wir erhalten also eine
Homotopie H (t, s) K (s,t) zwischen 4o und 1. Da s — H(1, s) die konstante Abbildung H(1,s) =
1 € S* liftet, ist diese Abbildung selbst konstant, und es folgt 70(1) = 41 (1) € Z. Also erhalten wir
eine wohldefinierte Abbildung

d: 1 (SH1) = Z mit o([v]) =
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ABBILDUNG 2.2. Die Retraktion im Beweis des Brouwerschen Fixpunktsatzes

Ein Lift von ~;17y9 ist

I EACD 0<t<1/2,
Y172 = 3 - ~
(1) + o2t —1) 1/2<t<1,

dabei nutzen wir aus, dass fiir jede Zahl n € Z die Abbildung t — 4(¢) +n ein Lift von -~y ist, wenn ¥
ein Lift ist, da
eQm’(’y(t)-i—n) _ e?m”y(t) . e2min ’Y(t) 1.

Also ist @ ein Gruppenhomomorphismus. Man kann sich durch Nachrechnen iiberzeugen, dass
dabei gerade auf die Umlaufzahl v, ) aus Beispiel 2.1 (1) abgebildet wird.

Zur Injektivitit seien 7o, y1 Schleifen in S!' mit Lifts g, 41, so dass 79(0) = 71(0) = 0
und qo(1) = 1(1) = n € Z. Da R zusammenziehbar ist, ist R einfach zusammenhéngend. Ins-
besondere existiert eine relative Homotopie H zwischen 4o und #; (Ubung 2.75). Dann ist p o H

eine relative Homotopie zwischen 7o und ~, also folgt [vo] = [1]-
Zur Surjektivitat betrachte zu n € Z die Schleife ~,, mit Lift 4,,, wobei
Y (t) = e2rint und In(t) = nt . O

Wir kommen jetzt zu zwei Anwendungen; weitere folgen in den Ubungen 2.78 und 2.79. Zur
Motivation zunéchst der eindimensionale Fall des Brouwerschen Fixpunktsatzes.

2.27. BEMERKUNG. Jede stetige Funktion f: D! = [~1,1] — [~1, 1] hat einen Fixpunkt. Be-
trachte dazu die Funktion

g: [-1,1] - R mit r—x— f(z).

Es gilt f(x) = x genau dann, wenn g(z) = 0. Da g(—1) < 0 und g(1) > 0, folgt die Behauptung
aus dem Zwischenwertsatz.

2.28. BEMERKUNG. Ein Retrakt in einer Kategorie ist ein Morphismus r: X — Y, so dass es
einen Morphismus ¢: Y — X mit r ot = idy gibt. Wenn wir in Top arbeiten und Y mit im¢. C X
identifizieren, erhalten wir genau den Begriff aus Definition 2.9. Funktoren bilden Retrakte auf
Retrakte ab (Ubung), also erhalten wir eine Zerlegung

idy, (v (YY) — m(X,2) 5 m(Yy) .
Man kann sogar zeigen, dass 71 (X, z) = ker(myr) x im(mye).
Der folgende Satz gilt analog fiir Abbildungen D™ — D™, siehe Satz 3.44.
2.29. SATZ (Brouwerscher Fixpunktsatz, n = 2). Jede stetige Abbildung F': D> — D? hat einen
Fizpunkt.
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BEWEIS. Falls es keinen Fixpunkt gibt, konstruieren wir eine Retraktion R: D?> — 9D? = §!
wie in Abbildung 2.2. Da m1(D?,1) = 0 und 71 (S, 1) = Z, widerspricht das der obigen Bemerkung.
Zur Konstruktion der Retraktion beachten wir, dass min,ep2 d(F(x),z) > 0 wegen Kompakt-
keit von D?. Daher erhalten wir eine stetige Abbildung, indem wir die Strecke von F(z) nach x
iiber  hinaus fortsetzen, bis sie S! schneidet, und x den Schnittpunkt R(z) zuordnen. Falls z € S*,
ist x = R(x) dieser Schnittpunkt, also erhalten wir die gesuchte Retraktion. O

Der folgende Satz gilt analog fiir Abbildungen S™ — R, wird hier aber nur fiir n = 2 bewiesen.
2.30. SATz (Borsuk-Ulam). Sei f: S? — R? stetig, dann existiert x € S? mit f(x) = f(—x).
BeEwEIS. Falls nicht, existiert eine Abbildung G: S? — S' ¢ R? = C mit

f(x) = f(=x)
Gla) = D=0
= i@~ 1)
und es folgt G(z) = —G(—x) auf ganz S2. Betrachte den Aquator

v:[0,1] = S? c R3 mit ~(t) = (g?rfog;rf)
Ohne Einschrinkung gelte G(7(0)) = 1 € S' C C, anderfalls drehen wir S' C R? entsprechend.
Es sei ¢ = G ov. Wir wollen G.[y] = [g] € mS' & Z bestimmen. Sei dazu §: [0,1] — R ein
Lift von g: [0,1] — S' wie in Satz 2.26 unter der Uberlagerung p: R — S mit p(t) = > aus
Beispiel 2.24. Aus

9(t+1/2) = G(—7(t)) = —(Go7)(t) = —g(t)
folgt
git+1/2)—gt)eZ+1/2,

da p~'(—1) = Z 4+ 1/2. Da der obige Ausdruck stetig von ¢ abhiingt und Z + 1/2 diskret ist, ist er
konstant, und wir erhalten

3(1) = 5(0) = (3(1) — §(1/2)) + (3(1/2) — 5(0)) = 2(3(1/2) — §(0)) € 2Z+1.
Insbesondere wird der Aquator auf ein ungerades Element von 71S' = Z abgebildet. Der

Aquator v ist aber null-homotop in S2. Sei H eine Homotopie von ~ zur konstanten Schleife,
dann ist G o H eine Homotopie von g zur konstanten Schleife, was einen Widerspruch darstellt. [

Die Beweise der obigen Sétze sind nicht konstruktiv, das heifit, sie liefern kein Verfahren, das
einen Punkt mit der gesuchten Eigenschaft findet. Das gleiche gilt fiir die beiden Anwendungen
in den Ubungen 2.78 und 2.79, auch dort sind die Beweise indirekt. Man beachte, dass es in
allen vier Problemen beliebig ,schlecht konditionierte* Situationen gibt, in denen eine beliebig
kleine Variation der Ausgangsdaten (zum Beispiel Variation von F' um weniger als € > 0 in der
Supremumsnorm) beliebig groBe Anderungen des gesuchten Punktes bewirken konnen.

2.d. Der Satz von Seifert-van Kampen

Wir wollen als néichstes den Satz von Seifert-van Kampen beweisen, der es in vielen Fillen
ermoglicht, die Fundamentalgruppe eines zusammengesetzten Raumes aus den Fundamentalgrup-
pen seiner Bausteine zu rekonstruieren. Dazu benttigen wir ein paar Begriffe aus der Gruppentheo-
rie.

Sei (G})ier eine beliebige Familie von Gruppen. Wir wollen zunéchst eine Gruppe konstruieren,
die alle Gruppen G; enthilt, und in der keine ,,unnétigen“ Relationen gelten. Diese Gruppe soll das
»freie Produkt® der Gruppen G; heiflen. Wir werden sehen, dass das freie Produkt das Koprodukt
in der Kategorie Grp der Gruppen ist. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass die Gruppen G;
paarweise disjunkt sind, ansonsten miissten wir die Elemente von G; als (i, g) ,markieren®.
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ABBILDUNG 2.3. Kiirzen im freien Produkt (Beispiele)

2.31. DEFINITION. Sei (G;);es eine Familie von Gruppen. Ein Wort w im Alphabet U;G; ist ein
Tupel g1 ... gr der endlichen Linge {(w) = k > 0 von Buchstaben g; € G;, mit i; € I. Schreibe ()
fiir das leere Wort. Ein Wort heif3t gekiirzt oder reduziert, wenn

(1) kein Buchstabe ein neutrales Element e; € G; ist, und
(2) keine zwei aufeinanderfolgenden Buchstaben g;, gj+1 zur gleichen Gruppe G;;, = G,
gehoren.

Ein Wort kiirzen oder reduzieren heifit, so oft wie moglich einen der folgenden Schritte auszufiihren:
(1) Weglassen eines Einselementes e; € G; an einer beliebigen Stelle des Wortes,
w'e;w” — w'w”
(2) Ersetzen zweier aufeinanderfolgender Buchstaben g;, gj+1 € Gj; aus derselben Gruppe
durch ihr Produkt,
w'gigj1w” = w'(gjgj)w

Zwei Worter w, w’ heien dquivalent, wenn es eine Kette w = wy, ..., w, = w’ von Wortern gibt, so
dass fiir alle ¢ € {1,...,n} entweder w; aus w;_1 oder w;_; aus w; durch einen der obigen Schritte
entsteht.

Da wir Ketten spiegeln und aneinanderhéingen konnen, ist ,, Aquivalenz“ eine Aquivalenzrela-
tion. Beim Reduzieren nimmt die Anzahl der Buchstaben ab. Da wir nur Wérter endlicher Lange
betrachten, erhalten wir nach endlich vielen Schritten ein gekiirztes Wort. Wichtig ist, dass dieses
gekiirzte Wort nicht davon abhéngt, in welcher Weise wir beim Kiirzen vorgehen.

2.32. PROPOSITION. Jede Aquivalenzklasse von Wortern enthilt genau ein gekiirztes Wort.

BEWEIS. Zu zeigen ist noch die Eindeutigkeit. Falls es zwei dquivalente reduzierte Worter w,
w’ gibt, betrachten wir eine Kette w = wy, ..., w, = w’ zwischen ihnen wie in Definition 2.31.
Falls n > 0, muss es ein Wort w;, maximaler Lange innerhalb der Kette geben, und es folgt 0 <
190 < n. Falls wy,—1 = w;,+1 gilt, kdnnen wir zwei Elemente aus der Kette streichen und erhalten
eine kiirzere Kette zwischen w und w'.

Andernfalls entstehen w;,—1 und w;,+1 durch verschiedene Kiirzungsschritte aus w;,. Wenn
diese Kiirzungen an getrennten Stellen im Wort passieren, kann man sie in beliebiger Reihenfolge
durchfithren. Falls sich die Buchstabengruppen {iberschneiden, stammen hingegen alle beteiligten
Buchstaben aus der selben Gruppe ;. Indem wir beide Kiirzungsschritte kombinieren, bekommen
wir ein neues Wort wgo durch Kiirzen sowohl aus wj,—1 als auch aus w;,41, siche Abbildung 2.3.
Wenn wir w;, durch wj  ersetzen, haben wir eine neue Kette. In jedem der beiden Félle hat sich
die Summe der Lingen der beteiligten Worter verringert, also terminiert das Verfahren nach end-
lich vielen Schritten bei einer “minimalen” Kette zwischen w und w’. Diese hat zwangsliufig die
Linge n = 0, so dass w = w’ folgt. (Il
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2.33. DEFINITION. Sei (G;)icr eine Familie von Gruppen. Das freie Produkt «;G; = [][; G;
der Gj; ist die Menge aller reduzierten Worter, die Multiplikation ist Hintereinanderschreiben und
anschlieBende Reduktion. Definiere Abbildungen ¢;: G; — [[; G; mit

L'():{(b I
Mg geGi\ e}

2.34. PROPOSITION. Das freie Produkt ist eine Gruppe, und die Abbildungen v; sind Homomor-
phismen.

BEWEIS. Da es laut Beweis des Satzes 2.32 nicht auf die Reihenfolge der Reduktionsschritte
ankommt, erhalten wir das Produkt dreier Worter durch Hintereinanderschreiben aller drei Worter
und anschliefendes Kiirzen; hieraus folgt Assoziativitdt der Multiplikation.

Das leere Wort ist offensichtlich neutrales Element, und fiir jedes Wort gilt

(gr---g0) " =g or"
Fir allei € I und alle g € G ist ¢;(g) gekiirzt, und offensichtlich ist ¢; ein Homomorphismus. [

2.35. BEISPIEL. Es bezeichne Z/2 die Gruppe mit zwei Elementen. Wir kénnen uns Zs * Zy als
Menge der Worte in zwei Buchstaben g und h vorstellen, wobei Kiirzen heifit, zwei benachbarte
gleiche Buchstaben zu streichen. Man kann zeigen, dass das genau die Isometriegruppe des metri-
schen Raumes (Z, d) mit d(m,n) = |m — n| ist. Dabei entsprechen g und h Spiegelungen an zwei
benachbarten Punkten in %Z. Man nennt Dy, = Zso * Z2 auch die unendliche Diedergruppe.

2.36. SATZ. Das Produkt von Gruppen ist ein Produkt auf der Kategorie der Gruppen. Das freie
Produkt von Gruppen ist ein Koprodukt auf der Kategorie der Gruppen.

BEWEIS. Sei (G;)icr eine Familie von Gruppen. Analog zu Ubung 1.150 erfiillt ihr Produkt
HGi = {(gi)igj | g; € G, fir alle 7 € I}
i€l
mit komponentenweiser Multiplikation, zusammen mit den Projektionen
pi: [[Gi= Gy, pil(gi)ier) = 95,
i€l
die Eigenschaften eines Produkts in der Kategorie Grp.
Nach Bemerkung 1.79 besagt die universelle Eigenschaft des Koproduktes, dass es zu jeder

Gruppe H und Homomorphismen f;: G; — H genau einen Homomorphismus f: %, G; — H
mit f; = f o, fiir alle i € I gibt. Wenn f existiert, ist f eindeutig bestimmt durch

flgr---gx) = fi(91) -~ fi(gr) € H ,

wobei g; € Gj; wie oben. Offensichtlich ist Kiirzen mit f vertréglich, da alle f; Homomorphismen
sind. Also ist f ebenfalls Homomorphismus. O

Im Satz von Seifert-van Kampen benétigen wir einen Quotienten des freien Produkts. Da man
Quotienten von Gruppen nur nach Normalteilern bilden kann, fithren wir diese hier ein. Ein Normal-
teiler N einer Gruppe G ist eine Untergruppe mit der zusétzlichen Eigenschaft, dass gng™' € N
fiir alle ¢ € G und alle n € N. Kerne von Gruppenhomomorphismen F': G — H haben diese
Eigenschaft, denn sei g € G, k € ker F', dann folgt

F(gkg™') = F(9) - F(k)-F(9) ' =e€H,
I
also gkg~! € ker F.
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Sei umgekehrt NV ein Normalteiler, dann definieren wir eine Gruppenstruktur auf dem Quoti-
enten

G/N ={gN | g € G} mit gN ={gn|ne N}
durch
(gN) - (hN) = g(hNh™') - (hN) = gh- N - N = (gh)N .
Die Normalteiler-Eigenschaft garantiert uns, dass dieses Produkt wohldefiniert ist. Die natiirliche
Abbildung G — G/N mit g — gN ist ein Gruppenhomomorphismus mit Kern N.

2.37. DEFINITION. Es sei G eine Gruppe und M C G eine Teilmenge. Dann ist der von M
erzeugte Normalteiler (M) von G der kleinste Normalteiler N C G, so dass M C N.

Man kann sich iiberzeugen, dass Durchschnitte von Normalteilern wieder Normalteiler sind, so
dass der Begriff des kleinsten Normalteilers in der obigen Definition sinnvoll ist. Alternativ dazu
geben wir (M) explizit an.

2.38. BEMERKUNG. Es gilt
(M) = {g1mf1gf1---gkmflg;1 ‘ k>0,91,...,9r € Gund mq,...,my EM} ) *)

Man {iiberzeugt sich leicht, dass die rechte Seite eine Untergruppe von M beschreibt, und sogar
einen Normalteiler, da

glgmitgr - amile gt = (9g1)mit (ggrh) - (ggi)miE (ggr) -

Umgekehrt enthélt jeder Normalteiler, der M enthilt, auch alle Produkte von Elementen der
Form gm®*!g~!, also ist die rechte Seite von (*) tatsichlich der kleinste Normalteiler, der M enthilt.
Wir formulieren und beweisen jetzt den weiter oben angekiindigten Satz.
2.39. SATZ (Seifert-van Kampen). Sei (X, x) ein punktierter Raum, und seild C O eine offene
Uberdeckung von X, so dass

(1) jede Menge U € U den Basispunkt = enthdlt, und
(2) jeder Durchschnitt UNV fir U, V € U wegzusammenhdngend ist.

Dann ist die von den Homomorphismen vy : 71 (U, x) — 71(X, z) induzierte natirliche Abbildung
©: H m(U,z) — m (X, x)
Ueud
surjektiv. Falls dariberhinaus
(3) jeder Durchschnitt UNV NW fir U, V, W € U wegzusammenhdngend ist,
dann wird der Kern der Abbildung ¢ gegeben durch

ker ¢ = ({ (wrvo)« " (wavsv)«D] | UV €U und [7] € m(U NV, z) }) : ()
Hier bezeichnen ¢;: U — X und wyny—y: UNV — U die Inklusionsabbildungen.

BEWEIS. Wir schreiben wieder o fiir die Verkettung beliebiger Wege mit passenden Anfangs-
und Endpunkten wie im Beweis von Satz 2.14.

Um zu zeigen, dass die Abbildung ¢ surjektiv ist, betrachten wir eine Schleife v: [0,1] — X
mit v(0) = v(1) = 2. Da (y"}(U))yeu eine offene Uberdeckung des kompakten Intervalls [0, 1] ist,
existiert nach dem Satz 1.63 von Lebesgue ein n > 0, so dass jeder Weg

%) = (Vp=11) <t+n_1)
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ABBILDUNG 2.4. Zerlegung des Einheitsquadrats in Waben

fiir 1 <4 < n ganz in einer der Mengen U; € U verlduft. Nach (1) und (2) gibt es Wege «; von z
nach y(%) = 7(1) = 741(0) in U; N U;41. Also schreiben wir v als Verkettung
v~ eyl apag! a1y, €ime
€imiy,« €imiy,« €im ¢y, «

und es folgt Surjektivitét.
Wir bezeichnen die rechte Seite von (*) mit N C [[;¢, m1(U, ). Sei v € m (U NV, ), dann ist
offensichtlich

le] = Y] = (tonv—u)«] - (wav—v)D] 7! € m(X,z),

€im Ly« €im Ly 4

woraus sich IV C ker ¢ ergibt.

Sei umgekehrt v € ker ¢ dargestellt durch das Wort ~; - - - v, fiir Schleifen ~; in U; € Y. Dann
existiert eine Homotopie H: [0,1] x [0, 1] — X von der trivialen Schleife zu . Nach dem Satz von
Lebesgue konnen wir das kompakte Einheitsquadrat [0, 1] x [0, 1] so in Waben zerlegen, dass jede
Wabe W; C [0,1] %[0, 1] von H ganz in eine der Mengen U; € U abgebildet wird. Nach (3) finden wir
zu jedem Eckpunkt (¢, s) einen Weg « von x nach H (¢, s), der ganz im Durchschnitt der (maximal
drei) offenen Mengen U;, U;, Uy, € U zu den angrenzenden Waben W, W;, Wy, verlauft. Wir konnen
jetzt jede Kante zwischen zwei Waben wie oben durch eine Schleife ao,Bal_l beschreiben, die ganz
im Durchschnitt der U;, U; € U zu den angrenzenden Waben W;, W; verlduft.

Wir zerlegen die Homotopie H in eine Folge einzelner Homotopien H; relativ zu z, die jeweils
eine Wabe W, iiberstreichen, siehe Abbildung 2.4. Zu Beginn der Homotopie wird der betrachtete
Pfad beschrieben durch ein Wort aus Buchstaben der Form

LU AU. U | oBay] - € m (U, x)
(UnU;—U;) w UEL 1(U, z)
o in U;NU;
dabei gehort U; hier stets zu einer Wabe W; ,,unterhalb® des Pfades zu Beginn der Homotopie H;.
Fall die Kante 8 an die Wabe W; angrenzt, miissen wir als erstes diesen Buchstaben durch einen
Buchstaben in m (U;, ) ersetzen. Dazu beachten wir, dass

1 _
w,/’(UiﬁUj%Ui)*[o_]w” = (w/L(UiﬂUj—)Uj)*[o-]w//) (w” L(U;‘ﬂUj-)Uj)*[O—] 1[’(UiﬂUj—>Ui)*[J]w”> :

Dieses Ersetzen entspricht also gerade der Multiplikation von rechts mit einem Element von N,
vergleiche Bemerkung 2.38.
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Wenn wir alle Buchstaben, die zu Kanten der Wabe W; gehoren, durch Buchstaben in 1 (U;, x)
ersetzt haben, konnen wir die Homotopie H; durchfiihren. Dabei wird ein Produkt von Schleifen
in U; durch ein in U; homotopes Produkt ersetzt. Nach Kiirzen verdndert sich das zugehorige Wort
im freien Produkt der 71 (U, x) also gar nicht.

Nach endlich vielen Schritten erreichen wir den urspriinglichen Weg v = -1 - - - v, wobei y aber
moglicherweise durch ein anderes Wort repréisentiert wird, falls ein oder mehrere ~y; als Schleifen
in anderen Umgebungen geschrieben wurden. Nochmaliges Multiplizieren mit Elementen von N
behebt dieses Problem.

Da wir mit der trivialen Schleife, dargestellt durch das leere Wort, begonnen haben, haben wir
also w € ker ¢ insgesamt als Produkt von Elementen von N geschrieben, also folgt ker ¢ C N und
daher kerp = N. ([l

2.40. BEISPIEL. Die Ziffer ,,8“ ldsst sich als Vereinigung zweier Kreise schreiben. Sei ,,8“ = UUV,
wobei U und V kleine offene Umgebungen der beiden Kreise seien, so dass die Kreise Deformations-
Retrakte von U und V sind. Wihle x( als Schnittpunkt der beiden Kreise, dann liefert Seifert-van
Kampen, dass m1(,8“, x¢) = Z * Z.

2.41. BEISPIEL. Ohne die erste Voraussetzung (1) a8t sich der Satz von Seifert-van Kampen
nicht formulieren. Es folgen zwei Beispiele, die zeigen, dass die anderen beiden Voraussetzungen
ebenfalls nétig sind.

(1) Betrachte X = S! C C als Vereinigung zweier zusammenziehbarer Mengen Uy = St \
{%i}. Beide Mengen haben triviale Fundamentalgruppe, also ist auch w1 (U4, 1) *71 (U-, 1)
trivial. Auf der anderen Seite ist 7 (S', 1) = Z nichttrivial, insbesondere ist die natiirliche
Abbildung 71 (Uy, 1) * m (U-,1) — 71(S%, 1) nicht surjektiv. Das liegt daran, dass U™ N
U~ = S\ {i,—i} nicht zusammenhiingend ist, also Voraussetzung (2) verletzt ist.

(2) Betrachte Y = S'U[-1,1] C C, und setze U, = Y \{x} fiir x € {—i,0,i}. Dann sind die drei
Mengen U, jeweils homotopiedquivalent zu einem Kreis, haben also Fundamentalgruppe Z.
Der Durchschnitt je zweier dieser drei Mengen ist zusammenziehbar, also gilt N = {e}
und

(Y, 1) = (m (Ui, 1) xm (U3, 1)) /N = Z* 7,

denn Voraussetzung (3) folgt aus Voraussetzung (2), solange wir nur zwei offene Mengen
betrachten.
Andererseits gilt

(w1 (Ui, 1) % m1(Uo, 1)+ 1 (U-4,1)) /N = Z* L+ L,

und Z * Z x Z ¥ Z * Z, etwa haben beide Gruppen unterschiedliche Abelisierungen.
Da U; N Uy N U_; nicht wegzusammenhingend ist, ist Voraussetzung (3) fiir die Uber-
deckung {U;, Uy, U_;} verletzt.

2.42. BEMERKUNG. Der Spezialfall X = U UV im Satz 2.39 von Seifert-van Kampen ist beson-
ders wichtig und etwas einfacher zu formulieren als der allgemeine Fall. Da der Beweis aber nicht
wesentlich einfacher wird, haben wir gleich den allgemeinen Fall betrachtet.

Seien G, H, K Gruppen und a: K — G, b: K — H Gruppenhomomorphismen, so definiert
man das amalgamierte Produkt von G und H iiber K durch

Gxx H=G+H | ({a(k)b(k)™" |ke K}).
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Das amalgamierte Produkt erfiillt die universelle Eigenschaft eines Pushouts in der Kategorie Grp.

Seien also i: G — G *xg H und j: H — G xx H die natiirlichen Homomorphismen, sei L eine
Gruppe und seien g: G — L, h: H — L Homomorphismen mit goa = hob: K — L, dann existiert
genau ein Gruppenhomomorphismus

fiGxg H— Lmitg= foiund h= foj.

Sei X = U UV topologischer Raum mit U, V offen. Dann kénnen wir X ebenfalls als Pushout
langs der Inklusionen U NV — U und U NV — V auffassen, vergleiche Folgerung 1.86. Wenn wir
einen Basispunkt € U NV festlegen, erhalten wir einen Pushout (X, z) = (U, r) Unv,) (V,7) in
der Kategorie Top, .

Der Satz von Seifert-van Kampen besagt, dass der Funktor w1 den Pushout in Top, auf den
Pushout in Grp abbildet, falls U NV wegzusammenhéngend ist, das heif3t

1 ((U7 .1‘) U(UOV,J:) (V7 l‘)) = 7T1(U7 .%') *m (UNVix) 7T1(V7 J}) :

Man beachte: Ein beliebiger Funktor F: C — D muss den Pushout in C nicht auf den in D abbilden,
falls beide Pushouts existieren. Das zeigt bereits Beispiel 2.41 (1). Im allgemeinen erhilt man
nur einen Morphismus vom Pushout der Bilder unter F in das Bild des Pushouts unter F, siehe
Ubung 2.85.

2.43. BEISPIEL. Wir betrachten S" = U, UU_ C R™™ mit Uy = S™\ {(0,...,0,F1)} wie in
Beispiel 1.104 (2). Die stereographische Projektion liefert Homéomorphismen Uy = R"™ = U_, also
sind Uy zusammenziehbar. Schlieflich ist S”~! ein Deformationsretrakt von Uy N U_, und somit
wegzusammenhéngend fiir n > 2. Mit x = (1,0,...,0) erhalten wir fiir n > 2, dass

7['1(5”,1‘) = m(Us, x) *m (UpNU-,z) 7"'1(U—7 x) = {6} *rp (51 ) {6} = {e} )

also sind Sphéren einfach zusammenhéngend ab Dimension 2.

Man ist versucht, das obige Beispiel so zu begriinden, dass man jede Schleife in S™ fiir n > 2
von einem Punkt y € S™, der nicht getroffen wird, zum Basispunkt x ,, wegdriickt“. Beispiel 1.21
zeigt aber, dass man Schleifen konstruieren kann, die jeden Punkt in S™ treffen. Also braucht man
ein komplizierteres Argument.

2.44. BEISPIEL. Zur Vorbereitung auf die Ubungsaufgabe 2.81 zu den Borroméischen Ringen
geben wir drei weitere Beispiele. Dabei betrachten wir die Fundamentalgruppen von Komplementen
eines oder mehrerer Kreise im R3.

(1) Betrachte S' € R? x {0} C R®. Wir addieren einen Punkt im Unendlichen, indem wir U =
R3\ S! via stereographischer Projektion in S® \ S! einbetten. Hierbei wird S! zu einem
GroBkreis, und der fehlende Punkt in S sei e = (0,0,0,1). Es sei V die obere Halbkugel,
dann ist S? ein Deformationsretrakt von U N V. Also gilt nach Satz 2.39 mit x = U NV,
dass

m(S%\ St ) 2 (R3\ S', x) oy (52,0) TL(V, @) = i (R3*\ St ) .
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Jetzt bilden wir $2\ S* durch stereographische Projektion an einem Punkt der S! nach R?
ab und erhalten einen Homomorphismus S\ S* =2 R3\ ({(0,0)} x R). Aber S ist ein
Deformationsretrakt davon, so dass schliellich

m(R3\ S =2m(S2\ SH=2mR3\R)=2m(S)=27Z.

(2) Wir betrachten jetzt das Komplement zweier ,,unverlinkter” Kreise im Raum, genauer Y =
R3\ (S x {—1,1}). Mit Beispiel (1) und Seifert-van Kampen folgt

m(Y) 2 m((R? x (=00, 1))\ (8" X {=1})) #r, @2 (-1, T1((R? x (=1,00)) \ (" x {1}))
=77 .

Eine freies Produkt von k Kopien von Z nennt man auch die freie Gruppe Fj mit k

Erzeugern.

(3) Wir betrachten im Gegensatz dazu das Komplement zweier ,einfach verlinkter® Kreise
im R3, ndmlich

Z =R3\ ({(cos ¢,sinp,0) | ¢ € R}U{(0,cosv + 1,sin¢))p € R}) .

Wie in (1) fiigen wir einen Punkt im Unendlichen hinzu, dann hat Z die gleiche Funda-
mentalgruppe wie

5%\ ({(cos ¢, sin ,0,0) | ¢ € R} U{(0,0,cos1,sinep) | ¢ € R}) .
Ein Deformationsretrakt hiervon ist der Clifford-Torus
1

{ﬂ(cosgo,sincp,cosw,sinw) ) ORUNS R} ~ Gl st

und nach Ubung 2.74 gilt
7T1(Z) = 7T1(S1) X 7T1(Sl) 27 X7 %\é 7T1(Y) .

Also kann die Fundamentalgruppe des Komplementes erkennen, ob man einen oder zwei Kreise
entfernt hat, und ob diese ,verlinkt“ waren oder nicht. Auch fiir Knoten im R3 ist die Funda-
mentalgruppe des Komplementes eine sehr méchtige Invariante. Allerdings kann man zwei auf
verschiedene Weisen definierten Gruppen nicht immer ohne weiteres ansehen, ob sie isomorph sind
oder nicht.

2.e. Uberlagerungen

Wir betrachten Uberlagerungen X — X eines gegebenen topologischen Raumes X, und ver-
gleichen die Fundamentalgruppen von X und X miteinander.

Wir erinnern uns an die Definition 2.23 von Uberlagerungen. Eine Uberlagerung heifit universell,
wenn sie zusammenhéngend und einfach zusammenh#ngend ist.

2.45. BEISPIEL. In Beispiel 2.24 hatten wir bereits eine universelle Uberlagerung p: R — St
kennengelernt. Andere zusammenhingende Uberlagerungen von S C C sind von der Form

pp: ST —» St mit z— 2F
fir 0 < k € Z. Es gilt
impp, = kZ C Z=2m(S41).

Wir werden spiiter sehen, dass das bis auf Isomorphie alle zusammenhiingenden Uberlagerungen
der S* sind.
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Unter einem Lift einer Abbildung F': Y — X in eine Uberlagerung p: X — X verstehen wir
eine Abbildung F:Y - X mit F = po F. Wenn wir von punktierten Rdumen und Abbildun-
gen (Y, y0) — (X, o) « (X, Zo) sprechen, erwarten wir von einem Lift ebenfalls, dass er yo auf &
abbildet.

Wir erinnern uns an den Homotopie-Liftungssatz 2.25 und insbesondere an den Beweis des
Satzes 2.26. Dort hatten wir fiir p: R — S! gesehen, dass wir jede Schleife in (X, z¢) zu einem Weg
in X mit vorgegebenem Anfangspunkt eindeutig liften kénnen, und dass relativ homotope Schleifen
zu relativ homotopen Wegen liften. Das dortige Argument iibertriigt sich auf alle Uberlagerungen.

2.46. SATZ. Sei p: ()?,:io) — (X, xq) eine Uberlagerung, dann ist die Abbildung
Dy : 7r1()~(,5:0) — (X, o)

injektiv, und fir v: [0,1] — X mit v(0) = (1) = zo liegt [y] genau dann im Bild von p., wenn =y
einen Lift 4: [0,1] — X mit 4(0) = J(1) = To besitzt.

BEWEIS. Sei 7: St — X eine Schleife, so dass v = p o 4 relativ zu Anfangs- und Endpunkt
nullhomotop ist. Dann ldsst sich die Nullhomotopie mit Satz 2.25 zu einer relativen Nullhomotopie
von 7 liften. Also ist p. injektiv.

Eine Schleife v, deren Lift 4 mit Anfangspunkt ¥y wiederum eine Schleife ist, liegt im Bild
von py, da pi[J] = [pod] = [7]. Sei umgekehrt ~y eine Schleife mit [y] € im(p,). Dann ist v homotop
zu einer Schleife der Form 4/ = p o 4'. Liften der Homotopie liefert eine Homotopie zwischen dem
Lift 4 von v mit 4(0) = Zo und 4/, also folgt (1) = 7'(1) = Zo. O

2.47. BEISPIEL. Die ,Acht® X = S!' Vv S! hat sehr viele paarweise nicht isomorphe Uberla-
gerungen, siehe [Hl] Wir werden sehen, dass das Bild imp, der Fundamentalgruppe 7r1(X Zo)
in (X, z) die Uberlagerung p: X ,Z0) (X, ) bereits bis auf Isomorphie festlegt.

p/
%o

Wir wollen allgemelner fragen, wann sich eine Abbildung F': (Y, yo) — (X, x¢) zu einer Abbil-
dung F': (Y, tg) — (X, o) mit F = po F liften ldsst.

Wir erinnern uns an den Begriff , lokal wegzusammenhéngend* aus Definition 1.95. Falls Y lokal
wegzusammenhéngend ist, sind alle Wegzusammenhangskomponenten sowohl offen als auch abge-
schlossen. Also ist Y in diesem Fall genau dann wegzusammenhéingend, wenn Y zusammenhingend
ist.

2.48. Satz (Liftungssatz). Sei p: (X,%) — (X,z0) eine Uberlagerung, und sei Y zusammen-
hingend und lokal wegzusammenhdngend. Dann lisst sich eine Abbildung F': (Y,yo) — (X, )
genau dann zu einer Abbildung F: (Y,yo) — (X, Zo) mit F = po F liften, wenn

im Fy, C imp, C m(X,p) . (*)
In diesem Fall ist der Lift F durch ﬁ(yo) = To eindeutig bestimmit.

Falls Y nicht zusammenh#ngend ist, miissen wir den Lift auf jeder Wegzusammenhangskompo-
nente von Y einzeln konstruieren; eventuell bendtigen wir dazu jeweils andere Basispunkte.

BEWEIS. Die Aussage ,,—“ ist klar, da aus der Existenz von F Dereits
imF, = im(p* o FV*) C im py
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folgt.

Sei umgekehrt (*) erfiillt. Wir definieren einen Lift F wie folgt. Da Y zusammenhingend und
lokal wegzusammenhéngend ist, ist Y auch wegzusammenhéngend. Also kénnen wir zu jedem y € Y
einen Pfad o von gy nach y angeben, und finden dazu wie im Beweis von Satz 2.26 einen eindeutigen
Lift 7 von 7 = F o ¢ mit Anfangspunkt 7(0) = xg. Wir setzen F(y) = 7(1). Hieraus folgt auch
bereits die Eindeutigkeit von F.

Um zu zeigen, dass F wohldefiniert ist, withlen wir einen weiteren Weg ¢’ von yo nach y und
konstruieren einen Lift 7/ von 7/ = F o ¢/ wie oben. Dann ist 7/7 € im F, C im p, nach (*), also
existiert ein geschlossener Lift 7/7 nach Satz 2.46. Das heisst, ein Lift 7 von 7 startet bei 7/ (1) und
fiihrt zu Zo. Wegen der Eindeutigkeit des Lifts ist 7 = 7, und es folgt 7(1) = 7/(1), was zu zeigen
war.

Zur Stetigkeit von F sei y € Y, und sei U eine gleichméBig iiberlagerte Umgebung von = = F'(y)
in X. Dann existiert eine Umgebung U C X von @ = F(y), so dass p: U — U ein Homdomor-
phismus ist. Hierbei kénnen wir offensichtlich U so wéhlen, dass U als Umgebung von ¢ beliebig
klein wird. Wegen Stetigkeit von F ist F~!(U) offen, und es existiert eine wegzusammenhingende
Umgebung V C F~}(U) von y.

Sei o ein Weg von yo nach y. Sei 7 der Lift von 7 = F o ¢ wie oben, so dass also 7(1) = F(y).
Sei 4/ € V, und sei a ein Weg von y nach 3 in V. Da = F o « in U verlduft, hat 8 einen
Lift 8 = (p|[7)_1 ofin U. Dann ist 78 ein Lift von 78 = F o (oca), und es folgt

F(y)=(#p)(1)=p1) el .
Also gilt F (V) c U, und da U beliebig klein gewéhlt werden kann folgt die Stetigkeit von F bei y.
Da y beliebig war, ist F stetig. O

2.49. BEMERKUNG. Der lokale Wegzusammenhang wurde nur eingesetzt, um die Stetigkeit

von F nachzuweisen, er ist aber nétig fiir die Existenz des Liftes, siche Ubung 2.88. Zur Eindeutigkeit

von F reicht Zusammenhang jedoch aus: Sei etwa p: ()Z' ,%0) — (X, x0) eine Uberlagerung, und sei Y’
zusammenhéngend. Seien F, F': (Y, yo) — (X, Zo) Lifts von F. Dann ist die Menge
{yeY|Fly)=F(}cy
offen, abgeschlossen und nicht leer, also stimmen die Lifts auf ganz Y iiberein.
Eine Gruppenwirkung einer Gruppe G auf einem topologischen Raum X ist ein Homomorphis-
mus von G in die Gruppe der Homéomorphismen von X . Unter Umsténden trigt der Quotient X /G,
dessen Punkte die Bahnen der G-Wirkung sind, wieder die Struktur eines topologischen Raumes,

so dass die kanonische Abbildung X — X /G eine Uberlagerung ist. Wir beschreiben zunichst diese
Konstruktion. Spéter iiberlegen wir uns, welche Uberlagerungen von Gruppenwirkungen kommen.

2.50. DEFINITION. Eine (Gruppen-) Wirkung oder Operation einer Gruppe I' auf einem topolo-
gischen Raum X ist ein Gruppenhomomorphismus p von I' in die Gruppe Aut X der Homdomor-
phismen von X. Schreibe p, oder kurz v: X — X fiir das Bild von y € I'.

Eine Bahn von p (oder auch kurz von I') ist eine Teilmenge der Form

pr(z) =Tz ={py(z) [yel}CX
mit z € X. Der Quotient
X/I'={Tz|ze X} CPX
ist die Menge aller Bahnen. Es bezeichne
p: X — X/T mit  p(x) =Tz
die Projektionsabbildung. Der Raum X/T" trage die Quotiententopologie unter p.
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Es folgen zwei Bedingungen an Gruppenwirkungen, die sicherstellen, dass die Projektionsabbil-
dung eine Uberlagerung ist.

2.51. DEFINITION. Eine Gruppenwirkung von I' auf X heiit frei, wenn fiir alle x € X und
alle v € T' aus vy(x) = = bereits v = e folgt. Sie heifit eigentlich diskontinuierlich, wenn jeder
Punkt 2 € X eine Umgebung U in X besitzt, so dass v(U) NU = () falls y(x) # x.

Wenn I frei wirkt, kann v(z) = = nur fiir das neutrale Element gelten.

2.52. BEISPIEL. Wir geben verschiedene Beispiele von Gruppenwirkungen.

(1) Essei X = R, T' = Z und ¥(z) = x++. Dann ist der Quotient R/Z homéomorph zu S* C C
wie in Beispiel 2.24 via
2mix

Zxr — e

Diese Wirkung ist frei und eigentlich diskontinuierlich. Wihle dazu als Umgebung von z €
R das Intervall U = (z — 3,z + 1), dann gilt (x+n—J,24+n+3)N(x—3,2+3) =10
fir alle n € Z \ {0}.

(2) Essei X =St cC, T =%, r = % € Q eingekiirzter Bruch und (z) = ™7 . 2.
Elemente v € ¢Z C 7 wirken trivial, das heifit, es gilt v(z) = z fiir alle z € S'. Daher ist
diese Wirkung nicht frei. Sie ist aber eigentlich diskontinuierlich: zu z € S wihle

. 1 1
U = 2mip | -
{e : (p€< 2Q’2q>}’

dann gilt U N p,(U) = 0 fiir alle n € Z \ ¢Z.
Die Faktorgruppe Z/qZ wirkt ebenfalls auf S'. Der Quotient ist homdomorph zu S*
via

(Z)qZ)z — 27 € ST,
und die Abbildung S — S! ist dieselbe wie in Beispiel 2.45. Diese Wirkung ist sowohl
frei als auch eigentlich diskontinuierlich.

(3) Es seien X, I' wie in (2), aber r € R\ Q. Dann liegen alle Bahnen dicht in X. Da
jede offene Menge alle Bahnen schneidet, ist X/T" jetzt eine iiberabzihlbare Menge mit
der Klumpentopologie. Die Wirkung ist zwar frei, aber nicht eigentlich diskontinuierlich.
Denn die Bahn von z € S* trifft jede noch so kleine Umgebung U: Zu jeder Umgebung U
von z € St existiert also n € Z \ {0} mit p,(z) € U, insbesondere U N p,,(U) # .

2.53. PROPOSITION. Es sei p eine freie und eigentlich diskontinuierliche Wirkung einer Grup-
pe I' auf X. Dann ist die Projektionsabbildung p: X — X/T" eine Uberlagerung.

BEWEIS. Es sei y = T'z € X/T', und es sei U eine Umgebung von x wie in Definition 2.51. Es
sei V =p(U) € X/T', dann folgt aus Definition 2.51, dass

v = U cx.
yel’

Wir diirfen U als offen annehmen. Dann sind alle (U) und somit auch ihre Vereinigung p~*(V)
offen. Und A C p~1(V) ist genau dann offen in X, wenn alle AN~ (U) offen sind. Das heifit, B C V
ist genau dann offen in der Quotiententopologie, wenn p~!(B) N ~(U) fiir alle v € T offen ist, und
dafiir reicht es, dass p~'(B) N U offen ist. Also erhalten wir den gesuchten Homomorphismus

V) =[]0 =r=u,
vyel

das heifit, V' C X/T ist gleichméBig tiberlagert. Da das fiir alle y € X/I" funktioniert, folgt unsere
Behauptung. O
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2.54. BEMERKUNG. Der Raum X/T" trigt die Quotiententopologie. Nach Bemerkung 1.85 ist
nicht klar, dass sich ,schone“ Eigenschaften von X auf den Quotienten vererben. Als Beispiel
betrachte den normalen Raum X = R?\ {(0,0)}. Hierauf wirkt Z durch n (z,y) = (2"z,2 "y).
Da (0,0) ¢ X, ist diese Wirkung frei und eigentlich diskontinuierlich. Sei etwa (z,y) € X, dann
konnen wir als Umgebung U wie in Definition 2.51 von x die Menge (2’1/230, 21/230) x R wéhlen,
falls x # 0, oder die Menge R x (271/2y,21/2y), falls y # 0.

Allerdings ist der Quotient nicht einmal Hausdorffsch. Die Punkte a = p(x,0) und b = p(0,y) €
X /T lassen sich nicht trennen, denn fiir noch so kleine Umgebungen U von a und V' von b gibt es
ein hinreichend grofies n € Z so dass

Usp(x,27"y) =p2 "z,y) e V.

2.55. DEFINITION. Eine Decktransformation einer Uberlagerung p: X — X ist ein Homéo-
morphismus F': X — X, so dass po F' = p. Eine zusammenhéngende Uberlagerung heifit normal,
wenn es zu je zwel Zo, 21 € X mit p(Z9) = p(Z1) eine Decktransformation F' mit F'(Zg) = Z1 gibt.

Warnung: ,,normal“ hat hier nichts mit (T1) und (T4) zu tun, sondern mit dem Begriff des
Normalteilers, sieche Folgerung 2.58.

2.56. BEMERKUNG. Die Decktransformationen einer gegebenen Uberlagerung p: X — X bilden
stets eine Gruppe I', die Decktransformationsgruppe. Sei X zusammenhéngend und lokal wegzu-
sammenhéngend. Da jede Decktransformation ein Lift p von p: X — X mit p(Zg) = F(Zo) = 71
ist, wirkt I wegen der Eindeutigkeit der Lifte nach Satz 2.48 frei. Indem wir Urbilder gleichméfig
iiberlagerter Umgebungen von Punkten in X betrachten, sehen wir, dass I' auch eigentlich diskon-
tinuierlich wirkt. Falls p: X — X normal ist, folgt X = X /T

Seien umgekehrt X, I' wie in Proposition 2.53 und X zusammenhéngend und lokal wegzusam-
menhiingend. Dann ist p: X — X/T eine normale Uberlagerung, und T ist die Gruppe der Deck-
transformationen. Also beschreiben ,zusammenhingende, lokal wegzusammenhingende, norma-
le Uberlagerungen® und ,,Quotienten zusammenhingender, lokal wegzusammenhingender Riume
nach freien und eigentlich diskontinuierlichen Gruppenwirkungen“ das gleiche Phénomen aus zwei
verschiedenen Blickwinkeln.

2.57. BEISPIEL. Wir haben in Beispiel 2.52 schon gesehen, dass die zusammenhingenden Uber-
lagerungen der S! in Beispiel 2.45 normal sind. Das linke Bild in Beispiel 2.47 besitzt keine Deck-
transformationen aufler der Identitét, ist also nicht normal. Fiir das rechte Bild erhalten wir eine
Decktransformationsgruppe I' 2 72, also ist dieses Beispiel normal. Dreht man aber nur bei je
einer horizontalen und vertikalen Geraden in dem Bild die Pfeile um, so erhélt man eine neue
Uberlagerung ohne nichttriviale Decktransformationen.

2.58. FOLGERUNG (aus dem Liftungssatz 2.48). Es sei p: X — X eine zusammenhingende,
lokal wegzusammenhingende Uberlagerung, seien xog € X und &g, %1 € p~ (o), und sei 7 ein Weg
in X von %o nach #1. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(1) Es existiert eine Decktransformation F: X — X mit F(Z) = 1.

(2) Es gilt pu(m1(X, Zo)) = p«(m1 (X, 21)) C m1(X, 20).

(3) Firy=po7 gilt [y]~'p«(m1(X, Z0))[y] = pu(m1 (X, Z0)).-
Insbesondere ist p genau dann eine normale Uberlagerung, wenn im p, Normalteiler von (X, o)
ist. In diesem Fall ist T = 71(X, x¢)/im(ps) isomorph zur Gruppe der Decktransformationen.

BEWEIS. Da Decktransformationen invertierbar sind und die Abbildung p liften, folgt die Aqui-
valenz von (1) und (2) unmittelbar aus Satz 2.48. ) 3
Wie im Satz 2.14 liefert o — 7oy einen Isomorphismus von 71 (X, Zp) mit 71 (X, Z1). Es folgt

pa(m1(X,31)) = ] (m (X, )]
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und daraus die Aquivalenz von (2) und (3). Da sich je zwei Wege 71,72 von &y nach & bis auf
Homotopie nur bis auf Verkettung mit der Schleife 755, am Punkt Z; unterscheiden, kommt es
nicht auf die Wahl von # an.

Wenn im p, ein Normalteiler ist, gilt (3), wegen (1) existieren alle Decktransformationen, und p
ist normal. Sei umgekehrt p normal, also gilt (1) fiir alle #; € p~!(xg). Da sich jede Schleife v
in X zu einem Weg 7 von &g zu einem Punkt in p~!(zg) liften lisst, folgt aus (3), dass imp, ein
Normalteiler ist.

Um eine Wirkung von 1 (X, z9) auf X zu konstruieren, betrachten wir zu [y] € m (X, zo) die
nach dem Liftungssatz 2.48 eindeutige Decktransformation py,;: X — X, die den Basispunkt &
auf den Endpunkt 5(1) des Lifts 4 von v mit 4(0) = Zo abbildet.

Wir miissen zeigen, dass p einen Gruppenhomomorphismus liefert. Sei dazu [y1] € 71 (X, z¢),
und sei 41 der Lift von 41 mit 41(0) = Zo. Dann folgt pf,,)(Z0) = F1(1). AuBerdem ist 7' = Pl 07 ein
Lift von v mit 4/(0) = 41(1), also ist die Verkettung 17 = 19’ ein Lift von v1y mit 777(0) = Zo.
Es folgt

Pl (P11 (E0)) = ppa1 (7(1) = 7' (1) = 17(1) = ppyyq (o) -
Wegen der Eindeutigkeitsaussage im Liftungssatz 2.48 folgt p;
eine Gruppenwirkung.

Da nach Satz 2.46 gerade die Elemente von im p, zu Schleifen in (X, Zg) liften, folgt ker p =
im p,, so dass die Gruppe I' = 71 (X, x0)/imp, frei und wegen Bemerkung 2.56 auch eigentlich

diskontinuierlich auf X wirkt, mit X = X JT. O

1] © Pyl = Plyi], und wir erhalten

2.f. Die universelle Uberlagerung

Nach Satz 2.46 bestimmt jede Uberlagerung p: ()?,5:0) — (X, x0) eine Untergruppe im p, der
Fundamentalgruppe von (X, zg). Wir wollen zeigen, dass es fiir geeignete Ridume X umgekehrt
zu jeder Untergruppe G C 71 (X, zo) bis auf Isomorphie genau eine zusammenhingende Uberla-
gerung p: ()~( ,Z0) — (X, o) mit imp, = G gibt. Dazu erinnern wir uns, dass eine Uberlagerung
nach Definition 2.23 universell heifit, wenn sie zusammenhéingend und einfach zusammenh#ngend
ist. Eine universelle Uberlagerung p: R — S' haben wir in Beispiel 2.24 bereits kennengelernt.

Wir werden spiter sehen, dass die universelle Uberlagerung von X jede zusammenhingende
Uberlagerung von X iiberlagert, daher der Name. AuBerdem kann man jede beliebige (auch nicht
zusammenhiingende) Uberlagerung mit Hilfe der universellen Uberlagerung konstruieren.

2.59. DEFINITION. Ein topologischer Raum X heif3t semilokal einfach zusammenhdngend, wenn
jeder Punkt z € X eine Umgebung U besitzt, so dass im(m (U, 2) — 71 (X, z)) = 0.

In Ubung 2.89 geben wir ein Beispiel fiir einen Raum, der nicht semilokal einfach zusam-
menhéngend ist.

2.60. SATZ. Jeder zusammenhdngende, lokal wegzusammenhingende topologische Raum hat ge-
nau dann eine universelle Uberlagerung, wenn er semilokal einfach zusammenhdngend ist.

2.61. BEMERKUNG. Ein topologischer Raum muss nicht lokal wegzusammenhéngend sein, um
eine Uberlagerung zu besitzen, die die universelle Eigenschaft aus Folgerung 2.63 unten zu hat.
Allerdings kénnen wir solch eine Uberlagerung dann nicht mehr durch unsere Definition von ,,einfach
zusammenhéngend“ charakterisieren.

BEWEIS von Satz 2.60. Sei X — X eine universelle Uberlagerugg, sei U C X eine wegzusam-
menhéngende, gleichmiBig tiberlagerte Umgebung von = € X, sei U eine Zusammenhangskompo-
nente von p~1(U) und sei Z € U das Urbild von z in U. Dann folgt im (71 (U, z) — 71 (X, 2)) = {e}
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aus den folgenden kommutativen Diagrammen.

U—— X (U, %) — m(X,7) = {e}
P|5l% lp o (plg)*l% p*l
U— X 7T1(U,£L’) E— 7T1(X,l')

Fiir die Riickrichtung nehmen wir zuniichst an, es gebe eine universelle Uberlagerung. Dann
wissen wir nach Satz 2.46, dass eine Schleife v in X mit v(0) = (1) = x¢ genau dann zu einer
Schleife in der universellen Uberlagerung liftet, wenn sie in X nullhomotop ist. Wie immer folgt,
dass zwei Wege o, ¢’ von x¢ nach x € X genau dann Lifts &, ¢’ mit 6(0) = '(0) = Zp und gleichem
Endpunkt # = (1) = ¢/(1) haben werden, wenn ¢ und ¢’ homotop sind. Also betrachten wir die
Menge

X={0:00,1] > X |0(0) =20} /~ und  p([o]) =0o(1),
wobei ,,~“ hier Homotopie relativ zu {0,1} bezeichne. Als Fuipunkt Zy wéhlen wir die relative
Homotopieklasse der konstanten Schleife am Punkt zg.

Sei jetzt x € X. Weil X semilokal einfach zusammenhéngend ist, existiert eine Umgebung U
von z mit im(m1 (U, z) — w1 (X, z)) = 0. Wegen Funktorialitéit von 7 iibertréigt sich diese Eigen-
schaft auf alle kleineren Umgebungen V' von z. Weil X auflerdem lokal wegzusammenhéngend ist,
hat x eine Umgebungsbasis U, aus wegzusammenhéngenden Umgebungen V' C U von x.

Fiir einen Weg o: [0,1] — X mit 0(0) = xo und V' € U,y betrachte

U(lo],V) = {[08] | B Weg in V mit 3(0) = o(1) } C X ;
diese Menge héngt nur von der relativen Homotopieklasse von [o] ab. Dann ist die Abbildung
pluevy: U(lo], V) — V. mit  [08] — B(1) (*)
eine Bijektion. Surjektivitat folgt, da V wegzusammenhéngend ist, und Injektivitit, da fiir zwei
Wege 3, 3/ in V mit gleichem Anfangspunkt x und gleichem Endpunkt die Schleife B8~ 1inV ja

in X zusammenziehbar ist, und somit also auch [0f] = [¢5'] € X.
Wir definieren eine Topologie auf X indem wir zu jedem Punkt [0] € X die Umgebungsbasis

Ug = {U([0],V) |V €Uyqy }

vorgeben. Insbesondere ist U C X genau dann offen, wenn fiir alle [o] € U eine Menge U([o],V) €
Z][U} mit U([o], V) C U existiert. Man iiberlegt sich, dass die Abbildung p: U([o],V) — V aus (¥)
fiir alle U([o], V) € 1/7[1,} ein Hom&omorphismus ist. Insbesondere ist p stetig, und alle U([o], V') sind
gleichméfig iiberlagert. Wir haben also eine Uberlagerung konstruiert.

Der Raum X ist wegzusammenhiingend, denn fiir jeden Punkt [0] ist s+ [0]}o,5)] ein Weg in X
vom konstanten Weg Zy zum Punkt [o]. Er ist auch einfach zusammenhéngend. Denn sei 4 eine
Schleife in X, also eine Familie von Wegen 7; : [0,1] — X, so dass t — [v] beziiglich der obigen
Topologie stetig ist. Dann zerlegen wir [0, 1] in Teilintervalle [t;,¢;+1], so dass jedes Teilintervall in
eine Menge der Form U ([0;], V;) abgebildet wird. Durch Induktion {iber i schliefen wir, dass po7|jg,]
in X zu 74, homotop ist. Da [y1] = Zp zur konstanten Schleife homotop ist, ist also p.[y] = [11] =
0 € m1 (X, xp). Aus Satz 2.46 folgt m ()N(,ﬁvo) = 0. O

2.62. BEMERKUNG. Auf der soeben konstruierten universellen Uberlagerung p: X — X wirkt
die Fundamentalgruppe 71(X,z¢) durch [y] - [o] = [yo]. AuBlerdem folgt aus obigem Beweis,
dass )?/Wl(X, x0) = X. Das passt zu Folgerung 2.58, da die Gruppe imp, = {e} trivial und
insbesondere ein Normalteiler von 1 (X, z¢) ist.
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Die universelle Uberlagergng erfiillt eine universelle Eigenschaft und ist daher bis auf eindeutige
Isomorphie von punktierten Uberlagerungen eindeutig bestimmt.

2.63. FOLGERUNG. FEs sei (X, xo) zusammenhdngend und lokal wegzusammenhingend, und es
sei p: (X, %0) — (X, x0) eine universelle Uberlagerung.
(1) Es sei q: (Y,y0) — (X,20) eine weitere Uberlagerung. Dann existiert genau eine Abbil-
dung r: (X,%0) — (Y,yo) mit p = qor, und r ist ebenfalls eine universelle Uberlagerung
von Y.
(2) Sei insbesondere p': (X', %) — (X, x0) eine weitere universelle Uberlagerung, dann exi-

stiert ein eindeutiger Homéomorphismus F: (X, o) — (X', &), so dass p=p' o F.

Wenn Y in (1) nicht zusammenhéngend ist, trifft » zwar nur die Zusammenhangskomponente
von Yo, ist aber nach unserer Definition 2.23 dennoch eine universelle Uberlagerung.

BEWEIS. Da X einfach zusammenhéngend ist, folgt die Existenz und Eindeutigkeit eines Lif-
tes 7 von p aus Satz 2.48, da {e} = imp, C im ¢,. Um zu sehen, dass r eine Uberlagerung ist, wihlen
wir zu y € Y eine wegzusammenhéngende Umgebung U von z = ¢(y), die sowohl von p als auch
von ¢ gleichmifig iiberlagert wird. Dann sind die Wegzusammenhangskomponenten von p~!(U)
und ¢~ '(U) jeweils homdomorph zu U via p beziehungsweise q. Sei V C Y die Wegzusammen-
hangskomponente von ¢~ (U), die y enthilt. Da p = gor, und da stetige Abbildungen zusammen-
hiingende Mengen auf zusammenhingende Mengen abbilden, ist »~1(V) C p~!(U) eine disjunkte
Vereinigung von Wegzusammenhangskomponenten von p~!(U). Also ist r eine Uberlagerung von Y,
und da X einfach zusammenhéngend ist, sogar eine universelle.

Die zweite Aussage zeigt man mit dem iiblichen universellen Trick. O

Wir wollen diese Folgerung benutzen, um zu zeigen, dass die Kategorie aller Uberlagerungen
eines Raumes X mit universeller Uberlagerung wie oben zu einer Kategorie dquivalent ist, die nur
von 71 (X, zg) abhéngt.

2.64. DEFINITION. Ein Funktor F: A — B ist eine Aquivalenz von Kategorien , wenn er
(1) essentiell surjektiv ist, das heiit, wenn zu jedem B € Obj(B) ein A € Obj(A) mit FA = B
existiert, und
(2) wvolltreu ist, das heifit, wenn fiir alle A, C' € Obj(A) die Abbildung F: Hom4(A,C) —
Homp(F A, FB) eine Bijektion ist.

In dem Wort ,,volltreu* steht ,voll“ fiir die Surjektivitdt und ,treu“ fiir die Injektivitdt der
obigen Abbildung.

Es sei (X, ) zusammenhingend, lokal wegzusammenhéngend und semilokal einfach zusam-
menhéingend. Wir betrachten also eine Kategorie, deren Objekte gerade punktierte, zusammen-
hiingende Uberlagerungen von (X, z¢) sind, und fiir p: (Y, y0) — (X, z0), ¢: (Z, 20) — (X, x0) seien
die Morphismen F': p — ¢ gerade punktierte Abbildungen r: (Y, y9) — (Z,20) mit p=gqor.

AuBlerdem betrachten wir eine Kategorie, deren Objekte gerade Untergruppen von m (X, zg)
und deren Morphismen gerade die Inklusionsabbildungen sind, also

{H < G} falls H C G, und
0 sonst.

Hom(H,G) = {

Von der ersten in die zweite Kategorie erhalten wir einen Funktor, der p: (Y, y0) — (X, o)
auf im p, C 71(X, z) abbildet. Fiir eine weitere Uberlagerung q: (Z, z) — (X, zo) existiert nach
dem Liftungssatz 2.48 hochstens eine punktierte Abbildung r: (Y,yo) — (Z, 20), und zwar genau
dann, wenn im p, C im g,. Somit erhalten wir einen Funktor, und er ist volltreu. Er ist auch essentiell
surjektiv, denn zu G C 7, (X, zo) kénnen wir die punktierte Uberlagerung (X /G, [Zo]) — (X, z0)
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betrachten. In gewissem Sinne ist G — (()Z' /G, [Zo]) = (X,20)) also invers zum obigen Funktor,
und zwar bis auf eindeutige Isomorphismen.

Allgemeiner kann man auch beweisen, dass die Kategorie aller Uberlagerungen équivalent ist zur
Kategorie aller Gruppenwirkungen von 71 (X, o) auf (diskreten) Mengen. Diese Kategorie umfasst
die Kategorie der Untergruppen von (X, xo), wobei man einer Untergruppe I' C 71 (X, z¢) die
Menge der Rechtsnebenklassen M = 71(X, o) /T’ zuordnet. Um aus einer diskreten Menge M mit
71 (X, z0)-Wirkung eine Uberlagerung zu konstruieren, betrachtet man den Quotienten

X xp M= (X x M)/T,

wobei v auf X x M durch (&, m) = (v&,ym) wirkt. Die Bahnen der I-Wirkung auf M entsprechen
genau den Zusammenhangskomponenten der Uberlagerung X xp M. Die obige Zuordnung 18t
sich zu einem Funktor ausbauen, von dem man wieder zeigen kann, dass er eine Aquivalenz von
Kategorien liefert.

Einen &hnlichen Sachverhalt lernt man in der Algebra kennen. Dort klassifizieren die Unter-
gruppen der Galois-Gruppe genau die Zwischenkorper in einer Galois-Korpererweiterung. Die Rolle
der universellen Uberlagerung spielt der algebraische Abschluss eines perfekten Korpers. Es folgt
ein ,,Worterbuch® zur Ubersetzung zwischen Sachverhalten aus der Galois-Theorie und der Uber-
lagerungstheorie.

Galois-Theorie Uberlagerungstheorie

Perfekter Korper K Zusammenhingender, lokal wegzusammenhéngender,
semilokal einfach zusammenhéngender,
punktierter topologischer Raum (X, z¢)

Algebraische Erweiterung L O K Zusammenhingende, punktierte
Uberlagerung q: (Y,y0) — (X, x0)

Algebraischer Abschluss K Universelle Uberlagerung p: ()? ,Zo) = (X, o)

Absolute Galoisgruppe G = G(K /K) Fundamentalgruppe 1 (X, )

abgeschlossene Untergruppe H C G Untergruppe I' C m (X, xo)

Fixkorper von H Quotient (X /T, T#y) — (X, z0)

Normale Erweiterung L D K Normale Uberlagerung ¢: (Y, o) — (X, z0)

Relative Galoisgruppe G(L/K) Decktransformationsgruppe 1 (X, zg)/(im ¢x)

Die Parallelen sind klar erkennbar. Entscheidender Unterschied: alle ,,Pfeile* in der Kategorie
der algebraischen Erweiterungen verlaufen genau andersherum als in der Kategorie der punktierten
Uberlagerungen. Das liegt daran, dass die entsprechenden Aquivalenzen von Kategorien in der
Galois-Theorie kontravariante Funktoren sind. Wenn wir anstelle der topologischen Ridume X die
Algebra der stetigen Funktionen X — C betrachten, sind wir in einer dhnlichen Situation wie bei
den Korpern. Wie Sie umgekehrt im Falle von Zahlkorpern zu einer ,,geometrischen® Beschreibung
kommen, lernen Sie in der arithmetischen Geometrie.

2.g. CW-Komplexe
Wir erinnern uns an den Begriff ,zusammenziehbar® aus Definition 2.4.

2.65. DEFINITION. Ein topologischer Raum X heifit lokal zusammenziehbar, wenn jede Umge-
bung U eines Punktes x eine Umgebung V' von x enthilt, die sich auf x zusammenziehen lésst.

2.66. BEMERKUNG. (1) Lokal zusammenziehbare Raume sind insbesondere auch lokal weg-
zusammenhingend und (semi-) lokal einfach zusammenhéngend.
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(2) Topologische Mannigfaltigkeiten sind lokal homdomorph zu R"™, und daher lokal zusam-
menziehbar. Sei etwa U eine beliebige Umgebung von x € M, und sei V eine zu R"
homdomorphe Umgebung von x. Dann ist U NV zu einer offenen Teilmenge des R"
homd6omorph, enthélt also einen zusammenziehbaren Ball um z.

2.67. SATZ. CW-Kompleze sind lokal zusammenziehbar.

Im Beweis miissen wir eine Homotopie auf einer Teilmenge eines CW-Komplexes angeben. Dazu
erinnern wir uns, dass ein CW-Komplex X nach Proposition 1.108 als Quotient der disjunkten
Vereinigung all seiner Zellen geschrieben werden kann, also

XgHHD"/N.

neNiel™
Da [0, 1] (lokal) kompakt ist, gilt nach Ubung 1.166 dann auch

xxo1=]] [T@" x[01])/~.

neNel™

Also koénnen wir auch Homotopien Zelle fiir Zelle definieren. Wenn die gesamte Homotopie wohl-
definiert ist, dann ist sie auch stetig.

BEWEIS. Sei X ein CW-Komplex, sei xg € eZ)O C X"\ X™~! und sei U C X eine Umge-
bung von zg. Sei V™ C U N X" das Bild eines kleinen abgeschlossenen Balles in B™ unter der
charakteristischen Abbildung <I>Z)°. Dann konstruieren wir fiir alle n > ng induktiv abgeschlossene
Mengen V" € UNX", so dass V*"NX""! = V! Deformationsrektrakt von V" und yn Umgebung

von xg in X" ist. Fiir alle ¢ € I" sei dazu

(@) (v = {1: e D"

Se )0 wd el 2 122 ¢ (07) 7 ©).

fiir ein hinreichend kleines £} € (0, 1); dieses finden wir, da (¢7') ! (V"~1) kompakt und (@?)_1 (U)
offen ist. Anschliessend setzen wir V = JV™.

Wir konnen jetzt eine Homotopie H: V x [0, 1] — V von der Identitdt zur konstanten Abbildung
auf o C V konstruieren. Wir definieren zunéchst fiir n > ng eine Homotopie H": V" x [0,1] — V"
zwischen der Identitit und einer Retraktion auf V"~! durch

H"(®7(z),t) = B} <"“"t>
|z|
fir alle x € V™ N e'. Hier nutzen wir aus, dass €] < 1, also |z| > 0 fir alle z € (@?)_I(V").
Auflerdem definieren wir H™0: V"™ x [0,1] — V"0 durch

H™ (87°(x), ) = B0 ((1 )t (@&0)*1(%)) .
Wir schreiben P* = H(-,1): V™ — V"~ ! und definieren H: V x [0,1] — V fiir € V" durch

H(x, 1) T firo<t< 2"0_”_1, und
T == ’ ’ ’ ’ ’
’ H™ ((P"*tl oo PP)(z), 20 m0 ¢ — 1) fiir 2m0- 1 < g < 2momm

Fiir die Stetigkeit von H reicht es nach Vorbemerkung, dass H(®?(-),-): V" x [0,1] — X fiir
alle n € Ny und alle i € I"™ stetig ist. Wir schreiben [0, 1] als CW-Komplex mit den 1-Zellen

[0,1] = [O,Qno—n—l] U [2no—n—1,2no—n] U...U [2—1’20]

und bendtigen mit einem &hnlichen Argument nur die Stetigkeit von H(®?(-), -) auf dem Produkt
des kompakten Raums V™ N e mit den einzelnen Teilintervallen, aber die folgt direkt aus der
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Konstruktion der H"™ und H. Man beachte, dass wir trotz beliebig hoher , Kontraktionsgeschwin-
digkeiten“ nahe ¢ = 0 aufgrund der Quotiententopologie auf X keine Probleme mit der Stetigkeit
bei t = 0 bekommen. O

2.68. BEMERKUNG. Sei M eine Familie von Erzeugern von G, und sei R C *,,c3/Z eine Menge
von Relationen in der von den Elementen von M erzeugten freien Gruppe F. Dann sei N = (R)
der von den Relationen erzeugte Normalteiler von F'. Wir schreiben

G=F/N=(M|R),

diese Darstellung heifit auch eine Prdsentation der Gruppe G. Jede Gruppe besitzt eine Préisenta-
tion. Zum Beispiel kénnten wir M = G setzen, dann ist F' die Menge aller Worter in M (wobei wir
die Gruppenstruktur von G vergessen haben). Dann wihlen wir R = ker(F — G), wobei wir jedes
Wort in F' auf das entsprechende Produkt in G abbilden.

Jetzt haben wir also eine Moglichkeit, jede Gruppe durch Erzeuger und Relationen zu beschrei-
ben. Allerdings sind die folgenden Probleme im Allgemeinen nicht algorithmisch lésbar.

(1) Wortproblem. Stellt ein Wort w in ( M | R) das neutrale Element dar?
(2) Isomorphieproblem. Sind zwei Gruppen ( M | Ry ) und (Ms | R ) isomorph?

Unter einem mazimalen Baum in einem punktierten CW-Komplex (X, zo) mit 29 € X° verste-
hen wir einen maximalen einfach zusammenhingenden Unterkomplex Y € X! mit zg € Y.

2.69. SATZ. Sei X ein wegzusammenhingender CW-Komplex und xoy € X°.
(1) Dann emistiert J* C I', so dass
_ vO 1
Y=x0 ¢
jeJt
ewn mazimaler Baum in X ist.
(2) Fiir J' wie in (1) gilt
m(Xhz) = (I'\JHY= [ z.
eI\ J?t
(3) Es sei [0] € m1(SY,1) 2 Z ein Erzeuger, dann gilt
m (X%, x0) = m (X', x0)/({hlo] | i € I7}) .
(4) Es gilt
(X, 30) = m (X% w0) = ({[o] |1 € '\ T} | {¢Rlo] i€ I*}).

Dieser Satz ist zwar nicht einfach zu formulieren, und auch der Beweis ist kompliziert, da
der Satz von Seifert-van Kampen mit offenen Teilmengen arbeitet, wihrend die natiirlicherweise
auftretenden Unterkomplexe im Beweis abgeschlossen sind — ein Grofiteil des Beweises besteht
darin, dieses Problem zu umgehen. Dafiir 148t sich die Berechnung der Fundamentalgruppe eines
gegebenen CW-Komplexes mit Hilfe dieses Satzes auf rein algebraische Rechnungen mit Erzeugern
und Relationen zuriickfithren. Das werden wir in Folgerung 2.70 und Beispiel 2.71 ausnutzen.

BEWEIS. Zu (1) betrachten wir die Menge ) aller Baume in X!, das heifit, aller einfach zusam-
menhéngenden Unterkomplexe von X, die den Punkt xg enthalten. Diese Menge ist durch Inklusion
halb geordnet, und jede total geordnete Teilmenge )’ C Y hat als obere Schranke die Vereinigung
aller zu )’ gehorigen Unterkomplexe von X !. Die Vereinigung ist wieder einfach zusammenhingend,
denn jede Schleife trifft nach Satz 1.112 nur endlich viele Zellen, ist also bereits vollstéindig in einem
der Unterkomplexe enthalten, und nach Voraussetzung in diesem auch zusammenziehbar. Nach dem
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i {i}x[0,1]x[0,1] \

Vi

ABBILDUNG 2.5. Der Raum X

Lemma von Zorn existiert also ein maximaler Baum Y C X'. Es seien J° ¢ I° und J' c I' die
Indexmengen der an Y beteiligten 0- und 1-Zellen von X!,

Wenn X wegzusammenhiingend ist, folgt J* = I%. Denn gibe es einen Punkt z € X%\ Y, dann
gibe es einen Weg v: [0,1] — X von zg nach z. Es sei tp € [0,1] maximal mit v(¢y) € Y, dann
befindet sich v(to + ¢) fiir ¢ > 0 klein genug innerhalb einer Kante von X'\ Y, die von Y zu einem
Punkt fiihrt, der nicht in Y enthalten ist, und wir kénnen Y als Baum vergréfiern, im Widerspruch
zur Maximalitét.

Zu (2) betrachten wir die offenen Teilmengen

Up=X"\{®/(0)|iel'\J'} uwd Uy=UUe,CX"

fiir alle k € I'\ J'. Die Menge Uy hat Y als Deformationsretrakt und ist daher einfach zusam-
menhéngend. Fiir jede Menge Uy, finden wir eine Schleife durch den Punkt xj, die nicht zusam-
menziehbar ist. Man kann jetzt zeigen, dass sich Uy auf diese Schleife zusammenziehen lasst, und
erhélt insbesondere 71 (U, xo) = Z. Alle Durchschnitte zweier oder mehr der Mengen Uy, ergeben
die Menge Up, sind also einfach zusammenhingend. Aus dem Satz 2.39 von Seifert-van Kampen
folgt die Behauptung.

Auch die Schritte (3) und (4) basieren auf dem Satz von Seifert-van Kampen. Um induktiv
von w1 (X" 1 o) zu m (X", z0) fiir n > 2 zu gelangen, vergroBern wir X™ zu X ', siehe Abbil-
dung 2.5. Dazu wihlen wir fiir jedes ¢ € I"™ einen Weg ; von xg zum Bild x; des Basispunktes
von S"~! unter der Verklebeabbildung ;. Wir verkleben I" x [0, 1] x [0, 1] wie folgt mit X".

(1) Wir identifizieren alle Strecken {(7,0)} x [0, 1] miteinander und kleben [(7,0,0)] an den
Punkt zg.

(2) Wir verkleben {i} x [0,1] x {0} entlang von ~;: [0,1] x {0} mit X"~ L.

(3) Wir kleben {1} x [0,1] auf eine Strecke in e}’ vom Punkt x; ins Innere der Zelle bis zum
Radius 1/2.

Dann ist X" ein Deformationsretrakt von X ', indem wir jedes Quadrat {i} x [0,1] x [0, 1] auf das
Bild von {i} x ([0,1] x {0} U {1} x [0,1]) zusammenziehen.
Wir betrachten die folgenden offenen Teilmengen. Es sei

Uo=X"\ |J (i) .

icln

wobei D?/Q

ist X”~! ein Deformationsretrakt von U. o

Nach Satz 2.67 existiert eine zusammenziehbare Umgebung von xg in X" NUy. Es sei V C X "
ihr Urbild unter der Retraktion 7., : X" X " dann ist V{y ebenfalls zusammenziehbar. Fiir ¢ € I"
setze

C D™ den abgeschlossenen Ball vom Radius % bezeichne, siehe Abbildung 2.6. Dann

Ui = Vo U ({i} x [0,1] x (0,1]) U el .
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{i}x[0,1]x(0,1]

ABBILDUNG 2.7. Der Raum U;

Man {iberzeugt sich, dass U; ebenfalls zusammenziehbar ist, siehe Abbildung 2.7.
Fiir ¢ # j € I" ist U; N U; = Vj zusammenziehbar, also insbesondere wegzusammenhéngend.
Auflerdem ist

Uo NU; = Vo U ({i} x [0,1] x (0,1]) U ®F(B™ \ DY)5)
wegzusammenhéngend mit Deformationsretrakt @?(Sg/zl). Analog sieht man, dass auch dreifache
Durchschnitte von U = {Up} U{U; | i € I" } wegzusammenhéngend sind.

Im Fall n = 2 folgt
7['1(U0 N UZ',$()) = 7T1(Sl) =27 N
wobei ein Erzeuger [o] € m1(S!) auf eine Schleife abgebildet wird, die in Uy zu 7;(¢; 0 0)%; homotop
ist, siehe Abbildung 2.8. Behauptung (3) folgt jetzt aus Satz 2.39, da

(X2, 20) = (X2, 20) = (wl(Ug,xo) 11 ﬁl(Ui,mo)> / ({li(ei 0 07, | i € I2})

ieln
=m(X1,20) / ({i(pico)y]|ie ’y).

Man beachte, dass die Erzeuger [vi(¢; o 0)7;] nach Satz 2.14 vom Weg ~; abhingen. Da aber
verschiedene Wege zueinander konjugierte Erzeuger liefern, héingt der erzeugte Normalteiler nach
Bemerkung 2.38 nicht von der Wahl von ~; ab.

Der Beweis von Behauptung (4) beginnt damit, dass UpNU; ~ S™~! fiir n > 3 nach Beispiel 2.43
einfach zusammenhiingend ist und somit 71 (X", zg) = 71 (X", 2¢) analog zur obigen Uberlegung.
Jetzt liefert die Inklusion ¢: X™ < X Isomorphismen der Fundamentalgruppen. Denn sei « eine
Schleife in X, dann verlduft + in einem Geriist X™ nach Satz 1.112, also ist die Abbildung

Ly - 7T1(X2,5L'0) = 7('1(Xn,1'0) — 7T1(X,1‘0)

surjektiv. Falls v nullhomotop ist, verlauft aus dem gleichen Grund eine Homotopie H zur trivialen
Schleife ganz in einem X" (wobei n jetzt grofier sein kann), also ist ¢, auch injektiv. Damit ist der
Satz bewiesen. n
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ABBILDUNG 2.8. Die Fundamentalgruppe von Uy N U;

Wir halten also fest, dass wir die Fundamentalgruppe eines CW-Komplexes berechnen kénnen.
AuBerdem hat ein CW-Komplex nach Satz 2.67 eine universelle Uberlagerung. Wir kénnen mit
den Ergebnissen aus dem vorigen Abschnitt also auch alle Uberlagerungen eines CW-Komplexes
beschreiben.

2.70. FOLGERUNG. Sei G eine Gruppe, dann existiert ein CW-Komplex X mit m(X) = G.

BEWEIS. Sei G durch Erzeuger M C G und Relationen R gegeben. Wir konstruieren einen
CW-Komplex X. Sei X = {z} das 0-Skelett, bestehend aus einer 0-Zelle z.

Wir wihlen I' = M, das heift, fiir jeden Erzeuger m € M sei el eine 1-Zelle, deren zwei
Endpunkte notwendigerweise an zg angeklebt sind. Dann ist {zo} C X' ein maximaler Baum, also
ist ' = 71 (X!, z0) die von den Schleifen {el | m € M} erzeugte freie Gruppe. Wir identifizieren
den zu el gehorigen Erzeuger mit m € M.

Wir withlen 12 = R, und fiir jede Relation 7 = my - - - my, € R withlen wir eine 2-Zelle 2, so dass
die Verklebeabbildung 2: S' — X! gerade das Element mj - --my, € m1(X?, x0) repriisentiert.

Aus Satz 2.69 folgt jetzt

(X% x0) = (M| R)=G . O

2.71. BEISPIEL. Wir betrachten Flichen, genauer, kompakte, zusammenhéngende topologische
Mannigfaltigkeiten der Dimension 2.

(1) Eine orientierbare Fliche X, vom Geschlecht g > 0 ldsst sich als CW-Komplex mit einer

Ecke {z0}, 29 Kanten ay,...,aq4, b1,...,b; und einer 2-Zelle sclareiben. Die zugehorige
Verklebeabbildung cp2 entspreche der Schleife ai1bia1by - - - agbgagby, und wir erhalten die
Préasentation

m1(Xg,z0) = (a1,...,aq,b1,...,by | alblal_l e agbgaglbgl ).

Fiir g = 0 erhalten wir die Sphire S2, fiir ¢ = 1 den Torus 7. Da die Relation ein Produkt
von Kommutatoren ist, erhalten wir die Abelisierung
7T1(Xg, wo)ab = Z2g .

(2) Eine nicht orientierbare Fliche Y, vom Geschlecht g > 0 ldsst sich analog schreiben als
CW-Komplex mit einer Ecke {z¢}, g + 1 Kanten ao, ..., a, und einer 2-Zelle. Die Verkle-
beabbildung sei gegeben durch die Schleife a(% e ag, also gilt

ﬂl(Yg,xo)%mo,...,ag]a%---ag).

Fiir g = 0 erhalten wir RP?, fiir ¢ = 1 die Kleinsche Flasche. In diesem Fall erhalten wir
die Abelisierung

1 Yy 20)™ & 2041 /((2, ..., 2)) 2 29 & Z/2
wobei die rechte Darstellung zu den Erzeugern aq,...,a4 und ag + --- + a4 gehort.
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Wir sehen also, dass man die unterschiedlichen Flachen anhand ihrer Fundamentalgruppen unter-
scheiden kann.

2.h. Ubungen zu Kapitel 2
Ubungen zu Abschnitt 2.a.

o272 UBUNG. Sei (X, A) ein Paar und Y ein Raum. Zeigen Sie: Homotopie relativ zu A ist eine
Aquivalenzrelation auf der Menge der Abbildungen von X nach Y.

2.73. UBUNG. Seien X, Y, Z topologische Riume, und seien F: X — Y und G: Y — Z
Homotopiedquivalenzen, dh., es existieren Abbildungen P, Q mit PoF ~idx, FoP ~idy ~ QoG
und G o ) ~ idy. Konstruieren Sie Homotopien

(PoQ)o(GoF)~idx und (GoF)o(PoQ)~idy .
Insbesondere ist Homotopiedquivalenz eine Aquivalenzrelation.
Ubungen zu Abschnitt 2.b.

2.74. UBUNG. Seien X, Y topologische Ridume, seien z € X und y € Y Punkte. Finden Sie
einen natiirlichen Gruppenisomorphismus

T (X XY, (z,y) 2m(X,z) x T (Y,y) .

2.75. UBUNG. Sei X ein topologischer Raum. Beweisen Sie die Aquivalenz der folgenden Aus-
sagen, in dem Sie jeweils geeignete Homotopien angeben.
(1) Jede Abbildung S' — X ist homotop zu einer konstanten Abbildung.
(2) Jede Abbildung F': S' — X lisst sich zu einer Abbildung F: D? — X mit Flyp2 = F
ausdehnen.
(3) Die Fundamentalgruppen 71 (X, z) sind fiir alle z € X trivial.
(4) Je zwei Wege zwischen zwei Punkten z, y € X sind homotop.

2.76. UBUNG. Zeigen Sie, dass die Fundamentalgruppe eines wegzusammenhingenden Raum-
es X genau dann abelsch ist, wenn fiir alle z, y € X der Isomorphismus

m(X,z) = m(X,y), [l = e vl
nicht vom Weg ~y von x nach y abhéngt.

2.77. UBUNG. (1) Sei o eine Verkniipfung auf einer Menge G und e € G. Dann sind dqui-
valent:
(a) (G,o,e) ist eine Gruppe.
(b) Es gibt eine Kategorie G in der jeder Morphismus invertierbar ist (siehe Bemer-

kung 2.5) mit Obj(G) = {x}, Homg(*, *) = G mit Verkniipfung o und id, = e.
(2) Seien G, H Gruppen, G, H Kategorien wie in (1) und sei F': G — H eine Abbildung.

Dann sind dquivalent:
(a) F ist ein Gruppenhomomorphismus.
(b) Es gibt einen Funktor F: G — H mit F* = x und F = F': Homg(*, *x) — Homy (x*, ).

Ubungen zu Abschnitt 2.c.

2.78. UBUNG. Seien T (Toast), S (Schinken) und A (Ananas) drei kompakte, paarweise dis-
junkte messbare Teilmengen des R3. Zeigen Sie, dass es eine Schnittebene £ C R? gibt, die jede
der drei Teilmengen T', S und A in zwei Teile von gleichem Volumen zerlegt.

Hinweis: Zu jedem v € S? existiert (mindestens) ein d = d,, so dass die Hyperebene

{x ‘ (x,v) = d}
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das gesamte Sandwich 7U S U A in zwei gleichgrosse Teile teilt. Uberlegen Sie sich, dass die
Funktionen ¢, s und a: S — R mit

tv)=vol{z €T ‘ (z,v) < dy }
und s, a analog nicht von der Wahl von d, wie oben, sondern nur von v abhéingen, und in v stetig
sind. Folgern Sie dann die Behauptung mit dem Satz von Borsuk-Ulam.
2.79. UBUNG. Beweisen Sie den Fundamentalsatz der Algebra wie folgt. Sei P = 2™ +a12"" ! +

-+ 4 a,z": C — C ein Polynom. Zeigen Sie: Fiir R > max{1,Y_"" | |a;|} ist der Pfad
_ P(Rz)

|P(Rz)|
in S' homotop zu 7o : S* — S',4(2) = 2™ Folgern Sie: P hat mindestens eine Nullstelle zy mit
|Zo| S R

7:51—>Sl, z—(2):

Ubungen zu Abschnitt 2.d.

2.80. UBUNG. Seien G, H Gruppen. Zeigen Sie:
(1) Das Zentrum Z(Gx H) ={z € G*x H | zw = wz fiir alle w € G* H } von G * H ist die
triviale Gruppe {e} = {0} C G x H;
(2) alle Torsionselemente (Elemente w € G * H mit w”™ = e fiir ein N > 0) sind von der
Form w = vgv™! oder w = vho™' mit v € G* H und g € G bzw. h € H mit gV = e
bzw. hV = e.

2.81. UBUNG. Zeigen Sie mit Hilfe von Beispiel 2.44 (2), dass die Borroméischen Ringe R, Ro,
R3 C R3 sich im umgebenden R? nicht trennen lassen. Bestimmen Sie dazu die Aquivalenzklas-
se [y] € m (R3\ (R1 URy),7(0)) = Z x Z eines Weges v, der R parametrisiert.

&

1 .
X = U {n(cosgp—kl,smgo)’goeR} c R?

n>1

2.82. UBUNG. Es sei

versehen mit der Unterraumtopologie. Zeigen Sie, dass X {iberabzdhlbare Fundamentalgruppe hat,
indem Sie fiir jede Z-wertige Folge {a, }»en eine Schleife angeben, die den Kreis mit Radius % genau
ap-mal umléuft.

2.83. UBUNG. Es sei G eine Gruppe. Fiir g,h € G schreibe [g,h] := ghg~'h™! € G. Dann
definiert man die Abelisierung von G als

G* =G/ ({lg,h] | g, h €G}).

Es sei p: G — G?" die Projektion auf den Quotienten. Zeigen Sie:

(1) Die Gruppe G2 ist abelsch (kommutativ).
(2) Sei H eine abelsche Gruppe und f: G — H ein Homomorphismus, dann gibt es genau
einen Homomorphismus f: G* — H, so dass f = fop.
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2.84. UBUNG. Seien G, H Gruppen, p: G — G?®, q: H — H?*® wie in Aufgabe 2.83, und
: G — H ein Homomorphismus. Zeigen Sie:
f g
(1) Es gibt genau einen Homomorphismus f2P: G* — H?P so dass go f = f2? o p.
(2) Dadurch wird Abelisierung zu einem Funktor von der Kategorie aller Gruppen in die der
abelschen Gruppen.
(3) Folgern Sie, dass die freien Gruppen Fj und Fj fiir & # [ nicht isomorph sind.

2.85. UBUNG. Es seien C, D zwei Kategorien, in denen es alle Produkte ,,x“, Koprodukte ,,LI
und Pushouts ,,U“ gibt, und sei F: C — D ein Funktor. Konstruieren Sie mit Hilfe der universellen
Figenschaften Morphismen in D, und zwar

F(Ax B) — F(A) x F(B),
F(A)UF(B) — F(AUB),
F(A) Urey F(B) — F(AUc B),
fiir alle Objekte A, B, C von C und Morphismen f: C — A, g: C — B.
Ubungen zu Abschnitt 2.e.

2.86. UBUNG. Seien p: X - X, pr1: X, — X; und D2 Xy = X, Uberlagerungen. Zeigen Sie:
(1) sei A C X eine Unterraum und A=p'AC X, dann ist ply: A — A eine Uberlagerung;
(2) die natiirliche Abbildung p; X pa: X1 x Xo — X7 x X5 ist eine Uberlagerung.

2.87. UBUNG. Sei p: X — X eine Uberlagerung, wobei X zusammenhéngend sei. Zeigen Sie:
(1) die Mengen p~*({z}) C X sind fiir alle 2 € X gleichméchtig;
(2) der Raum X ist genau dann kompakt, wenn X kompakt ist und p~!({zo}) endlich ist fiir
ein g € X.

2.88. UBUNG. Wir betrachten den topologischen Raum
YVi={(2+sinT)e*™ | p e (0,1] }U[L,3] CC.
(1) Skizzieren Sie Y, und zeigen Sie, dass m1(Y") = 0.

(2) Beweisen Sie, dass die Radialprojektion F': Y — S' C C dennoch keinen Lift F:Y >R
zulésst.

Ubungen zu Abschnitt 2.f.

2.89. UBUNG. Sei X C R? die Vereinigung aller Kreise um (%,O) mit Radius % mit n € N

wie in Ubung 2.82, und X trage die vom R? induzierte Unterraumtopologie. Skizzieren Sie X und
zeigen Sie, dass X keine einfach zusammenhéngende Uberlagerung besitzt.

2.90. UBuNG. Uberlagerungstheorie benétigt keine Trennungseigenschaften. Sei X = ((—1,1) x
{1, -1})/ ~ der Thnen wohlbekannte, nicht Hausdorffsche Raum aus Beispiel 1.28, wobei die Aqui-
valenzrelation ,,~“ erzeugt werde von (¢,1) ~ (t,—1) fiir alle ¢ # 0.
(1) Zeigen Sie, dass X zusammenhéngend und lokal zusammenziehbar ist.
(2) Bestimmen Sie die universelle Uberlagerung von X.
(3) Bestimmen Sie die Fundamentalgruppe von X.
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KAPITEL 3
Homotopiegruppen

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir die Fundamentalgruppe aus der Topologie und erhalten
hohere Homotopiegruppen. Wir lernen einige Berechnungsmethoden kennen, unter anderem die
lange exakten Sequenzen fiir Paare und fiir Faserungen.

Als Beispiel zeigen wir, dass eine stetige Abbildung der n-dimensionalen Sphére S™ in sich
durch ihren Abbildungsgrad in Z bis auf Homotopie eindeutig bestimmt wird, mit anderen Wor-
ten gilt m,(S™) = Z. Als Anwendung beweisen wir den Brouwerschen Fixpunktsatz 0.2. Hohere
Homotopiegruppen 7, (S™) der Sphéren lassen sich geometrisch als sogenannte gerahmte Bordis-
musgruppen k-dimensionaler Untermannigfaltigkeiten des R™** interpretieren.

Da wir zur Berechnung der Homotopiegruppen nur wenige Werkzeuge haben, fithren wir au-
Berdem stabile Homotopiegruppen ein. Die hoheren stabilen Homotopiegruppen der Sphéren sind
zwar leichter zu bestimmen als die 7, (S™), sind aber dennoch bis zum heutigen Tage noch nicht
vollstdndig bekannt.

3.a. Hohere Homotopiegruppen

Wir betrachten zunéchst die Kategorie 7op, der punktierten topologischen Réume aus De-
finition 2.17. Da wir in diesem Kapitel fast nur punktierte Rdume betrachten, schreiben wir
statt (X, xo) auch manchmal nur kurz X. Eine Homotopie zwischen zwei punktierten Abbildun-
gen f, g: (X,z9) — (Y,yo) ist eine Homotopie relativ zu {z¢}, siche Definitionen 2.2 und 2.7.
Falls eine solche Homotopie existiert, nennen wir f und g homotop in 7op, und schreiben wieder
kurz f ~ g. Wie in Bemerkung 2.3 erhalten wir eine Aquivalenzrelation, die mir der Verkettung
von stetigen Abbildungen vertriglich ist.

Indem wir als Morphismen zwischen punktierten Rdumen nicht einzelne punktierte stetige Ab-
bildungen, sondern punktierte Homotopieklassen betrachten, erhalten wir die punktierte Homoto-
piekategorie HTop ,, siche Definition 2.17. Streng genommen sollten wir hier nur gut punktierte
R#ume zulassen, siehe Definition 3.55. Wir schreiben dafiir kurz

[X? Y] = [(Xa 0), (Yv yO)] = Hom'r"l%m ((Xv o), (Y, yo)) :

In Satz 2.19 haben wir bereits gesehen, dass die Fundamentalgruppe einen kovarianten Funk-
tor m: HTop, — Grp definiert. Wir wollen jetzt weitere Funktoren m, auf H7op, definieren.
Fiir n = 0 erhalten wir nur punktierte Mengen, fiir n > 2 erhalten wir abelsche Gruppen.

Es seien A C X topologische Raume, dann bezeichne X/A € Top, den Quotientenraum mit
Basispunkt A/A. Er trage die Quotiententopologie aus Definition 1.82, die zugrundeliegende Aqui-
valenzrelation hat dann also A als eine Aquivalenzklasse, alle Punkte von X \ A hingegen bilden je
einpunktige Aquivalenzklassen. Falls A = () und X kompakt ist, definieren wir

X/0=X,2XU{s}eTop, ,

wir fiigen also zu X einen zusétzlichen Basispunkt * mit der Topologie der disjunkten Vereinigung
(Definition 1.77) hinzu. Ubrigens ist der Funktor - : Top — Top__ linksadjungiert zum vergesslichen
Funktor Top, — 7Top, das heift, fiir einen unpunktierten Raum X und einen punktierten Raum Y
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gilt
Homyey, (X+,Y) = Homye, (X,Y) .
Es sei I = [0, 1] das Einheitsintervall und I* der k-dimensionale Einheitswiirfel, dann bezeichne
oIk = 1%\ (0,1)*

den (geometrischen) Rand des Einheitswiirfels. Im Falle k = 0 ist (1 ) = Opt = () leer, dabei ist pt
ein fester einpunktiger Raum. Nach Ubung 3.104 gibt es fiir alle k£ einen Homo6omorphismus

I%/o1% = s* .
Den Basispunkt, also die Aquivalenzklasse des Randes I*, identifizieren wir mit dem Nordpol.

3.1. DEFINITION. Fiir einen punktierten Raum X und k > 0 definieren wir die k-te Homoto-
plegruppe
m(X) = ([I*/01", X],0)
dabei sei 0 € m,(X) die Homotopieklasse der konstanten Abbildung c(t1,...,%;) = xo. Sei F': X —
Y eine punktierte Abbildung, dann definieren wir 7 F': 7 (X) — 7 (Y) durch

mE([f]) = [F o f].
Sei schliefllich £ > 1 und a = [f], b = [g] € m(X), dann definieren wir ab = [fg] € 7, (X), wobei

b {f([Qtl,tg,...,tk]) falls t; < , und
y Uk ) =

t,... =
(f9)(ta g([2ty — 1,t9,...,t;]) fallst; > %

Wie in Bemerkung 2.3 und Satz 2.13 folgt, dass die Verkniipfung und die Abbildung i F
wohldefiniert sind. Fiir £ = 0 erhalten wir keine Gruppe, da wir keine Verkniipfung definiert haben,
so dass wir hier eigentlich nur 0-te Homotopiemenge sagen diirften. Fiir m; F' schreibt man oft auch
kurz F, und fiir ab schreibt man meist a + b, wenn k > 2.

3.2. BEMERKUNG. Wir kénnen 7 (X) auch wie folgt beschreiben.

(1) Fiir k = 0 ist 1°/01° = {0} /0 = SY ein diskreter Raum aus zwei Punkten * (Basispunkt,
Nordpol) und 0 (Siidpol). Die Menge der punktierten Abbildungen f: S® — X entspricht
genau den Punkten x € X, wobei f(x) = o und f(0) = x. Eine Homotopie h zwischen
solchen Abbildungen bildet {x} x I konstant auf xy ab, und

v =hlioyxr: I = X mit ~(t) = h(0,t)

beschreibt einen Weg von f(0) nach ¢(0). Umgekehrt liefert jeder Weg v: I — X von f(0)
nach ¢(0) eine punktierte Homotopie h zwischen f und g mit

h(s,t) = ~(t) falls s =0, und
" Y o falls s = x.

Somit ist 7o(X) gerade die Menge der Wegzusammenhangskomponenten von X, und 0 €
mo(X) bezeichnet die Wegzusammenhangskomponente des Basispunktes zg.

(2) Fiir k = 1 ist eine punktierte Abbildung f: S — X gerade eine Schleife am Basispunkt z,
und 0 bezeichnet die konstante Schleife. Die Verkettung entspricht der iiblichen Verkettung
von Schleifen. Also ist 71 (X) genau die Fundamentalgruppe von X aus Abschnitt 2.b.

(3) Da es fiir alle k einen Homoomorphismus 1¥/9IF — (S*, ) gibt, gibt es eine natiirliche
Bijektion

mi(X) 2 [S%, X] .
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3.3. DEFINITION. Es seien C, D Kategorien und F, G: C — D kovariante (kontravariante)
Funktoren. Eine natirliche Transformation 7: F — G ordnet jedem Objekt X von C einen Mor-
phismus 7x: F'(X) — G(X) in D so zu, dass fiir jeden Morphismus f: X — Y in C das Diagramm

Ff Ff

F(X)——F(Y) F(X)<—F(Y)
Txl l‘f‘y beziehungsweise Txl Ty
a(x) - a(y) a(x) <L a(y)

kommutiert. Wenn 7x fiir alle X ein Iso-/Mono-/Epimorphismus ist, spricht man entsprechend von
einem natirlichen Iso-/Mono-/Epimorphismus.

Oftmals wird das Adjektiv ,natiirlich“ benutzt, ohne die beteiligten Funktoren im einzelnen
zu spezifizieren. In der obigen Bemerkung 3.2 (3) erhalten wir beispielsweise einen natiirlichen Iso-
morphismus zwischen den Funktoren 73 und [S*, -]: HTop + — Sety. Auch die Abbildung ¢y aus
Lemma 1.75 in der Konstruktion der Stone-Cech-Kompaktifizierung ist eine natiirliche Transfor-
mation zwischen dem Identitéitsfunktor und dem Funktor B: Top — Top.

3.4. BEISPIEL. Der einpunktige Raum pt ist initiales (kofinales) und terminales (finales) Objekt
in der Kategorie Top , . Das heifit, zu jedem punktierten Raum (X, z¢) gibt es genau eine punktierte
Abbildung pt — X, ndmlich * — z¢ (pt ist initial), und genau eine Abbildung X — pt, namlich die
konstante Abbildung (pt ist terminal). Ein initiales und terminales Objekt heifit auch Nullobjekt.

Insbesondere sei X = S*. Wegen Bemerkung 3.2 (3) gilt

mi(pt) = [S*,pt] = {e} = 0.

Fiir unser néchstes Zwischenergebnis benétigen wir drei weitere Kategorien. Die Kategorie Set
der punktierten Mengen hat als Objekte Paare (A, ag) aus einer Menge A mit einem ausgezeichneten
Element ap € A. Manchmal schreiben wir wieder kurz A fiir (A, ap). Wie bei den punktierten
Réumen definieren wir

Homget, (A, B) = Homge, ((4, a0), (B, by)) = { f: A— B | f(ag) =bo } -

AuBlerdem sei Grp die Kategorie der Gruppen, mit Gruppenhomomorphismen als Morphismen,
und Ab sei die Kategorie der abelschen Gruppen, wiederum mit Gruppenhomomorphismen als
Morphismen.

Wir erhalten ,,vergessliche“ Funktoren

Ab — Grp — Sety .

Da jede abelsche Gruppe insbesondere eine Gruppe ist, ist der erste Funktor eine Einbettung. Die
Kategorie Ab ist sogar eine wolle Unterkategorie von Grp, das heifit, fiir zwei Objekte A, B € Ab
gilt

Hom 44 (A, B) = Homg,, (A, B) .

Der zweite Funktor Grp — Set, ordnet jeder Gruppe A mit neutralem Element e die punktierte
Menge (A, e) zu. Da jeder Gruppenhomomorphismus die neutralen Elemente aufeinander abbildet,
ist er auch ein Morphismus punktierter Mengen.

3.5. SATZ. Die Homotopiegruppen haben folgende Eigenschaften.

(1) Fiir alle k > 0 ist m,: HTop, — Sety ein Funktor.
(2) Fiir alle k > 1 ist m,: HTop, — Grp ein Funktor.
(3) Fiir alle k > 2 ist m,: HTop, — Ab ein Funktor.
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Damit sind die wichtigsten elementaren Eigenschaften der 73 bereits zusammengefasst. Insbe-
sondere sind die Homotopiegruppen homotopieinvariant, vertréiglich mit punktierten Abbildungen,
und fiir £ > 2 sogar abelsche Gruppen.

BEWEIS. Der Beweis von (1) und (2) ist dhnlich wie bei der Fundamentalgruppe, siche Satz 2.13
und Satz 2.19.

Wir beginnen mit (1) fiir & > 0 beliebig, dabei hilft Bemerkung 3.2 (1), den Fall £ = 0
besser zu verstehen. Seien F: X — Y und fy ~ fi: I¥/0I* — X punktiert homotope punktierte
Abbildungen. Wie in Bemerkung 2.3 (2) sind dann auch F o fy und F o f: I*/0I* — Y punktiert
homotop, so dass

meE([fol) = [F o fo] = [F o fi] = mF([f1]) -
Wir erhalten also in der Tat eine Abbildung

T F: mp(X) = m(Y) .

Es gilt offensichtlich midx = id., (x). Fir F: X - Y, G: Y — Z und f: I*/0I* — X folgt
auferdem

(G o F)([f]) = [Go Fo f] = mG([F o f]) = m;G (i F([f])) ,

also gilt auch 7, (GoF') = (m,G)o(m F), und m, ist insbesondere ein Funktor von der Kategorie Top .
in die Kategorie Set der punktierten Mengen.

Seien jetzt Fy ~ Fi: X — Y punktiert homotop, und sei f: I*/0I* — X eine punktierte
Abbildung. Dann sind Fy o f, F} o f nach Bemerkung 2.3 (2) punktiert homotop, also gilt

meFo([f]) = [Foo f] = [Fro f] = mF1([f]) -
Somit ist 7 mit Homotopie vertréiglich und liefert daher eine Abbildung
mp: Homypop (X,Y) = [X, Y] — Homger, (m(X), me(Y)) .

Also ist 7, sogar ein Funktor von der Kategorie H7op, in die Kategorie Set; der punktierten
Mengen. Damit ist (1) gezeigt.

Zu (2) sei k > 1. Punktierte Homotopien Hy, Ho: (I*/0I¥) x I — X zwischen f; und g;
beziehungsweise fo und go: I*/OI* — X lassen sich zusammensetzen zu einer Homotopie H zwi-
schen fi fo und g1go mit

H(|2t1,t9...,t falls t; < L1 d
H([tl,...,tkLs){ 1([ 1,02 7/€]a5)a alls 1 < 5, un

B HQ([2t1 - 1,t2...,tk],s) 5 falls t1 < %

Genauso wie in Definition 3.1 behandeln wir also die Variable t; so, wie die Variable ¢ in Definiti-

on 2.12 und im Beweis von Satz 2.13. Mit dem gleichen Trick lassen sich die Homotopien aus dem

Beweis von Satz 2.13 zum Beweis der Gruppenaxiome auf die hiesige Situation iibertragen.
AuBerdem gilt wie im Beweis von Satz 2.19 fiir F': X — Y und f, g: I¥/0I* — X, dass

mF([f])meF([9]) = (F o f)(Fog) = Fo(fg) =mF([fg]),
also ist mi F' ein Gruppenhomomorphismus. Die Funktoraxiome
Wkidxzidﬂk(x) und 7k (F o G) = mi F o G

folgen bereits aus (1), also ist (2) bewiesen.
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Zum Beweis von (3) benédtigen wir die Variablen ¢; und t3. Wir definieren eine punktierte
Homotopie H zwischen fg und gf durch

H([t17"'7tk]78)

F([2t1, T2 ts, . 1)) fir s€ [0,1], t1€][0,3], ta € 10,1 —2s],
g([2t1 — 1,222 45, tx])  firse[0,3], t1€[i 1], to € [25,1] ,
F([2(t = ) + 5, 2t2,...]) fir se[1,3], tiels—1s+31], tae[0,3],

={g([2(ti+s)—3,2ta—1,...]) firse[y,3], tie[3-55-5, tae[5.1],
f([2t1 =1, 525 85, t])  firse [3,1], € [3,1], ty € [0,2s — 1],
g([2t1, 22522 45, . 1)) fir se [3,1], t€[0,3], ty € [2—2s5,1],
L0 sonst.

Hieraus folgt, dass m(X) abelsch ist fiir £ > 2. Nach (2) ist mp F': m(X) — 7 (Y) fiir alle stetigen
Abbildungen F': X — Y ein Homomorphismus, der nach (1) nur von der punktierten Homotopie-
klasse von F' abhingt, also erhalten wir einen Funktor m;: H7op, — Ab. O

3.6. BEMERKUNG. Nach Bemerkung 2.5 sind Isomorphismen in der Homotopiekategorie H7op ,
gerade punktierte Homotopiedquivalenzen. Ein topologischer Raum ist nach Definition 2.4 genau
dann zusammenziehbar, wenn er zum einpunktigen Raum pt homotopiedquivalent ist. Da ein Funk-
tor isomorphe Objekte auf isomorphe Objekte abbildet, folgt aus Beispiel 3.4, dass

X zusammenziehbar = me(X) =0 fir alle £ > 0.

Wir werden spéter im Satz von Whitehead sehen, dass fiir eine grofie Klasse topologischer Raume
auch die Umkehrung gilt.

3.7. PROPOSITION. Fliir alle k > 1 liefert jede relative Homotopieklasse [y] von Pfaden von xg
nach x1 einen Isomorphismus

] (X o) = me(Xo2z1)  mit [flY] =[],

wobei fr= F(20 = 3,0 20— 3) fir 3 <ti,....t; <3, und
Y ,7|tk—%‘}—1) sonst.

7(4 max{}tl — %

Insbesondere wirkt die Fundamentalgruppe w1 (X) von rechts auf mp(X) durch Gruppenautomor-
phismen.

Fiir £ = 1 erhalten wir innere Automorphismen von 71 (X), siche Bemerkung 2.15.

BEeEwEIS. Mit dhnlichen Methoden wie im vorangegangenen Beweis {iberpriift man die folgenden
Aussagen.

(1) Die Abbildung f.y ist stetig.

(2) Relativ homotope Pfade ~p, 71 von xp nach z; und punktiert homotope Abbildungen fj,
fi: I¥/0I* — (X, z0) liefern punktiert homotope Abbildungen fo.yo, fi.y1. Wenn wir
Schleifen an x( betrachten, erhalten wir also eine wohldefinierte Abbildung 1 (X) X
Wk(X) — ﬂ'k(X)

(3) Esgilt (f.70).71 ~ f.(7071), und fiir den konstanten Pfad e gilt f.e ~ f. Wenn wir Schleifen
an xo betrachten, ist die obige Abbildung also eine Gruppenwirkung.

(4) Die obige Abbildung ist mit den Gruppenstrukturen auf (X, z;) fiir = 0, 1 vertriglich.

O
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Wir wollen uns jetzt die Menge Homy 7, (S™, X) = [S%, X] der freien Homotopieklassen von
Abbildungen von S™ nach X anschauen.

3.8. FOLGERUNG (aus Proposition 3.7). Es sei X ein wegzusammenhdngender topologischer
Raum und k > 1. Dann steht die Menge [S, X] der freien Homotopieklassen nicht punktierter
Abbildungen S™ — X in natiirlicher Bijektion zur Menge mi(X)//m1(X) der Orbiten der m(X)-
Wirkung auf mp,(X).

Wir schreiben hier 7, (X) /71 (X) um deutlich zu machen, dass es sich nicht um den Quotienten
nach einer Untergruppe handelt.

BEWwEIS. Fixiere 29 € X. Es sei f: S¥ — X gegeben, dann wihlen wir einen Weg v in X
von f(e1) nach zy und erhalten nach Proposition 3.7 ein Element [f.y] € 7, (X, zp). Fiir einen
weiteren Weg 7/ gilt dann

[fA 1= [f211377T,
der Orbit von [y.f] unter der m (X, z¢)-Wirkung héngt also nicht von der Wahl von ~ ab.

Sei h eine freie Homotopie zwischen f und g: S™ — X, dann setzen wir y(t) = h(e1,t). Mit
Hilfe von h lasst sich eine punktierte Homotopie zwischen f. und g konstruieren, so dass der obige
Orbit auch nicht von der freien Homotopieklassen von f abhéngt. Also ist die obige Zuordnung
wohldefiniert. Sie ist auch natiirlich im Sinne von Definition 3.3, denn sei F': X — Y stetig, dann
erhalten wir ein kommutatives Diagramm

(%, X] —— m(X)//m1(X)

(5%, Y] —— m(Y)/m(Y).

Surjektivitat ist klar, da wir jede punktierte Abbildung als nicht punktierte Abbildung auffassen
konnen. Zur Injektivitit bleibt zu zeigen, dass f, g: S* — X frei homotop sind, wenn [f.7] = [g.7']
fiir geeignete Wege v, 7/ gilt. Aber das folgt, da f.v stets frei homotop zu f ist. O

3.9. DEFINITION. Es sei (X, xo) ein punktierter topologischer Raum und £ > 1. Wir definieren
den k-ten Schleifenraum von (X, zg) durch

QX)) =" (X, mo) = { f: IF > X |oI" C f Y (z0) } c C(IF, X),
wobei C(I*, X) die kompakt-offene und QF(X,zq) die Unterraumtopologie trage. Nach Satz 1.83
iiber die Quotiententopologie gilt
QF(X) =C(I*jor*, X) = C(S*, X) ,
wobei wir fiir die letzte Darstellung einen festen Basispunkt in S* wihlen miissen. Als Basispunkt
von Q%(X, xg) fixieren wir die konstante Abbildung auf z.

3.10. BEMERKUNG. Fiir k, £ > 0 gilt m,(Q(X)) = mp4¢(X) (Ubung 3.106).

3.b. Die lange exakte Homotopiesequenz eines Paares

Ein punktiertes Paar (X, A) besteht aus einem punktierten topologischen Raum X mit Ba-
sispunkt xg und einer Teilmenge A C X, so dass zg € A. Eine Abbildung zwischen punktierten
Paaren (X, A), (Y, B) ist eine punktierte Abbildung f: X — Y, so dass f(A) C B. Die punktierten
Paare mit ihren Abbildungen bilden eine Kategorie

Pair. .
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ABBILDUNG 3.1. Das Tripel 8’12 C 9I? C I?

Zwei Abbildungen f, g: (X, A) — (Y, B) punktierter Paare heiflen (als Abbildungen punktierter
Paare) homotop, wenn es eine punktierte Homotopie h: X x I — Y zwischen ihnen gibt, so dass

AxIch'(B). (3.1)

Insbesondere fordern wir nicht, dass h eine Homotopie relativ zu A sei. Die punktierten Paare mit
Homotopieklassen von Abbildungen bilden eine Kategorie

HPair_,_ .
Fir £ > 1 bezeichne
1% = 01"\ ((0,1)* x {0})
den Rand von I* ohne eine (offene) Seite, siche Abbildung 3.1. Da wir im Folgenden manche
Abbildungen auf (0,1)*~! x {0} nicht festlegen, nennen wir I*~1 x {0} die ,freie Seite“ von I*.
3.11. DEFINITION. Fiir ein punktiertes Paar (X, A) und k£ > 1 definieren wir
(X, A) = ([(I*/o'1F, 01 J0' TF), (X, A)],0) ,

dabei bezeichne wieder 0 die konstante Abbildung auf z¢o € A. Seien a = [f], b = [g] € m(X, A)
und k£ > 2, dann definieren wir ab = [fg] € (X, A) wie in Definition 3.1. Auflerdem bezeichnen wir
die Homotopieklasse der konstanten Abbildung c(t1, ..., tx) = xo mit 0 = [c] € m(X, A). Sei schlief3-
lich F': (X,A) — (Y, B) eine Abbildung punktierter Paare, dann definieren wir 7 F': m(X, A) —
(Y, B) durch
meE'([f]) = [F o f].
Fiir k£ = 0 setzen wir
mo(X, A) = mo(X)/mo(A) ,

wobei der Quotient als Quotient punktierter Mengen zu verstehen ist. Fiir eine Abbildung F' punk-
tierter Paare sei moF': mo(X, A) — mo(Y, B) die von moF': mo(X) — mp(Y') induzierte Abbildung.

Man beachte, dass wir aufgrund der Sonderrolle der Koordinate ¢ in der Definition von &'I*
eine gesonderte Definition fiir my bendtigen und im Falle £ = 1 keine Gruppenstruktur erhalten.
Wie in Bemerkung 2.3 folgt wieder, dass die Verkniipfung und die Abbildung 7 F wohldefiniert
sind. Fiir . F' schreibt man oft auch kurz Fj, und fiir ab schreibt man meist a + b, wenn k£ > 3.

3.12. BEMERKUNG. Wenn in der obigen Definition A = {zo} gilt, dann wird 9I%/0'I* auf z

abgebildet. Nach der charakteristischen Eigenschaft der Quotiententopologie in Satz 1.83 entprechen
solche Abbildungen f: I*/9'I* — (X, z0) genau den Abbildungen aus Definition 3.1. Es folgt

Wk(X, {-TO}v CC(]) - Wk(Xv fL'O)
sogar fiir alle kK > 0, aber fiir £ = 1 fehlt der linken Seite die Gruppenstruktur.
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3.13. BEMERKUNG. Nach Ubung 3.104 gibt es fiir alle k£ > 1 einen Hom6omorphismus
(I*/9'1", 01% J9' IF) = (D*, S%1) .
Dabei liegt der Basispunkt auf dem Rand S*~! der Einheitskreissscheibe. Wir erhalten also fiir & > 1
natiirliche Bijektionen
ﬂ'k(X, A, l‘o) = [(Dk, Skil, *), (X, A, xo)] .
3.14. PROPOSITION. Die relativen Homotopiegruppen haben folgende Figenschaften.
(1) Fir alle k > 0 ist w2 HPairy — Sety ein Funktor.
(2) Fir alle k > 2 ist w2 HPairy — Grp ein Funktor.
(3) Fir alle k > 3 ist m: HPairy — Ab ein Funktor.

BEwEIS. Vollig analog zum Beweis von Satz 3.5, wobei wir aber, da die Variable ¢ eine Son-
derrolle spielt, £ > 2 in (2) und k£ > 3 in (3) fordern miissen. O

3.15. PROPOSITION. Fiir alle k > 1 liefert jede relative Homotopieklasse [y] von Pfaden in A
von xg nach x1 einen Isomorphismus

’ ‘['7]: ﬂ-k(X?Ava) - ﬂ-k(Xv Aﬂxl) mit [f][’}/] = [f’Y] )

f2ta— 4. 2t — 5,2t) fir 2 <t o1 <3, 4 <3,

uobe f”:{7<4max{\t1—;\,...,\tk_l—;\,v;\}—l> sonst

Insbesondere wirkt die Fundamentalgruppe m1(A) von rechts auf allen mp(X, A), und fir k > 2
durch Gruppenautomorphismen.

BEWEIS. Analog zum Beweis von Proposition 3.7. g
3.16. BEMERKUNG. Fiir k > 1, £ > 0 gilt (Ubung 3.107, siche Bemerkung 3.10)
m(Q4(X), Q4A)) = mpe(X, A)
Fiir k = 0 ist die Behauptung falsch, wie man am Beispiel (D!, S°) mit £ = 1 sehen kann.

Wir definieren exakte Sequenzen hier in Set. Sei f: (A,ap) — (B,bo) eine punktierte Abbil-
dung, dann definieren wir ihren Kern als

ker f = f b} C A.

AuBlerdem sei 0 = pt = {*} eine feste einpunktige Menge. Mit dieser Notation sieht alles genauso
aus wie in der Kategorie der Gruppen oder R-Moduln, die wir spater noch betrachten werden.
Allerdings folgt in Set aus ker f = {ag} = {*} noch nicht, dass f injektiv ist.

3.17. DEFINITION. Eine Sequenz in Set ist eine Familie (f;: M; — M;_1);cz punktierter Abbil-
dungen zwischen punktierten Mengen. Eine Sequenzabbildung von (f;: M; — M;_1) nach (g;: N; —
N;—1) vom Grad d € Z ist eine Familie punktierter Abbildungen (k;: M; — N;14)icz, so dass das
Diagramm

. M, fi M; fit1 M o

kifll kZJ, kiJrll

gi+d Jitd+1
SR e Ni+d71 — Nier — Nz’+d+1 S

kommutiert, das heifit, es gilt k;_1 o f; = g;14 0 k; fiir alle ¢ € Z.

Eine Sequenz (f;: M; — M;_1) heifit exakt an der Stelle M;, wenn ker f; = im f;11 C M; gilt.
Sie heifit (lange) exakte Sequenz, wenn sie an allen Stellen exakt ist. Eine kurze exakte Sequenz ist
eine exakte Sequenz der Form

0 A A A" 0.
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Vollig analog definieren wir Sequenzen und exakte Sequenzen in den Kategorien Grp und Ab.

Kurze exakte Sequenzen denken wir uns nach links und rechts fortgesetzt durch 0 = {x} bezie-
hungsweise durch die einelementige Gruppe. Wir werden Diagramme zu Sequenzen teils wie oben
mit Pfeilen von rechts nach links darsellen, teils aber auch die Richtung der Pfeile umdrehen:

— My Jir1 M; Ji

Mg ——s -

3.18. BEMERKUNG. Die Nullabbildung bildet alle Elemente aus dem Definitionsbereich auf den
Basispunkt ab. Wenn in einer exakten Sequenz von Gruppen eine der Abbildungen die Nullabbil-
dung ist, dann erlaubt es Riickschliisse iiber die benachbarten Gruppen und Abbildungen, siehe
Ubung 3.109. Das passiert insbesondere dann, wenn eine der Gruppen trivial ist.

Es sei (X, A,x0) ein punktiertes Paar. Dann haben wir natiirliche Inklusionen in 7op, bezie-
hungsweise Pair,

i: (A, zg) — (X, o) und  j: (X, {zo}, o) — (X, A, {z0}) .

3.19. SaTz (Homotopiesequenz eines Paares). Es sei (X, A, zg) ein punktiertes Paar. Fiir k > 1
und [f] € mp(X, A, z0) mit f: I¥/0'TF — X definiere O[f] = [0f] € mp_1(A, o) durch

6f = f’([’f—lx{O})/(Blk—lx{O}): Ikil/afkil — A.

Dann erhalten wir eine natirliche lange exakte Sequenz
e e (X, A) (X)) < mo(A) <2 m (X, A) e m(X) € m(A) <2

punktierter Mengen, von rechts bis einschliefSlich m(X) sogar von Gruppen. Die Gruppe m1 (A, xo)
wirkt von rechts durch Sequenzabbildungen, wobei sie auf mo(X), mo(A) und mo(X, A) trivial wirke.
Diese Wirkung auf der punktierten Menge w1 (X, A) lisst sich so auf die Gruppe m1(X) ausdeh-
nen, dass [c].[y] = j«[7] fiir die konstante Kurve ¢ und alle [y] € m1(X) gilt, und eine natiirliche
Bijektion m1(X/A)/m(X) =2 imd C mo(A) existiert.

Die Abbildung 0 nennt man auch den Verbindungshomomorphismus. Die Sequenz setzt sich
durch {*} unendlich weit nach links fort. Eine Verallgemeinerung fiir Tripel steht in Ubung 3.112.

BEWEIS. Zunichst einmal ist die Einschrankung 0f wie gefordert eine punktierte Abbildung.
Auflerdem ist 0 mit punktierten Homotopien von Abbildungen von Paaren vertrdglich und re-
spektiert die Gruppenstruktur, falls & > 2. Also ist die Abbildung 9: m(X, A, z¢) — 7r_1(A, x0)
wohldefiniert.

Sei F: (X,A,xz9) — (Y, A, yo) eine Abbildung punktierter Paare, dann induziert F' eine Se-
quenzabbildung von der Sequenz des Paares (X, A,zg) in die des Paares (Y, A,yp). Somit ist
die Sequenz natiirlich, das heifit, i,, j. und O sind natiirliche Transformationen zwischen Funk-
toren HPairy — Sety im Sinne von Definition 3.3.

Schliefllich sind die Gruppenwirkungen aus den Propositionen 3.7 und 3.15 ebenfalls mit i, j
und ¢ vertréglich; dabei wirkt g € m1(A) als i.g auf 7, (X). Die Wirkung von 71 (X) auf 71(X, A)
behandeln wir in Ubung 3.108

Zur Exaktheit sind sechs Inklusionen zu beweisen. Wir iiberpriifen nur zwei davon, der Rest
ist Ubung 3.110. Zu einer Abbildung f: I*/0I* — X wie in Definition 3.1 oder f: I*/0'T* — X
wie in Definition 3.11 bezeichne dabei f die entsprechende Abbildung auf I*. Wenn wir umgekehrt
nur f angeben, so ldsst sich mit der charakteristischen Eigenschaft der Quotiententopologie aus
Satz 1.83 (2) die Stetigkeit der zugehorigen Abbildung f iiberpriifen. Im Folgenden sei stets k > 1.

Amj, C ker@“. Gegeben sei f: I*/OI* — X. Da I*=! x {0} C 9I*, ist 9(j o f) = fl-10
die konstante Abbildung auf den Basispunkt, also 9j.[f] =0 € mx_1(A).
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Jkerd C imj, “ Es sei f: I¥/0'TF — X gegeben, und es sei h: (IK71/0I*71) x I — A eine
Nullhomotopie von 0f in A. Betrachte g: I* — X mit

g(tl,...,tk) = {

ﬁ(tl, coytg—1, 1 —2tg)  fiir t, < %, und
flta, oty 2ty — 1) fiir > 1.

Betrachte die Homotopie k: I* x I — X zwischen j o § und f mit

s+ (22 S)tk> |

Da g ganz 0'I* auf x( abbildet, bildet sie &' T x I auf xo ab. Da h Werte in A annimmt, erhalten
wir

k(tl,...,tk,S) = g<t17“ S tk-1,

S _
k(t1,...,tk—1,0,5) :g(tl,...,tk_1,§) =h(ty,...,ty)—1,1—s) € A.

Somit j.[g] = [f] € m(X, A). O

Das folgende Lemma ist sehr hilfreich im Umgang mit exakten Sequenzen.

3.20. LEMMA (Vierer- und Fiinferlemma). Gegeben sei eine Sequenzabbildung

A B c D E
R
A B c' D E

in Sety. Beide Zeilen seien exakt. Auferdem seien C, C' Gruppen und c ein Gruppenhomomor-
phismus. Dann gilt:
(1) seien b, d surjektiv und kera = {ap}, und die Abbildung C' — B’ lasse sich so zu einer
Gruppenwirkung fortsetzen, dass C' > x' — b{, - 2'. Dann ist ¢ surjektiv;
(2) seien d injektiv, e surjektiv und kerb = {bo}. Dann ist ¢ injektiv;
(3) unter den Voraussetzungen aus (1) und (2) ist ¢ bijektiv.

Die Bedingung an die Abbildung ¢’ — B’ in (1) ist automatisch erfiillt, wenn es sich um einen
Gruppenhomorphismus handelt.

BEWEIS. Man beweist (1) und (2) durch Diagrammjagd. Es folgt (3). O

In der Topologie hat man es hidufig mit exakten Sequenzen von Gruppen (oder Moduln oder
Vektorrdumen) zu tun, bei denen sich Terme von drei verschiedenen Typen abwechseln. Eine Se-
quenzabbildung zwischen Thnen hat dann die Form

0

C 4 Ap < By « Co Ay <
ST RN N
Cy 2 A B, 2 4

Wenn man weif3, dass alle ae und alle by Isomorphismen sind, sind nach dem Fiinferlemma auch
alle ce Isomorphismen. Analog schlieft man, wenn alle ae und alle c,, oder alle b, und alle ¢, Iso-
morphismen sind. Fiir diese Anwendung reicht die einfachst mégliche Formulierung der Aussage (3)
aus.

Es gibt aber auch etwas kompliziertere Situationen. Beispielsweise konnte es sein, dass alle a;
und alle ¢; mit ¢+ < n Isomorphismen sind, wéhrend a,, und ¢, nur noch surjektiv sind; solche
Abbildungen betrachten wir im néchsten Abschnitt. In diesem Fall diirfen wir schlieffen, dass auch
die b; fiir ¢ < n Isomorphismen sind, und ¢, immerhin surjektiv ist. Spéter betrachtet man auch
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Félle, in denen a; und ¢; fiir alle ¢ > n Isomorphismen sind, wihrend a, und ¢, nur noch injektiv
sind. Dann gilt das entsprechende auch fiir die b;.

Zu guter Letzt gibt es in der Topologie auch exakte Sequenzen, in denen alle Objekte mit
Indizes i > 0 Gruppen sind, alle Objekte mit Index 0 jedoch nur noch punktierte Mengen, und die
bei 0 abbrechen, das heifit, es gibt keine Objekte mit negativen Indizes. Als Beispiele betrachte die
Sequenzen aus Satz 3.19 mit A; = 71 (X) und aus Satz 3.25 mit A; = m(B). In solchen Sequenzen
gibt es anstelle eines Gruppenhomomorphismus oft eine Gruppenwirkung der ,letzten“ Gruppe A}
auf der punktierten Menge C), so dass da = *.a fiir den Basispunkt * € C{ und alle a € A
gilt (Gruppenhomorphismen haben — wie gesagt — immer diese Eigenschaft). Lemma 3.20 ist so
formuliert, dass wir fiir jeden ,,senkrechten“ Gruppenhomomorphismus unter geeigneten Annahmen
an die benachbarten senkrechten Pfeile zeigen konnen, dass er ein Gruppenisomorphismus ist,
insbesondere sogar noch fiir a;. Als Beispiel wenden wir das Fiinferlemma auf die Sequenz aus
Satz 3.19 an.

3.21. FOLGERUNG. Es sei f: (X, A) — (Y, B) eine Abbildung von Paaren. Wenn f und f|a fir
alle k > 0 bijektive Abbildungen 7 (X, A) — 7 (Y, B) beziehungsweise mp(A) — i (B) induzieren,
dann ist fi: m(X) = m(Y) ebenfalls bijektiv fir alle k > 1. O

Analoge Folgerungen gelten fiir (f4).: mx(A) — 7 (B) fiir & > 1 sowie fiir fi: mp(X, A) —
(Y, B) fiir k > 2, falls jeweils alle anderen , vertikalen“ Abbildungen bijektiv sind.

3.c. Faserungen

Die lange exakte Sequenz aus Satz 3.19 ist in der vorliegenden Form noch nicht wirklich hilfreich,
um Homotopiegruppen zu bestimmen. Hier formulieren wir sie um in eine lange exakte Sequenz
fiir Serre-Faserungen. Spéter werden wir noch eine (nicht so lange, aber noch wichtigere) exakte
Sequenz fiir Kofaserungen kennenlernen.

3.22. DEFINITION. Eine Abbildung p: £ — B hat die Homotopieliftungseigenschaft beziiglich
eines Raumes X und Abbildungen f: X — F und h: X x I — B mit

h(~,0):pof:X—>B,
wenn eine Abbildung h: X x I — E existiert mit
poh=h und h-,0)=f: X > E.

Sie hat die Homotopieliftungseigenschaft beziiglich eines Raumes X, wenn Obiges fiir alle Abbil-
dungen f: X - Fund h: X x [ — B mit h(-,0) =po f gilt.

f
X——F
b
x{O}[ L7 JP
h

XxI—B

Die Abbildung p heifit Serre-Faserung, wenn sie die Homotopieliftungseigenschaft beziiglich I*
fiir alle k£ > 0 besitzt. Sie heifit Hurewicz-Faserung, wenn sie die Homotopieliftungseigenschaft sogar
beziiglich aller topologischen Rdume X besitzt.

Wenn die Abbildung p iiberdies punktiert ist, nennen wir sie eine punktierte Serre- beziehungs-
weise Hurewicz-Faserung, und p~1(by) C E ihre Faser.
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3.23. BEMERKUNG. Nach Ubung 3.113 sind die Paare (I*, 1¥=! x {0}) und (I*,&'I*) homoo-
morph. Also ist eine Abbildung p: F — B genau dann eine Serre-Faserung, wenn fiir alle & > 1
und alle Abbildungen f: I*¥ = B und §: 8'I* — E mit

florr =pog: o1 - B
eine Abbildung f: I* — F existiert mit
pof=f wmd  flop=3.

Das gleiche geht selbstversténdlich auch, wenn man eine andere offene Seite aus 9I* entfernt.

o1k~

[fJ
R P
f

*—— B

3.24. PROPOSITION. FEs sei p: E — B eine punktierte Serre-Faserung mit Faser F. Dann
induziert p fir alle k > 0 einen Isomorphismus

pe: T(E,F) — mp (B, {bo}) = mi(B) .

Fiir k = 0 ist diese Aussage falsch: die Abbildung p.mo(E, F) = mo(E)/mo(F) — mo(B) muss
weder injektiv noch surjektiv sein. Allerdings hat sie trivialen Kern, siehe Satz 3.25.

BEWEIS. Zur Surjektivitit betrachte eine punktierte Abbildung f: I¥/0I* — (B, by), aufgefasst
als Abbildung (I*¥,0I*) — (B, {bo}). Die Abbildung §: &'I* — {eg} C E sei konstant. Dann liefert
Bemerkung 3.23, angewandt auf f: I* — B, das gesuchte Urbild f, denn f |o/ 1+ = g ist die konstante
Abbildung, und auf der ,freien Seite* ¥~ x {0} nimmt f Werte in F' = p~!(eg) an

Zur Injektivitit seien fo, fi: (I¥)'TF, 01 )& TF) — (E, F) mit p.[fo] = p«[f1] gegeben. Dann
bilden po f; den gesamten Rand nach by ab. Es sei h: (I k/0I*) x I — B eine punktierte Homotopie
zwischen po fo und po fi in B. Definiere g: 91" \ ((0,1)~! x {0} x (0,1)) — E durch

- fi(tl, cooty) fallstp =i € {0, 1}, und
g(t1s s tyr) =
) sonst.

Diese Abbildung ist wohldefiniert, siehe Abbildung 3.2. Nach Bemerkung 3.23, angewandt auf h,
existiert eine Abbildung h die g fortsetzt, und auf der ,freien Seite“ t; = 0 Werte in F' annimmt,

da h dort auf by abbildet. Also ist h eine punktierte Homotopie von Paaren zwischen fo und f1,
was zu zeigen war. O

Es ist nicht ungewdchnlich, dass Injektivitdt dhnlich wie Surjektivitit bewiesen wird: ,,Injekti-
vitdt bis auf Homotopie ist Surjektivitat fiir Homotopien®.

3.25. SATZ (Homotopiesequenz fiir Serre-Faserungen). Es sei p: (E,eq) — (B,bg) eine punk-
tierte Serre-Faserung, und es seii: F = p~t(by) — E die Inklusion der Faser. Dann existiert fiir
alle k > 1 ein Verbindungshomomorphismus 0: mp(B) — mp_1(F'), so dass die Sequenz

70(B) & mo(E) < m0(F) <2 m(B) &= m(B) «— . ..
exakt und natirlich ist. Es handelt sich bis einschlieflich m1(B) um eine Sequenz von Gruppen,
und es gibt eine Rechtswirkung von m(B) auf mo(F) mit O] = leo.[y], so dass eine natiirliche
Bijektion o (F)/m (B) = imi, C mo(E) existiert.
Im Gegensatz zur Homotopiesequenz 3.19 eines Paares bricht diese Sequenz bei m(B) ab.
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ABBILDUNG 3.2. Der Definitionsbereich von g

BEWEIS. Mit Proposition 3.24 erhalten wir eine Sequenzabbildung

N 7Tk—1(F7€0) L Wk(EaFan) <]—* ﬂ-k(Ean) A

H [ H

e mea(Feo) «2— m(B,by) <X m(E,eq) — ...,

hierbei sei @' der Verbindungshomomorphismus aus Satz 3.19. In der Tat kommutiert das rechte
Quadrat, da p o j = id(p ,}) © p- Das linke Quadrat nehmen wir als Definition fiir den Verbin-
dungshomomorphismus 9 = & o (p.)~!. Da die obere Sequenz exakt ist, ist es die untere auch.
Da nicht notwendigerweise mo(E, F') = mo(B) gilt, bleibt Exaktheit bei mo(FE, eg) zu priifen. Sei
zunéchst f: SO — (F,eq) gegeben, dann bildet poio f konstant auf by ab, also gilt im i, C ker p,. Sei
umgekehrt f: SY — (E,ep) mit [f] € ker p, gegeben, dann existiert eine punktierte Nullhomotopie
von po f in B, also ein Pfad von p(f(0)) nach by. Mit der Homotopieliftungseigenschaft erhalten
wir einen Pfad von f(0) nach F', also eine punktierte Homotopie von f zu einem Element in imi,.
Zur Natiirlichkeit betrachte ein kommutatives Diagramm punktierter Serre-Faserungen

E 2D

”l lq
B .

Seien F = p~1(by) und G = ¢ !(cp) die Fasern, dann bildet g|p die Faser F' auf G ab. Betrachte
jetzt die zugehorigen langen exakten Sequenzen

T 0 N
c—— 1 (BE) —— 1 1 (F) +—— mp(B) +Z— mp(E) —— ...

g*l Q\F*l f*l Q*J
i m1(D) i 11 (G) 2 m(C) < mp(D) —— ...

Die &duBleren Quadrate kommutieren, da die entsprechenden punktierten Abbildungen ebenfalls
kommutieren. Nach Definition des Verbindungshomomorphismus kommutiert das innere Quadrat,
da die Sequenz aus Satz 3.19 natiirlich ist. Die Konstruktion der Wirkung von m1(B) auf mo(F)
behandeln wir in Ubung 3.116. O

3.26. FOLGERUNG (aus dem Liftungssatz 2.48). Es sei p: (X, &o) — (X, z0) eine Uberlagerung.
Dann ist die Abbildung
ps = mp: (X, Zo) — (X, 20)
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ein Isomorphismus fir alle k > 2. Auflerdem haben wir eine exakte Sequenz
~ 3 P ~
70(X) — m0(X) +— mo(p~ L (w0)) +— m(X) &= m(X) «— 0.
Die Injektivitdt von m1p kennen wir bereits aus Satz 2.46.

BEWEIS. Nach dem Homotopieliftungssatz 2.25 sind alle Uberlagerungen Hurewicz-Faserungen,
also erst recht Serre-Faserungen. Dabei ist die Faser F = p~!(xg) einer Uberlagerung diskret,
und S* ist zusammenhéngend fiir k > 1, folglich sind alle stetigen punktierten Abbildungen S* —
F konstant. Es folgt mi(F) = 0 fiir alle £ > 1. Mit Satz 3.25 und Bemerkung 3.18 folgen die
Behauptungen. O

3.27. BEISPIEL. Die universelle Uberlagerung von S' ist R nach Beispiel 2.24, also zusammen-
ziehbar. Wegen den Bemerkungen 3.2 (1) und 3.6, Satz 2.26 und Folgerung 3.26 gilt daher

7Z fir k=1, und
Wk(Sl) = {O sonst.

3.28. BEISPIEL. Essei f = Bx F' ein Produkt punktierter Rdume und p: £ — B die Projektion
auf den ersten Faktor. Dann ist p nach Ubung 3.114 eine Hurewicz-, also auch eine Serre-Faserung.
Es gilt i (F) = mk(B) x m(F'), siehe Ubung 3.105. Also hat die Homotopiesequenz die Form

('9 P« * 8
R 7Tk;_1(F> — Fk(B) “«— Wk(B) X Wk(F) (Z—’ 7Tk(F) “— 7Tk+1(B) — ...
—_———
ey ()
Die Abbildung p. ist die Projektion auf 7 (B), und i.(a) = (0,a) € mp(B)xm(F) fir alle a € 7 (F).
Die Sequenz ist offensichtlich bei 7 (F) exakt. Da p, surjektiv und i, injektiv ist, folgt aus der
Exaktheit an den anderen Stellen, dass

ker 0 = im p, = m(B) und im0 =keri, =0,
also ist der Verbindungshomomorphismus 9 = 0 fiir alle k.

3.29. BEMERKUNG. Allgemeiner sei p: F — B eine Faserung. Unter einem Schnitt von p ver-
stehen wir ein Rechtsinverses von p, also eine Abbildung s: B — F mit p o s = idg. Mit anderen
Worten ist im B C F in diesem Fall ein Retrakt von E. Im obigen Beispiel £ = B x F liefert jeder
Punkt f € F' einen Schnitt sy mit sy(b) = (b, f).

Wenn p einen Schnitt besitzt, gibt es in der Homotopiesequenz 3.25 ein Rechtsinverses s, von p,.
Aus pios. = idy, (p) folgt die Surjektivitdt von px, somit gilt 0 = 0. Also kénnen wir J als Hindernis
gegen die Existenz eines Schnittes auffassen.

In Ubung 5.71 werden wir sehen, dass die Homotopiesequenz 3.25 ab k > 2 dann genau die
gleiche Gestalt wie im obigen Beispiel hat. Im Falle £ = 1 kénnen wir lediglich folgern, dass m(E)
isomorph zu einem semidirekten Produkt 71 (B) X m1(F') ist.

3.30. DEFINITION. Ein Faserbiindel mit typischer Faser F ist eine stetige Abbildung p: £ — B,
so dass jeder Punkt b eine Umgebung U C B besitzt, fiir die ein Homéomorphismus ¢: p~1(U) —
U x F existiert, so dass das Diagramm

p Y U) > UxF
1\ /
U

kommutiert, wobei pry; die Projektion auf den ersten Faktor bezeichne. Dann heifit E' der Totalraum,
B die Basis, und ¢ eine lokale Trivialisierung oder Biindelkarte von p: £ — B.
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ABBILDUNG 3.3. Schichtweise Konstruktion von h

Ein Produkt wie in Beispiel 3.28 heifit auch triviales Faserbiindel, daher die Terminologie.

3.31. PROPOSITION. FEs sei p: B — B eine Abbildung, und jeder Punkt b € B besitze eine
Umgebung U C B, so dass p: p~1(U) — U eine Serre-Faserung ist. Dann ist p ebenfalls eine
Serre-Faserung.

3.32. FOLGERUNG. Jedes Faserbiindel p: E— B ist eine Serre-Faserunyg. U

Faserbiindel {iber parakompakten Rdumen sind sogar Hurewicz-Faserungen [tD2, Section 13.4],
aber das zeigen wir hier nicht.

BEWEIS von Proposition 3.31. Es sei i eine offene Uberdeckung von B durch Mengen U, iiber
denen p eine Serre-Faserung ist. Es sei X = I* fiir k > 0, und h: X x I — B und f: X — E seien
Abbildungen wie in Definition 3.22. Dann ist { =1 (U) | U € U } eine offene Uberdeckung von I¥+1.
Nach dem Satz 1.63 von Lebesgue kénnen wir I¥*1 fiir ein geeignetes N > 1 in N*+1 Wiirfel der
Kantenlénge % unterteilen, so dass jeder dieser Wiirfel ganz in einer der Mengen h~!(U) mit U € U
enthalten ist.

Um & zu konstruieren, setzen wir f von I*¥ x {0} Schicht fiir Schicht auf I*+1 fort. Wir kon-
struieren in jeder Schicht h zunéchst auf den Strecken iiber allen Ecken, dann auf den Quadraten
iiber allen Kanten, und so weiter, und zum Schluss auf den k + 1-dimensionalen Wiirfeln selbst,
siche Abbildung 3.3. Dabei miissen wir in jedem Schritt von einer Menge der Form 0'I* auf I* fort-
setzen. Dazu benutzen wir Bemerkung 3.23 und die Tatsache, dass wir stets iiber einer der offenen
Mengen U C B arbeiten, fiir die p~!(U) — U eine Serre-Faserung ist. O

3.33. BEISPIEL. Der komplex projektive Raum CP™ ist definiert als Quotientenraum
CP" = (C"\ {0})/~,

wobei (2g,...,2n) ~ (wo,...,wy,) genau dann, wenn es a € C* mit a - (zg,...,2,) = (wo, ..., w,
gibt, siche Ubung 1.167. Man schreibt fiir die Aquivalenzklassen auch gern (zg : -+ : z,) =
q(20,- .., 2n). Der CP™ wird iiberdeckt von den n + 1 Teilmengen Uy, ..., U, mit

Uk = { (Zo Ll Zn) ’ 2k 75 0} = im(q|(ckx{0}><(cn7k) .

Wir betrachten die sogenannte Hopf-Faserung
p: 52n+1 SN Cn+1 \ {0} _q» CP" .

Uber jedem Uy, erhalten wir als lokale Trivialisierung den Homoomorphismus

@:pil(Uk)%kaSl mit O(20y -+ 2n) = ((zo:'-‘:zn),lj—i“k)
~1 ~1
_ w(z, 20,51, .00, 2 Zn)
und 0 (20 2n),w) = k = .
( " ) H(zklzo,...,l,...,zklzn)H
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Also ist die Hopf-Faserung ein Faserbiindel mit typischer Faser S' ¢ CX.

Es gilt $? = CP! (Riemannsche Zahlenkugel). Also erhalten wir als Spezialfall insbesondere
die klassische Hopf-Faserung S — S? mit Faser S'. Die zugehorige exakte Homotopiesequenz 3.25
hat die Form

ot e (SY) 0 m(8?) 5 mp(S?) € (S e

—_——— ——
=0 fiir k#2 =0 fir k#1

Also gilt 74,(S?) = 7, (S3) fiir alle k > 3.
3.34. BEISPIEL. Der quaternionisch projektive Raum HP™ ist definiert als Quotient
HP" = (HP"T\ {0})/~,

wobei (qo,--.,qn) ~ (ro,...,r,) genau dann, wenn es a € H* mit a- (qo, ..., qn) = (ro,...,7rs) gibt.
Mit den gleichen Argumenten wie oben erhalten wir die quaternionische Hopf-Faserung

p: S4n+3 < HTH_l \ {O} — s HP"

als Faserbiindel mit typischer Faser S c HX.
Es gilt S* = HP', also existiert ein Faserbiindel p: S7 — S% mit typischer Faser S3. Die
zugehorige Homotopiesequenz hat die Gestalt

e 1 (%) < me(SY) B (ST) € m(S3) <2 g (81 —— -

3.d. Der Ausschneidungssatz

Fiir kleine k ist es manchmal mdoglich, die k-te Homotopiegruppe eines Raumes aus den k-ten
Homotopien von Unterrdumen (genauer, von Unterraum-Paaren) zusammenzusetzen, éhnlich wie
im Satz 2.39 von Seifert und van Kampen. Einen direkter Vergleich mit diesem Ergebnis nehmen
wir spater vor.

3.35. DEFINITION. Ein Raum X # () heifit n-zusammenhingend, wenn (X, z) = 0 fiir alle x €
X und alle 0 < k <n.

Eine Abbildung f: X — Y mit X # () heiit n-zusammenhingend, wenn fiir alle x € X die
induzierte Abbildung f.: 7 (X, z) — 7i(Y, f(z)) ein Isomorphismus ist fiir alle 0 < k < n und
surjektiv fiir kK = n.

Ein Paar (X, A) mit A # 0 heiBt n-zusammenhdingend, wenn die Inklusion A — X eine n-
zusammenhéngende Abbildung ist.

Eine Abbildung f: (X, A) — (Y, B) von Paaren mit A, B # () heifit n-zusammenhdingend, wenn
fiir alle x € A und alle 0 < k < n die induzierte Abbildung f.: mx(X, A,z) — m(Y, B, f(z)) ein
Isomorphismus ist, und eine Surjektion fiir k£ = n.

Fiir einen Raum bedeutet 0-zusammenhéngend das gleiche wie wegzusammenhéngend, siehe
Bemerkung 3.2 (1), und 1-zusammenhéngend bedeutet wegzusammenhéngend und einfach zusam-
menhéngend nach Bemerkung 3.2 (2). Ein Paar (X, A) ist 0-zusammenhéngend, wenn jede Weg-
zusammenhangskomponente von X einen Punkt von A enthilt.

3.36. BEMERKUNG. Fiir einen Raum X sind dquivalent:

(1) der Raum X ist n-zusammenhéngend;

(2) fiir alle k < n ldsst sich jede Abbildung S* — X zu einer Abbildung D*+! — X fortsetzen;

(3) fiir alle k& < n lisst sich jede Abbildung 0I**' — X zu einer Abbildung I**! — X
fortsetzen.
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Ko(W) Go(W)
K1 (W)

Ky(W)

ABBILDUNG 3.4. Die Mengen K, (W) und G,(W)

Die Aquivalenz von (2) und (3) ist offensichtlich, da die Paare (D**!, S¥) und (I**+! 9Ik+1)
homoéomorph sind.

Zur Aquivalenz von (1) und (2) sei f: S* = I¥/0I* — X gegeben. Eine Nullhomotopie  von f
ist eine Fortsetzung von f auf I**1/9'1*+! und umgekehrt, und das Paar (I*+1 /' 1*+1 % /91%) ist
hom&omorph zu (D¥1, SF).

3.37. BEMERKUNG. Fiir ein Paar (X, A) und n > 0 sind dquivalent:

(1) das Paar (X, A) ist n-zusammenhéngend;

(2) fiir alle £ < n und alle z € A gilt m,(X, A, x) = 0;

(3) fiir alle 1 < k < n ist jede Abbildung (I*,0I*¥) — (X, A) als Abbildung von Paaren
homotop zu einer Abbildung (I*,9I%) — (A, A).

(4) fiir alle k < n lisst sich jede Abbildung (9'T**1,0I* x {0}) — (X, A) zu einer Abbil-
dung (I*+1 1% x {0}) — (X, A) fortsetzen.

Die Aquivalenz von (1) und (2) ergibt aus der langen exakten Sequenz 3.19 des Paares (X, A).

Zu (2) = (3) iiberlegt man sich, dass die Paare (I*,0I%), (D*, S¥=1) und (I*/0'T*, 01F /9'TF)
paarweise hombomorph sind.

Wie in Bemerkung 3.23 existiert ein Homéomorphismus g: I**1 — 151 der o' 1! auf I* x {0}
abbildet und umgekehrt. Zu (3) = (4) sei h: (I**1 9'1¥*!) — (X, A) die Homotopie aus (3)
zu f o g_l\lkx{o}. Dann ist h o g die gesuchte Fortsetzung.

Fiir (4) = (2) betrachte f: (I*/0'T*,01F/0'T*) — (X, A). Da das Paar (I*¥/9'IF, 1% /0'TF)
zu (0' T 9I* x {0}) homoomorph ist, ist f relativ zum Rand 9I*/0'I* homotop zu einer Abbil-
dung (I¥/0'T* 0IF /' TF) — (A, A), liegt also im Bild von m1(A, A, z) = 0.

3.38. SATZ (Ausschneidungssatz, Blakers-Massey). Es sei X ein topologischer Raum und U,
V C X offtn mit X = U UV und UNV # 0. Das Paar (U,UNV) sei p-zusammenhdingend,
und (V,UNYV) sei q-zusammenhdngend mit p, ¢ > 0, dann isti: (U,UNV) — (X,V) eine (p+q)-
zusammenhdngende Abbildung von Paaren.

Der Name riihrt daher, dass wir die abgeschlossene Menge V'\ U aus X ,ausschneiden“ kénnen,
ohne die ersten p+¢q— 1 Homotopiegruppen zu veriandern. Mit Hilfe dieses Satzes werden wir spéter
einige nichttriviale Homotopiegruppen ausrechnen und viele wichtige Resultate beweisen.

Wir kopieren den Beweis von Puppe, siehe [tD2, Abschnitt 6.9]. Als erstes bringen wir die
Reprisentanten von Homotopieklassen oder Homotopien zwischen ihnen in eine spezielle Form
(Propositionen 3.39, 3.40), siehe Abbildung 3.6. AnschlieBend kénnen wir den Anteil mit Werten
in V' \ U wegdeformieren (Proposition 3.41).

Dazu betrachten wir achsenparallele Wiirfel der Form

W(a,d,J) = {:BER" ‘ x; € |ai,a; + d)fur i € J, und z; = a; sonst} CcR”
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ABBILDUNG 3.5. Die Homotopie hq

fira € R", 0 > 0und J C {1,...,n}. Fir W = W(a,d,J) und 0 < r definieren wir Teilmen-
gen K, (W) und G,(W) C W — wie in Abbildung 3.4 angedeutet — durch

K.(W)={2zeW | € (asa; + %) fiir mindestens r verschiedene i € J } ,

5 . . . (3:2)
G, (W)= {x eWw ‘ T; € (ai +5,a; + 6) fiir mindestens r verschiedene 7 € J} .

Inbesondere gilt K, (W) = G,(W) = ( falls » > dim W = #J. Unter den Seiten von W(a,?,J)
verstehen wir alle Wiirfel W(a/, 4, J") mit J' C J und mit a; € {a;,a; + 6} fiir alle i € J\ J’
und a); = a; sonst. Die Vereinigung aller echten Seiten W heifit wieder der (geometrische) Rand OW
von W.

3.39. PROPOSITION. FEs seien r < dimW, f: W — X und A C X gegeben, so dass
YA NW c K.(W)

fiir alle echten Seiten W' von W gilt. Dann ist f homotop relativ zu OW zu einer Abbildung g: W —
X mit g7 (A) € K,.(W). Eine entsprechende Aussage gilt, wenn man K, tberall durch G, ersetzt.

BEWEIS. Ohne Einschrinkung sei W = I* ein Einheitswiirfel. Wir definieren eine Abbil-
dung h = hy: I* — I* homotop zur Identitit und ersetzen f durch die homotopie Abbildung f o h.
Dazu fixieren wir x = (}L, e %) Fiir jeden Strahl s am Punkt x sei y der Schnittpunkt von s
mit 9]0, %]k, und z sei der Schnittpunkt von s mit 9I*. Dann bilde h; die Strecke zy affin auf die
Strecke xz, und die Strecke yz konstant auf den Punkt z ab, siche Abbildung 3.5. Diese Abbildung
ist stetig, eine Homotopie zur Identitéit wird gegeben durch hy = (1 — t)idy + t h1, und man sieht
leicht, dass g = f o hy die gestellte Bedingung erfiillt. O

Wir betrachten jetzt eine Abbildung f: I* — X. Nach dem Satz 1.63 kénnen wir I* fiir ein
geeignetes N so in N¥ Wiirfel der Kantenlinge % zerlegen, dass jeder dieser Wiirfel entweder
in f~1(U) oder in f=1(V) liegt.

3.40. PROPOSITION. Das Paar (U, U N'V) sei p-zusammenhdngend, und (V,U N'V) sei q-
zusammenhdngend fiir p, ¢ > 0. Dann existiert zu jeder Abbildung f: I* — X eine Homotopie h
von f zu g: I*¥ — X, die fiir alle Seiten W von Wiirfeln der obigen Zerlequng folgendes erfiillt:

(1) falls W C f=HUNV), gelte h(x,t) = f(x) fiir allex € W, t € I;
(2) fallsw C f~Y(U), gelte h(x,t) C U firallex € W, t € I, und g~ (U\V)NW C Kp11(W);
(3) fallsW C f=Y(V), gelte h(x,t) CV firallex € W, t € I, und g~ {(V\U)NW C Ggr1(W).

BEWEIS. Wir konstruieren h der Reihe nach fiir alle Ecken der Wiirfel W, dann fiir alle Kanten,
und so weiter, und zum Schluss fiir die Wiirfel W selbst.
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Sei also zunéchst W = {z} eine Ecke. Falls f(z) € U NV, definieren wir h|y «; durch (1). Sei
also f(x) € U\ V. Da mp(U,U NV) = 0, finden wir einen Weg von x zu einem Punkt in U NV;
dieser sei unsere Homotopie. Genauso verfahren wir, falls f(z) € V' \ U.

Sei jetzt W ein Wiirfel der Dimension n > 1. Nach Induktion ist h auf OW x I bereits konstruiert
und wird auf W x {0} durch f|w gegeben. Falls W C f~1(U NV), definieren wir h|y x; wieder
durch (1). Gelte also W C f~}(U), aber nicht W C f~1(V). Wir unterscheiden zwei Fille.

Falls n < p, gilt 7,(U,UNV) = 0. Nach Induktionsvoraussetzung gilt h(x,t) € U und h(z,1) €
UNV fiir alle x € W und alle t € I. Wir setzen f[y {0y und hlowx; geméif Bemerkung 3.37 (4
zu einer Abbildung h: W x I — U so fort, dass h(z,1) € UNV fiir alle x € W. Es folgt

g HU\V)=0=EKpn(W).
Falls n > p, konstruieren wir A und g mit Hilfe von Proposition 3.39. Analog verfahren wir,

falls W C f=1(V), aber nicht W c f~Y(U). O

3.41. PROPOSITION. Esseil <k <p-+qund f: (I*,0'TF) — (X,U) eine Abbildung mit I*~' x
{0} ¢ f~Y(V). Dann existiert eine Homotopie h: I**' — X von f zu einer Abbildung g: I*¥ — U
mit folgenden Eigenschaften.

(1) Wenn f eine Seite W C 0'I* von I¥ nach UNV abbildet, gelte h(x,t) = f(x) fir allet € T
und alle x € W.

(2) Fiir allet € I und alle x € O'I* gelte h(z,t) € U.

(3) Fiir alle t € I und alle x € I*=1 x {0} gelte h(z,t) € V.

BEwEIS. Wir wenden Proposition 3.40 an und erhalten eine zu f homotope Abbildung I* —
X. Die Bedingungen (1)—(3) in Proposition 3.40 stellen sicher, dass diese Homotopie die obigen
Eigenschaften (1)—(3) erfiillt. Wir diirfen daher ohne Einschrankung fiir alle W annehmen, dass

fFAUON\NV)CKppt(W)  und YV \U) C Gyyr (W) .

Betrachte jetzt die orthogonale Projektion P: I* — I*=1 x {0}. Sei W' das Bild unter p eines
Wiirfels W der obigen Zerlegung. Da wir die Kontrolle iiber eine Koordinate verlieren, gilt

Kp(W) € PTHE,(W)  und Gy (W) € P7H(Gy(W)) .

Da k —1 < p+ ¢, sind die Mengen K,(W’) und G,(W’) nach Konstruktion (3.2) disjunkt, siehe
Abbildung 3.4. Wegen Proposition 3.40 (2) und (3) sind dann auch die kompakten Mengen

A={P@)|zef{(U\V)} wd B={P@)|zef (V\U)}cI"!

disjunkt. Da 9'I* auf U abgebildet wird, ist insbesondere B auch disjunkt zu dI*~!. Nach Urysohns
Lemma 1.29 existiert eine stetige Funktion u: I*~1 — I mit u|4 561 = 0 und u|p = 1.

Insbesondere liegt f~1(U \ V) oberhalb des Graphen von u in I*, und f~1(V \ U) unterhalb,
siehe Abbildung 3.6. Wir konstruieren eine Homotopie relativ zu &'I* durch

Wy, .. apt) = f(on, .. ap—r, op + (- ap)tu(z, ..., 2p—1)) -

Diese Homotopie bildet ganz AI¥ x I nach V ab, und die Abbildung g = h(-,1) nimmt Werte in U
an. Zusammen mit der Homotopie aus Proposition 3.40 ist die Behauptung bewiesen. ]

BEWEIS des Ausschneidungssatzes 3.38. Es sei k& = 0. Jede Wegzusammenhangskomponente
von U und V enthélt Punkte von U NV, da p, ¢ > 0. Es folgt

70(X, V) = {x} = m(U,U N V).
Sei x € U NV. Zur Surjektivitdt der Abbildung
(U, U NV, 2) = mp (X, V,.%')
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ABBILDUNG 3.6. Die Urbilder von V \ U und U \ V in I*

seien 1 < k <p+qund f: (I*/0'1*,01%/0'TF) — (X, V) gegeben. Wir wenden Proposition 3.41
auf f: I¥ — X an. Es folgt [f] = [g] € m(X,V) und [g] € im(ix). Damit ist Surjektivitit von i,
bewiesen.

Der Beweis der Injektivitdt verlauft dhnlich. Sei 2 < k < p + ¢, und seien fy, f1 € 71 (U, U N
V,x) mit i, fo = i. f1 représentiert durch f;: (I*=1,0I*1) — (U,UNV), so dass 9'I*~! C fj_l({x})
fir j = 0, 1. Dann existiert eine Homotopie h: (I*,0I*~! x I) — (X, V) zwischen f und f;, wobei
ganz O'I*~1 x I auf z abgebildet wird. Insbesondere bildet & die Seite I*~2 x {0} x I nach V ab, alle
anderen Seiten von I* werden nach U abgebildet. Wir werden Proposition 3.41 auf h an und erhalten
eine neue Abbildung k: I¥ — U. Dabei wird zunéchst fj durch eine in (U, UNV') punktiert homotope
Abbildung g; = k(- , j) ersetzt, und k ist eine punktierte Homotopie zwischen go und g; in (U, UNV).
Es folgt [fo] = [g0] = [91] = [f1] € mx—1(U, U N'V), und wir erhalten die Injektivitét von 7, in den
Graden 0, ..., p+ g — 1. Zusammen mit der obigen Surjektivitit ist i: (U,UNV) — (X, V) also
eine (p + q)-zusammenhiingende Abbildung von Paaren. O

3.e. Der Satz von Brouwer und Hopf

In diesem Abschnitt berechnen wir einige Homotopiegruppen von Sphéiren. Die Homotopie-
gruppen der S! kennen wir bereits aus Beispiel 3.27.

Fiir n > 1 bezeichne e; € S C R"! den Basispunkt. Wir zerlegen S” = U UV mit U =
S™\{—ea} und V = S™\ {ez}; beide Teilmengen sind zusammenziehbar. Mit Bemerkung 3.6 liefert
die lange exakte Sequenz des Paares (S™, V') Isomorphismen

e w1 (V) e (8™ V) e m(87) e (V) — (33)
=0 B =0

fiir alle k. Der Durchschnitt U NV ist homotopiesiquivalent zu einer S”~!. Mit Folgerung 3.21 aus
dem Fiinferlemma 3.20 schlieflen wir, dass die jeweiligen Inklusionen der ,,oberen“ und , unteren“
Hemisphéren in die S™ fiir alle & Isomorphismen

(D", ST 2 (U, UNV) und  mp(D™,S"TH) 2o (V,UNV) (3.4)

induzieren. Der Raum D" ist zusammenziehbar. Die Homotopiesequenz 3.19 des Paares (D", S~ 1)
liefert also Isomorphismen

e g (D) — 1 (S7Y) e (D7, ST ¢ (D7) — - (3.5)
=0 B =0
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fiir alle k.

3.42. SATZ (Brouwer, Hopf). Fir alle n > 1 gilt:
(1) der Raum S™ ist (n — 1)-zusammenhdingend;
(2) das Paar (D™, S™1) ist (n — 1)-zusammenhdingend;
(3) es gilt
T (S™) & mp (D™, 8™) 2 7,
dabei werden beide Gruppen von der jeweiligen Identitdt erzeugt;
(4) die Abbildung

_ . 1
1 (5" S (D, S 2w (U, U A V) 25w (5™, V) T (S

ist ein Isomorphismus fir alle 1 < k < 2n — 2, und surjektiv, falls 1 < k =2n — 2.

In (3) haben wir I"/0I™ gemifl Bemerkung 3.2 (3) mit S™ und (I™/9'I",0I™/J'T") gemiB
Bemerkung 3.13 mit (D", S"!) identifiziert.

Aussage (1) kann man auch elementar (ohne Ausschneidung) beweisen, allerdings ist der Beweis
immer noch etwas aufwindig. Dazu stellt man ein Element von 7;(S™) mit k& < n durch eine
punktierte Abbildung f: I*/0I* — S™ dar. Diese Abbildung kann surjektiv sein, siche Beispiel 1.21.
Indem man f im Inneren von I* geschickt glittet, erhilt man eine punktiert homotope Abbildung,
die einen Punkt in S™ nicht trifft, ohne Einschrinkung den Siidpol . Dann zieht man S™\ {z} auf
den Nordpol zusammen und erhélt so eine Nullhomotopie von f.

BEWEIs. Wir beweisen zunéchst (1), (2) und (4) durch Induktion tiber n. Fiir n = 1 gelten die
Behauptungen, denn S! ist zusammenhiingend, es gilt mo(D?!, S?) = {x}, und Aussage (4) ist leer.

Sei jetzt n > 1. Nach Induktionsvoraussetzung ist m(S""1) = 0 fir k < n — 2. Aus (3.5)
folgt mp (D™, S™1) = 0 fiir alle k < n—1, also ist (D", S"!) ein (n — 1)-zusammenhiingendes Paar
nach Bemerkung 3.37, und (2) ist gezeigt.

Wegen (3.4) sind auch die Paare (U,UNV) und (V,UNV) jeweils (n — 1)-zusammenhéngend.
Nach dem Ausschneidungssatz 3.38 ist (U, U NV) — (S™, V) eine (2n — 2)-zusammenhéngende
Abbildung. Es folgt Behauptung (4).

Fir n > 2 ist 2n — 2 > n, und fiir £ < n erhalten wir

0=mp(D", 8" N 2m(U,UNV) =21 (S, V) = mp(S™) .

Damit sind (1), (2) und (4) fiir alle n gezeigt.

Fiir n = 1 folgt (3) aus Satz 2.26. Fiir n = 2 betrachten wir die Homotopiesequenz der Hopf-
Faserung aus Beispiel 3.33. Wegen (1) hat sie die Form

e i (83) < my (SY) <2 7o (S2) L o (SB) — - -
——
=0 ~7, =0

Mit (4) und (3.5) erhalten wir die Isomorphismen in (3) induktiv fiir alle n.

Wir konstruieren induktiv Homéomorphismen

o IF/01" =5 8% und e (IF/9' 1%, 01F )0'TF) =5 (DF, 5%
wie in den Bemerkung 3.2 (3), und zeigen, dass [idsn] = [¢n] und [idprt1 gny] = [tnt1] jeweils
Erzeuger von 7, (S™) beziehungsweise 7,41 (D", S") sind. Fiir m1(S!) folgt das aus Satz 2.26.
Sei also n > 2 und [¢,—1] Erzeuger von m,_1(S™!). Dann koénnen wir v, konstruieren, indem
wir
Unl (=15 q0y) f(01m -1 x{0}) = Pn1
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auf (I"/9'1", 01" /9'T™) fortsetzen. Nach Satz 3.19 und (3.5) ist dann [tb,] = 07 [p,_1] Erzeuger
von 7, (D", S"1).
Mit dem Ausschneidungssatz 3.38 erhalten wir einen Isomorphismus

Z=7m,(D",S" Y 2, (U, UNV) — 7,(S™, V) 2 7, (8") =2 Z

(fiir n = 2 ist diese Abbildung wegen (4) zunéchst nur surjektiv, aber die einzigen surjektiven
Gruppen-Endomorphismen von Z sind a +— =a, also bijektiv). Das Bild von [¢,] ist Erzeuger
von 7, (S™).

Das Bild von [¢,] in 7, (S™, V) entspricht einer Abbildung, die das Innere von I homdomorph
auf die Hemisphére {x € S™ | z3 > 0} abbildet. In m,(5™,{e1}) = m,(S™) entspricht das ei-
ner Abbildung, die das Innere von I™ homéomorph auf S™ \ {e;} abbildet; diese sei unsere neue
Abbildung ¢y,. O

3.43. BEISPIEL. Wir betrachten die Hopf-Faserungen aus den Beispielen 3.33 und 3.34.

(1) Da7(S?"*1) = 0 fiir n > 1 nach Satz 3.42 (1), ist die Inklusion i: S* — §?"! der Faser in
der Hopf-Faserung p: S?"*t! — CP™ homotop zur konstanten Abbildung; es folgt 77 = 0
fiir alle k. Somit zerfallt die lange exakte Sequenz in eine Folge kurzer exakter Sequenzen
der Form

04— mp1(S") < m(CP™) &5 m(82+1) +— 0.
Aus Beispiel 3.27 folgt jetzt
T (CP™) 2 my(SY) = 7Z und Tp(CP™) 2 1 (S27HY) fiir alle k # 2 .
Wegen Satz 3.42 (3) gilt fiir k£ # 2 also auch
Tont1(CP™) 2 19,1 1(S*" ™) = Z | insbesondere  m3(S?) = m3(CP) =7 .
Erzeuger dieser Gruppe Z ist iibrigens die Hopf-Faserung selbst, denn

[p] = [poidgen+i] = pylidgen+1] .
Interessanterweise kann man also eine Sphére in eine Mannigfaltigkeit M kleinerer Dimen-
sion nicht-nullhomotop abbilden.
(2) Genauso ist in der quaternionischen Hopf-Faserung i: S® — S4"*3 homotop zur konstanten
Abbildung, und wir erhalten eine Folge kurzer exakter Sequenzen

0 *
0 ¢— T_1(S3) «— 7 (HP™) &5 7, (S473) «— 0.

Im Gegensatz zur St gilt m,(S3) # 0 fiir unendlich viele k > 3. Fiir k = 4n + 3 sehen
wir aber immerhin, dass die Klasse [p] = pi[idgan+s] der quaternionischen Hopf-Faserung
unendliche Ordnung in der Gruppe m4,+3(HP™) hat. Im Spezialfall n = 1 folgt daraus,
dass 77(S%) eine unendliche Gruppe ist.
In der Tat enthilt my,_1(S?") stets Z als direkten Summanden fiir alle n € Z, aber das konnen
wir jetzt noch nicht beweisen. Ansonsten ist m;(S™) endlich fir & > n, und wir sehen, dass die
Bedingung in Satz 3.42 (4) scharf ist, denn 74, _1(S*") — m4,,(S?"*1) ist sicher nicht injektiv.

Der Satz 3.42 von Brouwer-Hopf hat viele topologische und geometrische Anwendungen. Einige
fassen wir hier zusammen, weitere folgen in Ubung 3.121.

3.44. SATZ (Brouwerscher Fixpunktsatz). Fir n > 0 hat jede stetige Abbildung f: D™ — D™
einen Fizpunkt.

Der Fall n = 1 folgt aus dem Zwischenwertsatz, sieche Bemerkung 2.27, und n = 2 haben wir
bereits in Satz 2.29 behandelt.
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BEWEIS. Fiir n = 0 ist nichts zu zeigen, es sei also n > 1. Wie im Beweis von Satz 2.29 im
Fall n = 2 nehmen wir an, dass die Abbildung f: D™ — D" keinen Fixpunkt hat, und konstruieren
dann eine Retraktion r: D" — S"~! = 9D" wie in Abbildung 2.2. Sei i: S"~' — D" die Inklusion,
dann gilt also r 0 i = idgn—1. Wie in Bemerkung 2.28 folgt fiir jeden kovarianten Funktor ® von
der Kategorie Top, in eine Kategorie C, dass ®r o i = idggn-1. Der Funktor m,_1: Top, — Set
liefert jetzt einen Widerspruch, da m,_1(S" 1) # {*} = m,_1(D"). O

Wir wollen jetzt freie Homotopieklassen von Abbildungen von S™ nach S™ betrachten und
erinnern uns an Folgerung 3.8. Fiir die Spéren S™ mit n > 1 wirkt 7;(S™) trivial auf 7 (S™),
denn 7(S!) = Z ist abelsch und alle anderen 7 (S') verschwinden, und fiir n > 1 ist 71 (S™)
trivial. Daher identifizieren wir [S%, S"] mit mj(S™).

3.45. DEFINITION. Sei deg: [ST,S"] = m,(5S") — Z der Isomorphismus aus Satz 3.42 (3). Fiir
eine Abbildung f: S™ — S™ heifit deg f = deg[f] € Z der Abbildungsgrad von f.

Spéter werden wir diesen Begriff verallgemeinern auf Abbildungen zwischen orientierten topo-
logischen Mannigfaltigkeiten der gleichen Dimension.

3.46. FOLGERUNG (aus Satz 3.42). Zwei Abbildungen f, g: S™ — S™ sind genau dann homotop,

wenn sie den gleichen Abbildungsgrad haben. O
3.47. BEISPIEL. Es sei A € GL(n,R) fiir n > 1, dann hat die Abbildung f4: S~ — S"~! mit
Ax
fa(e) = 77—
[Az]|

den Abbildungsgrad deg f4 = signdet A € {1,—1}.

Die Gruppe GL(n,R) hat genau zwei Wegzusammenhangskomponenten, auf denen die Deter-
minante unterschiedliches Vorzeichen hat. Ein Weg v zwischen zwei Elementen A, B € GL(n,R)
liefert eine Homotopie

t
W, t) = 20T
Iy (&)l
zwischen f4 und fp. Da deg fg, = degid = signdet E, gilt, reicht es, ein Element A mit deg f4 =
signdet A = —1 anzugeben. Aus dem Beweis von Satz 3.5 schlieflen wir, dass folgende Matrix das

Gewiinschte leistet:

1 0
0 -1

Unter einem Vektorfeld auf S™ verstehen wir eine Abbildung f: S™ — R"*!, so dass z und f(x)
fiir alle  aufeinander senkrecht stehen.

3.48. SATz (Satz vom Igel). Die Sphdre S™ trigt genau dann ein nirgends verschwindendes
Vektorfeld, wenn n ungerade ist.

BEWEIS. Sei n = 2k — 1 ungerade. Ein nicht verschwindendes Vektorfeld wird gegeben durch
f(z) =iz fiir alle z € S™ ¢ C* .

Umgekehrt sei f ein nirgends verschwindendes Vektorfeld. Indem wir f(x) durch % ersetzen,

diirfen wir || f(z)|| = 1 fiir alle € S™ annehmen. Dann erhalten wir eine Homotopie zwischen id
und —id durch
h(z,t) = cos(mt) x + sin(wt) f(x) .
Es folgt
1 = degid = deg(—id) = signdet(—FE, 1) = (-1)"!,
also ist n ungerade. ([l
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Wir beweisen noch die Invarianz der Dimension. Dabei ist interessant, dass wir mit Hilfe eines
homotopieinvarianten Funktors Eigenschaften nachweisen kénnen, die nicht homotopieinvariant
sind. Wir erinnern uns an den Begriff der topologischen Mannigfaltigkeit aus Definition 1.103,
siehe auch Bemerkung 1.105 (4). Es sei (X, zp) ein punktierter topologischer Raum und z € X,
x # xo. Dann schreiben wir X |z = (X, X \ {z}) = (X, X \ {z}, o).

3.49. BEISPIEL. Bis auf Hom6omorphie gibt es nur zwei zusammenhéngende eindimensionale
Mannigfaltigkeiten: den Kreis S' und das offene Intervall R. In diesem Fall erhalten wir fiir jeden
Punkt = Bijektionen mo(S!|x) = mo(R|z) = {*}, sowie mit Folgerung 3.21 auch

m(SYr) 2 (St {xo}) =2 Z, und 7 (R|z) = 7w (DY, S%) = 7o(S°) = {0,*} .
3.50. PROPOSITION. FEs sei M eine zusammenhdngende topologische Mannigfaltigkeit der Di-
mension n > 2, und es set x € M. Dann gilt
(1) Fir0 <k <n-—1ist m;(M|z)=0.
(2) Die Gruppe mn(M|x) enthdilt eine Kopie von Z als Untergruppe.

Falls M nicht zusammenh#ngend ist, gilt die Aussage, falls wir den Basispunkt in der gleichen
Zusammenhangskomponente wie = wahlen.

BEWEIS. Es sei U C M eine offene Umgebung von x, die zu B™ (oder dquivalent zu R™)
homoomorph ist. Indem wir U gegebenenfalls verkleinern, diirfen wir annehmen, dass sich der
Homoomorphismus zu einem Homdomorphismus U = D™ fortsetzt.

Wir zerlegen

M=UU(M\{z}).
Da M zusammenhéngend ist, ist (M \ {z},U \ {z}) ein 0-zusammenhingendes Paar. Da U zu-
sammenziehbar und U \ {z} zu S"~! homotopiedquivalent ist, ist Uz = (U,U \ {z}) ein (n — 1)-
zusammenhéngendes Paar. Aus dem Ausschneidungssatz folgt fiir £ < n — 1, dass

me(M|x) = mp (M, M\ {z}) = m(U, U\ {z}) = m(Ulz) = 0.
Betrachte jetzt die Inklusion U — M und die Quotientenabbildung
g M—-M/(M\U)=S".
Wie im Beweis von Satz 3.42 erhalten wir einen Isomorphismus
Tn(qoi): mu(Ulz) = mp (D™, 8™ 1) — 1, (S™) .
Wie in Bemerkung 2.28 folgt die Injektivitdt von m,i. U

3.51. SATZ (Invarianz der Dimension, Brouwer). Es seien M, N topologische Mannigfaltigkeiten.
der Dimensionen m, n € N. Wenn M und N homdomorph sind, gilt m = n.

BeEwEIs. Wir betrachten als erstes den Spezialfall, dass m = 0. In diesem Fall tragt M die
diskrete Topologie. Wenn M und N homdéomorph ist, tragt auch N die diskrete Topologie, also gilt
auch n = 0. Andernfalls kénnen wir mit Beispiel 3.49 und Proposition 3.50 die Dimension von M
charakterisieren als

m=inf{k € N | mp(M|z) #£0} .
Wenn M und N homéomorph sind, folgt m = n. O

3.52. DEFINITION. Eine (topologische) Mannigfaltigkeit mit Rand der Dimension n € N ist ein
Hausdorff-Raum M mit abzihlbarer Basis, so da8l jeder Punkt p € M eine offene Umgebung U C M
besitzt, die homdomorph zu R™ oder zu R"™1 x [0, o0) ist.

Der (geometrische) Rand OM von M ist die Teilmenge derjenigen Punkte, die von Homdomor-
phismen U — R"™! x [0, 00) wie oben auf Punkte in R"~! x {0} abgebildet werden.
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3.53. BEMERKUNG. Fiir einen Punkt z in einer Mannigfaltigkeit A/ mit Rand gibt es genau
zwel Moglichkeiten, siehe Ubung 3.122.

(1) Fiir jede offene Umgebung U C M von z und jeden Homdomorphismus ¢: U — R~ x
[0, 00) gilt p(x) € R"! x (0,00); in diesem Fall heifit z ein innerer Punkt von M, oder

(2) Es gibt keine offene Umgebung von x in M, die zu R™ homéomorph ist, und fiir jede
offene Umgebung U C M von x und jeden Homoomorphismus ¢: U — R x [0, 00)
gilt o(z) € R"™! x {0}; in diesem Fall heiit = ein Randpunkt von M.

3.54. BEISPIEL. Wir kennen bereits einige topologische Mannigfaltigkeiten mit Rand.

(1) Jede topologische Mannigfaltigkeit M im Sinne von Definition 1.103 ist eine Mannigfal-
tigkeit mit Rand OM = ().

(2) Jede differenzierbare Mannigfaltigkeit M mit Rand N C M ist topologische Mannigfaltig-
keit mit Rand OM = N.

(3) Der Halbraum R™~! x [0, 00) ist eine Mannigfaltigkeit mit Rand R"~! x {0}.

(4) Der abgeschlossene Ball D™ ist eine Mannigfaltigkeit mit Rand S™~!.

(5) Der Einheitswiirfel I" ist eine Mannigfaltigkeit mit Rand 91", denn es gilt (D", S"!)
(1%, 0Im 1),

I

3.f. Kofaserungen und Quotienten

Wenn man in einem Diagramm alle Pfeile umdreht, erhélt man ein dazu duales Diagramm. In
diesem Sinne sind Produkte dual zur disjunkten Vereinigung (S#tze 1.78 und 1.53), Unterrdume sind
dual zu Quotienten (Sdtze 1.50 und 1.83). Solange man nur abstrakt mit universellen Eigenschaften
arbeitet, lassen sich alle Argumente iibertragen. Aber bereits die Existenz von Produkten oder
disjunkten Vereinigungen liisst sich nicht rein abstrakt zeigen, man braucht konkrete Uberlegungen.

Eckmann-Hilton-Dualitdt ist die Idee, dass es auch zu jedem homotopietheoretischen Begriff
einen dualen Begriff geben sollte. In diesem Abschnitt geht es um den dualen Begriff zu den Fase-
rungen aus Abschnitt 3.c, der tatséchlich mindestens so wichtig ist wie das Original. Im Hinblick
auf spéter betrachten wir in diesem Abschnitt auch Rdume ohne Basispunkt. Wir bilden das duale
Diagramm zum Diagramm zur Homotopieliftungseigenschaft

I f

Y ——E Y - X
X{O}Jj h;/// D und eVOT {_I//// ]Z (36)
Y xR CY) " 4

Hier ist nach dem Exponentialgesetz 1.101 (2) das Produkt mit dem festen, lokalkompakten Raum 1
dual zum Wegeraum C(I, - ): anstelle von Homotopien von Abbildungen von Y nach B oder E
betrachten wir Homotopien von Abbildungen von A oder X nach Y. Das rechte Diagramm fiihrt
zu unserem neuen Begriff.

3.55. DEFINITION. Eine Abbildungi: A — X ist eine (Hurewicz-) Kofaserung, wenn i fiir jeden
Raum Y die Homotopieausdehnungseigenschaft besitzt, das heifit, wenn es zu jedem Raum Y, jeder
Abbildung f: X — Y und jeder Homotopie h: A x I — Y mit

h(a,0) = f(i(a)) fiir alle a € A (1)
eine Homotopie H: X x I — Y gibt, so dass
H(z,0) = f(x) und H(i(a),t) = h(a,t) firallex € X,a€ Aundtel. (2)

111



Wir nennen ein Paar (X, A) eine Kofaserung, wenn die Inklusion i: A — X eine Kofaserung ist.
Wir nennen einen punktierten Raum (X, z¢) gut punktiert und x( einen guten oder nicht entarteten
Basispunkt, wenn {zo} in X abgeschlossen und (X, {zo}) eine Kofaserung ist.

3.56. BEISPIEL. Zuné#chst wollen wir etwas besser verstehen, was wir gerade definiert haben.
Wir beginnen mit einigen trivialen Beispielen.

(1) Die Identitét idx ist eine Kofaserung.

(2) Die triviale Abbildung ) — X ist eine Kofaserung in 7op, das Analogon pt — X in Top_
jedoch nicht immer, denn

(3) Das Paar ({1 | n € N\ {0}} U{0},{0}) ist keine Kofaserung.

Weitere Beispiele gibt es in den Ubungen 3.126 und 3.133.
3.57. DEFINITION. Es sei f: Y — X eine Abbildung. Wir definieren den Abbildungszylinder
Zf =Y xIuX)/~,
wobei ,,~“ die von (y,0) ~ f(y) fiir alle y € Y erzeugte Aquivalenzrelation sei.

3.58. BEMERKUNG. Zunéchst liefert uns das Exponentialgesetz 1.101 eine natiirliche Bijekti-
on C(X x1,Y)=C(X,C(1,Y)), so dass wir h und H als Abbildungen A x I — Y bezichungswei-
se X x I — Y auffassen diirfen.

Wir betrachten in Definition 3.55 den Spezialfall Y = Z¢ und F' = idgz; mit den zugehorigen
Abbildungen f und h. Wenn i eine Kofaserung ist, existiert eine Abbildung H: X x I — Zi, so
dass fiir alle x € X, a € Aund t € I gilt

H(i(a),t) = [a,t] € Zi und H(z,0)=ze€ X C Zi.

Hieraus folgt zunéchst die Injektivitéit von 4, und wir diirfen A als Teilmenge von X auffassen. Dann
ist auch Zi = AxIUX x{0} eine Teilmenge von X xI. Es seiz: Zi — X x I die Inklusionsabbildung.
Die Abbildung H: X x I — Zi erfillt H o7 = idy;, ist also eine Rektraktion. Wir schlieflen,
dass Zi C X x I und A C X jeweils die Unterraumtopologie tragen, siche Ubung 3.128.

Sei jetzt umgekehrt i: A — X eine Einbettung, und es existiere eine Retraktion 7: X x I — Zi.
Dann ist i eine Kofaserung. Denn fiir beliebige Réume Y entspricht ein Paar von Abbildun-
gen f: X — Y und h: A x I — Y wie in Definition 3.55 (1) nach der charakteristischen Ei-
genschaft 1.83 (2) der Quotiententopologie genau einer stetigen Abbildung F': Zi — Y. Dann
erfiillt H = Fof7: X x I — Y gerade die Bedingungen in Definition 3.55 (2).

Da jede Kofaserung eine Einbettung ist, konnen wir uns also auf Paare (X, A) beschrianken. In
diesem Fall ist Zi = X x {0} UA x I also ein Retrakt von X x I. Wenn X ein Hausdorff-Raum ist,
ist A C X abgeschlossen (Ubung 3.129).

3.59. PROPOSITION. FEs sind dquivalent:

(1) (X, A) ist ein Umgebungsdeformationsretrakt, das heifit, es gibt eine Abbildung u: X — I
und eine Homotopie h: X x I — X, so dass

Acu 0, (a)
hlxxfoyuaxi = Tx|x x{0}uAxT > (b)
h(z,t) € A fir alle x € X mit u(x) <t; (c)

(2) X x {0} U A x I ist starker Deformationsretrakt von X x I;
(3) X x {0} U A x I ist Retrakt von X x I;
(4) (X, A) ist eine Kofaserung.
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Der Begriff Umgebungsdeformationsretrakt bedeutet, dass sich eine Umgebung U = u~1([0,1))
von A in X (aber nicht notwendigerweise in U) auf A zusammenziehen lésst. Aus (c) schlieflen wir,
dass u~1(0) gerade der Abschluss von A ist. Wenn A abgeschlossen ist, folgt also A = u~1(0).

BEWEIS. Nach Bemerkung 3.58 sind (3) und (4) dquivalent, und (3) folgt offensichtlich aus (2).
Es gelte (1), dann folgt (2) mit der Deformationsretraktion r7: X x I x I — X x I,

i g = ) (b st),(1=s)t)  falls t < u(z), und
r(@t ) = (h(x, st), t — su(a:)) falls ¢t > u(x).

Es gelte jetzt (3), und r: X x I — X x {0} U A x I sei Retraktion. Es seien 7x: X x I — X
und 77: X x I — I die Projektionen. Dann definiere v und h durch

u(z) = ig?(t —mr(z,t))
h(z,t) = wxr(x,t) .

Die Funktion u ist stetig, da I kompakt ist. Die Eigenschaften (a)—(c) sind leicht zu priifen, also
folgt (1). O

3.60. BEMERKUNG. Mit diesem Ergebnis erhalten wir weitere Beispiele von Kofaserungen.

(1) Nach Bemerkung 3.23 ist das Paar (D", S"~1) = (I", 9I") eine Kofaserung fiir n > 0.

(2) Allgemeiner sei M topologischer Mannigfaltigkeit mit Rand OM # ), dann ist (M,OM)
eine Kofaserung. Hierzu ist allerdings noch zu zeigen, dass OM in M eine Umgebung der
Gestalt OM x [0,1) besitzt.

3.61. FOLGERUNG (aus Proposition 3.59). Es seien (X, A) und (Y, B) Kofaserungen mit A C X
und B C'Y abgeschlossen. Dann ist auch (X x Y, AxY UX x B) Kofaserung.

BeweIs. Wir nehmen an, dass (X, A) mit u: X — Jund h: X xI — X sowie (Y, B) mitv: Y —
I und k: Y x I — I zu Umgebungsdeformationsrektrakten wie in Proposition 3.59 (1) werden.
Dann ist auch (X x Y, A x Y U X x B) ein Umgebungsdeformationsrektrakt mit w: X xY — I
und £: X xY xI — X XY, wobei

w(z,y) = min(u(z), v(y)) ,
Ua,y,t) = (h(w,min(t,0(y))). k(y, min(t, u(a)) ) -
Wir benétigen A und B abgeschlossen, um ¢(z,y,t) € A XY UX x B aus t > w(t) zu folgern. [

Wir benutzen als nédchstes die Homotopieausdehnungseigenschaft, um interessante Aussagen
iiber Kofaserungen zu beweisen.

3.62. PROPOSITION. Es sei (X, A) eine Kofaserung. Falls A zusammenziehbar ist, ist die Quo-
tientenabbildung X — X/A eine Homotopiedquivalenz.

BEWEIS. Es bezeichne F': X — X/A die Quotientenabbildung. Es sei h: A x I — A eine
Homotopie zwischen id4 und der konstanten Abbildung auf den Punkt ap € A C X. Mit der
Homotopieausdehnungseigenschaft fiir coh erhalten wir eine Homotopie H: X xI — X mit H|ax; =
hund H(-,0) =idx. Da H(a,1) = ay fiir alle a € A, induziert H(-, 1) eine Abbildung G: X/A —
X. Da G(F(x)) = H(z,1) fiir alle z € X, ist H eine Homotopie zwischen idx und G o F.

Da H(a,t) = h(a,t) € A fiir alle a € A, induziert H eine Abbildung H: (X/A) x I — X/A,
und es gilt H(-,1) = F o G. Also ist H eine Homotopie zwischen id x/4 und F o G. d

113



unv

ANB B

ABBILDUNG 3.7. Der RaumY =U UV

In Folgerung 1.86 haben wir Pushouts kennengelernt. Wenn A C X Teilmenge und f: A - B
stetig ist, schreiben wir hier X Uy B statt BUy X. Dieser Begriff ist {ibrigens dual zum Faserprodukt
oder Pullback aus Ubung 3.114. Ein Spezialfall des Pullbacks ist die Faser, das duale Diagramm
liefert die Kofaser einer Kofaserung A — X, némlich den Quotienten X/A.

3.63. BEISPIEL. Es sei A C X Teilmenge und f: A — pt die konstante Abbildung, dann
ist X Uy pt homdomorph zum Quotienten X/A.

Das nichste Resultat ist eine wichtige Ubung, siche 3.130.

3.64. PROPOSITION. Es sei (X, A) eine abgeschlossene Kofaserung und f: A — B stetig. Dann
ist auch (X Uy B, B) eine abgeschlossene Kofaserung. O

Weitere Aussagen iiber Kofaserungen folgen in den niichsten Abschnitten. Anstelle beliebiger
Paare betrachtet man in der Homotopietheorie besonders gern Kofaserungen. Daher wollen wir ein
wichtiges Resultat auf eine Kofaserungs-Situation iibertragen.

3.65. FOLGERUNG (Ausschneidungssatz fiir Kofaserungen). FEs seien A, B C X abgeschlossen
mit AUB = X, AN B # 0, so dass (A, AN B) eine p-zusammenhingende und (B, AN B) eine
q-zusammenhdingende Kofaserung ist, mit p, ¢ > 0. Dann ist (X, B) ebenfalls eine Kofaserung,
und i: (A, AN B) — (X, B) ist eine (p + q)-zusammenhdngende Abbildung von Paaren.

BeweEls. Wir betrachten die Teilmenge
Y =(Ax{0HU((ANB)xI)Uu(Bx{l1})Cc X xI,

siehe Abbildung 3.7. Nach Proposition 3.59 (2) existieren Homotopien H: A x I? — A x I zwi-
schen id 45 ; und einer Retraktion auf A x {0}U(ANB) x I, und K: B x I? — B x I zwischen idpx
und einer Retraktion auf B x {1} U (AN B) x I. Da (AN B) x I abgeschlossen ist, diirfen wir H
und K verkleben und sehen, dass Y Deformationsretrakt von X x I ist. Insbesondere induziert die
Projektion X x I — X eine Homotopiedquivalenz ¥ — X.

Wir zerlegen jetzt Y in offene Teilmengen U =Y N (X x [0,1)) und V =Y N (X x (0,1]). Dann
induziert die obige Projektion Homotopiedquivalenzen U — A, V — Bund UNV — AN B. Jetzt
folgt die Aussage aus dem Ausschneidungssatz 3.38. O

3.g. Konstruktionen mit gut punktierten Riumen

Wir wollen den Ausschneidungssatz benutzen, um Aussagen iiber Quotienten von Paaren to-
pologischer Rdume zu machen. Dazu fithren wir zuerst das Koprodukt und ein neues “Produkt”
punktierter topologischer Rdume ein.

3.66. DEFINITION. Das Bouquet oder Wedge-Produkt einer Familie (X, x;);c; punktierter to-
pologischer Rdume ist der punktierte Raum

V(X ) =] X / {zi]iel}
icl icl
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mit der Quotiententopologie. Sei ¢;: (X;, ;) — (Vze I(Xi,xi),wo) die natiirliche Inklusion.

3.67. BEMERKUNG. Beim Wedge-Produkt identifizieren wir also in der disjunkten Vereinigung
alle Basispunkte. Analog zur disjunkten Vereinigung in der Kategorie 7op erfiillt das Wedge-Produkt
die universelle Eigenschaft eines Koproduktes in der Kategorie Top, . Das ergibt sich aus der Kon-
struktion und den Sétzen 1.78 (3) und 1.83 (2). Wenn alle X; gut punktiert sind, dann ist auch
ihre Bouquet gut punktiert; das zeigt am besten mit dem Diagramm am Anfang von Abschnitt 3.f.

Das kartesische Produkt punktierter Rdume erfiillt die universelle Eigenschaft des Produkts
in Top,, siche Ubung 3.105. Insbesondere gibt es eine natiirliche Abbildung

L \/(XZ,.T@) — H(Xz,xz) R
el iel
so dass
{idxi fiir ¢ = 7, und
T; OLOL; = e .
cp;,  fure #j,
dabei bezeichne ¢, die konstante Abbildung auf den Basispunkt z; € X;. Im Folgenden identifizie-

ren wir \/,c;(Xs, z;) vermoge ¢ mit einer Teilmenge von [[;c;(Xy, ;).

3.68. DEFINITION. Das reduzierte oder Smash-Produkt einer Familie (X;,x;);c; punktierter
topologischer Rdume ist der Quotient punktierter Raume

A z) = T[(Xiz) [\ (Xii)
iel icl iel
Seien (X, A), (Y, B) punktierte Paare, dann setzen wir
(X, A)NY,B)=(XANY, ANYUXAB).

Seien f: X1 — Xo, g: Y1 — Y5 punktierte Abbildungen von Rdumen oder Paaren, dann definieren
wir ihr reduziertes Produkt als

fANg: XinNYT — XoAYs mit (fAg)(xAy) = fz)Agly) .

Wir kénnen das reduzierte Produkt auch von beliebig vielen Paaren oder Abbildungen bilden.
Da wir aber meistens nur endliche reduzierte Produkte bendtigen, lassen wir es bei der obigen
Definition. Spéter werden wir die Basispunkte des Ofteren nicht mitschreiben.

3.69. BEISPIEL. Es folgen einige wichtige elementare Beispiele.

(1) Es gilt S¥ A S¢ = S*+¢ Formal sicht man das am einfachsten mit Hilfe der Homdomor-
phismen

S NS = (17 )01F) A (IF)01°) =2 IFHE [ (0IF x I U T" x OIY) = I*H jorh+t = ghtt
(2) Es gilt S* A (D?, 81 = (D*+¢, S¥+-1) Hierzu ersetzen wir S* durch das Paar (S¥, *)
und betrachten
(8%, %) A (DY, 8471y = (1% /a1F, a1* Jo1%) A (1° )0 1¢, 01 O T*)
= (IM) (1" x I'U TR x O'1Y), (91 x I' U T x Q1) /o' TF ) == (DFHE gh+1y

—/ Tk+ OIk+¢

3.70. BEMERKUNG. Das reduzierte Produkt besitzt folgende elementare Eigenschaften.

(1) Das reduzierte Produkt ist ein Funktor A: Top, x Top, — Top, . Insbesondere ist es mit
der Verkettung von Abbildungen vertraglich.
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(2) Es seien X, Y, Z punktierte, lokal kompakte Rdume. Dann gibt es natiirliche Hombomor-

phismen
(XvY)vZ=XVv(YVZ), XAYNZ=ZXANYANZ),
XVpt=X, XAS'= X,
XVY=2YvX, XANY=Z2YAX

und XANYVZ)=(XAY)V(XANZ).

Diese Homomorphismen sind miteinander vertraglich. Mithin verhalten sich lokal kompak-
te Réume unter V und A (bis auf natiirliche Homéomorphismen) wie ein kommutativer
Halbring mit Null und Eins. In Kapitel 4 fithren wir Kategorien k7op, und kwH, ein, in
denen die obigen Rechenregeln ohne Einschriankung gelten.

(3) Ein reduziertes Produkt gut punktierter Rdume ist wieder gut punktiert. Dazu benutzen
wir Folgerung 3.61 und Proposition 3.64, und stellen X A Y als Pushout der Kofase-
rung (X x Y, X VYY) ldngs der konstanten Abbildung X VY — pt dar.

Genauso ist ein reduziertes Produkt gut punktierter, abgeschlossener Kofaserungen
wieder eine gut punktierte, abgeschlossene Kofaserung (Ubung 3.136).

(4) Seien (X, A) und (Y, B) gut punktierte, abgeschlossene Kofaserungen, und sei (Z,C) =
(X,A) A (Y, B), dann gilt Z/C = (X/A) A (Y/B). Eine analoge Eigenschaft haben wir in
Beispiel 3.69 (1) bereits benutzt.

Man beachte, dass das reduzierte Produkt nicht die universelle Eigenschaft eines Produktes aus
Satz 1.53 auf Top, erfiillt — diese Rolle {ibernimmt das punktierte kartesische Produkt, wie wir

bereits aus Ubung 3.105 wissen. Stattdessen legen die obigen Eigenschaften nahe, es als eine Art
Tensorprodukt zu betrachten. Diesen Standpunkt werden wir spiter noch néiher beleuchten.

3.71. DEFINITION. Es sei (X, () ein gut punktierter topologischer Raum, und 0 der Basis-

punkt des Einheitsintervalles I. Dann definieren wir den (reduzierten) Kegel und den reduzierten
Zylinder ZX iiber X als
CX=XNI

Wir identifizieren X mit der Teilmenge X x {1} C C'X. Analog definieren wir den (reduzierten)
Zylinder ZX = X N 1.

Es sei f: X — Y stetig, dann definieren wir den (reduzierten) Abbildungszylinder Z f und den
(reduzierten) Abbildungskegel C'f als Pushouts

Zf=2ZXUsY und Cf=CXUuU;Y,

wobei wir hier X mit dem Bild von X x {1} in ZX beziehungsweise C X identifizieren. Es sei (X, A)
ein punktiertes Paar mit Inklusionsabbildung i: A — X, dann definieren wir den Homotopiequoti-
enten (auch die Homotopiekofaser) X J/ A als

XJJA=Ci=XUsCA
Die (reduzierte) Einhdngung oder (reduzierte) Suspension von X oder (X, A) ist definiert als
SX=XAS! beziehungsweise (SX,SA) .
Die Einhdngung einer punktierten Abbildung f: X — Y ist definiert als
Sf=fANidg: SX — SY .
Wir kénnen auch die unreduzierten Varianten X x I, CXy = X, AT, (X xI)UsY, CX Uy Y,
X4 //A; und ¥X = CX; Uy CX; betrachten. Wenn X und gegebenenfalls A gut punktiert sind,

sind sie nach Proposition 3.62 zu den entsprechenden reduzierten Varianten homotopiedquivalent.
Tatséchlich ist Zi in Bemerkung 3.58 der Abbildungszylinder in Top, das heifit, er ist unreduziert.
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3.72. BEMERKUNG. In den obigen Konstruktionen tauchen einige Kofaserungen auf. Wir schrei-
ben sie in Diagrammen als gefiederte Pfeile —. Wir nehmen an, dass X und Y gut punktiert sind.

(1) Wenn wir mit der Kofaserung (I,91) = (D', S°) aus Bemerkung 3.60 (1) starten, erhalten
wir mit Folgerung 3.61 und Proposition 3.64 ein Diagramm aus Pushouts der Form

T

ZX CX Cf.

dabei sei ¢ die konstante Abbildung auf den Basispunkt. Insbesondere sind (C'X, X)
und (C'f,Y) abgeschlossene Kofaserungen. Wenn wir nicht reduzieren, erhalten wir analog
Kofaserungen (C X4, X) und (CX Uy Y)Y).

(2) Wir koénnen die Pushouts auch in einer anderen Reihenfolge bilden und erhalten dann

XTXLW,XTY%T

ZX Zf cf.

Inbesondere ist auch X — X VY — Zf eine Kofaserung. Man sieht leicht, dass ¥ C
Zf ein Deformationsretrakt ist, das heifit, wir konnen f in eine Kofaserung und eine
Homotopiedquivalenz zerlegen:

X —Zf Y.

(3) Sei jetzt (X, A) ebenfalls eine abgeschlossene Kofaserung. Dann diirfen wir den Pushout
yumdrehen“ und erhalten eine Kofaserung (X //A,CA). Da C A, zusammenziehbar ist,
ist C'A nach Proposition 3.62 zusammenziehbar, und X // A ist homotopiedquivalent zum
Quotienten (X JA)/CA = X/A. Wir betrachten X //A als Ersatz fiir den Quotienten bis
auf Homotopie, selbst wenn (X, A) keine abgeschlossene Kofaserung ist. Daher der Name
,, Homotopiequotient“.

3.73. PROPOSITION. Es sei (X, A) eine p-zusammenhdingende abgeschlossene Kofaserung und A
sei g-zusammenhdngend mit p > 0, ¢ > —1. Dann ist die Quotientenabbildung (X, A) — (X/A, %)
eine p + q + 1-zusammenhdngende Abbildung.

Wenn A nicht zusammenhéngend ist, sei ¢ = —1.

BEWEIS. Anstelle von X/A betrachten wir den Raum X /A = XU4CA. Da C' A zusammenzieh-
bar und A ein g-zusammenhéngender Raum ist, ist (C'A, A) ein (¢ + 1)-zusammenhéngendes Paar
nach Definition 3.35. Nach dem Ausschneidungssatz 3.65 ist die Inklusion (X, A) — (XUsCA,CA)
eine (p + g + 1)-zusammenhéngende Abbildung. Da C'A zusammenziehbar und die Quotientenab-
bildung X Uy CA — X /A eine Homotopiedquivalenz ist, gilt (X Uq CA,CA) 2 (X Uy CA) =
(X /A) fir alle k. O

3.74. BEISPIEL. Wir betrachten das 1-zusammenhiingende Paar (D2, S1). Da S! zusammen-

hiingend ist, erhalten wir eine 2-zusammenhingende Quotientenabbildung (D?, S') — (52, ). Tat-
sichlich gilt mo(D?, S') = Z =2 19(5?), aber 0 = 73(D?, S') — 73(S5?) = Z ist nicht mehr surjektiv.

3.75. FOLGERUNG (aus der langen exakten Sequenz 3.19 des Paares (X, A)). Es sei (X, A) eine
p-zusammenhdngende Kofaserung mit p > 0, und A sei g-zusammenhdngend. Dann erhalten wir
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eine natirliche exakte Sequenz
1o}
0 +— mo(X) «— m(A) — T (X/A) +— -+ — Tpyqg(X) «— mppq(A4) .
BEwEIS. Wir betrachten die lange exakte Sequenz fiir Paare und erhalten

19)
Tptq( X, A) = Tptg(X) =—— Tp1g(A) =— Tptgr1 (X, A) =— -+

’ |

Tptq(X/A) < Tpq(X) < mpiq(4) Tptq+1(X/A) . O

Im Allgemeinen gibt es keine passende Abbildung 0: mp4441(X/A) = mp14(A), die die Sequenz
verlingert oder das Diagramm vervollstéindigt. Fiir (X, A) = (D3, 5?) mit p = 2 und ¢ = 1 erhalten
wir beispielsweise

3(D3) <— 73(S?) %7‘(4(1)3 S?%)
53 %77'3 52 7T4(S3) .
:0 ~7,/2

3.h. Stabile Homotopiegruppen

Wir beweisen den Freudenthalschen Einhédngungssatz und zeigen, dass Homotopiegruppen unter
iterierter Einhdngung ,,stabil“ werden. Diese stabile Homotopiegruppen haben einige angenehme
Figenschaften. Unter anderem kénnen wir abgeschlossene Kofaserungen durch ihre Quotienten er-
setzen, ohne héheren Zusammenhang vorauszusetzen. Tatséchlich liefert stabile Homotopietheorie
den Prototyp fiir eine Homologietheorie. Allerdings bezahlen wir auch einen Preis: die einfachen
Formeln fiir Produkte und die lange exakte Sequenz fiir Faserbiindel gehen verloren.

3.76. SATZ (Freudenthalscher Einhéngungssatz). Fs sei X ein n-zusammenhdingender, gut
punktierter Raum, dann ist der Finhdngungshomomorphismus

St (X)) = mer1(SX)

ein Isomorphismus fir k < 2n und surjektiv fir k = 2n + 1. Insbesondere ist SX ein (n + 1)-
zusammenhdngender Raum.

Wir haben genau dieses Verhalten fiir X = S™ bereits in Satz 3.42 (4) beobachtet.

BEWEIS. Wir erinnern uns an den reduzierten Kegel C X aus Definition 3.71. Wir hatten in
Bemerkung 3.72 (1) die Basis des Kegels CX mit X identifiziert und gezeigt, dass (CX, X) eine
Kofaserung ist. Fiir den Quotienten erhalten wir

CX/X = (X xI)/(X x0T U{xo} xI)= (X x8SYH)/(XvSH=SX.

Wir fahren dhnlich fort wie im Beweis des Satzes 3.42 von Brouwer und Hopf. Da C'X zusam-
menziehbar ist, erhalten wir in der langen exakten Homotopiesequenz 3.19 des Paares (CX, X)

einen Isomorphismus 9: 7341 (CX, X) = 7, (X). Die Umkehrabbildung wird induziert von f
J Aid(r,1). Wir schalten die Quotientenabbildung ¢: CX — SX nach und erhalten die gesuchte
Abbildung

S:mp(X) o Tr1 (CX, X) L5 11 (SX) .
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Da X ein n-zusammenhéngender Raum und C' X zusammenziehbar ist, ist (C X, X) ein (n+1)-
zusammenhéingendes Paar. Unsere Behauptung folgt also aus Proposition 3.73 {iber die Quotien-
tenabbildung gq. O

3.77. BEMERKUNG. Wir betrachten Abbildungen zwischen Einhdngungen.

(1) Es seien X, Y punktierte Rdume. Auf der Menge [SX,Y] der punktierten Homotopie-
klassen von Abbildungen SX — Y koénnen wir wie in den Definitionen 2.12 und 3.1 eine
Gruppenstruktur definieren durch

fzA(2t)) falls 0
+ At) =
(f+o)@ni) {g(:): A2t—1)) falls 1

Die Abbildung ist wohldefiniert, denn fiir ¢t € {0, %, 1} bildet sie auf den Basispunkt yg
ab, ebenso wie im Falle, dass x = xg.

(2) Indem wir diese Konstruktion iterieren, erhalten wir Gruppenstrukturen auch auf [S* X, Y]
fiir alle k > 1. Im Falle k > 2 ist [S¥ X, Y] abelsch wie in Satz 3.5 (3).

(3) Als Spezialfall der obigen Konstruktion betrachten wir [S*X, S¥Y]. Da Einhingung ein
Funktor ist, erhalten wir eine Abbildung

S:[S*X, kY] — [SPHIX, SkHlY]  mit fe Sf.

Nach Bemerkung 3.70 (2) ist das reduzierte Produkt assoziativ und kommutativ. Wir
konnen also dafiir sorgen, dass die ,,neue“ Kopie von S' in S¥*1X = S(S*X) nicht dieje-
nige ist, mit der wir oben die Gruppenstruktur definiert haben. Daher ist S: [S* X, S¥Y] —
[SF+H1 X SF*+1Y] ein Gruppenhomomorphismus.

(4) Wir wissen aus Ubung 3.120, dass [S™, S"] mit der Hintereinanderschaltung zu einem Ring
wird. Analog sehen wir, dass Hintereinanderausfithrung eine bilineare Abbildung

[S™Y,S"Z] x [S"X, S"Y] - [S"X, S"Z]
liefert.

In Folgerung 1.87 haben wir die universelle Eigenschaft des Kolimes kennengelernt und Kolimi-
ten fiir Familien topologischer Rdume definiert. Auch in der Kategorie der abelschen Gruppen gibt
es Kolimiten. Sei dazu (G )ken eine Familie abelscher Gruppen mit Homomorphismen fy,: G —
Gy, so dass freo fjr = fje fiir alle j < k < /£. Dann definieren wir in Analogie zu (1.4) den Kolimes

G:limGk:@Gk/w,
- keN

wobei Gj 3 g; ~ gr € G genau dann gelte, wenn es ein £ > k, j gibt, so dass fjs(g;) = fre(gr) € Go.
Fiir jedes k erhalten wir eine natiirliche Abbildung f;: G — G mit g — [gx] € G, so dass f =
fr o fre fur alle k& < ¢. Man kann sich davon iiberzeugen, dass G eine Gruppe ist, dass alle fj
Gruppenhomomorphismen sind, und dass (G, (fx) k) die universelle Eigenschaft eines Kolimes aus
Folgerung 1.87 erfiillt. Beispiele gibt es in Ubung 3.138.

Hier haben wir zunschst Abbildungen S: [S*X, S¥Y] — [S*+1 X, S¥*+1Y]. Hintereinanderschal-
ten von (£—k) dieser Abbildungen liefert fie: [S*X, S*Y] — [SX, S*Y]. Bei einem Kolimes kommt
es nie auf die ersten Glieder in der Folge an. Daher stort es im Folgenden nicht, dass im Allgemei-
nen [X,Y] keine Gruppe und [SX, SY] nicht abelsch ist. Wir diirfen am Anfang der Folge sogar
negative Indizes zulassen.
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Sei f: X — Y stetig, dann erhalten wir ein kommutatives Diagramm
m(X) 2 1 (SX) —2 mpa(S2X) —— -
Trkfl 7Tk+1Sfl 7rk+1S2fl
(YY) — w1 (SY) —2 mga(SY) —— oo
denn fiir u: S¥ — X gilt nach Bemerkung 3.70 (1), dass
(i1 SF) (STul) = [(f Aidgi) o (uAidg)] = [(fow) Aidga] = S((mef)le) . (37)

Die obere Reihe des Diagramms , konvergiert“ gegen den Kolimes der 7y, (S™X) fiir n — oo, die
untere gegen den Kolimes der 71, (S™Y"), und die Abbildungen 7y, S™ f induzieren eine Abbildung
zwischen diesen Kolimiten.

3.78. DEFINITION. Es seien X, Y punktierte Rdume, dann definieren wir
[X,Y]* = li_n}[S”X, S"Y] e Ab .
Insbesondere definieren wir fiir alle k € Z die k-te stabile Homotopiegruppe von X als
(X)) =[Sk, X]* = lim 7y (S"X) € Ab .
Fiir Abbildungen f: X — Y definieren wir

nif = i S"f: m(X) - m(Y)

Wir konnten jetzt die Spanier-Whitehead-Kategorie mit den gleichen Objekten wie in Top
und H7Top, definieren, und als Morphismenmengen die Gruppen [X,Y]? einsetzen. Diese ,naive“
stabile Homotopiekategorie enthélt aber fiir Anwendungen zum einen zu wenig Objekte, so dass
man spéter zu sogenannten , Spektren® iibergeht. Zum anderen enthélt sie zu wenig Morphismen,
so dass man stabile Abbildungen spéter {iber den einen oder anderen Umweg definiert. Im Falle der
stabilen Homotopiegruppen sind diese Uberlegungen allerdings nicht notwendig, so dass wir hier
bereits das Wort ,,stabil“ benutzen diirfen.

3.79. PROPOSITION. Fiir alle k € 7Z sind die stabilen Homotopiegruppen Funktoren
s HTop, — Ab. [

Ein Kolimes ist besonders leicht dann zu berechnen, wenn die Folge der betrachteten Objekte
irgendwann stationér wird, das heifit, wenn die Abbildungen fis: Gy — Gy fur alle k, £ > ng
Isomorphismen sind. In diesem Fall ist der Kolimes G natiirlich isomorph zu allen Gruppen Gy,
mit k& > ng. Genau dieses Phénomen beobachten wir im Fall der stabilen Homotopiegruppen.

3.80. FOLGERUNG (aus dem Freudenthalschen Einhdngungssatz 3.76). Fir jeden gut punktier-
ten topologischen Raum X gilt

mp(X) =

0 falls k < 0, und
Tere(SPX)  falls k>0 und £ > k + 2.

Wenn X ein n-zusammenhdngender Raum ist, gilt sogar
T3 (X) =2 mrpe(SUX) falls € > max(k —2n,0) . O

3.81. DEFINITION. Ein gutes Paar (X, A, xo) ist eine abgeschlossene Kofaserung, bei der (A, zg)
gut punktiert ist.
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Zu jedem guten Paar betrachten wir die Inklusionsabbildung i: A — X und die Quotien-
tenabbildung ¢: X — X/A. Fiir Abbildungen f schreiben wir wieder kurz f. = m} f, wenn keine
Missversténdnisse zu erwarten sind.

3.82. SATZz (stabile Homotopiesequenz). Fir gute Paare (X, A) erhalten wir eine natiirliche
lange exakte Sequenz abelscher Gruppen

e (A) ¢ T (XA) (X)) e m(A) —

Diese Sequenz haben wir in Folgerung 3.75 bereits fiir die ,unstabilen“ Homotopiegruppen
gesehen, allerdings hat sie dort auf beiden Seiten nach endlich vielen Schritten aufgehort.

BeEWwEIS. Wir starten wieder mit den langen exakten Sequenzen der Paare (S™X,S™A) aus
Satz 3.19. Sie sind mit Einhdngung vertraglich, das heifit, das Diagramm

e (X0 & (A <2 A T (X)) e e

s| s| s| s|
e m(SX) S (SA) 0 ma(SX,SA) S L (5X) e

kommutiert. Dadurch erhalten wir die gesuchte Sequenz als Kolimes der obigen Sequenzen unter
iterierter Einhéngung. Jedes endliche Stiick der obigen Sequenz wird durch ausreichend h#ufiges
Einhingen stationir. Fiir die Terme 74 ¢(S¢A) und 74 (S*X) erhalten wir das mit Folgerung 3.80,
und fiir die Terme 7y, ¢(S*X, S*A) ergibt es sich aus dem Fiinferlemma 3.20. SchlieBlich diirfen
wir 74 0(S°X, SYA) fiir hinreichend hohe ¢ nach Proposition 3.73 und Bemerkung 3.70 (3) und (4)
durch 74 ¢(S*(X/A)) ersetzen.

Die dufleren Quadrate der obigen Sequenz kommutieren wegen der Funktorialitéit der Einhén-
gung, siehe (3.7). Fiir das mittlere Quadrat betrachten wir die Konstruktion von 0 in Satz 3.19. Es
sei [u] € m,(X, A) reprisentiert durch

w: (IF /' 1%, 01% )0'TF) — (X, A) .
Mit Beispiel 3.69 (2) sehen wir schliefilich, dass

0Su = 8(u A idsl) = (u AN idsl)’(I’fx{O})/(Blkx{O})
= (U/’(]kflX{o})/(ajkflx{o})) Aidgt = Ou Aidg1 = SOu .
Also kommutieren S und 9, und wir erhalten den Verbindungshomorphismus auch im Kolimes.

Die stabile lange exakte Sequenz im Satz ist natiirlich, da die einzelnen Sequenzen natiirlich
sind. 0

3.83. BEMERKUNG. Motiviert durch den obigen Beweis kénnen wir 7} (X, A) = 7} (X/A) defi-
nieren. Dann gilt eine lange exakte Sequenz fiir Paare wie in Satz 3.19. Den Ausschneidungssatz
fiir stabile Homotopiegruppen bekommen wir geschenkt, denn wenn (A, AN B) und (B, AN B)
gute Paare sind, gilt A/(ANB) = X/B, also erst recht m(A, AN B) = (X, B). Wir diirfen dabei
aber nicht vergessen, dass sowohl Proposition 3.73 {iber Quotienten als auch der Freudenthalsche
Einhéngungssatz 3.76 wesentlich auf dem Ausschneidungssatz beruhen.

Es sei (Xj)jes eine Familie gut punktierter Rdume, und ¢;: X; — X = \/je 7 X; seien die
Strukturabbildungen. Nach Bemerkung 3.70 (2) gilt
S'X =\/ 5'%;
jedJ
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mit Strukturabbildungen S%;: S¢X; — S*X. Dann erhalten wir Abbildungen ¢, : 7§ (X;) — m5(X)
fiir alle j € J. Aufgrund der universellen Eigenschaft 1.79 des Koproduktes D, ; 7;(X;) induzieren
diese Abbildungen eine eindeutige Abbildung

@Lj* @ﬂ'k ) — i ( ):WZ(\/Xj>.
jeJ jeJ jeJ
3.84. PROPOSITION. Die obige Abbildung @ tj« ist ein natirlicher Isomorphismus.
BeEwEIs. Falls die Indexmenge J = {1,..., N} endlich ist, zeigen wir die Behauptung durch

Induktion iiber N. Dazu betrachten wir das Paar (\/é\[:1 X, \/j\[:_l1 X j) zusammen mit der Inklusion
und der Quotientenabbildung

N N N N-1
i Xne— VX wmd g VX — VX SV X X
j=1 i=1 = =1

Da gy oty = idx,, spaltet die lange exakte Sequenz

N-1
gN
e m(XN) 5 w,i(\/x> <—7r,§<\/ Xj> —...
j=1

aus Satz 3.82. Induktiv erhalten wir
N N-1 N
w,i(\/Xj>%7r,‘z<\/ Xj)@ﬂ'kXN "’@77
j=1 j=1 =1

Im Falle eine unendlichen Indexmenge zeigen wir zuerst Surjektivitat. Dazu wéhlen wir zunéchst
einen Reprisentanten [f] € w1, (S™X), der wiederum dargestellt wird durch

fo88m— Snx =\ S"X; .
jeJ

Da X gut punktiert ist, ist auch S™X nach Bemerkung 3.70 (3) gut punktiert. Wir bestim-
men u: S"X — I und h: S"X x I — S™X wie in Proposition 3.59 (1). Dann erhalten wir eine
offene Umgebung U = u~1([0,1)) vom Basispunkt * € S"X, so dass h die Menge U in S"X relativ
zu * auf x zusammenzieht. Auflerdem sei U; = S"X; \ {x} C "X, dann ist U; ebenfalls offen, und
die Mengen U und (Uj);e, liberdecken S™X.

Da f stetig und S**t™ kompakt ist, existiert eine endliche Teilmenge Jy C J, so dass

Sk+n — f*l(U) U U f*l
Jj€Jo

Die Teilmenge |J;c s, f ~“H(U;) € S ist offen, und ihr Rand wird auf den Basispunkt in X abge-
bildet. Durch Verkleben erhalten wir eine Homotopie

{h(f(s),t) falls s & U e, [ f~4U;), und
(s,t) —>

f(s) falls s € Uz, f71(U;) -
Fiir t = 1 trifft diese Abbildung nur noch diejenigen X; mit j € Jo. Wir erhalten eine Abbildung g ~
f mit
g: S — \/ 87X — \/ §"X; .
Jj€Jo jeJ
Somit liegt [f] = [¢g] im Bild von 7 (\/JEJO j) = D, ™ (X;), also auch im Bild von P ; 77 (X;).

122



Um Injektivitdt zu zeigen, sei ;. ;[fi] ein Element des Kernes, insbesondere [f;] € 7} (X;),
und [f;] = 0 fiir fast alle i. Wir betrachten einen Repriisentanten f: S¥+" — S" X, der nur endlich
viele der X; trifft. Dann kénnen wir eine Nullhomotopie h wie oben ebenfalls auf einen endlichen
Teil des Koproduktes herunterdriicken, und die Behauptung folgt. O

3.85. BEMERKUNG. Wir haben jetzt bei einigen bekannten Resultaten die ldstigen Zusammen-
hangsvoraussetzung durch den Ubergang zu stabilen Homotopiegruppen eliminiert. Wir haben aber
auch einige schone Eigenschaften verloren: da die Einhdngung eines kartesischen Produktes kein
Produkt mehr ist, geht die Produktformel aus Beispiel 3.28 verloren, genauso wie die lange exakte
Homotopiesequenz 3.25 fiir Serre-Faserungen. Anstelle dieser Resultate treten Spektralsequenzen,
die fiir viele Berechnungen zu sperrig sind.

Die Kunst im Umgang mit Homotopiegruppen besteht daher oft darin, moglichst viele Rech-
nungen im sogenannten ,,stabilen Bereich“ durchzufiihren, also fiir solche k, fiir die 7, (X) = 73(X)
fiir den jeweiligen Raum X noch gilt.

3.i. Gerahmter Bordismus

Wir geben jetzt eine differentialtopologische Beschreibung der stabilen Homotopiegruppen. Der
Begriff einer k-dimensionalen differenzierbaren Untermannigfaltigkeit M des R™ sollte bekannt sein.
Wir lassen im Folgenden iibrigens auch die leere Menge als Untermannigfaltigkeit zu. In jedem
Punkt p € M spaltet sich R" auf in den Tangentialraum 7,,M an M und den dazu senkrechten
Normalenraum v, M. Diese Unterrdume des R™ héingen stetig von p € M ab, insbesondere bildet die
Vereinigung aller v, M eine Untermannigfaltigkeit 9von M x R" C R?", das Normalenbiindel vM
von M. Dabei identifizieren wir p € M mit dem Nullvektor an der Stelle p und erhalten einen
Einbettung M — vM, den Nullschnitt.

Unter einer Trivialisierung des Normalenbiindels von M verstehen wir eine stetige Abbil-
dung 7: vM — M xR"*_so dass Tp: vpM — {p} xR"F fiir alle p € M ein linearer Isomorphismus
ist. Aquivalent dazu kénnen wir jedem p € M auf stetige Weise einen Rahmen (v1, ..., v4_y), das
heifit, eine Basis von v, M, zuordnen, so dass 7(v;) = (p,e;) € M x R*"*. Daher nennen wir 7 auch
Rahmung von M.

Sei schlielich 7 eine Rahmung von M C R”, und sei J C R ein Intervall der Linge > 0. Dann
konnen wir das Normalenbiindel v(J x M) C R*™ mit J x vM — J x M identifizieren, da die
zusétzliche Richtung im umgebenden Raum tangential zu J ist, also nicht zum Normalenbiindel
beitrigt. Daher induziert 7 eine Rahmung 7o myp: v(J x M) = J x vM — Rk,

3.86. DEFINITION. Es seien 0 < k < n.

(1) Eine gerahmte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ besteht aus
(a) einer glatten, kompakten k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M C R™ (ohne
Rand) fiir ein n > k, und
(b) einer Trivialisierung 7: vM — M x R"* des Normalenbiindels von M in R™, der
Rahmung.
(2) Ein gerahmter Bordismus zwischen zwei k-dimensionalen gerahmten Untermannigfaltig-
keiten (M;,7;) (i =0, 1) des R™ besteht aus
(a) einer glatten, kompakten (k+ 1)-dimensionalen Untermannigfaltigkeit W C I xR™ C
R™! mit Rand OW C I x R™ mit Krdgen

W ([0,e) xR") =[0,e) x Mp und WnN((1—¢,1]xR")=(1—¢,1] x M

fiir ein geeignetes € > 0, und
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------------

{0} xR"™

[0,6) X Mo

ABBILDUNG 3.8. Ein gerahmter Bordismus

(b) einer Trivialisierung 7: vW — W x R"~* von vW, so dass auf den Kriigen
= . n—k
T|[0,5)><M0 = T0° TvMy - VW|Wm([o,s)an) — R
= . n—k
und T|(175,1}><M1 =T1OTyM; - VW|WO((175,1]><R") — R .

(3) Zwei gerahmte k-dimensionale Untermannigfaltigkeiten des R™ heilen gerahmt bordant,

wenn ein gerahmter Bordismus zwischen ihnen existiert. Es bezeichne Qg’n die Menge aller
gerahmten k-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten des R™ bis auf gerahmten Bordismus.

In (2) schreiben wir
OW,T) = 0o(W,7) U 01(W,T) mit O;(W,7) = (M;, ;) .

Wenn 01 (W, 7) =  gilt, nennen wir (Mg, 19) gerahmt nullbordant und (W,7) einen gerahmten
Nullbordismus von (Mg, 70).

Die einzigen kompakten Untermannigfaltigkeiten, die wir uns gut vorstellen kénnen, sind ge-
schlossene Kurven im R? und R? (,Knoten“) sowie orientierbare Flichen im R3. Fiir alle diese
Untermannigfaltigkeiten finden wir Rahmungen (fiir Knoten sogar abzihlbar viele nicht homo-
tope). Es gibt aber auch Untermannigfaltigkeiten hoherer Dimension und Kodimension, die keine
Rahmungen zulassen.

Als Beispiel fiir einen Bordismus betrachten wir eine ,,Hose* wie in Abbildung 3.8, deren Rand
aus zwei Kreisen in {0} x R? und einem Kreis in {1} x R? besteht. Wir erhalten eine kompatible
Trivialisierung des Normalenbiindels zum Beispiel, wenn wir jeweils fiir alle Kreise die nach aufien
beziehungsweise die nach innen weisenden Normalenvektoren gewéhlt haben.

3.87. BEMERKUNG. Wir iiberpriifen, dass ,gerahmt bordant* eine Aquivalenzrelation definiert.

(1) Sei (M, 1) gerahmte Mannigfaltigkeit, dann ist W = I x M ein Bordismus, und 7 induziert
eine Trivialisierung 7 von vW, die 7 an beiden Randkomponenten fortsetzt.

(2) Sei W ein gerahmter Bordismus zwischen (M, 7) und (Mi, 7). Spiegeln an der Ebe-
ne {%} x R"™ liefert einen Bordismus zwischen M; und My, und die Trivialisierung 7 lésst
sich mitspiegeln.

(3) Sei schlieBlich (W', 7') gerahmter Bordismus zwischen (M, 79) und (My,71), und (W”,7")
sei gerahmter Bordismus zwischen (M, 1) und (Ma, 7). Wir stauchen beide Bordismen
auf [O, %] x R™ beziehungsweise [%, 1] x R™, dann bildet die Vereinigung W aufgrund der
Produktstruktur auf den Krigen wieder eine glatte Mannigfaltigkeit, und wir wéhlen ¢ =
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. / 1" . . . . . — — . .
min (%, & ). Die Trivialisierungen 7 und 7 stimmen nach Stauchung auf (4 —¢, 5 +¢) mit

der von 71 induzierten Trivialisierung {iberein, und lassen sich daher auf ganz W fortsetzen.

Wir haben also gezeigt, dass gerahmter Bordismus eine wohldefinierte Aquivalenzrelation darstellt.

Sei (M, T) eine gerahmte Untermannigfaltigkeit des R™, und sei p € M. Wir definieren eine
Abbildung a: vM — R™ durch

a(p,v) =p+v.
An der Stelle (p,0) € M x {0} C vM mit p € M hat vM den Tangentialraum

TpoyvM =T,M ® v, M = R" =T,R",

und wir sehen, dass da, o) = idgr. Nach dem Umkehrsatz ist a also ein lokaler Diffeomorphismus

nahe des Nullschnitts M C vM. Da M kompakt ist, finden wir ein > 0, so dass a: v M — R™
eine Einbettung wird, wobei

vIM = {ver,M||v<r}.
Wir definieren jetzt eine Abbildung f: R® — §"~* = pn—k/gn=k=1 qurch

(3.8)

o) = T’%(U) falls = a(p,v) fiir ein p € M und ein v € v, M mit |v| < r, und
* sonst.

Diese Abbildung ist stetig auf ima. Sei jetzt U C S"~* offene Umgebung von *. Dann ist a=*(U)

offene Umgebung von R™ \ ima. Also ist f insgesamt stetig. Das Bild ima ist in einem Kompak-

tum K in R"™ enthalten, also wird R"™ \ K konstant auf * abgebildet. Also kénnen wir f auf die

Einpunktkompaktifizierung fortsetzen und erhalten f: S™ — S™~F,

3.88. SATZ (Pontryagin-Thom-Konstruktion, [Mi, Chapter 7]). Fir 0 <k <n gilt
T (S"TR) 2 QP

BEWEIS. Der vollstindige Beweis benétigt einige Sétzen aus der Differentialtopologie. Wir ge-
ben hier daher nur eine Beweisskizze und verweisen ansonsten auf [Mi].

Als erstes geben wir eine Umkehrabbildung zur obigen Konstruktion an. Dabei benutzen wir,
dass es in jeder punktierten Homotopieklasse von Abbildungen f: S — S" F einen glatten Re-
prisentanten gibt, fiir den der ,,Siidpol“ 0 € R"%F = §7=k\ {4} regulirer Wert ist, und setzen

M=f10)C fHS"F\{x}) CR".

Dann ist M eine glatte Untermannigfaltigkeit nach dem Satz iiber implizite Funktionen. Als Tri-
vialisierung des Normalenbiindels wéhlen wir einfach 7 = df|, /.

Offensichtlich hingt (M, 7) von der Wahl des Repriisentanten f von [f] € m,(S" %) ab. Es sei
also ¢ ein weiterer glatter punktierter Reprisentant, fiir den 0 ein reguldrer Wert ist. Dann kénnen
wir mit dem gleichen Satz wie oben eine Homotopie zwischen f und g durch eine glatte punktierte
Homotopie approximieren, fiir die 0 ein reguldrer Wert ist. Dabei konnen wir sogar annehmen,
dass diese Homotopie nahe der Endpunkte stationiir ist. Dann ist W = h=1(0) C I x R™ eine
Untermannigfaltigkeit wie in Definition 3.86 (2a) und 7 = dh|,w eine Trivialisierung von vW, so
dass (W, T) einen gerahmter Bordismus zwischen (M, 79) und (M, 1) darstellt.

Wir erhalten also eine wohldefinierte Abbildung ®: m,(S"~*) — QZ” Die Surjektivitét ha-
ben wir oben bereits gezeigt, indem wir f zu (M, 7) konstruiert haben. Injektivitidt erhalten wir,
indem wir auf dem gleichen Wege zu einem gerahmten Bordismus zwischen (f; 1,df0|y(f(;1(g)))
und (f df1lu(f;(0))) eine Homotopie h: I x R" — D=k /§n=k=1 zwischen fy und f; angeben. [
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3.89. BEMERKUNG. Fiir n > 2 triigt 7,(S"*) eine abelsche Gruppenstruktur. Auch an ist
eine abelsche Gruppe fiir n > 2. Fiir die konstante Abbildung f = # ist f~1(0) = 0, also ist das
Nullelement die leere Menge.

Seien (Mj, 19) und (Mj, 1) gegeben. Beide Mannigfaltigkeiten sind kompakt, also beschréinkt
in R™. Wir konnen daher beide Mannigfaltigkeiten innerhalb R™ in verschiedene Richtungen par-
allel so verschieben, dass sie disjunkt werden. Dann nehmen wir die disjunkte Vereinigung als
Summe. Man iiberpriift leicht, dass verschiedene Verschiebungsvektoren gerahmt bordante Sum-
men (M, 7o) + (My,71) liefern, und dass diese Summe genau der Summe in 7, (S"~*) entspricht.

AuBerdem erhalten wir das gerahmte Inverse —(M, 7) von (M, 1), indem wir M und 7 gemein-
sam an einer Hyperbene H in R™ spiegeln. Wenn wir diese Hyperbene disjunkt zu M wihlen,
stellen wir uns jetzt vor, dass (M, 7) an der ,Achse“ H x {0} C R" x [0,00) auf sein Inverses
yrotiert“. Die so erzeugte ,Rotationsmannigfaltigkeit* stauchen wir nach R"™ x [0,1) und erhalten
einen Bordismus von (M, 1) + (—(M, 7)) zur leeren Menge.

3.90. BEIsPIEL. Fiir k& = 0 betrachten wir endliche Teilmengen M = (p1,...,pn) des R™. Der
Einfachheit halber sei n > 2. Fiir jeden Punkt p; fixieren wir eine Basis von R™. Ein gerahmter
Bordismus zwischen My und Mj ist eine Sammlung von Kurven zwischen den Punkten aus beiden
Mengen. Aufgrund der Rahmung verbindet eine Kurve mit zwei Randpunkten in My immer Punkte
mit verschieden orientierten Basen, wihrend eine Kurve von My nach M; immer Punkte mit gleich
orientierten Basen miteinander verbindet. Jetzt iiberzeugt man sich leicht, dass Q(f)r’n 7 = m,(S™)
gilt. Man beachte, dass es uns soeben gelungen ist, m,(S™) ohne Benutzung des Ausschneidungs-
satzes und der Homotopiesequenz 3.25 fiir Faserungen zu bestimmen.

3.91. FOLGERUNG. FEs sei f: S™ — S™ punktierte Abbildung. Wenn ein Punktp € R™ = S™\ {x}
existiert, so dass f in einer Umgebung U C R™ von f~1(p) glatt und p requlirer Wert ist, dann
berechnet sich der Abbildungsgrad aus Definition 3.45 als

degf= Y signdetdf,. O
q€f~(p)

Spéater konnen wir mit einer &hnlichen Formel einen Abbildungsgrad fiir Abbildungen zwischen
kompakten orientierten Mannigfaltigkeiten der gleichen Dimension erkléren.

In Abschnitt 3.j betrachten wir noch den Fall £ = 1. Fiir groflere k ist der Aufwand bei der
Bestimmung von 7, (5" %) mit der Pontryagin-Thom-Konstruktion so hoch, dass man lieber auf
andere Methoden zuriickgreift.

Wir wollen jetzt zu 75 (S°) iibergehen. Wir betrachten dazu die Inklusion ¢ R™ 2 R” x {0} —
R"*!. Es sei (M, 7) gerahmte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R”. Dann ist M’ = (M) C
R"+! wieder Untermannigfaltigkeit mit Tangential- und Normalbiindel

TM' =d(TM)=TM und vM' = di(vM) x {0} x R2vM x R.
Wir erweitern also 7 zu einer Trivialisierung
=7 xidg: vM' 2 vM x R — R" 1=+
Mit gerahmten Bordismen verfahren wir analog und erhalten eine Abbildung
Ly QP —
3.92. PROPOSITION. Fiir alle 0 < k < n kommutiert das Diagramm

n— = fr,n
(SR —— Q.

5| |
_ = frn+1
M1 (STHI7R) =, Qfontd
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BEWEIS. Der Einfachheit halber betrachten wir St = " A §1 und S*+1—F = gn=k A §1
und stabilisieren entsprechend in der letzten Koordinate. Sei f: S® — S™ % wie im Beweis von
Satz 3.88 eine glatte punktierte Abbildung, so dass 0 € R™ = 8™\ {0} reguldrer Wert ist, und es
sei (M,7) = (f*(0),df|u(s-1(0)))- Dann ist Sf = fAidg: in einer Umgebung von (S f)~(0) immer
noch glatt und stimmt dort mit f x idg iiberein. Daher erhalten wir

(SHTHO) = fH0) x {0} =M und  d(Sf)luar = (df x didg)|uarxr =T 0
3.93. DEFINITION. Fiir k > 0 ist die k-te gerahmte Bordismusgruppe definiert durch
T . fr,n
Qff = lian :

3.94. FOLGERUNG (Aus Satz 3.42 (4) und 3.88). Es gilt

insbesondere gilt Q% = Qg’n fir alle n > 2k 4 2. O

Wir nennen (M, 7) schlicht gerahmte k-dimensionale Mannigfaltigkeit, wenn es uns egal ist, in
welchen R™ wir (M, 7) betrachten wollen — nur muss n eine gewisse Mindestgréfie haben, typischer-
weise jedoch nicht mehr als 2k+2. Genauso sprechen wir nur noch von gerahmten Bordismen (W, 7)
zwischen (My, 79) und (M, 1) — dabei miissen wir unter Umsténden (My, 7o) und (M, 1) erst in
einen grofleren R™ einbetten. Als nichstes kommen wir zu einer geometrischen Interpretation der
stabilen Homotopiegruppen 73 (X), dabei betrachten wir direkt den Kolimes.

3.95. DEFINITION. Es sei X ein (nicht notwendig punktierter) topologischer Raum.

(1) Ein gerahmter singulirer k-Zykel in X besteht aus
(a) einer gerahmten k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit (M, 7) und
(b) einer Abbildung F': M — X.

(2) Zwei gerahmte singuldre Zykel (Mg, 19, Fy) und (My, 11, F1) heilen in X gerahmt bordant
oder auch gerahmt homolog, wenn es
(a) einen gerahmten Bordismus (W, 7) zwischen (Mo, 79) und (M, 1) und
(b) eine Abbildung F': W — X mit F|y,a = F; fiir i € {0,1} gibt.

(3) Die k-te gerahmte Bordismusgruppe kar(X) von X sei die Menge aller gerahmten sin-
gulédren k-Zykel in X bis auf gerahmten Bordismus.

Wir nennen die obigen Zykel ,singulér®, weil wir nicht erwarten, dass F' eine Einbettung ist —
im schlimmsten Fall kann F' sogar konstant sein.

3.96. BEMERKUNG. Es sei X ein topologischer Raum.

(1) Wie in Bemerkung 3.85 ist ,,gerahmt bordant* in X eine Aquivalenzrelation.

(2) Falls X = pt der einpunktige Raum ist, kommt fiir F' immer nur die konstante Abbildung
in Frage, also gilt

2 (pt) = QF -

(3) Durch disjunkte Vereinigung der gerahmten Mannigfaltigkeiten (M,7) wird QF(X) wie
in Bemerkung 3.89 zu einer abelschen Gruppe. Dabei miissen die Bilder der einzelnen
gerahmten Untermannigfaltigkeiten in X aber nicht disjunkt sein.

(4) Es sei ¢: X — Y stetig. Dann induziert ¢ einen funktoriellen Gruppenhomomorphismus

et QF (X) = QF(Y)
durch (M, 7, F) = (M, 1,p0F). Sei n eine Homotopie zwischen ¢ und ¢: X — Y, dann

kénnen wir no (F x idy): M x I — Y als gerahmten Bordismus zwischen ¢, (M, T, F')
und 1, (M, 7, F') auffassen. Also ist gerahmter Bordismus ein Funktor

Q" UTop — Ab .
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Es sei X ein topologischer Raum, dann erinnern wir uns an die Konstruktion
Xy =XUpt,
aus Abschnitt 3.a, wobei der zusétzliche Punkt * € pt = {x} der Basispunkt sei.
3.97. SATz (Pontryagin-Thom-Konstruktion). Es gibt einen natiirlichen Isomorphismus
mi(-4) = QI HTop — Ab .

BEWEIS. Es sei f: S® — S" % A X, Repriisentant eines Elementes von 75 (X). Als erstes
iiberlegen wir uns, dass

SPTEAX, = (S"Fx XUSTF) /({x} x X US™R) = (8"F x X)/({*} x X) .
Wir bezeichnen den Basispunkt von S % A X, wieder mit {*} und betrachten

V=" FAX)\{x}2R" xX und U=fYV)CR"=8"\{x}.
Dann sind V € §" ¥ A X, und U C R” offen. Die zusammengesetzte Abbildung

g: U 10 gk x ELS ek

ist eigentlich, das heifit, Urbilder kompakter Mengen sind kompakt. Denn sei K C R"* kompakt,
dann sind S"7%\ K und (S" %\ K) A X, offen und g ' (R"*\ K)U(S"\U) = f~1(S"F\ K) ist
offene Umgebung des unendlichen Punktes {*}, also ist ihr Komplement ¢g~!(K) in S™ kompakt.

Insbesondere ist g7'(0) C U kompakt, und wir kénnen f auf einer kompakten Umgebung
von g~1(0) in U homotop so deformieren, dass die erste Komponente g von f in einer kleineren
Umgebung von ¢~'(0) glatt ist und 0 € R * als reguliren Wert besitzt. Wie im Beweis von
Satz 3.88 erhalten wir eine gerahmte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™, ndmlich

(M, 7) = (971(0),dglu(g1(0y) -

Auflerdem erhalten wir eine zusammengesetzte Abbildung

FMe—vubritx ™ x|
und (M, 7, F') ist der gesuchte singuldre gerahmte k-Zykel.

Seien zwei Repriisentanten f;: S™ — S™~% A X, i € {0,1} desselben Elements von 7§ (X)
gegeben, dann finden wir zunéchst ein n > max{ng, n1} und eine Homotopie h zwischen S™"0 f;
und S™"™ f;. Wie in Proposition 3.92 ersetzt Stabilisierung die gerahmte Mannigfaltigkeit (M, )
durch (M’,7"), dandert jedoch nichts an der Abbildung F: M’ =2 M — X. Wir nehmen also an,
dass n = ng = n;. AuBerdem nehmen wir wie im ersten Schritt an, dass fir V = R"* x X wie
oben und U = h~}(V) die zusammengesetzte Abbildung

0 U Y gk x T gk
in einer Umgebung der kompakten Menge ¢~1(0) C I x S™ glatt ist und 0 als reguliren Wert
besitzt. Wie im Beweis von Satz 3.88 ist (W,7T) = (4_1(0),618\@—1(0)) ein gerahmter Bordismus
zwischen (M, 19) und (M, 1), und wir erhalten eine zusammengesetzte Abbildung

H:W e U Mo go-k o x ™% x

mit H|pw = F; fiir ¢ = 0, 1. Mithin sind (Mo, 70, Fo) und (M, 71, F1) gerahmt bordant in X. Also
ist @x: 75 (X4) — QF(X) wohldefiniert.
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Zur Natiirlichkeit sei ¢: X — Y gegeben. Zu zeigen ist die Kommutativitdt des Diagramms
T(Xy) —— Q(X)
W*:lﬂi(w) «p*:lﬂgw)
m(YVy) —— QYY) .
Wir setzen V = R"™* x X ¢ S" % A X, wie oben und W = R"* x Y c S" ¥ AY,, dann folgt
V = (idgn-r x @) H(W).

Zu f: S™ — S"F A X, bestimmen wir U C R?, g: U — R** (M, 7) und F wie oben. Da U =
YV = (po )Y (W), liefert po f: S™ — S"* AY, die gleiche Abbildung

Tgn—k © (Idgn—k X @) 0 fly =gn—sko flu =g,

und daher die gleiche gerahmte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit (M, 7). Jetzt folgt Natiirlich-
keit, denn @ o f liefert den k-Zykel

(M,7‘,7ryo(ianf;c X gp)of|M) = (M,T,gpowxoﬂM) =@(M, 7, F) .

Zum Beweis der Surjektivitét sei ein singuldrer gerahmter k-Zykel (M, 7, F) in X gegeben,
dabei sei (M, 7) gerahmte Untermannigfaltigkeit des R™, und a: ") M — R sei eine Einbettung.
In Analogie zu (3.8) definieren wir f: S™ — S"~% A X durch

@) = {T”T(U) A F(p) falls z = a(p,v) fiir ein p € M und ein v € v, M mit |v| < r, und
* sonst.

Man iiberpriift wieder leicht, dass f stetig ist, und den singuléren gerahmten k-Zykel (M, 7, F) in-
duziert. Zur Injektivitdt verfahren wir analog mit einem singulédren gerahmten Bordismus zwischen
zwei k-Zykeln. O

3.98. BEMERKUNG. Die hoheren Homotopiegruppen 7 (X) finden ,,runde Locher* von X, die
dadurch sichtbar werden, dass man Sphéren nach X abbildet, die man anschlieBend nicht mehr
zusammenziehen kann. Man findet jedoch keine Locher, die dadurch zustande kommen, dass man
andere kompakte Mannigfaltigkeiten nach X abbildet, die sich dann in X nicht durch einen Nullbor-
dismus ausfiillen lassen. Beispielsweise sollte der Torus T2 ein solches , torusférmiges Loch“ haben,
aber es gilt m(T?) = 0.

Mit der stabilen Homotopie und der Pontryagin-Thom-Konstruktion kénnen wir nun immer-
hin Locher in der Form gerahmter Untermannigfaltigkeiten aufspiiren. Aber zum einen tragen die
Rahmungen merkwiirdige Zusatzinformation, siche unten. Zum anderen gibt es in héheren Dimen-
sionen Untermannigfaltigkeiten, die keine Rahmungen zulassen (ein Beispiel wire CP? C R®). Nach
Bemerkung 3.96 (2) ist

2 (pt) = 7 (5°)
gerade die k-te stabile Homotopiegruppe der Sphéren. Fiir viele k > 0 gilt 71;2(50) # 0, obwohl ein
Punkt eigentlich keine weitere Information tragen sollte. Aber immerhin sind alle 7§ (S°) endliche
Gruppen fiir £ > 0.
Poincarés erste Idee, ,,Homologie“ zu definieren war daher, ,orientierten“ Bordismus Q;jo ohne
Rahmungen zu betrachten. Aber auch diese Definition hat Probleme, so dass man einen etwas ab-

strakteren Zugang entwickelt hat. Wiirden wir Poincarés Ansatz folgen, so erhielten wir fiir Q,f o (pt)
némlich abzdhlbar unendliche Gruppen fiir alle k € 4N, also noch mehr ,,Lirm um Nichts.“
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3.99. BEMERKUNG. Der Vollstdndigkeit halber skizzieren wir auch ,,gerahmten Kobordismus“
mit dem dazugehorigen Pontryagin-Thom Isomorphismus

Qf (X) = [Xy, §°° = lim[S" 7 A X4, S"] .

Diesmal erhalten wir kontravariante Funktoren, denn eine Abbildung ¢: X — Y induziert durch
Zuriickziehen eine Abbildung

o QE(Y) 2 [V, 5% 25 (X, SM = f (X)) .

Am besten lisst sich die linke Seite beschreiben, wenn X selbst eine kompakte Mannigfaltigkeit
ist, denn in diesem Fall wird QF (X) von (dim X — k)-dimensionalen kompakten Untermannigfal-
tigkeiten N C R"* x X mit Trivialisierungen 7 des Normalenbiindels vn,x von N in R x X
erzeugt. Das Paar (N, 7) heifit dann singuldrer gerahmter k-Kozykel. Die Aquivalenzrelation wird
diesmal {iber gerahmte Kobordismen, also (dim X + 1 — k)-dimensionale Untermannigfaltigkeiten
in I x R" % x X mit trivialisiertem Normalenbiindel definiert.

Aufgrund der Pontryagin-Thom-Isomorphismen erhilt man eine bilineare Abbildung

O (X) x QF (X) 2 [X, 5517 x [$%, X4 ] = 7 (S%) = mp_i (7).

Im Fall k£ = ¢ ist der Wertebereich WS(SO) & 7, man spricht von einer Kronecker-Paarung. Geome-
trisch ldsst sie sich so beschreiben, dass man (M, 7) und das Bild von (N, 7') unter 7wy in ,allgemeine
Lage® bringt und Schnittpunkte zihlt, wobei die Rahmungen das Vorzeichen festlegen.

Wir haben jetzt die zur stabilen Homotopietheorie assoziierte Homologie- und Kohomologie-
theorie kennengelernt. Viele Aspekte fehlen noch, zum Beispiel gibt es ein Cup-Produkt

<1 QR(X) x Q(X) — QEH(X)

bei dem man singuldre gerahmte Kozykeln miteinander ,schneidet®, dabei addieren sich die Ko-
dimensionen. So wird Qf.(X) zu einem Z-graduierten Ring, dem gerahmten Kobordismusring. Es
gibt auch ein Cap-Produkt

~ QX)) X QF(X) — (X))

das QI (X) zu einem Z-graduierten Q¢ (X)-Modul macht. Auch hier schneidet man einen Zykel mit
einem Kozykel und erhélt so einen Zykel kleinerer Dimension.

3.j. Die erste stabile Homotopiegruppe der Sphiren

Wir wollen jetzt 75 (S%) bestimmen. Da wir dazu gerahmte Kreise betrachten miissen, und sich
zwei Rahmungen von S1 C R™ um eine Abbildung S + SO(n — 1) unterscheiden, beweisen wir
zur Vorbereitung das folgende Resultat.

3.100. SATZ. Es sein > 3. Dann gilt m1(SO(n), E,) = Z/2, und das nicht triviale Element wird
dargestellt durch die Schleife

cos2nt —sin 27t 0
sin 27t cos 27t
v:I3t— 1 € SO(n) .
0 1

Selbstverstdndlich kénnen wir auch jede andere Ebene im R™ ,einmal herumdrehen®, um den
Erzeuger von 71(SO(n)) zu erhalten. Die Bedingung n > 3 ist nétig, denn es gilt SO(1) = pt
und SO(2) = St.
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BEWEIS. Wir betrachten zunéichst den Fall n = 3. Es sei H die Algebra der Quaternionen, dann
bildet die Menge S C H = R* der Einheitsquaternionen eine Gruppe beziiglich der Quaternionen-
Multiplikation. Diese Gruppe wirkt auf dem Raum I =2 R? C H der imaginiren Quaternionen
durch

§% %15 (¢,p) — qp7 = qpq ™"
Diese Wirkung erhélt das FEuklidische Skalarprodukt und die Orientierung, liefert also einen Ho-
momorphismus S — SO(3). Dabei wirken £1 € S® als id;. Da es zu jedem Quaternion ¢ €
S$3\ {£1} C H\R ein p € I gibt, mit dem ¢ nicht kommutiert, wirken alle anderen Elemente der S®
nicht-trivial. SchliefSlich kann man — zum Beispiel anhand der gleich folgenden geometrischen Dar-
stellung — iiberpriifen, dass die obige Abbildung surjektiv ist. Es folgt

SO(3) = S3/{+1} =2 RP3.

Wir geben eine geometrische Beschreibung der obigen Gruppenwirkung ohne Quaternionen.
Dazu seien eg, . .., e3 die Standardbasis des R*, und R? sei das Erzeugnis von eq, es, e3. Wir wissen
bereits, dass -1 = deq als idgs wirkt. Jedes andere ¢ € S3\ {#eg} schreiben wir als in eindeutiger
Weise als

q=egcosp—+u sing mit u € $* C R? mit ¢ € (0,7) .
Dann wirkt ¢ als Drehung mit Winkel 2o um die Achse uR. Genauer ergéinzen wir u zu einer
orientierten Orthonormalbasis (u,v,w) des R3, dann folgt

q(u) =u, q(v) = v cos2¢ —w sin2¢ , q(w) = v sin2¢ + w cos 2y .

Wir erhalten die gleiche Abbildung, indem wir u durch —u und ¢ durch m — ¢ ersetzen. Der
Winkel 2¢ ldsst sich auch dadurch erkldren, dass wir in der obigen Darstellung fiir ¢ = 7 den
Punkt ¢ = —ep € S2 erhalten, der als Identitit wirkt.

Wir wissen jetzt also, dass S® — SO(3) = RP? die universelle Uberlagerung ist. Aus Ab-
schnitt 2.e wissen wir, dass dem nichttrivialen Element 1 € Z/2 = 71 (RP3) das Bild eines Weges 7
von eg nach —ep entspricht. Wir wihlen 5(¢) = eg cosmt + es sint und erhalten die im Satz
genannte Schleife ~.

Damit ist der Fall n = 3 erledigt. Wir beweisen die Behauptung fiir gréflere n durch Induktion.
Dazu betrachten wir die Abbildung p: SO(n+1) — S™ C R"*! mit p(g) = ge,y1. Diese Abbildung
ist ein Faserbiindel mit Faser

p Hent1) = { (é ?) € SO(n+1) ‘ A e SO(n) } = S0(n) ,
sieche Ubung 3.124. Aus der langen exakten Sequenz 3.25 schlieen wir mit n > 3, dass
(s ™1 (SO(n +1)) <— m(SO(n)) +— (5" -
=0 =0
Dabei geht die erzeugende Schleife v in SO(n) in die entsprechende Schleife in SO(n+1) tiber. O
3.101. Satz (Pontryagin). Es gilt 75(S°) = Z/2.

BEWEIS. Nach Satz 3.42 (4) und Satz 3.88 gilt 7(S%) = m,(S"1) = Q" fiir alle n >
4. Wir betrachten zunichst kompakte gerahmte 1-Mannigfaltigkeiten im R™. Jede kompakte 1-
Mannigfaltigkeit ist eine disjunkte Vereinigung von Kreisen. Wir parametrisieren jede Zusammen-
hangskomponente M; so durch eine Kurve v, dass ¥ zusammen mit der Rahmung von vM; eine
positive Basis des umgebenden R” liefert. Da n > 4 ist, kdnnen wir diese Kreise gegebenenfalls
sentknoten“, das heifit zu disjunkten Einheitskreisen in der Ebene R? C R"™ mit Mittelpunkten
auf der z-Achse deformieren, die im positiven Drehsinn durchlaufen werden — aus jeder solchen
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—
ABBILDUNG 3.9. Elementare Bordismen

t3

52

to

S1

t1

ABBILDUNG 3.10. Zusammengesetzter Bordismus

Deformation macht man leicht einen Bordismus, auf den sich auch die Rahmungen iibertragen
lassen.

Fiir einen einzelnen Kreis S' € R? ¢ R" konstruieren wir eine Standardrahmung 7°, indem wir
als v den Ortsvektor in R? withlen, und mit den Standardbasisvektoren vJ = es3, ..., v)_; = e,
zu einer Basis des Normalenbiindels. Jede andere Rahmung unterscheidet sich um ein Element
aus 11 (SO(n —1)) = Z/2. Wenn wir mehrere gerahmte Kreise haben, addieren wir die zugehorigen
Elemente von Z/2. Wir behaupten, dass dieses Summe eine gerahmte Bordismusinvariante ist.

Sei W C I x R™ ein Bordismus. Zunéchst erreichen wir durch eine kleine Deformation, dass
die Koordinate t € I eine sogenannte Morse-Funktion auf W wird, das heifit, die Abbildung W >
(t,z) — t € I hat nur endlich viele kritische Punkte (t1,p1), ..., (tx, px), und nahe dieser Punk-
te pj = (xj1,...,2;n) sieht W aus wie der Graph einer Funktion

(T1,...2n) — t £ (z1 — :cj71)2 +. t (2, — :cj7n)2

Wir diirfen dabei annehmen, dass ¢; < --- < t; paarweise verschieden sind. Die Rahmungen
deformieren wir wieder mit. Dann kénnen wir den Bordismus durch Aufschneiden lings {s;} x R™
mit t; < 81 <ty < --- < 8Sp_1 < tg in ,elementare Bordismen“ wie in Abbildung 3.9 zerlegen. Diese
kénnen wir so anordnen, dass ganz W in I x R? C I x R" zu liegen kommt; dabei ordnen wir die
Kreise in dgW und 01 W gegebenenfalls um, sieche Abbildung 3.10.

Auf W konstruieren wir eine Standardrahmung 7%, indem wir auf den elementaren Bordismen
in I x R? jeweils den nach aufien weisenden Normalenvektor als v{ wihlen und dann mit den
Standardbasisvektoren vJ = es, ..., v2_; = e, zu einer Basis des Normalenbiindels ergéinzen. Die
Rahmungen 7 und 7° unterscheiden sich um eine Abbildung g: W — SO(n — 1). Fiir jedes s €
I\ {t1,...,tx} liefert die Einschriinkung auf W N ({s} x R") 2 ST .. S* nach Folgerung 3.8 ein
Tupel von Elementen von 71 (SO(n — 1)) =2 Z/2. Es sei as € Z/2 die Summe dieser Elemente. Die
obige Behauptung ist bewiesen, wenn wir zeigen, dass as nicht von s abhéngt. Fiir alle s € (¢;,t+1)
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mit 1 <4 < k ist das klar, da die Abbildungen g|yn{s}xrn) homotop sind. AuBlerdem ist klar, dass
sich der Beitrag eines zylindrischen elementaren Bordismus in einer Umgebung von ¢; nicht &ndert.

Da SO(n — 1) zusammenhéngend ist, konnen wir die gegebene Rahmung 7 im Innern der nicht
zylindrischen elementaren Bordismen so deformieren, dass sie auf den in Abbildung 3.9 grau mar-
kierten, zusammenziehbaren Regionen jedes elementaren Bordismus mit 7° iibereinstimmt. Dabei
dndern sich die Elemente as € Z/2 nicht. Wenn der elementare Bordismus eine ,,Kappe* ist (zweiter
oder letzter elementarer Bordismus in der Abbildung), dann ist der Beitrag zu a, auf beiden Seiten
von t; trivial. Wenn der elementare Bordismus eine ,Hose“ ist (dritter oder vierter elementarer
Bordismus in der Abbildung), dann ist der Beitrag zu as auf der Seite von ¢; mit einer Randkom-
ponente die Summe der Beitrige auf der Seite mit zwei Randkomponenten. Insgesamt dndert sich
also as beim Uberqueren eines kritischen Wertes ¢; nicht.

Also ist unsere Behauptung bewiesen, und wir haben eine Abbildung

a: (8% = O — 1(SO(n—1)) = 7Z/2

konstruiert. Nach unser Voriiberlegung ist diese Abbildung surjektiv, da wir im Urbild jedes Ele-
ments einen gerahmten Kreis finden. Nach Konstruktion wird die leere gerahmte Mannigfaltigkeit
auf 0 abgebildet. Wenn a bijektiv ist, ist a ein Isomorphismus, denn bis auf Isomorphie gibt es nur
eine Gruppe mit zwei Elementen.

Zur Injektivitdt sei eine gerahmte Bordismusklasse in R" gegeben, ohne Einschrdnkung re-
prasentiert durch eine disjunkte Vereinigung (M, 7) von gerahmten Einheitskreisen wie oben. Wir
behaupten, dass (M, 7) zu einem einzigen gerahmten Kreis kobordant ist, und erhalten Injektivitét,
da es auf einem Kreis nur zwei Klassen von Rahmungen gibt. Falls M aus einem Kreis besteht, ist
nichts zu tun. Falls M = (), betrachten wir den letzten elementaren Bordismus in Abbildung 3.9.
Andernfalls benutzen wir die Hose in der Mitte der Abbildung, um die Anzahl der Kreise Schritt fiir
Schritt bis auf einen zu reduzieren. Dabei iiberlegen wir uns, dass wir die gegebenen Rahmungen
der ,,Hosenbeine“ bis zum ,,Giirtel“ fortsetzen kénnen. O

In der gleichen Arbeit, in der Pontryagin diesen Satz bewiesen hat, hat er auch m5(S°) = Z/2
bestimmt. Die Berechnung der héheren stabilen Homotopiegruppen der S° mit Hilfe der Pontryagin-
Thom-Konstruktion erweist sich als sehr aufwéndig, so dass man sich stattdessen anderer Hilfsmittel
bedient. Ohne Beweis geben wir das folgende wichtige Resultat an.

3.102. SATZ (Serre). Mit Ausnahme von m,(S™) und mu_1(S?*) sind alle Homotopiegruppen
von Sphéren endlich. Insbesondere ist wi(SY) endlich fiir alle k > 0.

3.103. BEMERKUNG. Die Umkehrung der obigen Abbildung a ist der sogenannte stabile J-
Homomorphismus

Jit m(SO) = lim my(SO(n)) — 73 (SY)

den wir jetzt betrachten wollen. Der Kolimes bezieht sich auf die gleiche Folge von Einbettun-
gen L, : SO(n) — SO(n+ 1) wie im Beweis von Satz 3.100. Also ist SO die Gruppe der ,orientie-
rungserhaltenden orthogonalen Matrizen“ mit Indizes in N, die bis auf endlich viele Eintrige mit
der ,Einheitsmatrix“ (0;;); jen iibereinstimmen.

Die exakte Homotopiesequenz des Faserbiindels SO(n + 1) — S™ mit Faser SO(n) aus dem
Beweis des Satzes 3.100 liefert

n = 8 mn
T (S") — m(SO(n + 1)) «— mp(SO(n)) ¢— mi41(S™)
=0 =0
fiir n > k 4+ 1, und 7, ist hier vertraglich mit dem Kolimes, so dass

m(SO) = linmc(SO(n)) > (SO(k+2)) .
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Die Gruppe SO(n) wirkt durch Drehungen auf S~ C R". Es sei a € 7,(SO(n)), dann erhalten
wir eine Abbildung

1 a><1dsn 1

Sk gnl TS 50(n) x ST — gnL
Wir konstruieren daraus eine Abbildung von S*t" ¢ R¥t1 & R™ nach S” € R @& R™ mit

2 2
(p) ( lqll” = llpll >
2 _p_\.
1 2[lpl* a2z ) -4
falls p # 0.

Es bezeichne J}'([a]) € T4 (S™) die zugehorige Homotopieklasse. Dann kommutiert das Dia-
gramm

n

m(50(n)) Th4n(S™)

ek

T (SO(n + 1)) = Tp 011 (") .
Also erhalten wir den stabilen J-Homomorphismus als Kolimes
Ji = lim Ji'+ lim . (SO(n)) — limmpy (") = T (SY)

und wegen Satz 3.42 (4) und der obigen Uberlegung und gilt sogar .J;, = J,f“.
Fiir k£ > 0 liefert Bott-Periodizitit Isomorphismen 715, (SO) = 7, (SO). Die folgende Tabelle

gibt einen Uberblick iiber J;, fiir kleine k.
k0 1 2 3 4 6 7 8 9 10 11

5
m(SO) 0 Z/2 0 Z 0 0 0 Z 72 72 0 Z

imJ, 0 Z/2 0 Z/24 0 0 0 Z/240 Z/2 72 0  7Z/504

(8% Z Z/2 Z/2 Z/24 0 0 ZJ/2 Z/240 (Z/2)* (Z/2)® Z/6 Z/504

Die Gruppe im Jy;,—; héngt zusammen mit den Bernoulli-Zahlen: der Nenner von By, /4n ist gera-
de # im J4n_1 .

3.k. Ubungen zu Kapitel 3
Ubungen zu Abschnitt 3.a.

3.104. UBuNG. Konstruieren Sie Homéomorphismen
(1) f: I*/oI% — Sk c Rk+1
(2) g: (IF/9'TF, OIF /&' TF) — (D*, SF=1) .

3.105. UBUNG. Es seien (X;,z;) fiir i € J punktierte Riume. Zeigen Sie:
(1) der punktierte Raum

X -730 (HXza X z€J>

icJ
mit den Projektionen p;: (X, zg) — (X;, ;) erfiillt die universelle Eigenschaft eines Pro-
duktes (aus Satz 1.53 (3)) in der Kategorie Top_ ;
(2) es gilt (X, 20) = [[;c; mr(Xi, 2;), wobei die Abbildung p;« = mp; der Projektion auf
den Faktor 7y (X;, z;) entspricht.
(3) Sei j € J, und sei ¢;: X; — X die Inklusion, die y € X; auf (y;)ics mit y; =y und y; = x;
fur ¢ # j abbildet. Beschreiben Sie die Abbildung ¢, : 74 (X, z;) — m (X, zo).
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3.106. UBUNG. Beweisen Sie Bemerkung 3.10.
Ubungen zu Abschnitt 3.b.
3.107. UBUNG. Beweisen Sie Bemerkung 3.16.

3.108. UBUNG. Es sei (X, A) ein punktiertes Paar. Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

(1) Verkettung von Wegen definiert eine Abbildung p: w1 (X, A) x m1(X) — m1 (X, A).

(2) Fiir die konstante Abbildung ¢ auf ¢ und [y] € m1(X) gilt p([c], [7]) = 7<[7]-

(3) Die Abbildung p ist eine Gruppenwirkung (von rechts) und setzt die Wirkung von m(A)
aus Satz 3.19 fort.

(4) Es gibt eine natiirliche Bijektion m (X, A)/m1(X) — im0 C mo(A).

3.109. UBUNG. Zeigen Sie fiir exakte Sequenzen von Gruppen:

(1) Die Sequenz 0 — A Iy B 5 ot genau dann bei A und B exakt, wenn f einen
Isomorphismus A = ker g induziert.

(2) Die Sequenz A JoB 20— 0ist genau dann bei B und C exakt, wenn ¢ einen
Isomorphismus coker f = C' induziert.

Was folgt fiir A und f in den exakten Sequenzen 0 — A — 0 bezichungsweise 0 — A N
B — 07

3.110. UBUNG. Beweisen Sie die Exaktheit der Sequenz aus Satz 3.19 an den fehlenden Stellen.

3.111. UBUNG. Beweisen Sie Lemma 3.20. Achten Sie darauf, keine zusitzlichen Voraussetzun-
gen einzufiithren.

3.112. UBUNG. Es seien Z C Y C X Réume mit Basispunkt in Z. Wir betrachten
9: me(X,Y) L 11 (V) — mpa (Y, Z)
als Verbindungshomomorphimus in der Sequenz
e 1 (Y, Z) 2 mp(X,Y) — (X, Z) — (Y, Z) 2 w1 (XL YY) e

wobei die unmarkierten Pfeile von Inklusion induziert werden.

)

(1) Zeichnen Sie die obige Sequenz zusammen mit den exakten Sequenzen der Paare (X,Y),
(X, Z) und (Y, Z) so in ein kommutatives Diagramm, dass keine Homotopiegruppe zweimal
erscheint.

(2) Beweisen Sie Exaktheit der Sequenz, indem Sie nach Moglichkeit vom Diagramm aus (1)
Gebrauch machen.

Ubungen zu Abschnitt 3.c.
3.113. UBUNG. Konstruieren Sie den Homéomorphismus aus Bemerkung 3.23.

3.114. UBUNG. Im Folgenden bedeute Faserung entweder Serre- oder Hurewicz-Faserung. Zeigen
Sie:
(1) Seip: E — B eine Faserung, und sei f: A — B stetig. Seien die Abbildungen f*p: f*E —
Aund f: f*E — FE durch
J*E={(e,a) e Ex A|p(e)=f(a)e B}, (f*p)(eya) =a, fle,a)=e
gegeben, dann ist f*p wieder eine Faserung.

(2) Die konstante Abbildung F' — pt ist eine Faserung fiir alle F'. Die Projektion B x F' — B
ist eine Faserung fiir alle F' und alle B.
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(3) Seien p: E — B und ¢: Y — E Faserungen. Dann ist auch po¢: Y — B eine Faserung.
3.115. UBUNG. Es sei p: E — B eine stetige Abbildung. Wir definieren

Pp={(e,;y) e ExC(,B)|ple) =~0)},

dabei trage C(I, B) die kompakt-offene Topologie und Pp die Unterraumtopologie. Beweisen Sie
die Aquivalenz der folgenden Aussagen.
(1) Die Abbildung p ist eine Hurewicz-Faserung.
(2) Die Abbildung p hat die Homotopieliftungseigenschaft beziiglich des Raumes Pp und den
Abbildungen

f=mg: Pp— FE und h=evo(mgp) xidr): Ppx1— B .
(3) Die Abbildung r: C(I, E) — Pp mit g — (g(0),p o g) hat ein stetiges Rechtsinverses s.

3.116. UBUNG. Es sei p: E — B eine punktierte Serre-Faserung mit Faser F. Zu jedem
Punkt f € F und jeder Schleife v in B am Basispunkt finden wir mit der Homotopieliftungs-
eigenschaft 3.22 einen Weg 7;: I — E mit 77(0) = f. Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

(1) Wir erhalten eine wohldefinierte Abbildung p: mo(F) x m1(B) — mo(F) mit p([f],[7]) =

(D).
(2) Fiir alle [1] € m(B) gilt p(leo), [2]) = O]
(3) Die Abbildung p ist eine Gruppenwirkung von rechts.
(4) Es gibt eine natiirliche Bijektion mo(F')/m(B) — imi, C mo(E).

3.117. UBUNG. Eine Retraktion von einer Abbildung p: E — B zu einer Abbildung ¢: D — A
ist ein kommutatives Diagramm der Form

p-1l.pg_ B p

K

A—-B_".A,

so dass roi =1id4 und Ro I =idp. Man sagt auch, ¢: D — A ist ein Retrakt von p: £ — B.

Zeigen Sie: wenn p die Homotopieliftungseigenschaft fiir einen Raum X besitzt, dann gilt das
auch fiir q. Insbesondere sind Retrakte von Serre- beziechungsweise Hurewicz-Faserungen wieder
von diesem Typ.

Ubungen zu Abschnitt 3.d.

3.118. UBUNG. Es seien X, Y topologische Riume. Definiere den Verbund von X und Y als
Quotienten

XY =(XxYxI)/~,
wobei ,,~* erzeugt wird durch
(2,9,0) ~ (x,9,0) und (r,9,1) ~ (2',y,1) fir allex, 2’ € X und alley, y € Y .
Geben Sie Homdomorphismen S*  pt & DF1 und S* % §¢ = SF++1 fijr alle k, ¢ an.

3.119. UBuNG. Es seien (X, zg), (Y, o) punktierte Riéume, und es sei X *Y wie oben definiert.
Wir identifizieren X, Y mit Unterrdumen von X *Y durch x — [(x,0,0)], vy — [(z0,y,1)] fir
allex € X, y € Y, wihlen als Basispunkt [(mo,yo, %)] und setzen U = XY \Y und V = XxY'\ X.

(1) Zeigen Sie, dass U, V, UNV jeweils zu X, Y und X x Y homotopiedquivalent sind.
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(2) Bestimmen Sie die von den Inklusionen induzierten Abbildungen
m(UNV) = m(U) (V) = mp(X YY)

und die Gruppen 7, (U, U NV).
(3) Die Rdume X und Y seien p- beziehungsweise g-zusammenhingend. Wie hoch zusam-
menhéngend ist dann X xY'?

Hinweis: Betrachten Sie die natiirlichen Abbildung zwischen den langen exakten Sequenz der Paa-
re (U, UNV) — (X «Y,V) und benutzen Sie den Ausschneidungssatz.

Ubungen zu Abschnitt 3.e.

3.120. UBUNG. Zeigen Sie: die Hintereinanderausfiihrung von punktierten Abbildungen von S™
nach S™ macht die Gruppe m,(S™) zu einem Ring isomorph zu Z.

3.121. UBUNG. Beweisen Sie die folgenden Aussagen fiir alle n > 1.
(1) Betrachte D™ C R"™. Es sei f: D" — R” mit S"' ¢ f~1(S"!) und deg f|lspn # 0
gegeben, dann gilt D™ C im(f).

(2) Es seien f1, ..., fo: I™ — R gegeben, so dass f;j(zr) < 0 falls z; = 0 und fi(z) > 0
falls z; = 1 fiir alle s = 1, ..., n und alle z € I"™. Dann existiert ein z¢ € I" mit fi(xg) =
= fulao) = 0.

3.122. UBUNG. Beweisen Sie Bemerkung 3.53.

3.123. UBUNG. Zeigen Sie: Die Abbildung U(n) — S?"~! mit g — ge, € S?"~1 C C" ist ein
Faserbiindel mit Faser U(n — 1).
Folgern Sie, dass m(U(n)) = m(U(n — 1)) fir k < 2n — 2.

3.124. UBUNG. Zeigen Sie: Die Abbildung O(n) — S™ ! mit g — ge, € S"~! C R” ist ein
Faserbiindel mit Faser O(n — 1).
Folgern Sie, dass 7;,(O(n)) =

Ubungen zu Abschnitt 3.f.

T(O(n — 1)) und 7(SO(n)) = 1 (SO(n — 1)) fur k < n — 2.

3.125. UBUNG. Fiir topologische Réume X, B, A C X, und f: A — B stetig betrachten wir
den Pushout
XUrB=(XUB)/~,
wobei ,,~* erzeugt wird von X 3 a ~ f(a) € B fiir alle a € A. Er erfiillt die universelle Eigenschaft
aus Folgerung 1.86.
Es bezeichne Top? die Kategorie der ,Rdume unter A mit Objekten (C,g) mit g: A — C und
Morphismen

Homy, 4 ((B, f),(C,g)) = {h: B— C | h stetigmit ho f =g} .

Es sei (X, A) fest. Zeigen Sie, dass (B, f) — (X Uy B, B) einen Funktor von der Kategorie Top”
in die Kategorie Pair definiert.

3.126. UBUNG. Es sei X = {a, b} versehen mit der Klumpentopologie und es sei
o
1
Y = kU1 Z (8" +e)C R

versehen mit der Unterraumptopologie, dabei bezeichne e; den ersten Einheitsvektor. Handelt es
sich bei den Paaren (X, {a}) und (Y, {0}) jeweils um Kofaserungen?

3.127. UBUNG. Beweisen Sie die folgenden Aussagen.
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(1) Wenn (B, A) und (X, B) Kofaserungen sind, dann ist auch (X, A) Kofaserung,.

(2) Es sei (X, A) Kofaserung und Y beliebig, dann ist auch (X x Y, A x Y) Kofaserung.

(3) Ein Paar (X, A) sei Retrakt von (Y, B), siche Ubung 3.116. Das heifit, es gebe Abbil-
dungen i: (X,A) — (Y,B) und r: (Y,B) — (X, A) mit r oi = idx. Wenn (Y, B) eine
Kofaserung ist, dann ist auch (X, A) eine Kofaserung.

3.128. UBUNG. Zeigen Sie: jede Kofaserung i: A — X ist eine Einbettung, siehe Definition 1.51.
Zeigen Sie dazu, dass

A= Ax {1} — Zi und n: X=2Xx{l} - XxI.
Finbettungen sind, und betrachten Sie das folgende Diagramm zu Bemerkung 3.58.

L1

A Zi
X X T

3.129. UBUNG. Zeigen Sie: wenn X ein Hausdorff-Raum und (X, A) eine Kofaserung ist, dann
ist A C X abgeschlossen. Betrachten Sie dazu die stetigen Abbildungen
frX2Xx{1}>XxI ud ¢g:X2Xx{1} - Zi—XxI,
und zeigen Sie zunéchst

A={zeX|flx)=(@1)=r(z,1)=gx) e X xI}.

3.130. UBUNG. Es sei (X, A) eine abgeschlossene Kofaserung und f: A — B stetig.
(1) Konstruieren Sie mit Hilfe der universellen Eigenschaften eine natiirliche, stetige, bijektive
Abbildung
(X xI)Ufyigq, (BxI) — (XUfB) x1I.
(2) Zeigen Sie die Stetigkeit der Umkehrabbildung. Hinweis: Sie konnen dazu das Exponenti-
algesetz 1.101 benutzen.
(3) Zeigen Sie, dass (X Uy B, B) wieder eine abgeschlossene Kofaserung ist.

3.131. UBUNG. Es seii: A — X eine Kofaserung und eine Homotopiedquivalenz. Zeigen Sie:

(1) Im Sinne von Definition 2.9 ist A ein starker Deformationsretrakt von X.
(2) Es sei p: E — P eine Hurewicz-Faserung, und es seien f: A — FE und g: X — B Abbil-
dungen mit po f = goi:
A N E
w7
zl il J{p
7/
x—2-B.
Dann gibt es eine Abbildung h: X — F mit f =ho¢und g =po h.

3.132. UBuNG. Formulieren und beweisen Sie die Eckmann-Hilton-dualen Aussagen zur vorigen
Aufgabe.

3.133. UBUNG. Betrachten Sie A = {a} € X = {a,b} mit der Topologie Ox = {0, A, X}, und
zeigen Sie:
(1) Das Paar (X, A) ist eine Kofaserung, (X2, A x X U X x A) jedoch nicht.
(2) Geben Sie Abbildungen u: X — I und h: X x I — X wie in Proposition 3.59 (1) an.
3.134. UBUNG. Beweisen Sie Bemerkung 3.67.
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Ubungen zu Abschnitt 3.g.

3.135. UBUNG. Es seien (Xj)jes und Y punktierte Réume. Konstruieren Sie eine natiirliche

bijektive, stetige Abbildung
\/ (X AY) — (\/ Xj) AY .
Jje€J Jje€J
Zeigen Sie, dass diese Abbildung ein HomGomorphismus ist, wenn J endlich ist.

3.136. UBUNG. Es seien (X, A), (Y, B), (A, {zo}) und (B, {yo}) abgeschlossene Kofaserungen.
Zeigen Sie, dass (X, A) A (Y, B) wieder eine gut punktierte, abgeschlossene Kofaserung ist.

3.137. UBUNG. Es sei (X, A) ein gutes Paar und f: A — B stetig. Konstruieren Sie mit Hilfe
der universellen Eigenschaften eine natiirliche, stetige, bijektive Abbildung
SX Ugy SB — S(X Uy B),
und beweisen Sie die Stetigkeit der Umkehrabbildung.
Ubungen zu Abschnitt 3.h.

3.138. UBUNG. Bestimmen Sie fiir die folgenden Sequenzen von Gruppen jeweils den Kolimes
G und geben Sie auch die Abbildungen gi: Gy — G an.
mWzhz3z3z5 .
QORLRBREBRL ..
3) R/Z L5 R/Z ZBR/Z 2 R/Z S ..
3.139. UBUNG. Zeigen Sie:
(1) Die stabile Homotopiegruppe 75(5?) 2 75 (SY) wird von der Hopf-Faserung p: S® — S?

erzeugt.
(2) Es bezeichne ¢: CP! — CP? die Inklusion mit (29 : 21) = (20 : 21 : 0). Dann ist ¢.[p] =
0e 7T3(CP2).
(3) Es gilt dann auch v.[p] = 0 € 75(CP?).
3.140. UBUNG. (1) Zeigen Sie mit der stabilen Homotopiesequenz 3.82 fiir (CP™, CP" 1),

dass 7§ (CP") = 7 (CP™ 1) fiir alle k < 2n — 1.
(2) Bestimmen Sie 75(CP"™) fir alle n > 2.
(3) Bestimmen Sie 75(CP") fiir alle n > 2.
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KAPITEL 4

Elementare Homotopietheorie

In diesem Abschnitt fassen wir einige Konstruktionen und Sétze zusammen, die uns spéter hel-
fen, Homologie- und Kohomologietheorien homotopietheoretisch zu betrachten. Hierzu geh6ren zum
einen abstrakte Konstruktionen aus der Kategorientheorie, sowie Kategorien mit Zusatzstrukturen,
denen wir spéter in verschiedenen Zusammenhéngen wieder begegnen.

Zum anderen betrachten wir die Unterkategorien CW C kwH C Top. Wiahrend CW-Komplexe
vor allem homotopietheoretisch schéne Eigenschaften haben, zeichnen sich die kompakt erzeugten
schwach-Hausdorff-Ridume dadurch aus, dass mit Ihnen viele elementare topologische Konstruktio-
nen moglich sind, und dabei nur sehr selten pathologisches Verhalten auftritt.

Schliefllich fithren wir Modellkategorien ein, um einen abstrakten Rahmen fiir Homotopietheorie
zu haben, der sich beispielsweise auch in der algebraischen Geometrie einsetzen lisst. Im letzten
Abschnitt lernen wir zwei Typen topologischer Sequenzen kennen, aus denen wir viele exakte Se-
quenzen ableiten kénnen.

4.a. Adjungierte Funktoren, Limiten und Kolimiten

Wir lernen einige Grundbegriffe aus der abstrakten Kategorientheorie kennen. Hierzu zéhlen
adjungierte Funktoren, Limiten und Kolimiten, sieche Folgerung 1.87. Im n#chsten Abschnitt helfen
uns diese Uberlegungen, einige Eigenschaften der Kategorie der kompakt erzeugten schwachen
Hausdorff-Riaume leichter zu verstehen. Auflerdem brauchen wir Limiten und Kolimiten auch im
Zusammenhang mit Modellkategorien.

4.1. DEFINITION. Es seien C und D Kategorien und 7: C — D und G: D — C Funktoren. Dann
heifit F linkadjungiert zu G, G rechtsadjungiert zu F oder einfach F und G zueinander adjungiert,
wenn es fiir alle Objekte X von C und Y von D einen natiirlichen Isomorphismus

®xy: Homp(FX,Y) — Home(X,GY)
gibt. Man spricht auch von einer Adjunktion und schreibt kurz F: C = D :G oder F - G.

Man beachte, dass es auf die Reihenfolge der Funktoren ankommt. Wenn F und G zueinander
adjungiert sind, bedeutet das nicht, dass auch G und F zueinander adjungiert sind.

4.2. BEMERKUNG. Natiirlichkeit bedeutet hier, dass fiir alle f € Home (X', X) und alle g €
Homp(Y,Y”) das folgende Diagramm kommutiert:

Pxy
Homp(FX,Y) —— Homg¢ (X, GY)
gmo]—'fl lgngf
!y xry / /
Homp(FX',Y') —= Home (X', GY’) .

Die Funktoren F und G sind im Allgemeinen nicht invers zueinander. Aber es gibt immerhin zwei
wichtige natiirliche Transformationen, die Koeinheit €: FoG — idp und die Einheit n: id¢ — GoF,
gegeben durch

ey = Pgyy (idgy) € Homp(FGY,Y)  und  nx = ®x rx(idrx) € Home(X,GFX) .
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Die Existenz der natiirlichen Bijektionen ®x )y oben ist dquivalent dazu, dass fiir alle Objekte X
von C und Y von D gilt:

id]:X = EFX O,F77X und idgy =g€yo7]gy s
siehe Ubung 4.74 und Bemerkung 4.28.

4.3. BEISPIEL. Um zu zeigen, wie haufig adjungierte Funktoren sind, geben wir zwei moglichst
unterschiedliche Beispiele.

(1) In der Kategorie Set gilt das Ezponentialgesetz.
Homge: (X x Y, Z) = Homge (X, Homge (Y, Z))

fiir alle Mengen X, Y, Z, somit - x Y 4 Homg (Y, -). In Top gilt es nach Satz 1.101 (2),
falls Y lokalkompakt ist. Als Spezialfall erhalten wir die Adjunktion S €2 auf Top , .

(2) Es sei B eine Menge und V ein k-Vektorraum. Bezeichne (B)x den von B frei erzeugten
Vektorraum und |V| die Menge der Vektoren von V', dann gilt

Homyc, ((B)k, V') = Homge (B, |V]) .
Hierbei wird eine Abbildung f abgebildet auf die lineare Abbildung

> ayb— Y ay f(b) .

beB beB

Hier ist das , freie Erzeugnis® linkadjungiert zu einem , vergesslichen Funktor“. Ahnliche
Adjunktionen gibt es zwischen Set und Grp sowie zwischen Set und Ab.

Al néchstes werden wir den Begriff des Kolimes (direkten Limes) aus Folgerung 1.87 stark
verallgemeinern und den dazu dualen Begriff des (inversen) Limes kennenlernen.

4.4. DEFINITION. Ein Diagramm ist eine kleine Kategorie, das heifit, eine Kategorie, deren
Objekte eine Menge bilden. Eine Kategorie mit endlich vielen Objekten, deren Morphismen von
endlich vielen erzeugt werden, heif3t entsprechend endliches Diagramm.

Sei 7 ein Diagramm und C eine Kategorie, dann ist ein Diagramm vom Typ Z in C ein Funk-
tor X: 7 — C.

Sei C' ein Objekt von C, dann ist das diagonale Diagramm Ag vom Typ Z in C der konstante
Funktor, der alle Objekte von Z auf C' und alle Morphismen in Z auf id¢ abbildet.

4.5. BEISPIEL. Es sei N eine Kategorie mit einem Objekt * und einem Morphismen f: * — x,
so dass f™ #£ f™ fiir alle n > m > 0. Dann gibt es unendlich viele Morphismen; dennoch sprechen
wir von einem endlichen Diagramm, da F' = {f} alle Morphismen erzeugt.

4.6. BEMERKUNG. Die Diagramme vom Typ Z in C bilden selbst eine Kategorie CZ, dabei ist
ein Morphismus in C? gerade eine natiirliche Transformation X — ).

Wir koénnen die Zuordnung C' + Ac als Funktor A: C — C* auffassen, denn ein Morphis-
mus f: C' — D liefert eine natiirliche Transformation Ay: A¢c — Ap. Wir nennen ihn den Diago-
nalfunktor.

4.7. DEFINITION. Es sei Z ein Diagramm und X': Z — C ein Funktor. Dann hat X einen Limes,
wenn es ein Objekt lim X von C und eine in C natiirliche Bijektion

Homez(Ac, X) = Home(C, lim X)

fiir alle Objekte C von C gibt. Eine Kategorie C hat alle Z-Limiten, wenn der Diagonalfunktor
linksadjungiert zu einem Funktor lim: C* — C ist. Sie hat alle Limiten, wenn sie Z-Limiten fiir
alle Diagramme besitzt, und alle endlichen Limiten, wenn sie Z-Limiten nur fiir alle endlichen
Diagramme besitzt.
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Der Funktor X': Z — C hat einen Kolimes, wenn es ein Objekt colim A von C und eine natiirliche
Bijektion

Homez (X, Ac) = Homg¢/(colim X, C')

fiir alle Objekte C' von C gibt. Die Kategorie C hat alle Z-Kolimiten, wenn der Diagonalfunktor
rechtsadjungiert zu einem Funktor colim: C* — C ist. Analog definieren wir, wann C alle Kolimiten
oder alle endlichen Kolimiten hat.

Eine Kategorie heiflt vollstdndig, wenn sie alle Limiten hat, kovollstdndig, wenn sie alle Kolimi-
ten hat, und bivollstindig, wenn beides gilt.

Tatséchlich haben die meisten Kategorien, fiir die wir uns interessieren, alle Limiten und Kolimi-
ten. In diesem Fall kénnen wir lim und colim als rechts- beziehungsweise linksadjungierten Funktor
zum Diagonalfunktor definieren. Wir wollen uns aber die Méglichkeit offenhalten, auch dann {iber
einzelne Z-Limiten oder Z-Kolimiten zu sprechen, wenn nicht alle existieren; daher jeweils die etwas
explizitere Definition am Anfang.

4.8. BEMERKUNG. Limiten und Kolimiten erfiillen universelle Eigenschaften, falls sie existieren.
Dadurch sind sie wie immer bis auf eindeutige Isomorphismen eindeutig bestimmt, und wir diirfen
salopp von ,,dem“ Limes und ,,dem“ Kolimes reden. Tatséchlich sind viele der kategoriellen Kon-
struktionen, die wir anhand von universellen Eigenschaften definiert haben, Beispiele von Limiten
oder Kolimiten; mehr dazu gleich.

Wir wollen anhand eines konkreten Beispiels verstehen, was die obige Definition bedeutet. Dazu
betrachten wir die endliche Kategorie Z mit drei Objekten und zwei nichttrivialen Morphismen der
Form

e —ei— e, (a)

Fin Diagramm X vom Typ Z in C ist nichts anderes als ein Diagramm der obigen Form aus Objekten
und Morphismen in C. Eine natiirliche Transformation vom Diagonalfunktor Ap fiir ein Objekt D
von C nach & ist somit ein kommutatives Diagramm der Form

D (b)
\
A
a1, c.

Den offensichtlichen Morphismus foa = gob: D — C haben wir der Ubersicht halber weggelassen.
Der Identitét idyi, x entspricht insbesondere ein Morphismus Ay, 4 — X, also erhalten wir ein
kommutatives Diagramm der Form

Pl
Al ¢

Da sich lim zu A fiir ein festes X wie ein rechtsadjungiert Funktor verhilt, gibt es zu jedem
Diagramm X vom Typ Z wie in (a) und fiir alle D und a, b wie in (b) genau eine Abbildung d: D —
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lim X wie im Diagramm

Das Diagramm kommutiert, falls wir zeigen kénnen, dass a = pod und b = q o d. Aber das folgt
aus der Natiirlichkeit der Bijektionen ®. » in der Definition. Dazu betrachte

Plim x,x

(p, q) € Homgr (A]im;(, X) Hom¢ (lim X, lim X) S idjim v

Ai .odl

[
(a,b) € Homer (Ap, X) 2% . Home(D,limX) > d.

Die obere Zeile entspricht dem Diagramm (c), die untere (d), und rechts gilt offensichtlich idj, x ©
d = d. Aufgrund der Natiirlichkeit erhalten wir auf der linken Seite die gesuchte Gleichheit. Die
Abbildung d ist auch eindeutig: géibe es links eine andere Abbildung e mit poe =a und goe = b,
dann wiére rechts idjjm 4 © € = d, was natiirlich nicht sein kann.

Also erfiillt lim X genau die universelle Eigenschaft des Pullback. Das heifit, der Pullback ist
ein Spezialfall eines endlichen Limes. Wenn alle Pullbacks in C existieren, ist der Pullback zu A
rechtsadjungiert.

Indem wir alle Pfeile umdrehen, erhalten wir vollig analog, dass der Kolimes zum Diagramm

oe<— o0 — o

die universelle Eigenschaft eines Pushouts erfiillt.

Alle anderen Limiten und Kolimiten erfiillen analoge universelle Eigenschaften, die genauso bewie-
sen werden.

4.9. BeispIEL. Wir geben einige bekannte Beispiele fiir diese Konstruktionen.

(1) SeiZ eine Menge I von Objekten, und die einzigen Morphismen seien die Identitéiten dieser
Objekte. Ein Funktor X': 7 — C ist also eine durch [ indizierte Familie, und ihr Limes in C
ist ihr Produkt, falls er existiert. Falls I = (), erhalten wir das terminale Objekt von C.
(2) Analog ist der Kolimes von X’ das Koprodukt der obigen Familie, falls er existiert. Falls I =
(), erhalten wir das initiale Objekt von C.
(3) Bisher haben wir den Begriff des (inversen) Limes fiir den Spezialfall zum folgenden Dia-
gramm verwendet:
O — 0 <— @ <— -,
(4) Analog haben wir den Begriff des Kolimes oder direkten Limes fiir folgenden Spezialfall
verwendet:
e — 0 — 00— -,
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Wir werden auch in Zukunft die Konstruktionen aus (3) und (4) mit Limes und Kolimes bezeichnen,
solange keine Verwechslungsgefahr besteht.

4.10. PROPOSITION. Jeder (endliche) Limes ist ein Pullback von (endlichen) Produkten. Jeder
(endliche) Kolimes ist ein Pushout von (endlichen) Koprodukten.

Insbesondere hat eine Kategorie C genau dann alle (endlichen) Limiten, wenn alle (endlichen)
Produkte und alle Pullbacks existieren. Sie hat genau dann alle (endlichen) Kolimiten, wenn alle
(endlichen) Koprodukte und alle Pushouts existieren.

BeEwEIs. Fiir die erste Aussage schreiben wir f: Dy — Z; fiir alle f aus einer Menge F' von
Morphismen, die alle Morphismen von Z erzeugt. Wir betrachten das Diagramm

lim X (pr)rez H[ X(D

(pzf)fer \L(X(f)oﬂpf,ﬂ'zf)fez:
A
I X(Zy) —11; X(Zy) x [1; X(Zy) .

Hierbei geht das Produkt in der oberen Zeile iiber alle Objekte I von Z, und die Produkte in der
unteren Reihe jeweils iiber alle f € F. Ist Z endlich, so sind es auch alle obigen Produkte. Fiir jeden
Morphismus f € F'ist die f-Komponente des rechten Pfeils das Paar aus der Verkettung X (f)omp,
und der Projektion 7z,. Der untere Pfeil besteht aus den Diagonalabbildungen Zy — Z¢ x Zy.

Der obige Pullback ist genau der Limes. Denn sei (pr)rez der obere Pfeil, dann kommutiert das
Diagramm genau dann, wenn X(f) o pp, = pz, fiir alle f € F' gilt, und diese Abbildung ist dann
die f-Komponente des linken Pfeils. Und analog entspricht jede Abbildung C' — lim X genau einer
Familie von Abbildungen C' — X' () fiir alle I € Z, die mit den f € F vertriglich sind.

Vollig analog lasst sich jeder Kolimes als Pushout von Koprodukten darstellen. O

4.11. BEISPIEL. Die folgenden Kategorien sind somit bivollstandig:
Set Set Grp , Ab | Vecy Top , Top .
Das Koprodukt und den Pushout von Gruppen haben wir in Abschnitt 2.d kennengelernt.

4.12. DEFINITION. Ein Funktor F: C — D heifit stetig, wenn fiir alle Diagramme X: Z — C,
die einen Limes in C besitzen, auch F o X einen Limes besitzt, ndmlich lim(F o X') = F(lim X).

Ein Funktor F: C — D heifit kostetig, wenn fiir alle Diagramme X : Z — C, die einen Kolimes
in C besitzen, auch F o X einen Kolimes besitzt, namlich colim(F o X') = F(colim X’).

Die Begriffe ,,(ko-) vollsténdig® und ,,(ko-)stetig® sind in einer recht oberflichlichen Analogie
zur Topologie metrischer Rdume gewéhlt. Aufgrund von Proposition 4.10 reicht es, fiir Stetigkeit
nur Produkte und Pullbacks, und fiir Kostetigkeit nur Koprodukte und Pushouts zu betrachten.

4.13. BEISpPIEL. Die Fundamentalgruppe ist vertriglich mit dem Produkt punktierter Rdume.
Nach dem Satz 2.39 von Seifert-van Kampen ist sie unter gewissen Voraussetzungen vertréglich mit
Koprodukten und Pushouts, jedoch keinesfalls immer, siehe Beispiel 2.41.

4.14. LEMMA. Es seien C und D Kategorien, und F: D < C : G zueinander adjungierte Funk-
toren. Dann ist G stetig und F kostetig.

Unter gewissen Zusatzvoraussetzungen gibt es umgekehrt zu einem stetigen Funktor einen links-
adjungierten Funktor, und zu einem kostetigen Funktor einen rechtsadjungierten Funktor. Also ist
das obige Lemma oft die Methode der Wahl, um Stetigkeit oder Kostetigkeit zu zeigen.
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BEWEIS. Der Beweis ist rein formal. Zunéchst iiberlegt man sich, dass
AgcngAC und A]:D:.FOAD.

AuBlerdem induzieren F und G aufgrund der Natiirlichkeit der Adjunktion auch adjungierte Funk-
toren F: DI = CL:G. Fiir X: T — C schreibt man

Homp (D, G(lim X)) = Home (FD, lim X) = Homez (Arp, X)
= Homcz(]:o AD,X) = HomDI(AD,g o X) .

Also ist G(lim X') der Limes von G o X.
Analog gilt fir X: Z — D, dass

Homp (F(colim X), C) = Home (colim X, GC) = Homez (X, Age)
= Homez (X,G o Ac) = Hompz (Fo X, A¢). O

4.15. BEISPIEL. Wir betrachten das adjungierte Paar (- )i : Set < Vecy : | - | aus Beispiel 4.3 (2).
(1) Das freie Erzeugnis vertriigt sich mit Kolimiten, beispielsweise gilt

<H Mi> =~ @<Mi>k .

i€l k  er
Mit allgemeinen Limiten ist (- )i jedoch nicht vertréglich, zum Beispiel gilt
(My x Ma)k = (Mi)k @ (M) ,

und das Tensorprodukt ist nicht das kategorielle Produkt. Auf der anderen Seite ldsst sich
fiir ein unendliches Produkt von Vektorrdumen nicht so einfach eine Basis angeben.

(2) Der vergessliche Funktor |- | vertauscht mit Limiten. Das erkldrt, warum das kategorielle
Produkt von beliebig vielen Vektorrdumen durch das kartesische Produkt realisiert wird.
Andererseits liegt dem Koprodukt nicht das Koprodukt der zugrundeliegenden Mengen
zugrunde.

Analoge Uberlegungen gelten selbstverstindlich auch fiir die Kategorien Grp, Ab und Modp. Man
beachte beispielsweise, dass das Produkt freier Gruppen im Allgemeinen nicht wieder frei ist.

4.b. Eine angenehme Kategorie topologischer Riume

In der Kategorie Top aller topologischer Rdume gibt es einige ,, Pathologien“. Beispielsweise ist
nicht jede Kofaserung abgeschlossen, das Exponentialgesetz 1.101 (3) gilt nur unter Zusatzvoraus-
setzungen, und Produkte von CW-Komplexen sind nicht automatisch selbst CW-Komplexe. Wir
betrachten hier die Kategorie kwH der kompakt erzeugten schwach-Hausdorff-Réume, die diese
Probleme nicht hat; mehr zu dieser Kategorie findet sich in [St]. Um das Exponentialgesetz zu
beweisen und besser zu verstehen, fithren wir in Abschnitt 4.c den Begriff einer abgeschlossenen
monoidalen Kategorie ein.

Wir betrachten eine sogenannte volle Unterkategorie kwH der Kategorie Top, das heifit, unsere
Kategorie enthilt eine gewisse Auswahl der Objekte von Top, aber fiir je zwei Objekten X, Y
von kwH gilt

Homy,yy (X,Y) = Homp, (X, Y) ,
es sind also nach wie vor genau die stetigen Abbildungen als Morphismen erlaubt. Die Definition
von kwH erfolgt, indem wir mit stetigen Abbildungen f: K — X von Kompakta nach X gewis-
se Eigenschaften ,testen“. Dabei erinnern wir uns, dass bei uns alle kompakten Réume geméf
Definition 1.58 als Hausdorff vorausgesetzt sind.

4.16. DEFINITION. Es sei X ein topologischer Raum.
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(1) Wir nennen X kompakt erzeugt, wenn eine Teilmenge U C X offen ist, falls f~1(U) C K
fiir alle kompakten Rdume K und alle stetigen f: K — X offen ist.

(2) Wir nennen X schwach Hausdorff, wenn im f C X abgeschlossen ist fiir alle Kompakta K
und alle stetigen Abbildungen f: K — X.

(3) Es bezeichne kwH C Top die volle Unterkategorie der kompakt erzeugten schwach-Haus-
dorff-R&ume.

Nach Bemerkung 1.59 (2) und (5) ist jeder Hausdorff-Raum schwach Hausdorff, und da pt
kompakt ist, erfiillt jeder schwache Hausdorff-Raum das erste Trennungsaxiom (T1). Ohne Beweis
geben wir einige Klassen von Beispielen an.

4.17. PROPOSITION. Die Kategorie kwH enthdlt
1) alle Hausdorff-Rdume, die das Abzihlbarkeitsaziom (A1) erfiillen,
alle metrischen oder metrisierbaren Rdume,

2)
3) alle topologischen Mannigfaltigkeiten, und
4) alle CW-Kompleze.

Es sei X ein beliebiger topologischer Raum, dann bezeichne kX die gleiche Menge mit der
kompakt erzeugten Topologie

{Ucx ‘ f~Y(U) € K offen fiir alle Kompakta K und alle stetigen f: K — X}.
Wir nennen offene Mengen in kX auch k-offen. Jede offene Menge ist also auch k-offen: Ox C Opx.

4.18. PROPOSITION. Die Zuordnung k ist ein Funktor von der Kategorie Top in die Katego-
rie kTop der kompakt erzeugten Rdume. Er ist rechtsadjungiert zur Inklusion kTop — Top.

Wir verschieben den Beweis in die Ubungen 4.80 und 4.81.

4.19. FOLGERUNG. Sei F:Z — k'Top ein Diagramm. Dann gilt
1im*7°P F = k1lim" F (1)
colim*7P F = colim 7P F . (2)
Insbesondere ist die Kategorie kTop bivollstindig, und der Funktor k ist stetig.

BEWEIS. Die erste Aussage folgt aus den Lemma 4.14 und 4.18. Fiir die zweite Aussage reicht
es zu zeigen, dass colim”? F kompakt erzeugt ist, denn universelle Eigenschaften lassen sich immer
in volle Unterkategorien iibertragen. Nach Proposition 4.10 reicht es, Koprodukte und Pushouts,
also Quotienten von Koprodukten, zu betrachten.

Die Topologie auf X = [[;.; X; ist die feinste Topologie, fiir die alle Inklusionen X; — X
stetig sind. Aber dann sind auch die Abbildungen X; = kX; — kX stetig, und da die kompakte
erzeugte Topologie feiner ist, folgt, dass X bereits kompakt erzeugt ist. Analog geht der Beweis fiir
Quotienten. O

Aus Lemma 4.14 folgt iibrigens auch, dass der Kolimes in k7op, falls es ihn gibt, der gleiche
sein muss wie in Jop. Aber im Gegensatz zum Limes mussten wir zeigen, dass er existiert.

Die Hausdorft-Eigenschaft lasst sich wie folgt umformulieren: Ein Raum X ist genau dann
Hausdorff, wenn AX C X x X abgeschlossen ist, siche Ubung 1.136. Diese Idee iibertragen wir auf
kompakt erzeugte Rdume.

4.20. PROPOSITION. Es sei X kompakt erzeugt. Dann ist X schwach Hausdorff genau dann,
wenn AX C k(X x X) abgeschlossen ist.
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ABBILDUNG 4.1. Fiir X in kw#H ist AX C k(X x X) abgeschlossen.

BEWEIS. Sei zunéchst X kompakt erzeugt und AX C k(X x X) abgeschlossen. Sei K kompakt
und f: K — X beliebig. Zu zeigen ist fiir alle kompakten L und alle g: L — X, dass g~ '(im f) C L
abgeschlossen ist. Nach Voraussetzung ist die Menge

{p) e KxL|fp)=9(q)} =(fxg) (AX)CKxL

abgeschlossen, also auch kompakt. Ihr Bild unter der Projektion auf L ist dann ebenfalls abge-
schlossen. Aber dieses Bild ist gerade g~!(im f). Also ist X schwach Hausdorff.

Sei jetzt X kompakt erzeugt und schwach Hausdorff. Zu zeigen ist fiir jedes Kompaktum K
und jede Abbildung f = (g,h): K — X x X, dass das Urbild von AX abgeschlossen ist. Sei p €
K\ f~Y(AX), so dass © = g(p) # y = h(p). Als einpunktige Menge ist {y} C X kompakt, also
abgeschlossen. Also haben wir disjunkte abgeschlossene Teilmengen {p} und g~ !(y) C K.

Da K normal ist, finden wir offene, disjunkte Umgebungen U von p und V C K von g~ 1(y).
Dann ist K \ V kompakt, somit ist g(K \ V) abgeschlossen in X und W = K \ h=(g(K \ V))
offen in K. Es gilt p € W, da y = h(p) € g(V). AuBerdem gilt U N W N f~1(AX) = 0, dazu
sei g e UNW. Aus ¢ € U folgt ¢ € K\ V und somit g(q) € g(K \ V). Aus ¢ € W folgt
andererseits h(q) ¢ g(K \ V), somit f(q) = (g(q),h(q)) ¢ AX. Also finden wir fiir p ¢ f~1(AX)
eine Umgebung U NW in K \ f~}(AX), somit ist AX eine k-abgeschlossene Menge in X x X. [

“

Wir kénnen eine Aquivalenzrelation ,,~“ auf einem Raum X als eine Teilmenge

Ro={(z,y)|z~y} cXxX
mit Ay C R~ schreiben, dann gilt zum Beispiel R— = AX.
4.21. PROPOSITION. Es sei X ein kompakt erzeugter Raum und ,~“ eine Aquivalenzrelation

auf X. Dann ist X/~ genau dann ein kompakt erzeugter schwach-Hausdorff-Raum, wenn R. C
k(X x X) abgeschlossen ist.

Wir verschieben diesen Beweis auf spéter. Die Schwierigkeit besteht darin, zu zeigen, dass das
Bild Ay, von R. in k((X/~) x (X/~)) wieder abgeschlossen ist.

Wir betrachten jetzt alle Aquivalenzrelationen, die durch k-abgeschlossene Teilmengen darge-
stellt werden. Da der Durchschnitt iiber eine Menge solcher Teilmengen wieder eine Aquivalenz-

relation darstellt, gibt es eine minimale k-abgeschlossene Aquivalenzrelation ,~“. Wir betrachten
den Raum hX = X/~ mit der Quotiententopologie.

4.22. PROPOSITION. Die Zuordnung X — hX ist ein Funktor kTop — kwH. Er ist linksadjun-
giert zur Inklusion kwH < k7Top.

BeEWwEIS. Nach Proposition 4.21 ist X/~ ein kompakt erzeugter schwach-Hausdorff-Raum.
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Sei jetzt Y ein kompakt erzeugter schwach-Hausdorff-Raum und f: X — Y stetig, dann ist
auch f x f: k(X x X) = k(Y xY) stetig, somit ist das Urbild von Ay in k(X x X) abgeschlossen
und damit grober als R~ . Das heifit, f induziert eine Abbildung hX — Y, die nach der universellen
Eigenschaft der Quotiententopologie auch stetig ist. Hieraus folgt sowohl, dass h ein Funktor ist,
als auch, dass er linksadjungiert zur Inklusion kwH — k7Top ist. O

4.23. FOLGERUNG. Sei F: 71 — kwH ein Diagramm. Dann gilt
lim**" F = lim*7°? F (1)
colim™™ F = h colim*"? F . (2)
Insbesondere ist die Kategorie kwH bivollstindig, und der Funktor h ist kostetig.

BEWEIS. Die zweite Aussage folgt aus Lemma 4.14. Fiir die erste Aussage reicht es zu zeigen,
dass jeder Limes von kompakt erzeugten schwach Hausdorff-Riéumen in k£70p bereits schwach Haus-
dorff ist. Wegen Proposition 4.10 reicht es, Produkte in k7op und Pullbacks, also Unterrdume von
Produkten in k70op zu betrachten.

Es sei (X;);e; eine Familie kompakt erzeugter schwach-Hausdorff-Réume, und es sei X =
k1l;c;r Xi ihr Produkt in k7op. Fiir alle j € I ist die Projektionsabbildung

mi k(X x X) 2 R][R(Xi x Xi) — k(X; x X;)
i€l
stetig, somit ist 7T;1AX]' abgeschlossen in k(X x X). Aber dann ist auch AX = mjel ﬂ;lAXj
abgeschlossen in k(X x X), und somit ist X schwach Hausdorff.

Wir kénnen einen Pullback in Top als Unterraum A eines Produktraums X auffassen. Nach
Folgerung 4.19 miissen wir jeweils den Funktor k£ anwenden, um den Pullback in k£7op zu erhal-
ten. Sei also A C kX ein Unterraum. Dann ist kA ebenfalls kompakt erzeugt, und die Inklusi-
on t: kA - A — kX ist stetig. Sei Y ebenfalls kompakt erzeugt, dann ist nach Proposition 4.18
eine Abbildung F': Y — kA genau dann stetig, wenn F': Y — A stetig ist, nach Satz 1.62 (2) also
genau dann, wenn ¢t o I': Y — kX stetig ist. Sei jetzt K kompakt und f: K — kA stetig. Dann
ist Lo f: K — kX stetig, also ist im(¢ o f) abgeschlossen. Aber dann ist auch im(f) = ¢t~ im(z 0 f)
abgeschlossen. Also ist kA schwach Hausdorff, und somit ist jeder Limes von kompakt erzeugten
schwach-Hausdorff-Raumen in k7op selbst wieder schwach Hausdorff. O

4.24. BEMERKUNG. Zusammenfassend erhalten wir fiir Diagramme F: 7 — kwH also
lim** F = k1lim™? F und colim** F = hcolim™? F .

Im Beweis von Folgerung 4.19 haben wir aulerdem gesehen, dass wir den Funktor k& auf Produkte
und Unterrdume anwenden miissen, um in der Kategorie kw?H die charakteristische Eigenschaft
aus Satz 1.62 zu erhalten. Analog haben wir in Folgerung 4.23 den Funktor h auf Koprodukte
und Quotienten angewandt, um die charakteristische Eigenschaft aus Satz 1.83 zu gewihrleisten.
Wir werden in Zukunft meistens in kw?H arbeiten. Dann verstehen mit Unterrdume, Quotienten,
Produkte, Koprodukte, sowie allgemeine Limiten und Kolimiten ebenfalls in kw?. Insbesondere
schreiben wir ,,k* und ,,h* in der Regel nicht mit, es sei denn, um Verwechslungen zu vermeiden.

4.25. BEMERKUNG. Der Funktor h vereinfacht topologische Rdume, indem er Punkte, die sich
nicht gut genug trennen lassen, miteinander identifiziert. Wir wollen uns vergewissern, dass er uns
gewisse Konstruktionen nicht kaputt macht.

(1) Essei (X;)ier eine Familie kompakt erzeugter schwach-Hausdorff-Réume, dann ist auch ih-
re disjunkte Vereinigung [ [, ; X; wieder kompakt erzeugt und schwach Hausdorff (Ubung).
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(2) Es sei Xg < X; — --- eine Familie kompakt erzeugter schwach-Hausdorff-Réume, so
dass X; fiir alle 7 ein abgeschlossener Unterraum von X1 ist. Dann ist auch ikll‘e aufstei-
gende Vereinigung colim X; wieder kompakt erzeugt und schwach Hausdorff (Ubung).

(3) Es sei A C X abgeschlossen und f: kA — Y stetig. Dann ist auch der Pushout X Uy Y
in k7op wieder schwach-Hausdorff. Die Teilmengen A x Y und A x A sind in X X Y bezie-
hungsweise X x X, also erst recht in k(X x Y) beziehungsweise k(X x X) abgeschlossen.
Da f stetig ist, sind auch die Teilmengen

(f xidy) N (AY) Ck(kAXY) C k(X xY)
(f x /)"HAY) C k(kA x kA) C k(X x X)

abgeschlossen, also auch

R.=(AXU(fx /)Y AY)) U (f xidy) " (AY) U (idy x f) ' (AY)UAY
CRX x X)UE(X x V)UK x X)UKY xY) =k(XUY) x (XUY)).
Also ist X Uy Y = (X 1Y)/~ schwach Hausdorff.
(4) Das reduzierte Produkt X AY in k7op ist wieder schwach Hausdorff. Denn die ein-
punktigen Teilmengen {zo} C X und {yo} C Y sind kompakt und daher abgeschlos-
sen. Die Diagonalen AX C k(X x X) und AY C k(Y x Y) sind ebenfalls abgeschlos-

sen, also auch A(X xY) = AX x AY C k(X x X) x k(Y xY), und die Topologie
auf B(X x X xY xY) 2 k(k(X xY) x k(X xY)) ist noch feiner. Also ist auch die Menge

R = ACX x Y)U ((X x {50} U Lo} x ¥) x (X x {yo} U {0} x )
CE(E(X xY)x k(X xY))
abgeschlossen, und X AY = k(X x YY)/~ ist schwach Hausdorff.

Wenn A C X nicht abgeschlossen ist, stimmt Aussage (3) nicht mehr, beispielsweise sei f: Q — pt
die konstante Abbildung, dann ist A(R Us pt) = pt. Und aus (1)—(3) folgt, wie anfangs behauptet,
dass CW-Komplexe schwach Hausdorff sind, siche Folgerung 4.39.

4.c. Das Exponentialgesetz

Wir kommen jetzt zum Raum der stetigen Abbildungen, siehe auch Abschnitt 1.g. Die folgenden
Konstruktionen werden uns helfen, weitere schéne Figenschaften der Kategorie kwH zu beweisen.
Um den topologischen Aufwand gering zu halten, fithren wir den Begriff der abgeschlossenen mo-
noidalen Kategorie ein. Um den abstrakten Aufwand in Grenzen zu halten, begniigen wir uns mit
einer relativ einfachen Version, die fiir den Anfang ausreicht.

4.26. DEFINITION. Eine monoidale Kategorie (C,®, E) ist eine Kategorie C mit

e cinem Funktor ®: C x C — C, dem Tensorprodukt,
e cinem Finheitsobjekt E, und
e natiirlichen Isomorphismen

axyz: (X@Y)®Z X (Y ®Z),
M E®X X  und px: X®FE — X
mit pg = Ap: E® F — F, so dass fiir alle Objekte X, Y, Z, W die folgenden Axiome gelten:

axy.zew ©axgy.zw = (ldx ® ayzw) o axyezw °© (axyz ®idw) , (1)
px ®idy = (idx ® \y)cax gy - (2)
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Sie heiit (rechts-) abgeschlossen, falls zu jedem Objekt Y ein zu - ® Y rechtsadjungierter Funk-
tor hom(Y, -) existiert. Sie heifit kartesisch abgeschlossen, wenn dariiberhinaus das Tensorprodukt
ein Produkt im Sinne von Bemerkung 1.54 ist und das Einheitsobjekt ein terminales Objekt.

Zu den Eigenschaften (1)—(2) gehoren die kommutativen Diagramme

(XOY)®(ZaW)
aX@Yy XXA‘/,Z@W
(XoY)oZ) oW Xo Y o (Zow)
ax)y,z®idw l ‘idX®0/Y,Z,W

XY o2)eW 22 X o (Y @ 2) o W)

X E,Y

(XQE)®Y X®(E®Y)
und X ®& A RAy
X®eY.

Sie besagen, dass die Objekte von C eine ,grofie“ Halbgruppe oder auch Monoid bilden (,grof3*
bedeutet, dass der Tréger eine echte Klasse sein kann), wobei die iiblichen Rechenregeln aber
stets nur bis auf eindeutige natiirliche Isomorphismen gelten. Man nennt eine Kategorie streng
monoidal, wenn (X @ Y)® Z =X @ (Y ®Z)und E® X = X = X ® FE fiur alle Objekte X,
Y und Z gelten, und axy,z Ax und px jeweils die Identitéten dieser Objekte sind. Die meisten
monoidalen Kategorien sind nicht streng monoidal, aber mit einer Art Auswahlaxiom lésst sich zu
jeder monoidalen Kategorie eine dquivalente streng monoidale Kategorie konstruieren.

Der Funktor hom heifit interner hom-Funktor. Er ist im ersten Argument kontravariant und im
zweiten Argument kovariant, siche Ubung 4.90. , Intern® bedeutet hier, dass hom(Y, Z) im Gegen-
satz zur Menge Home (Y, Z) ein Objekt der Kategorie C ist. Wir konnen umgekehrt auch abgeschlos-
sene Kategorien (C,hom, F) als Kategorien mit Einheitsobjekt E, internem hom-Funktor hom und
gewissen natiirlichen Transformationen definieren.

4.27. BEISPIEL. Wir geben in Abbildung 4.2 eine Liste uns bekannter Kategorien mit verschie-
denen monoidalen Strukturen an. Jede der Kategorien ist jeweils monoidal

e mit Koprodukt und initialem Objekt,
e mit Produkt und terminalem Objekt, beziehungsweise
e mit Tensorprodukt und Einheitsobjekt (falls definiert),

wir erhalten also pro Zeile bis zu drei verschiedene monoidale Kategorien, und nur bei einem Typ
von Kategorien ist das abstrakte Tensorprodukt aus Definition 4.26 tatséichlich ein Tensorprodukt.

All diese Beispiele sind sogar symmetrische monoidale Kategorien, das heifit, es gibt natiirliche
Isomorphismen 7xy: X ® Y — Y ® X, die gewisse Zusatzaxiome erfiillen, auf die wir hier noch
nicht eingehen wollen.

(1) Die Kategorie (Set, x,pt) ist kartesisch abgeschlossen. Das haben wir im Beweis von
Satz 1.101 bereits ausgenutzt. Fiir die Kategorie (Sety,A,S°) der punktierten Mengen
verwenden wir die gleiche Notation wie fiir 7op, . Sie ist abgeschlossen monoidal, aber das
kartesische Produkt ,,x*“ ist nicht das Tensorprodukt ,, A“.
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Kategorie Koprodukt Initiales Produkt Terminales Tensor- Einheits-

Objekt Objekt produkt objekt
Grp * {e} X {e} — —
Modg, Ab, Vecy, @ 0 <) 0 ® R,Z,k
Set, (Top),
KTop, kwH H v X pt X pt
S€t+, (%er)? 0
KTop., , kuHs \% pt X pt A S

ABBILDUNG 4.2. Beispiele monoidaler Kategorien

(2) Die Kategorie Modp fiir einen kommutativen Ring R mit 1 ist abgeschlossen monoidal,
denn die linearen Abbildungen zwischen zwei R-Moduln bilden selbst wieder einen R-
Modul. Spezialfille sind Ab = Mody und Vecy = Mody. Das Tensorprodukt von Moduln
ist Namensgeber fiir unser Tensorprodukt in Definition 4.26.

(3) In der Unterkategorie fdVecy C Vecy der endlich-dimensionalen Vektorrdume gibt es einen
Dualitétsfunktor X — X* = hom(X, k), so dass hom(X,Y) = X*® Y. In den anderen
obigen Beispielen gibt es so etwas jedoch nicht. In Abschnitt 7.a fithren wir eine Art
»Stabiler” topologischer Dualitét ein.

(4) Die Kategorien (7op, x,pt) und (7op,,A,S°) sind monoidal. Fiir Top, haben wir das
in Bemerkung 3.70 angedeutet. Beide Kategorien sind nicht abgeschlossen, da einzelne
Punkte im Exponentialgesetz 1.101 nicht ohne Voraussetzungen gelten.

(5) Die Kategorien k7op und k7op, sowie kwH und kwH sind nach Satz 4.31 und Folge-
rung 4.34 abgeschlossen und monoidal. Zur Bedeutung der Symbole , x“ und ,A“ siehe
Bemerkungen 4.35 und 4.25 (4).

4.28. BEMERKUNG. Es seien X, Y und Z Objekte einer abgeschlossenen monoidalen Katego-
rie C. Wir bezeichnen die Koeinheit der Adjunktion - ®Y - hom(Y, - ) mit evy z = ez: hom(Y, Z)®
Y — Z und die Einheit mit inxyy = nx: X — hom(Y, X ® Y'). Aus der Natiirlichkeit der Adjunk-
tion in Bemerkung 4.2 erhalten wir zwei universelle Eigenschaften, siehe Ubung 4.91.

(1) Universelle Eigenschaft des internen hom-Funktors. Es existiert eine natiirliche Transfor-
mation evy z: hom(Y,Z) ® Y — Z, so dass zu jedem Morphismus f: X ® Y — Z ein
eindeutiger Morphismus ¢g: X — hom(Y, Z) mit f = evy z o (g ® idy) existiert.

(2) Universelle Eigenschaft des Tensorproduktes. Es existiert eine natiirliche Transformati-
on inyy: X — hom(Y,X ® Y), so dass zu jedem Morphismus g: X — hom(Y,Z) ein
eindeutiger Morphismus f: X ® Y — Z mit g = hom(Y, f) oinyy existiert.

Die Abbildung ¢ in (2) reprisentiert dabei so etwas wie eine ,bilineare Abbildung” X x Y — Z.

gQidy inxy

X®Y ---->hom(Y,Z) ® X hom(YV, X ®Y)
\ Ayz und X L,’/ hom(Y, f)
hom(Y, Z) .

Insbesondere sehen wir, dass sich die Bijektion ®x 7 aus Definition 4.1 und ihr Inverses mit Hilfe
der Einheit beziehungsweise der Koeinheit beschreiben lassen; das gilt analog fiir alle Adjunktionen.
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4.29. BEMERKUNG. In einer Kategorie sind Objekte {iblicherweise abstrakt, keine Mengen, deren
Elemente man (mit der Sprache der Kategorien) erkennen kénnte. Man kann also auch Morphismen
nicht als Zuordnungsvorschriften interpretieren. In abgeschlossenen monoidalen Kategorien geht all
das jedoch.

Sei C zunéchst nur monoidal. Jedem Objekt X konnen wir die Menge |X| = Home(E, X)
zuordnen. Wenn E das initiale Objekt (und ® das Koprodukt) ist, hat diese Menge stets nur ein
Element. In (Set, x, pt) (und genauso in Top, kTop und kw?H ) hingegen entsprechen die Bildpunkte
von Morphismen pt — X genau den Elementen von X. In (Modg, ®, R) identifizieren wir einen
Morphismus £ = R — X mit dem Bild von 1 € R. In (Set, A, S?) (und genauso in Top_, kTop,
und kw?H ) betrachten wir das Bild desjenigen Punktes in S°, der nicht Basispunkt ist. In diesen
Fillen ist | X| stets die dem Objekt X zugrundeliegende Menge.

AbD jetzt sei C abgeschlossen. Fiir X = FE erhalten wir mit der Adjunktion - ® Y 4 hom(Y, -)
eine bijektive Abbildung

Home (Y, Z) AN Home(E ® Y, Z) = Home (E, hom(Y, Z)) = |hom(Y, Z)| ,

da Ay ein Isomorphismus ist. Also entspricht hom(Y, Z) der Menge Hom¢ (Y, Z). Um Morphismen
auf Elementen auszuwerten, benutzen wir die Komposition o von Morphismen in C:

lhom(Y, Z)| x |Y| = Home(Y, Z) x Home(E,Y) — Home(E, Z) = |Z] .
Wir erhalten also eine Abbildung |hom(Y, Z)| — Homse(|Y],|Z|), und man kann tiberpriifen, dass

das einen ,vergesslichen“ Funktor |-|: C — Set liefert.
Sei schlieflich C zusétzlich punktiert, das heif3t, es gibt ein Nullobjekt 0, also eines, das gleich-
zeitig initial und terminal ist. Dann erhalten wir einen vergesslichen Funktor |-|: C — Set,, dabei

représentiert der Nullmorphismus £ — 0 — X den Basispunkt von | X]|.

4.30. SATZ (Abstraktes Exponentialgesetz). In jeder abgeschlossenen monoidalen Kategorie
existiert ein natirlicher Isomorphismus

hom(X ® Y, Z) = hom(X, hom(Y, 7)) .

Der Unterschied zur in Definition 4.26 geforderten Adjunktion - ® Y - hom(Y, -) besteht darin,
dass hier die internen Hom-Objekte verglichen werden, und nicht die Morphismenmengen.

BEWEIS. Es sei W ein weiteres Objekt, dann erhalten wir eine Verkettung natiirlicher Bijek-
tionen

Homge (W, hom(X ® Y, Z)) — Home (W @ X @ Y, Z) —»

— ~

o)

4 — Home (W ® X, hom(Y, Z)) — Home (W, hom(X, hom(Y, 2))) .
B

Es bezeichne f das Urbild von idg und g das Bild von id4 fiir W = B beziehungsweise W = A.
Wegen der Natiirlichkeit der Adjunktionen aus Bemerkung 4.2 kommutiert das Diagramm

fe Homc(B,A) i>H0mc(B,B) 5idp

.ogl i.og

ida € Home(A, A) —> Home(A,B) 3 g .

Also folgt f o g =id4. Analog sieht man g o f = idp, mithin sind die beiden Objekte A und B im
Satz isomorph. O

4.31. SATZ. Die Kategorie kTop ist kartesisch abgeschlossen.
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w(k) v(k)
Y A

ABBILDUNG 4.3. Stetigkeit der Koeinheit evy z

Insbesondere gilt in kTop das Exponentialgesetz wie in Satz 1.101, aber ohne zusétzliche Vor-
aussetzungen an die beteiligten Rdume. Wir werden das spéter auch fiir kwH zeigen. Zum Beweis
von Proposition 4.21 bendtigen wir aber zunéichst einmal das Exponentialgesetz in k7op.

BEWEIS. Aufgrund der universellen Eigenschaft ist das Produkt auf k7op aus Bemerkung 4.24
assoziativ mit Einheitsobjekt pt, somit ist (k7op, k(- x -),pt) eine monoidale Kategorie.
Als internes hom-Objekt zu Y, Z € kTop definieren wir

hom(Y, Z) = kC(Y,Z) ,
wobei C(Y, Z) wie immer die kompakt-offene Topologie aus Definition 1.97 trage. Nach Proposi-

tion 1.98 induziert die kompakt-offene Topologie einen Funktor C(X, -): Top — Top. Wir wenden
Proposition 4.18 an und erhalten fiir beliebige X, Y, Z € kTop und f: Y — Z, dass

f:Y — Z stetig = fo-:C(X,)Y)— C(X,Z) stetig
- fo -1 kC(X,)Y) — kC(X, Z) stetig.
Also erhalten wir einen Funktor kC(X, -): kTop — kTop.

Zu zeigen bleibt, dass - x Y linksadjungiert zu kC(Y, -) ist. Wir verfahren dazu wie in Ab-
schnitt 1.k und betrachten Koeinheit und Einheit

ez=evyz: k(kC(Y,Z)xY)— Z und nx =inxy: X — kC(Y, k(X xY))

aus den Propositionen 1.99 (2) und 1.100.
Zur Stetigkeit von evy, 7 sei zunéchst K kompakt,

u=(v,w): K= k(kC(Y,Z) xY)
eine Testfunktion und W C Z offen. Dann reicht es zu zeigen, dass auch die Menge

u_l(ev;,’lz(W)) ={keK | v(k)(w(k)) € W'}

offen ist. Da v(k) o w stetig ist, ist (v(k) o w)fl(W) C K offen. Da K normal ist, finden wir eine
kompakte Umgebung L C (v(k)ow) 71(W) von k in K. Dann liegt v(k) in der Subbasismenge S, 1w
von C(Y, Z). Wegen Stetigkeit von v ist U = LN v~ (S, 1 w) eine Umgebung von & in K, und fiir
alle ¢ € U folgt

evy,z(u(l)) = v(0)(w(t)) e W .
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uUxXv

X
ABBILDUNG 4.4. Stetigkeit der Einheit inx y

Damit ist die Stetigkeit von evy z o u und somit auch von evy z gezeigt.
Fiir die Stetigkeit von inxy betrachten wir Kompakta K, L, Testfunktionen u: K — X
und v: L — Y, sowie eine k-offene Menge W C X x Y. Dann ist die Menge

U= u_l(in;(vly(SyﬁL,W)) ={keK ! fiir alle ¢ € L gilt (u(k),v(¢)) € W }
=K\ {keK |esgibt ¢ € L mit (u(k),v(()) ¢ W}
=K\ 7g((uxv) (X xY\W))
offen, denn X x Y \ W ist k-abgeschlossen, und das Urbild in K x L somit abgeschlossen und sogar
kompakt, da K x L kompakt ist. Also ist das Bild unter 7 : K x L — K ebenfalls kompakt, sein
Komplement also offen. Es folgt die Stetigkeit von inx y.

Sei jetzt f: k(X xY) — Z stetig, dann ist auch g = kC(Y, f) oinxy: X — kC(Y, Z) stetig.
Und ist g: X — kC(Y, Z) stetig, dann umgekehrt auch f =evyzo (g xidy): k(X xY) —Z. 0O

An dieser Stelle konnen wir endlich den Beweis von Proposition 4.21 nachholen. Dazu bedarf es
einiger Vorarbeit. Wir nennen eine Abbildung ¢: X — Y eine Quotientenabbildung, wenn ¢ stetig
und surjektiv ist und Y die Quotiententopologie aus Definition 1.82 trigt. Aquivalent dazu erfiillt f
die charakteristische Eigenschaft aus Satz 1.83.

4.32. PROPOSITION. Es sei q: X — Y eine Quotientenabbildung in kTop und Z kompakt er-
zeugt. Dann ist auch ¢ X idz: k(X x Z) — k(Y x Z) eine Quotientenabbildung.

BEWEIS. Die Abbildung ¢ x idyz ist stetig. Sei jetzt W kompakt erzeugt und g: k(Y x Z) —
W eine beliebige Abbildung. Zu zeigen ist, dass g stetig ist, falls g o (¢ x idz) stetig ist. Zu g¢
und go (g xidy) erhalten wir adjungierte Abbildungen h: Y — kC(Z, W) und hoq: X — kC(Z, W)

von Mengen wie im Diagramm

g € Hom(k(Y x Z),W) ——= Hom(Y, kC(Z,W)) 3 h

-o(q®idz)l J{ -og

go(q®idz) € Hom(k(X x Z),W) —— Hom(X,kC(Z,W)) 3 hoq.

Wenn g o (¢ x idz) stetig ist, ist auch h o ¢ stetig, da k7op abgeschlossen ist. Da ¢ eine Quotien-
tenabbildung ist, ist h stetig. Aber dann ist auch g stetig. ([l

BEWEIS von Proposition 4.21. Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf dem kompakt erzeugten
Raum X und ¢: X — Y = X/~ die Quotientenabbildung. Wie im Beweis der Folgerung 4.19
schlieflen wir, dass Y ebenfalls kompakt erzeugt ist.
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Nach Proposition 4.32 erhalten wir eine Quotientenabbildung

qudX

gxq: k(X xX) —= k(X/~xX) X/~ x X/~

Nach Proposition 4.20 ist X/~ genau dann schwach Hausdorff, wenn A(X/~) C k(X/~ x X/~)
abgeschlossen ist. Aber das gilt genau dann, wenn R. = (¢ x q) " }(A(X/~)) C k(X x X) abge-
schlossen ist. ]

idy /X
dx, q/{(

Somit sind jetzt alle Aussagen in Abschnitt 4.b vollstdndig bewiesen. Es bleibt zu zeigen, dass
auch kwH und kwH, abgeschlossen sind.

4.33. PROPOSITION. Es seien Y, Z kompakt erzeugt und Z sei schwach Hausdorff. Dann ist
auch kC(Y, Z) schwach Hausdorff.

BEWEIS. Zu zeigen ist die Abgeschlossenheit von im F' C kC(Y, Z) fiir alle Kompakta K und
alle F': K — kC(Y,Z). Fiir alle Kompakta L und alle Testabbildungen G: L — C(Y, Z) muss
also G~!(im F) C L abgeschlossen sein. Betrachte jetzt die zugehorigen Abbildungen f: k(K xY) —
Zund g: k(L xY) — Z sowie ty: k(K x L) = k(K xY x L xY) mit ¢,(k,{) = (k,y,{,y), dann
gilt

G l(imF) = {telL ‘ es gibt k € K mit f(k,y) = g({,y) € Z firalley €Y }

=7 () ' (f x9) " (AZ).
yey
Da Z schwach Hausdorff ist, ist AZ C k(Z x Z) abgeschlossen, also auch 5;1(f xg) HAZ) C k(K x
L) = K x L. Somit ist G~!(im F) das Bild einer abgeschlossenen, mithin kompakten Teilmenge
von K x L, und somit selbst kompakt, also auch abgeschlossen in L, was zu zeigen war. U

Wir vervollstindigen jetzt die letzten zwei Zeilen der Tabelle in Beispiel 4.27.

4.34. FOLGERUNG. Die Kategorien (kw?—[,k(- X -),pt) und (kw%+,k(' A -),SO) der unpunk-
tierten und der punktierten kompakt erzeugten schwach-Hausdorff-Rdume sind abgeschlossen und
monoidal. O

4.35. BEMERKUNG. Wie schon in Bemerkung 4.24 gesagt, werden wir im Folgenden oft —
meist stillschweigend — in kwH arbeiten. Beispielsweise schreiben wir X x Y und X AY anstelle
von k(X xY) und k(X AY). Unter einer Einbettung verstehen wir eine injektive Abbildung, die ein
Homdomorphismus auf das mit der kompakt erzeugten Unterraum-Topologie versehene Bild ist.

Fiir gut punktierte Rdume X, Y in kwH, schreiben wir

Y* =k{fekC(X,Y)]| f(zo) =y } CKC(X,Y).

Im nicht punktierten Fall sei Y*+ = kC(X,Y) auch dann, wenn Y keinen Basispunkt besitzt.
Wenn Y = (Y, yo) punktiert ist, haben Y und Y%+ die konstante Abbildung auf y als Basispunkt.
Nach Definition bezeichnet [X, Y] die Menge der punktierten Homotopieklassen von Abbildungen,
also die Wegzusammenhangskomponenten von YX. Daher erhalten wir die punktierte Menge

[X, Y] = m(Y™).

Anstelle von punktierten Rdumen, Paaren und punktierten Paaren wiirden wir vielleicht lieber
nur gut punktierte Rdume und Kofaserungen betrachten. Dabei meinen wir mit Kofaserungen nach
wie vor Hurewicz-Kofaserungen, wobei wir Definition 3.55 im Sinne von Bemerkung 4.35 in kwH
verstehen. Die Kategorie der gut punktierten Riume ist allerdings nicht abgeschlossen, da YX im
Allgemeinen nicht wieder gut punktiert ist. In der Tat gibt es auch andere Griinde, nicht nur gut
punktierte Rdume zu betrachten. Im Abschnitt 4.e {iber Modellkategorien kommen wir auf diese
Frage noch einmal zuriick.
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Fiir den Begriff des Umgebungsdeformationsretraktes verweisen wir auf Proposition 3.59.
4.36. PROPOSITION. Sei A — X Kofaserung in kwH, dann ist A C X abgeschlossen und A — X
ist eine Einbettung. Fir ein Paar (X, A) in kwH sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) (X, A) ist ein Umgebungsdeformationsretrakt;

(2) X x {0} U A x I ist starker Deformationsretrakt von X x I;
(3) X x {0} U A x I ist Retrakt von X x I;

(4) (X, A) ist eine Kofaserung.

BEWEIS. Man zeigt wie in Bemerkung 3.58, dass i: A — X genau dann eine Kofaserung ist,
wenn Zi C X x I ein Retrakt ist. Wie in Ubung 3.128 folgt, dass i eine Einbettung ist, und mit
einem &hnlichen Trick wie in Ubung 3.129 sehen wir in Ubung 4.84, dass im(i) C X abgeschlossen
ist. Die Aquivalenz der Punkte (1)—(4) folgt wie im Beweis von Proposition 3.59. O

4.d. CW-Komplexe und der Satz von Whitehead

Wir erinnern uns an die Konstruktion von CW-Komplexen in Abschnitt 1.1 vor Deﬁnition 1.106.
Wir modifizieren diese Konstruktion wie folgt. Wie immer sei S"~! = 9D" und B" = D".

4.37. DEFINITION. Ein Paar (X, A) in Top heiit CW-Paar, wenn es Mengen J", Riume X"}
und Verklebeabbildungen ¢ : Sl 5 X"~ fiir alle n € N und alle j € J" gibt, so dass

X1t=4, (1)
X" — ( I D”) Upn X" 1 firallen €N, 2)
jeJ™
wobei ™ : HjEJ" S7=1 5 X1 yon den ¢} induziert wird, und
X = colim X" in Top . (3)
Ein punktierter CW-Komplex (X, z¢) ist ein CW-Paar der Form (X, {zo}).
Die Raume X™ heiflen n-Geriiste oder n-Skelette, die induzierten Abbildungen
QT D" — X" = X mit Dl gn-1 = ]
heiBen charakteristische Abbildungen. Man nennt e’} = @?(B") eine offene und €7 = @?(D”) eine
abgeschlossene n-Zelle von X.

Kolimiten sind Quotienten disjunkter Vereinigungen. Somit ist eine Menge U C X wie in
Definition 1.106 genau dann offen, wenn U N A und (@?)*I(U) C D" fiir allen > 0 und alle j € J"
offen sind. Fiir einen beliebigen Raum Y ist eine Abbildung f: X — Y wegen der universellen
Eigenschaften des Pushouts und des Kolimes genau dann stetig, wenn f|4 und alle f o®%: D" =Y
stetig sind.

4.38. PROPOSITION. FEs sei (X, A) ein CW-Paar und K kompakt. Dann trifft fir jede stetige
Abbildung f: K — X das Bild im f nur endlich viele Zellen.

Insbesondere ist jede Zelle €7 an nur endlich viele Zellen in X "=1 angeklebt, da S"~! kompakt
ist. Auflerdem ist jede kompakte Teilmenge von X in einem der Geriiste X" enthalten.

BEWwEIS. Wir gehen vor wie im Beweis von Satz 1.112. Fiir alle n sei
J'”:{jeJ"‘e;‘ﬁimf;é(Z)},
und fiir alle 7 € J" wihlen wir xy € e} MNim f. Per Induktion iiber n ist die Menge
P={a}|jeJ™}CimfnXx"
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in X™ abgeschlossen und diskret. Dazu konstruieren wir induktiv disjunkte Umgebungen U}"}, der «7"
in X™ fiir alle m < n. Fiir m < n reicht es dazu,

s —1 7 m n 2 J4 ny—1/77rm
@) = {pe 0" | Il > § wd Le o) wp |

anzugeben, sowie (@?)*1(U]nn) = B1(0) falls i = j und () sonst.
’ 3

Dann ist die obige Menge P als abgeschlossene Teilmenge der quasi-kompakten Menge im f wie-
der quasi-kompakt, und da sie diskret ist, endlich. Also trifft im f nur Zellen bis zu einer endlichen
Dimension ng, und in jeder Dimension nur endlich viele. O

4.39. FOLGERUNG. Sei (X, A) ein CW-Paar mit A aus kwH, dann ist (X, A) ein Paar in kwH.

Insbesondere stimmt der Kolimes in Definition 4.37 (3) nach Folgerung 4.23 mit dem Kolimes
in kwH iiberein.

BEWEIS. Es sei A = X! in kwH. Da S"~! C D" abgeschlossen und @y Sl X1 stetig
ist, ist nach Proposition 3.64 und Bemerkung 4.25 induktiv auch X™ in kw#H fiir alle n.

Nach Folgerung 4.19 ist der Kolimes X der X" zumindest kompakt erzeugt. Um zu zeigen,
dass X auch schwach Hausdorff ist, sei K kompakt und f: K — X stetig. Da im f C X™ fiir ein n,
ist im f in X™ und damit auch in X abgeschlossen. Also ist X auch schwach Hausdorff. O

Da A nicht normal sein muss, kénnen wir nicht erwarten, dass X wie in Satz 1.110 normal ist.
Als Ersatz dafiir reicht fiir manche Zwecke das folgende Resultat.

4.40. PROPOSITION. FEs sei (X, A) ein CW-Paar, dann sind fir alle m <n die Paare (X, X"),
(X", X™) und (X™, A) abgeschlossene Kofaserungen.

BEWEIS. Da (D", S" 1) eine abgeschlossene Kofaserung ist, ist auch (Hjejn D" Ijem Sn=1)
eine abgeschlossene Kofaserung. Aufgrund von Proposition 3.64 und Definition 4.37 (2) ist dann
auch

(Xn’Xn—l) — (( H Dn) U(pn Xn—l,Xn—1>
jeEJ™
eine abgeschlossene Kofaserung. Da X! = A, sind wegen Ubung 3.127 (1) alle Paare (X", X™)
und (X, A) abgeschlossene Kofaserungen.

Sei jetzt n > —1, sei Y ein weiterer Raum, und seien f: X — Y und h,: X" x I - Y
mit f|xn = hn\XnX{O} wie in Definition 3.55 gegeben. Konstruiere induktiv hy,: X*¥ — Y+ mit der
Homotopieausdehnungseigenschaft, so dass das Diagramm

(4.1)

kommutiert. Aufgrund der Kolimes-Eigenschaft in 7op existiert auch h. Da I lokalkompakt ist,
entspricht h nach Satz 1.101 (2) der gesuchten Homotopie X x I — Y. Da X ein kwH-Raum ist,
ist X™ C X wie in den Ubungen 3.129 und 4.84 abgeschlossen. U

Wir erinnern uns an Unterkomplexe von CW-Komplexen aus Definition 1.111. Analog definieren
wir einen relativen Unterkomplex Y von (X, A) als einen abgeschlossenen Unterraum Y C X
mit A C Y, der sich als Vereinigung von A und offenen Zellen von X schreiben ldsst. Das néchste
Resultat ist Ubung 4.94.

4.41. FOLGERUNG. Es sei Y ein Unterkomplex von (X, A), dann ist (X,Y) eine Kofaserung.
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Wir betrachten eine naheliegende Klasse von Abbildungen zwischen CW-Paaren.

4.42. DEFINITION. Es seien (X, A) und (Y, B) CW-Paare. Eine Abbildung f: (X, A4) — (Y, B)
von Paaren heifit zelluldr, wenn im(f|xn») C Y™ fiir alle n > —1 gilt. Die CW-Paare mit den zel-
luldren Abbildungen bilden eine Kategorie CWPair. Analog definieren wir Kategorien CVW und CW
der nicht-punktierten und der punktierten CW-Komplexe mit zelluldren Abbildungen.

4.43. SATZ (Zelluldre Approximation). Jede Abbildung f: (X,A) — (Y,B) von CW-Paaren
ist homotop zu einer zelluldren Abbildung. Wenn f auf einem Unterkomplex Z von (X, A) bereits
zelluldr ist, konnen zelluldre Abbildung und Homotopie relativ zu Z gewdhlt werden.

BEwEIS. Wir konstruieren induktiv Homotopien A"™: X™ x I — Y mit folgenden Eigenschaften:

h'(-t) = fla fir alle t € 1,
h*(-,0) = flx» fiir alle n |
W\ xn—1yp = " fiir alle n ,
und R*(-,1): X" =YY" fiir alle n .

Mit Hilfe des Exponentialgesetzes fassen wir die h" als Abbildungen X™ — Y auf und erhalten
mit der universellen Eigenschaft des Kolimes die gesuchte Abbildung h: X — Y, oder #quiva-
lent h: X xI =Y.

Es sei also n > 0, und die Homotopie h"~! sei bereits konstruiert. Dann setzen wir sie n-Zelle
fiir n-Zelle von X auf X" x I fort. Sei €] mit j € J" eine n-Zelle von X. Um "1 auf el x I wie
gewiinscht fortzusetzen, reicht es, eine Abbildung g;: D" x I =Y anzugeben, so dass

g}”D"X{O} = fO (bgL )
G lsmrer = BV o (g X id)) |
und 9ilprxqy: D" x I — Y™,
Da
(D™ x I, (D™ x {0}) U (8" ! x I)) =2 (D" x I, D" x {0}) ,
reicht es zu zeigen, dass jede Abbildung (D", S"~1) — (Y, Y™~ 1) als Abbildung von Paaren homotop
ist zu einer Abbildung nach (Y, Y™ 1).
Sei also eine Abbildung g: (D", S"!) — (Y, Y™ !) gegeben. Da D" kompakt ist, trifft g nach

Proposition 4.38 nur endlich viele offene Zellen von Y. Sei m die maximale Dimension einer Zelle
in Y, die getroffen wird; ohne Einschrénkung gelte m > n. Es seien also c*, ..., ¢j* C Y die m-

Zellen von Y, die noch getroffen werden, und 7" sei die Verklebeabbildung von ¢}". Betrachte Y’ =
Y™ luelru-- U, und schreibe
YUl = ((D™\{0}) Uypn Y') Um0y B™ .
Da D™ zusammenhéngend ist, trifft g nur diejenigen Wegzusammenhangskomponenten von Y,
die Punkte im Bild von v} enthalten (falls m > 2, ist das nur eine). Wir diirfen daher annehmen,
dass Y’ keine weiteren Wegzusammenhangskomponenten enthilt. Dann ist ((D™\{0})Uym Y”, B™\

{0}) ein 0-zusammenhingendes und (B™, B™ \ {0}) ein (m — 1)-zusammenhingendes Paar. Nach
dem Ausschneidungssatz 3.38 und Homotopieinvarianz ist die Abbildung

0 =mn(B™, B™\{0}) — m (Y U, (D™ \ {0}) Uy Y') = 7, (Y U 1, Y)
surjektiv, da n < m — 1. Wir kénnen also ¢ relativ zu S™~! zu einer Abbildung homotopieren,

die ¢} nicht trifft. Genauso verfahren wir mit den Zellen ¢ , ..., ¢{* und erhalten eine Abbildung

mit Bild in Y. Diesen Prozess setzen wir fort, bis wir eine Homotopie von ¢ zu einer Abbildung
mit Bild in (Y™, Y1) gefunden haben. O

159



Spater konnen wir den letzten Schritt im Beweis leicht mit der néchsten Folgerung begriinden.
Aber da die Folgerung zelluldre Approximation benutzt, brauchten wir oben einen anderen Beweis.

4.44. FOLGERUNG. FEs sei (X, A) ein CW-Paar mit X = colim X™ wie oben.

(1) Dann sind die Inklusionen v: X™ — X und v: (X", A) — (X, A) jeweils n-zusammen-
hingende Abbildungen.
(2) Wenn J"H =... = Jn =0, ist (X, X™) ein n-zusammenhingendes Paar.

BEWEIS. Wir schreiben S* als CW-Komplex % U gh—1 DF und wenden zelluliire Approximation
an. ]

4.45. DEFINITION. Eine Abbildung f: (X, A) — (Y, B) zwischen Paaren heifit schwache Homo-
topiedquivalenz, wenn 7y f: mp(X, A, x0) — m(Y, B, f(xg)) fiir alle £ € N und alle zp € A ein
Isomorphismus ist.

Zwei Paare (X,A) und (Y, B) heiflen schwach homotopieiquivalent, wenn es n > 0, Paa-
re (X;, A;) furi=0,...,nmit X = Xound Y = X,, und (Z;,C;) fir i =0, ..., n—1 und schwache
Homotopiedquivalenzen f;: (X;, 4;) — (Z;, C;) und g;: (Xiy1, Aiv1) — (Z;,Cy) fir 0 < i < n gibt.

Analog definieren wir schwache Homotopiedquivalenz fiir Rdume.

Somit bedeutet ,,schwache Homotopiedquivalenz®“ das gleiche wie ,n-zusammenhéingende Ab-
bildung® fiir alle n > 0.

Offensichtlich ist jede Homotopieiquivalenz eine schwache Homotopieiquivalenz, die Umkeh-
rung muss jedoch nicht gelten, siehe Beispiel 4.52. Um tatséchlich eine Aquivalenzrelation zu er-
halten, haben wir Symmetrie und Transitivitdt durch die Einfithrung von Zwischenschritten wie im
folgenden Diagramm sichergestellt:

(X, A) = (X(),A()) i} (Z(),C()) <g_o (Xl,Al) — s — (Zn,l,C’n,l) %n—il (Xn,An) = (K B) .

In Ubung 4.95 sehen wir, wie man diese Situation mit Hilfe von Satz 4.51 unten etwas vereinfachen
kann.

4.46. SATz (Whitehead). Jede schwache Homotopieiquivalenz f: (Y, A) — (X, A) von CW-
Paaren relativ zu A ist eine Homotopiedquivalenz. Wenn die Inklusion v:' Y — X eines relativen
Unterkomplezes (Y, A) von (X, A) eine schwache Homotopieiquivalenz ist, dann ist Y ein Defor-
mationsretrakt von X.

In der ersten Aussage diirfen wir nicht von Abbildungen (Y, B) — (X, A) sprechen, denn be-
reits fiir Abbildungen f: (B, B) — (A, A) kann sie falsch sein. Um zu zeigen, dass schwach homo-
topiedquivalente CW-Komplexe homotopiedquivalent sind, miissen wir spéter noch sicherstellen,
dass die Rdume X; und Z; in Definition 4.45 alle als CW-Komplexe gewéhlt werden kénnen.

BeEwEIS. Essei f: (Y, A) = (X, A) eine stetige Abbildung relativ zu A, die wir nach Satz 4.43
als zellulir voraussetzen diirfen. Es sei Z f der Abbildungszylinder aus Definition 3.57. Da f|4 = id 4,
enthilt Zf den Abbildungszylinder A x I von id als Unterraum. Wir definieren den relativen
Abbildungszylinder Z 4 f als Pushout

Zf ———=2Zaf
A

induziert von der Projektion A x I — A. Wir betrachten (Z4f, A) als CW-Paar mit Unter-
paar (X, A), so dass (Zaf, X) zu jeder m-Zelle ¢} von Y eine m-Zelle ¢}* x {0} und eine (m + 1)-
Zelle ¢' x (0,1) C Zaf enthélt. Man beachte, dass der Rand der letzteren im m-Geriist von Z4 f
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liegt. Die Inklusion ¢: Y — Z4f mit «(y) = (y,0) und die Projektion p: Zaf — X mit [(y,t)] —
[f(y)] sind dann ebenfalls zellulér.
Wir erhalten f als zusammengesetzte Abbildung

v < Zaf Lo X

Da p eine Deformationsretraktion ist, ist mit f auch ¢ eine schwache Homotopieiquivalenz. Aus der
zweiten Behauptung folgt dann, dass Y ein Deformationsretrakt von Z4 f ist, insbesondere ist f
dann auch eine Homotopiedquivalenz.

Zur zweiten Behauptung konstruieren wir induktiv Homotopien A": (X" UY) x I — X relativ
zu Y &hnlich wie im Beweis der zelluldren Approximation 4.43, so dass h"(-,0) = id, im(h"(-,1)) C
Y, und hn|(Xn—1Uy)><I = h" !, wobei h~! = 7y. Wie oben ergibt sich als Vereinigung die gesuchte
Deformation h: X x I — X.

Im Falle n = 0 besagt unsere Voraussetzung, dass jede Zusammenhangskomponente von X einen
Punkt aus Y enthilt, und wir wihlen h%(z, -) als Pfad in X von  nach Y fiir alle z € X%\ Y°.

Wir nehmen jetzt an, dass n > 1, und dass die Homotopie h"~! = h|(xnuy)x 1 bereits konstruiert
ist. Dann setzen wir sie n-Zelle fiir n-Zelle von X \ Y zu A" fort. Ahnlich wie im obigen Beweis
recht es dafiir, eine Abbildung g: (D", S" ') — (X, X" 1 UY) als Abbildungen von Paaren zu
einer Abbildung (D", S""!) — (X" UY, X" 1 UY) zu homotopieren.

Da die Inklusion eine schwache Homotopiedquivalenz ist, schliefen wir aus der langen exakten
Homotopiesequenz

e (XL A) e a1 (Y, A) 2 (XL YY) e (X, A) e (Y, A) e -
des Tripels (X,Y, A) aus Ubung 3.112, dass 7, (X, Y) = 0, und die gesuchte Homotopie existiert. [

4.47. BEMERKUNG. Fiir zwei schwach homotopiedquivalente Rdume X und Y gibt es nach
Definition 4.45 Isomorphismen 7 (X) = 7 (Y) fiir alle & > 0; diese werden induziert von den
Abbildungen f; und g;. Die Umkehrung dieser Aussage ist im Allgemeinen nicht richtig. Dazu
betrachten wir beispielsweise die Rdume

X =82xRP3 und Y =RP?x S3.

Beide Réume haben als universelle Uberlagerung S? x S2, und die isomorphe Fundamentalgrup-
pen Z/2. Dennoch werden wir spéter sehen, dass sie nicht homotopieéiquivalent sind.

Als néchstes versuchen wir, einen beliebigen topologischen Raum durch einen CW-Komplex
zu ersetzen. Bis auf schwache Homotopiedquivalenz ist das moglich. Fiir spitere Anwendungen
formulieren wir den entsprechenden Begriff noch etwas allgemeiner.

4.48. DEFINITION. Ein n-zusammenhdingendes CW-Modell fiir ein Paar (Y, A) ist ein n-zusam-
menhéingendes CW-Paar (X, A) zusammen mit einer Abbildung f: (X, A) — (Y, A) relativ zu A,
so dass fi: m(X,a) — m,(Y,a) injektiv ist und f.: mx(X,a) — m(Y,a) ein Isomorphismus fiir
alle k > n und alle a € A.

Eine CW-Approximation eines Paares (Y, A) besteht aus einem CW-Paar (X, A) und einer
Abbildung f: (X, A) — (Y, A) relativ zu A, so dass fi.: mx(X,z9) — 7(Y, f(x0)) fiir alle £ > 0
und alle g € X ein Isomorphismus ist.

Eine CW-Approximation ist so etwas wie ein ,,(—1)-zusammenhéngendes CW-Modell“. Wenn A
je einen Punkt pro Wegzusammenhangskomponente von Y enthélt, ist eine CW-Approximation ein
,»0-zusammenéngendes CW-Modell“ von (Y, A).

Sei n beliebig. Fiir k < n gilt m(X) = 7 (A), da das Paar (X, A) n-zusammenhéngend sein
soll. Fiir £ > n hingegen hatten wir m(X) = m,(Y) gefordert. Im Fall & = n faktorisiert die
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Abbildung ¢y : 7, (A, a) = 7, (Y, a) nach Voraussetzung als

bt Tn(Ay @) — (X, @) o 70(Y,a) -

Aus dem Homomorphiesatz folgt, dass m,(X,a) in natiirlicher Weise isomorph ist zu im .. Also
suchen wir einen CW-Komplex X, der im obigen Sinne zwischen A und Y interpoliert. Das werden
wir erreichen, indem wir an A Zellen der Dimension k > n ankleben.

4.49. BEMERKUNG. Wir betrachten einen punktierten CW-Komplex (X, x¢), somit ist A =
{zo}.

(1) Ein 0-zusammenhéngendes CW-Modell von X ist beispielsweise die Zusammenhangskom-
ponente Xy von X, die zg enthiilt.

(2) Ein l-zusammenhingendes CW-Modell von X ist beispielsweise die universelle Uberlage-
rung p: Xo — Xo, denn m(f(o,az-o) = WO(XO,Q%O) = 0 und ps: nk(f(o,az-o) = (X0, z0) =
7x(X, o) nach Folgerung 3.26. Wir iiberlegen uns dazu, dass die universelle Uberlagerung
eines CW-Komplexes wieder eine natiirliche CW-Struktur trégt.

Daher nennt man in diesem Spezialfall ein n-zusammenhéngendes CW-Modell eines punktierten
CW-Komplexes auch eine ,n-zusammenhéngende Uberlagerung®.

4.50. BEISPIEL. Es folgen einige konkrete Beispiele.
(1) Da m,(S) = 0 fiir alle k > 2 nach Beispiel 3.27, ist {*} — S! ein n-zusammenhingendes
CW-Modell fir alle n > 1.
(2) Nach Beispiel 3.33 liefert die Hopf-Faserung p: S% — S? Isomorphismen p,: m(S3) —
7,(S?) fiir alle & > 3. Also ist die Hopf-Faserung ein 2-zusammenhingendes CW-Modell
fiir 2.
Weitere Beispiele betrachten wir in Ubung 4.96.

4.51. SATZ (CW-Approximation). Zu jedem Paar (Y, A) und jedem n > 0 existiert ein n-
zusammenhingendes CW-Modell. Zu jedem Paar (Y, A) existiert eine CW-Approximation.

Sei f1: (X, A) — (Y, A) ein n-zusammenhingendes und fo: (Z, B) — (W, B) ein m-zusammen-
héingendes CW-Modell mit n > m, wobei wir CW-Approxzimationen wie (—1)-zusammenhdingende
CW-Modelle behandeln. Sei g: (Y, A) — (W, B) eine Abbildung, dann existiert eine zellulire Abbil-
dung £: (X, A) — (Z,B), so dass faol relativ A zu go f1 homotop ist. Je zwei solche Abbildungen
sind relativ A homotop.

BeEweis. Fiir die erste Behauptung behandeln wir jede Wegzusammenhangskomponente von Y’
einzeln und nehmen daher ab jetzt an, dass Y wegzusammenhiingend ist. Falls A = (), ist X = () das
eindeutige n-zusammenhéingende CW-Modell. Anderfalls fixieren wir einen Basispunkt in xg € A.

Dann konstruieren wir ein CW-Paar (X, A) und eine Abbildung f: (X, A) — (Y, A) relativ
zu A. Fiir alle k konstruieren wir induktiv ein k-Skelett X* mit einer Abbildung f*: X* — Y, so
dass f¥|yr-1 = f*~1 und

F (X)) — 1 (Y) injektiv, falls n > 0,
K (XF) = T (Y) ein Isomorphismus fiir alle m mit n < m < k,
und IR (XF) — m(Y) surjektiv ist.

Wir starten mit X™ = A und f® = f|xn» = f|a. Dann folgt mit Folgerung 4.44 (2) bereits,
dass (X, A) ein n-zusammenhéngendes Paar ist.
Wenn alle f*: X* — Y konstruiert sind, setzen wir schlieBlich

X = colim X* und f=colimf*: X — Y.
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Nach zellulirer Approximation gilt 7 (X) 2 7, (X*+1), also erhalten wir eine n-zusammenhingende
CW-Approximation.

Sei also k > n, und seien X*~1 und f*1: X¥=1 — Y bereits konstruiert, so dass die obigen
Bedingungen erfiillt sind. Da die Inklusion X*~! <+ X* nach Folgerung 4.44 (1) eine (k — 1)-
zusammenhiingende Abbildung ist und f*~! iiber fF faktorisiert, erfiillt f* die obigen Eigenschaften
fir alle m < k — 1, und fF: mp_1(X*) = mp_1(Y) ist automatisch surjektiv.

Die Konstruktion von X* und f* erfolgt in zwei Schritten. Falls k = 1, sei J{ die Menge der
Wegzusammenhangskomponenten von XY, die den Basispunkt xo nicht enthalten. Falls k& > 2,
withlen wir eine Erzeugermenge JF des Kernes von f¥=1: 1 (X*1) — m,_1(Y). Fiir jedes j € Jf
sei go?: Sk=1 — X*=1 eine punktierte Abbildung, die das entsprechende Element von mr—1 (X k_l)
darstellt. Da [f*~1 o @?] =0 € mp_1(Y), existiert eine Abbildung g;?: D¥ — Y mit gé-“|5k_1 =
fF 1o gpé?. Wir kleben eine Zelle éé? mit goé? an X*~1 an und setzen f*~! durch ff auf é? fort, so
dass

g]
e T
DF =~ xklyek -3y

Sei ]_[]-EJ{c Sk=1  Xk=1 durch die cp? fiir j € JF induziert, dann setzen wir
Xk = (]_[ Dk> Upe XF1 und fF=flu | o XF— Y.
jeJk JEIF
Nach Konstruktion ist ff,: m,_1(X*) — m_1(Y) jetzt injektiv und somit ein Isomorphismus,
1 (XF71) —— 1 (XT)

o 27
’ k

T 1 (V) <2 e (XF)

Daran #ndert sich nichts mehr, wenn wir weitere k-Zellen hinzufiigen.

Im zweiten Schritt wihlen wir eine Erzeugermenge J§ von 74(Y) und Abbildungen f]]-“: Sk —
(Y, yo), die die entsprechenden Elemente von 74 (Y") repréasentieren. Als Verklebeabbildung fiir die
neuen k-Zellen withlen wir die konstante Abbildung S¥~1 — {z0} — X*~L. Jetzt sei J¥ = JF U J§,
und wir erhalten

Xt=Xxfv\/ S wmd fr=fv\ Xy,
jeJk jeJy
Dann ist f*: m,(X) — 7 (Y) surjektiv, und die erste Behauptung somit vollstéindig bewiesen.

Fiir die zweite Behauptung erhalten wir X% und f°: X° — Y, indem wir aus jeder Weg-
zusammenhangskomponente Yy von Y, die keinen Punkt aus A enthilt, einen Punkt yy € Yj
zu A hinzunehmen. Anschliefend verfahren wir weiter wie oben fiir n = 0, beginnend bei k = 1.
Da my(A) — mo(Y") bereits surjektiv ist, liefert die Konstruktion am Ende auch einen Isomorphis-
mus 7o(X — mo(Y).

Zur letzten Behauptung nehmen wir an, dass X™ = A falls n > 0. Andernfalls bilden wir wie
oben ein n-zusammenhingendes CW-Modell (X', A) von (X, A) mit X" = A. Nach dem Satz 4.46
von Whitehead sind (X', A) und (X, A) homotopiefiquivalent relativ zu A, so dass wir (X, A)
durch (X', A) ersetzen diirfen. Auflerdem nehmen wir an, dass Z — W eine Inklusionsabbildung ist,
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ABBILDUNG 4.5. Das Topologische Huhn

die wir ¢ nennen. Andernfalls ersetzen wir (W, B) durch den relativen Abbildungszylinder (Zp f2, B),
der (W, B) als Deformationsretrakt enthélt, und g durch die entsprechende Abbildung im Diagramm

(X, A) —— (X, 4) —~ (v, 4)

! // g

Z“V A// / ‘L

(Z, B)——= (Zpfa, B) <—(W, B) .
f2

Jetzt konnen wir dhnlich wie im Beweis der zelluliren Approximation 4.43 induktiv Zelle fiir
Zelle Homotopien h*: X* x I — W konstruieren, so dass h*(-,0) = (g o f1)|x, h*(-,1): X* —
Z Cc W und h¥|yx_1; = h¥1, wobei h" = (go f1 o px)|axr: A x I — B C Z stationir sei. Wie
oben ergibt sich als Vereinigung eine Homotopie h: X x I — X von g o f; zu einer Abbildung
nach Z. Nach Satz 4.43 macht eine weitere Homotopie diese Abbildung zellular.

Sei jetzt h*~1: X*~1x I — W bereits konstruiert, und sei e? eine k-Zelle von X. Da h*~1(-,1)o

go? nach Induktionsvoraussetzung S*~! nach Z abbildet, reicht es #hnlich wie im Beweis des Sat-
zes 4.46 von Whitehead, eine Abbildung (D*, S¥=1) — (W, Z) als Abbildung von Paaren zu einer
Abbildung D¥ — Z zu homotopieren, um h¥~! auf eé’? x I fortzusetzen. Das ist moglich, denn aus
der langen exakten Sequenz 3.19 des Paares (W, Z) erhalten wir

et g (W) — o1 (Z) — mp(W, Z) «— (W) — m(Z) — -+ -
=0
Um die Eindeutigkeit zu zeigen, seien £y, ¢1: X — Z wie oben gegeben. Die zugehdrigen Ho-
motopien hg, h1: X x I — W liefern eine Homotopie relativ zu A von £y und ¢; als Abbildungen
nach W. Mit dem gleichen Trick wie oben kénnen wir diese Homotopie relativ zu A x TUX x{0,1}
Zelle fiir Zelle zu einer Homotopie zwischen ¢y und ¢; mit Werten in Z deformieren, was noch zu
zeigen war. g

4.52. BEISPIEL. Wir betrachten das topologische Huhn

o2\
Y:{(2—|—sin7r> e’
2

siehe Abbildung 4.5, auch bekannt als polnischer Kreis. Die starken Oszillationen machen den Uber-
gang von Punkten mit positivem Argument zur positiven reellen Achse zu einem uniiberwindbaren
Hindernis fiir Abbildungen S¥ — Y, somit ist 7 (Y) = 0 fiir alle k. Eine CW-Approximation wire

gpe(o,%]}u[l,?)] cC,
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demnach ein einzelner Punkt X = {z¢}, den wir auf yy abbilden. Dass X — Y keine Homoto-
piediquivalenz ist, sehen wir daran, dass es eine nicht-zusammenziehbare Abbildung Y — S' gibt,
gegeben durch z — ﬁ Da alle CW-Approximationen nach Satz 4.51 homotopiedquivalent sind,
sagen wir, dass Y nicht den Homotopietyp eines CW-Komplexes hat. Wir haben jetzt also auch ein
Beispiel von schwach homotopiedquivalenten, aber nicht homotopiedquivalenten Raumen.

In Ubung 4.95 kénnen wir jetzt zeigen, dass je zwei schwach homotopieiquivalente CW-Kom-
plexe homotopiedquivalent sind, und dass schwach homotopiedquivalente topologische Rdume ho-
motopiedquivalente CW-Approximationen besitzen.

4.53. BEMERKUNG. Die Sétze 4.43, 4.46 und 4.51 zusammen erkléiren die Rolle der Homotopie-
gruppen und der CW-Komplexe in der Homotopietheorie.

(1) Zu jedem topologischen Raum Y gibt es eine CW-Approximation f;: X — Y, und zu
jedem Morphismus g: Y — W und jeder CW-Approximation fo: Z — W gibt es bis auf
Homotopie einen entsprechenden Morphismus ¢: X — Z. Da all dies nur bis auf Homotopie
wohldefiniert ist, erhalten wir Funktoren Hk7op — HCW und HkwH — HCW, die mit
schwacher Homotopiedquivalenz vertréglich sind.

(2) Diese Funktoren bilden keine Aquivalenzen von Kategorien, da die Abbildung [Y, W] —
[X, Z] im Allgemeinen nicht bijektiv ist, wie wir anhand der Abbildung Y — S! im obigen
Beispiel gesehen haben. Im néchsten Abschnitt werden wir den Begriff der Homotopie und
der Homotopiekategorie etwas allgemeiner formulieren, um dieses Problem zu l6sen.

Letztlich sollte es nicht allzusehr verwundern, dass CW-Komplexe und Homotopiegruppen so gut
zusammenarbeiten: sowohl Homotopiegruppen als auch Abbildungen von CW-Komplexen in andere
Riume basieren auf dem Verhalten von Abbildungen der Paare (D¥, S*~!) in andere Riume, was
wir in den vorangegangenen Beweisen auch immer wieder benutzt haben.

Als letztes in diesem Abschnitt wollen wir uns iiberlegen, welche der Standardkonstruktionen
aus CW-Komplexen wieder CW-Komplexe machen.

4.54. PROPOSITION. Die folgenden Konstruktionen mit CW-Konstruktion liefern in den Kate-
gorien k7Jop und kwH wieder CW-Kompleze:

(1) beliebige Koprodukte,

(2) Pushouts entlang zellulirer Abbildungen von einem Unterkomplex in einen anderen CW-
Komplex,

(3) Kolimiten von Inklusionen von Unterkomplezen,

(4) Produkte und reduzierte Produkte endlich vieler CW-Kompleze.

In (4) diirfen wir nicht mit dem gewohnlichen topologischen Produkt arbeiten, da das Produkt
zweier unendlich grofler CW-Komplexe im Allgemeinen eine grobere als die CW-Topologie tréigt. Die
Kategorie CW ist nach Proposition 4.10 kovollsténdig. Sie ist jedoch nicht bivollstéindig, da bereits
die einfachsten Pullbacks, nimlich Urbilder von Punkten aus Y° unter zelluliren Abbildungen X —
Y im Allgemeinen keine CW-Komplexe mehr sind.

BeEWEIS. In jedem der Punkte (1)—(4) findet sich eine natiirliche CW-Struktur auf dem neu
konstruierten Raum. In (1)—(3) liefern die universellen Eigenschaften, dass diese CW-Struktur die
gleiche Topologie induziert wie die universelle Konstruktion. Die Details sind Ubung 4.97. In (4)
reduzieren wir den Beweis fiir Produkte zunéchst auf kompakte, das heif3t, endliche CW-Komplexe,
sieche Ubung 4.98. Hieraus leitet man mit (2) das analoge Resultat fiir X AY ab. O

Fiir kompliziertere Konstruktionen sind CW-Komplexe leider nicht méchtig genug. Immerhin
gilt aber folgendes Resultat, das wir ohne Beweis angeben.
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4.55. SATZ (Milnor). Es seien X, Y homotopiedquivalent zu CW-Komplexen, dann ist auch der
Abbildungsraum C(X,Y) homotopiedquivalent zu einem CW-Komplez.

4.e. Modellkategorien

Wir haben im letzten Abschnitt gesehen, dass der Begriff der ,,schwachen Homotopiedquivalenz*
es uns ermoglicht, anstelle beliebiger topologischer Raume nur CW-Komplexe zu betrachten, die wir
weit besser verstehen. Wir haben in Bemerkung 4.53 (2) aber auch gesehen, dass unser Begriff einer
naiven Homotopiekategorie Hkw?H nicht gut zur Methode der CW-Approximation passt. Daher
werden wir in diesem Abschnitt einen etwas anderen Begriff einer Homotopiekategorie entwickeln.
Mehr Details dazu finden Sie in [Ho, Qui].

Bisher haben wir die Begriffe Faserung, Kofaserung und schwache Aquivalenz recht wahllos
benutzt. In diesem Kapitel fithren wir den Begriff einer Modellkategorie ein, der all diese Begriffe
umfasst. Laut Quillen ist ,,Modellkategorie“ eine Abkiirzung fiir ,, Kategorie von Modellen fiir eine
Homotopietheorie®“. Die Kategorie der kompakt erzeugten schwach-Hausdorff-Rdume ohne Basis-
punkte tragt mehrere solcher Modellstrukturen. Fiir Retrakte von Abbildungen verweisen wir auf
Ubung 3.117.

4.56. DEFINITION. Eine Modellstruktur (wM, fM,cM) auf einer Kategorie M besteht aus
drei Unterkategorien, den Faserungen fM, den Kofaserungen cM, und den schwachen Aquivalen-
zen wM, sowie zwei funktoriellen Faktorisierungen f = p oi = g o j fiir alle Morphismen f in M,
so dass die folgenden Axiome gelten.

(M1) Retrakte. Ein Retrakt einer Faserung, Kofaserung oder schwachen Aquivalenz ist wieder
vom gleichen Typ.

(M2) Zwei-von-drei-FEigenschaft. Seien f: Y — Z und g: X — Y Morphismen. Wenn zwei der
drei Morphismen f, g und f o g schwache Aquivalenzen sind, dann auch der dritte.

(M3) Liftungseigenschaft. Wenn im dufleren kommutativen Diagramm

A*f>E

7
h

zl il J{p
/

X—DB
g

der Morphismus i eine Kofaserung, p eine Faserung und i oder p eine schwache Aquivalenz
ist, dann existiert eine Abbildung h: X — E, so dass das gesamte Diagramm kommutiert.

(M4) Funktorielle Faktorisierungen. In den Faktorisierungen f = poi = g o j sind ¢, j Kofase-
rungen, p, ¢ Faserungen und p und j schwache Aquivalenzen.

Eine Modellkategorie (M, wM, fM,cM) ist eine bivollstdndige Kategorie mit einer Modellstruk-
tur.

Die Unterkategorien cM, fM und wM sind im Allgemeinen nicht voll. Stattdessen folgt aus
den Axiomen, dass sie jeweils alle Objekte enthalten. Wir nennen eine Faserung oder Kofaserung
trivial oder azyklisch, wenn sie auflerdem eine schwache Aquivalenz ist.

4.57. BEMERKUNG. Wir beginnen mit einigen einfachen Schlussfolgerungen.

(1) Eckmann-Hilton-Dualitdt. Wenn man in einer Katgeorie mit Modellstruktur alle Pfei-
le umdreht, erhdlt man wieder eine Modellstruktur; allerdings tauschen Faserungen und
Kofaserungen ihre Rollen. Das bedeutet: wenn ein bestimmter Sachverhalt in allen Mo-
dellstrukturen (oder in allen Modellkategorien) gilt, dann gilt die Eckmann-Hilton-duale
Aussage ebenfalls in allen Modellstrukturen (Modellkategorien).
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(2)

(3)

In einer Modellstruktur (wM, fM,ecM) legen wM und cM gemeinsam fM fest, siehe
Ubung 4.99. Das heiBt aber nicht, dass zur jeder Wahl von wM und ¢M bereits eine
Modellstruktur existiert.

Es sei A — X eine Kofaserung und A — Y beliebig, dann ist der Pushout ¥ - X Us Y
wieder eine Kofaserung, siche Ubung 4.100.

Da Modellkategorien bivollstéindig sind, gibt es immer ein initiales Objekt () und ein terminales
Objekt *, siehe Beispiel 4.9(1) und (2). In einer punktierten Kategorie (zum Beispiel Top_, ) stimmen
beide {iberein, wir behalten aber trotzdem die obige Notation bei.

4.58. DEFINITION. Es sei (M,wM, fM,cM) eine Modellkategorie mit initialem Objekt () und
terminalem Objekt *. Ein Objekt X von M heifit fibrant, wenn X — % eine Faserung ist, und
kofibrant, wenn () — X eine Kofaserung ist. Wir bezeichnen mit M,y die volle Unterkategorie der
Objekte, die sowohl fibrant als auch kofibrant sind.

4.59. BEISPIEL. Es folgen einige Beispiele von Modellstrukturen auf Kategorien topologischer

Réaume.

(1)

Es sei T = Top, kTop oder kwH eine Kategorie topologischer Ridume. Dann besitzt T
eine Modellstruktur, in der wM gerade die Homotopiedquivalenzen sind. Faserungen sind
die Hurewicz-Faserungen aus Definition 3.22 und Kofaserungen die abgeschlossenen Ko-
faserungen aus Definition 3.55. In dieser Kategorie sind alle Objekte fibrant und kofi-
brant, es gilt also Top.; = Top. Wir nennen sie die Hurewicz-, die naive oder die Strom-
Modellstruktur. Wir haben Axiom (M1) in den Ubungen 3.117, 3.127 und 4.101 bewiesen,
und (M3) in den Ubungen 3.131 und 3.132. Axiom (M2) gilt offensichtlich.

Da schwache Homotopiedquivalenz allein mit Hilfe der Homotopiegruppen definiert ist,
ist dieser Begriff unter Umsténden hilfreicher als Homotopiedquivalenz im klassischen Sin-
ne. In der sogenannten Standard-, Serre- oder Quillen-Modellstruktur sind die schwachen
Aquivalenzen genau die schwachen Homotopiedquivalenzen, die Faserungen sind die Serre-
Faserungen aus Definition 3.22, und die Kofaserungen sind Retrakte von relativen Zellkom-
plexen. Relative Zellkompleze sind etwas allgemeiner als die relativen CW-Komplexe aus
Definition 4.37. Hier darf man in jedem Schritt beliebig viele Zellen beliebiger Dimension
ankleben, so dass eine Zelle auch an eine Zelle gleicher oder groflerer Dimension angeklebt
werden kann. Jetzt ist immer noch jedes Objekt fibrant. Kofibrant sind jedoch nur noch
Zellkomplexe und ihre Retrakte.

Die gemischte oder Cole-Modellstruktur benutzt schwache Homotopiedquivalenzen und
Hurewicz-Faserungen. Die passenden Kofaserungen werden durch Bemerkung 4.57 (2) ge-
geben. Nach wie vor sind alle Objekte fibrant, kofibrant sind nur Rdume vom Homotopietyp
eines CW-Komplexes.

Anstatt Homotopiegruppen zur Definition von schwacher Aquivalenz heranzuziehen, kénn-
te man auch die Kategorie der Uberlagerungen und die Kohomologie lokal konstanter
Garben zur Definition von wM benutzen. In diesem Fall wére beispielsweise der polnische
Kreis (das ,,topologische Huhn“) aus Beispiel 4.52 zu S! schwach #quivalent. Leider ist
mir keine Modellstruktur bekannt, die auf derartigen schwachen Aquivalenzen aufbaut.

In allen Féllen ist (M4) recht aufwéndig nachzupriifen, weshalb wir darauf hier verzichten wollen.

4.60. DEFINITION. Sei (M, wM, fM,cM) eine Modellkategorie. Zwei Abbildungen f, g: X —
Y heilen linkshomotop, wenn es einen Raum Z (den Zylinder) mit Abbildungen ¢g, t1: X — Z,
eine schwache Aquivalenz p: Z — X und eine Linkshomotopie h: Z — Y gibt, so dass das folgende
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Diagramm kommutiert:

xux Y2y (1)

Lo,L A
(idx,idx)i &) I'h
P |

X Z .

Sie heiflen rechtshomotop, wenn es einen Raum P (den Pfadraum) mit Abbildungen g, e1: P —
Y, eine schwache Aquivalenz u: Y — P und eine Rechtshomotopie k: X — P gibt, so dass das
folgende Diagramm kommutiert:

v xy L9 x 2)

I
(idy,idy)T Wﬂ k
Y

Y P.

Der , klassische* Homotopiebegriff fiir stetige Abbildungen aus Definition 2.2 entspricht Links-
homotopie mit dem festen Zylinder X x I. Nach dem Exponentialgesetz 1.101 (2) ist das dquivalent
zu Rechtshomotopie mit dem Pfadraum Y. Die Definition hier ist zum einen allgemeiner, weil sie
auch fiir Modellkategorien funktioniert, die {iberhaupt nichts mit topologischen Ridumen zu tun
haben, als auch potentiell grober, weil man in Jop oder kwH auch andere Zylinder und Pfadriume
benutzen darf und dadurch unter Umstéinden mehr Homotopien bekommt.

4.61. BEMERKUNG. Diese beiden Begriffe sind zueinander dual und stimmen nicht immer {iber-
ein. Sie hingen beide von den schwachen Aquivalenzen in M ab, aber nicht von der Wahl der
Faserungen und der Kofaserungen. Wenn X kofibrant ist, ist Linkshomotopie eine Aquivalenzre-
lation auf Hom(X,Y'), und Linkshomotopie impliziert Rechtshomotopie. Die dazu duale Aussage
gilt ebenfalls. Wenn wir uns also auf die volle Unterkategorie M,y einschrénken, stimmen beide
Homotopiebegriffe iiberein und definieren eine Aquivalenzrelation auf den Morphismen-Mengen. Es
bezeichne HM,; eine Kategorie mit den gleichen Objekten wie M,; und Homotopieklassen von
Morphismen.

4.62. DEFINITION. Es sei M eine Modellkategorie. Eine Homotopickategorie zu M ist eine Ka-
tegorie HoM mit einem Funktor Ho: M — HoM, der alle schwachen Aquivalenzen auf Isomorphis-
men abbildet, so dass jeder andere Funktor M — &, der schwache Aquivalenzen auf Isomorphismen
abbildet, auf eindeutige Weise iiber HoM faktorisiert. Fiir Objekte X, Y von M definieren wir

[X,Y] = Hompgop(Ho X, HoY) .

Man kann sich anhand der Diagramme zu Definition 4.60 iiberzeugen, dass der Funktor Ho links-
oder rechtshomotope Abbildungen auf den gleichen Morphismus in HoM abbildet. Er verhélt sich
also dhnlich wie der Funktor Top — H7op. Er kann aber auch Abbildungen identifizieren, die auf
den ersten Blick nicht homotop sind, sieche Bemerkung 4.53 (2).

In der Sprache von Kategorien ist HoM die Lokalisierung von M an wM. Insbesondere héangt
die Homotopiekategorie nicht von der Wahl der Faserungen und Kofaserungen ab. Auflerdem ist die
Lokalisierung bis auf Aquivalenzen von Kategorien eindeutig, so dass insbesondere [X, Y] wohldefi-
niert ist. Man kann Lokalisierungen (mit gewissen mengentheoretischen Schwierigkeiten) konstruie-
ren, wobei man die Objekte beibehilt und als Morphismen Aquivalenzklassen von ,,Zickzacks“ der

Form
& / SR \ C
A Ay Ap_1 B

168



einfiihrt, bei denen alle nach links weisenden Pfeile aus wM stammen, dhnlich wie in Definiti-
on 4.45. Bei Quillen heiflen die hier definierten Modellkategorien abgeschlossen, das heifit, dass ein
Morphismus in M genau dann eine schwache Aquivalenz ist, wenn er in HoM auf einen Isomor-
phismus abgebildet wird. Das hat nichts mit dem Begriff ,,abgeschlossen“ aus Abschnitt 4.c zu
tun.

Die Modellstruktur erlaubt eine einfachere Beschreibung der Homotopiekategorie bis auf Aqui-
valenz. An dieser Stelle kommen auch Faserungen und Kofaserungen ins Spiel.

4.63. SATZ (Fundamental- iber Modellkategorien, Quillen). Es sei M eine Modellkategorie,
dann induziert der Funktor Ho eine Aquivalenz von Kategorien HM.; — HoM.

Insbesondere ist HoM selbst eine Kategorie im herkémmlichen Sinn. Wir haben in Bemer-
kung 4.53 gesehen, dass der klassische Abbildungs- und Homotopiebegriff nicht gut zu schwachen
Homotopiesiquivalenzen passt. Um [X, Y] wie in Definition 4.62 zu bestimmen, kann man also X
und Y durch schwach &quivalente, fibrant-kofibrante Objekte ersetzen, bevor man [X,Y] durch
Homotopien im Sinne von Definition 4.60 beschreiben kann. In der Tat reicht es sogar, X durch
ein kofibrantes und Y durch ein fibrantes Objekt zu ersetzen.

4.64. BEISPIEL. Wir wollen uns dieses Resultat anhand der obigen Modellstrukturen auf 7 =
Top, kTop oder kwH anschauen. In der Tat bilden topologische Rdume eine interessante Beispiel-
kategorie, um das Verhalten verschiedener Modellkategorien zu studieren. Allerdings sind in Bei-
spiel 4.59 stets alle Objekte fibrant. Quillen hat gesehen, dass das nicht in jeder Modellkategorie so
sein muss.

(1) In der Strgm-Modellstruktur sind alle Objekte fibrant und kofibrant. Wenn f, g: X — Y
im klassischen Sinne von Definition 2.2 homotop sind, kénnen wir Z = X X [ in De-
finition 4.60 (1) wéhlen, somit sind f und ¢ linkshomotop. Seien umgekehrt f und g
linkshomotop, dann ist p: Z — X eine Homotopiedquivalenz, und es existiert ein Homo-
topieinverses ¢: X — Z. In der Notation von Definition 4.60 (1) sind dann ¢, ¢; und ¢ im
klassischen Sinne homotop. Wir erhalten klassische Homotopien

f=hoiw~hot1=g.

Also stimmt der neue Homotopiebegriff in der Strgm-Modellstruktur mit dem klassischen
iiberein, und es ist Ho7 = HT die Homotopiekategorie aus Bemerkung 2.5 (2).

(2) Wenn wir zu punktierten Riumen iibergehen, miissen wir als schwache Aquivalenzen punk-
tierte Abbildungen f: X — Y zulassen, fiir die eine punktierte Abbildung ¢g: ¥ — X
existiert, so dass go f und f o g als unpunktierte Abbildungen homotop zur Identitéit sind,
sieche Ubung 4.103 mit A = pt.

Nach wie vor sind alle Objekte fibrant. Kofibrant sind jedoch nur noch die gut punktier-
ten Rdume aus Definition 3.55. Die zugehotrige Homotopiekategorie hat als Objekte also nur
gut punktierte Rdume, und hier sind schwache Aquivalenzen wieder genau die punktierten
Homotopiedquivalenzen. Somit erhalten wir die korrekte Homotopiekategorie, indem wir
uns in unser naiven Homotopiekategorie auf gut punktierte Rdume einschrinken. Jeden
nicht gut punktierten Raum X kénnen wir, wenn notig, durch den Abbildungszylinder der
Inklusion {z¢} < X ersetzen.

(3) In der Quillen-Modellkategorie ist jeder Raum nach Satz 4.51 zu einem CW-Komplex
schwach dquivalent. Also reicht es, Abbildungen f, g: X — Y zwischen CW-Komplexen
zu betrachten.

Klassische Homotopie impliziert wieder Homotopie im neuen Sinn. Seien also f, g im
Sinne von Definition 4.60 homotop. Wir approximieren das Zylinderobjekt Z durch einen
CW-Komplex k: W — Z und erhalten mit Satz 4.51 zwei Abbildungen jo, j1: X — W,
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so dass ko j; = ¢; fiir i = 0, 1. Auflerdem ist p o k eine Homotopiedquivalenz nach dem
Satz 4.46 von Whitehead. Sei q: X — W ein Homotopieinverses, dann folgt im klassischen
Sinne g ~ jg ~ j1, und wie oben sind auch f und g im klassischen Sinne homotop.

Also ist die Homotopiekategorie zur Quillen-Modellstruktur &quivalent zur naiven Ho-
motopiekategorie HCW der CW-Komplexe, siche Bemerkung 4.53 (1). Letztere ist deutlich
iibersichtlicher als die Kategorie H7.; aller Retrakte von Zellkomplexen, die uns der Satz
von Quillen liefert. Aulerdem ist HCW eine volle Unterkategorie der Kategorie H7op.Wir
erhalten [X, Y], indem wir X durch einen schwach homotopiedquivalenten CW-Komplex
ersetzen, bevor wir klassische Homotopien betrachten.

4.f. Faser- und Kofaser-Sequenzen

Ab sofort sei stets T eine ,,schone® Kategorie topologischer Ridume, also beispielsweise k7op
oder kwH. Wir arbeiten ab jetzt wieder {iberwiegend mit der zugehorigen punktierten Katego-
rie 7.. Auflerdem fixieren wir eine Modellstruktur auf 7, , beispielsweise die Strgm- oder die Quillen-
Modellstruktur aus Beispiel 4.59 (1) beziehungsweise (2). In diesem Sinne verstehen wir schwache
Aquivalenzen w7y, Faserungen f7, und Kofaserungen c7,. Mit Ho7, bezeichnen wir eine zu-
gehorige Homotopiekategorie, also etwa die ,,naive* Homotopiekategorie H7T; der gut punktierten
Réume im ersten und HCW . im zweiten Fall, siehe Beispiel 4.64. Wir verstehen die Notation [ X, Y]
im Sinne von Definition 4.62, das heiflt, wir ersetzen X durch einen schwach dquivalenten kofibran-
ten Raum, bevor wir naive Homotopieklassen betrachten (Y ist ja stets fibrant). Die allermeisten
Konstruktionen im Folgenden lassen sich komplett in der Sprache der Modellkategorien fiir belie-
bige Modellkategorien durchfithren. Wir werden aber die meiste Zeit mit konkreten topologischen
Methoden arbeiten.

4.65. BEMERKUNG. Wir haben uns in den Abschnitten 4.a—4.d grofle Miihe gegeben, ,,schéne*
Kategorien 7 und 73 mit vielen angenehmen Eigenschaften zu konstruieren, damit wir im letzten
Abschnitt 4.e Modell - und Homotopiekategorien einfithren konnten. Umso grofier ist die Erniichte-
rung, wenn wir feststellen, dass die Homotopiekategorie Ho7 . gar nicht so schéne Eigenschaften
hat. Sie ist beispielsweise weder vollstéindig noch kovollstindig, siche etwa Ubung 4.104.

Daher fiihren wir viele typische Konstruktionen nicht in der Homotopiekategorie durch, sondern
zundchst in 7. Erst am Schluss betrachten wir die Friichte unserer Arbeit in Ho7 +. So ,,leben“ die
Faser- und Kofasersequenzen, die wir gleich betrachten, natiirlicherweise in Ho7 .. Wir beschreiben
sie dennoch in 74, um im Zweifel etwas bessere Kontrolle iiber ihre Eigenschaften zu haben.

In den Homotopiekategorien Ho7 gibt es keinen natiirlichen Begriff exakter Sequenzen. In die-
sem Abschnitt lernen wir zwei Typen von Sequenzen kennen, die sich dhnlich wie exakte Sequenzen
verhalten.

In Definition 3.71 haben wir den reduzierten Kegel CA = AA(I,0) eines Raumes A und den Ab-
bildungskegel C'f = C'Y Uy X einer Abbildung f: ¥ — X kennengelernt. Nach Bemerkung 3.72 (1)
und (3) sind (CA, A) und (C'f, X) immer Kofaserungen in der Strgm-Modellstruktur. Der Homo-
topiequotient X // A ist gerade der Abbildungskegel der Inklusion A — X.

4.66. BEMERKUNG. Der Abbildungskegel C'f = CY Uy X von f:Y — X hat einige schone
Eigenschaften.

(1) Es sei Z ein weiterer punktierter Raum. Aus der universellen Eigenschaft 1.86 eines Pu-
shouts folgt, dass eine Abbildung k: C'f — Z genau einer punktierten Abbildung g: X —
Z und einer punktierten Nullhomotopie h von der konstanten Abbildung ¥ — {zp} — Z
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zu g o f entspricht.
h

/_\
YAL —=Cf—=7Z

|7

YVY ——X

(2) Betrachte die Inklusion ¢: X — Cf. Wir schreiben f* = - o f: [X,Z] — [Y, Z]. Mit (1)
sieht man, dass die Sequenz

Cf. 2] > [X, 2] 25 [, 7]
punktierter Mengen fiir alle Z bei [X, Z] im Sinne von Definition 3.17 exakt ist.

Wir erinnern uns an die iterierte Einhingung S¥X = S* A X aus Definition 3.68 und Be-
merkung 3.70 (2). Sei f: X — Y stetig, dann schreiben wir im Folgenden —Sf fiir die Abbil-
dung (idg1) A f: S'X — S1Y. Dabei sei idg: eine punktierte Selbstabbildung vom Grad —1, etwa
gegeben durch komplexe Konjugation auf S' c C. Man beachte, dass dann —S(—Sf) zu S2f
homotop ist.

4.67. SATZ (Barratt-Puppe-Sequenz). Es sei f: Y — X eine Abbildung zwischen kofibranten
punktierten Rdumen. Dann existiert eine natiirliche Sequenz

e sop i ex ey Hsor S sx sy Fop x Ly (*)

in Ty mit folgenden Figenschaften:
(1) Fir je zwei aufeinanderfolgende Abbildungen in der Sequenz existiert ein kommutatives
Diagramm
Ck
N\
W~——vV<t_u,

bei dem { eine schwache Aquivalenz ist;

(2) Sei g eine beliebige Abbildung in der Sequenz, dann stimmt die rechts von g abgeschnittene
Sequenz in HoT gerade mit der entsprechenden Sequenz fiir g tiberein;

(3) Fliir jeden Raum Z ist die induzierte Sequenz

L s%cf, 71 B 52 x, 71 D (s2y, 71 9 (s, 2 ]i)?
s isx,2) S sy, 21 L (of, 21 s 1x, 21 L v 2

von Mengen exakt.

Eine Sequenz (*) mit der Eigenschaft (1) heifit auch Kofasersequenz. Zusammen mit f legt (1)
die Sequenz (*) bereits bis auf Isomorphie in HoT,. eindeutig fest. Ubrigens lisst sich dieser Satz fiir
beliebige punktierte Modellkategorien auch abstrakt aus den Axiomen herleiten. Die Minuszeichen
in (*) ergeben sich aus der Konstruktion und sind nétig fiir (2). Sie spielen eine Rolle in der Theorie
sogenannter , triangulierter Kategorien“. Die analoge Sequenz ohne Minuszeichen ist offensichtlich
isomorph zu (*), so dass man die Minuszeichen spéter manchmal weglisst.

Nach Bemerkung 3.77 (1) ist die Puppe-Sequenz (3) bis zur Stelle [SY, Z] eine exakte Sequenz
von Gruppen, und nach 3.77 (2) sogar eine exakte Sequenz abelscher Gruppen bis zur Stelle [S%Y, Z].
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—Y

Cu Cf

—Sf

=

ABBILDUNG 4.6. Zur Kofasersequenz der Abbildung f: Y — X

Nach Ubung 4.111 wirkt die Gruppe [SY, Z] auf [C'f, Z]; dhnliche Gruppenwirkungen haben wir in
den Satzen 3.19 und 3.25 gesehen. Allgemeiner heifit eine Sequenz

"'<—X3<—X2<—X1<—X0

mit der Eigenschaft (3) Homotopie-koezakt. Diese Eigenschaft ist schwécher als (1) und legt (*) nicht
eindeutig fest. Beispielsweise konnen wir C'f durch einen Raum W ersetzen, der C f als Retrakt
besitzt, und die Sequenz (*) links von X durch die entsprechende Sequenz zur Abbildung X — W
ersetzen, ohne die Exaktheit von (3) zu zerstoren. Die schwache Aquivalenz £ in (1) ist ebenfalls
nicht eindeutig bestimmt, denn die Gruppe [SU, W] operiert auf der Menge der moglichen Homo-
topieklassen von Homotopiedquivalenzen. Das héngt eng damit zusammen, dass Ho7 1 nicht alle
Kolimiten enthilt, siche Bemerkung 4.65.

BEWEIS. Wir arbeiten hier nur in der Strgm-Modellstruktur. In der Quillen-Modellstruktur
reicht es, die Abbildung f wie in Satz 4.51 durch eine zelluldre Abbildung zwischen CW-Komplexen
zu ersetzen. Dadurch werden alle weiteren Abbildungen in (1) ebenfalls zu zelluldren Abbildungen
zwischen CW-Komplexen.

Wir konstruieren die Sequenz (*) Schritt fiir Schritt und beweisen (1) und (2), dann folgt die
Exaktheit der Sequenz (3) aus Bemerkung 4.66 (2). Am Anfang der Sequenz (*) ist nichts zu tun.

Wir betrachten zu ¢: X — C'f den Abbildungskegel

Ci=CXU,Cf.

Dabei befolgen wir die Konvention, dass der zuletzt konstruierte Kegel immer die Orientierung
festlegt; das wird auch die diversen Minuszeichen in (*) erkléren. Die Pfeile in Abbildung 4.6 zeigen
jeweils in Richtung der jeweiligen Kegelspitze.

Da (CY,Y) eine Kofaserung ist, sind (C'f, X) und (C't, C X ) nach Proposition 3.64 ebenfalls Ko-
faserungen. Auflerdem ist C'X zusammenziehbar, also ist die Quotientenabbildung p: Ct — C1/CX
eine Homotopiedquivalenz nach Proposition 3.62. Da C'X die ,,Basis* des Abbildungskegels C' ist,
ist Ct/CX natiirlich homéomorph zur Einhdngung SY. Wir beweisen (1) an der Stelle C'f, indem
wir die Abbildung j: C'f — SY definieren wie im Diagramm

Ci<l Ccf<‘—Xx
—J
SY .

Das Vorzeichen riihrt daher, dass die Orientierung von C'f durch CY festgelegt wird, die von SY
jedoch durch den Kegel CX C C.
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Im néchsten Schritt sei J: C'f — Ct die natiirliche Inklusion. Wie oben ist C.JJ = C(Cf)U; Cu,
und (CJ,C(Cf)) ist eine Kofaserung. Da die ,,Basis“ C(C'f) von C'J zusammenziehbar ist, erhalten

wir wieder eine Homotopiedquivalenz
q: CJ —» CJ/C(Cf) = SX .
Das linke Quadrat in Abbildung 4.6 kommutiert bis auf die punktierte Homotopie h: Ct x I — SX
mit
h((y,s),t) = (f(y), 1 — s+ st) fiir (y,s) e CY C Cu,

und h((z,s),t) = (z, st) fir (z,s) e CX C Cu,
wobei der Kegelparameter s jeweils an der Spitze den Wert 0 und an der Basis den Wert 1 annimmt.
Es folgt h(-,0) = (=Sf)op und h(-,1) = qo K, wobei K: Ct — CJ wieder die natiirliche
Inklusion bezeichne. Wir erhalten das kommutative Diagramm in Abbildung 4.6. Damit ist (1) an
der Stelle SY ebenfalls gezeigt.

Als letztes beweisen wir induktiv (1) und (2), indem wir die Sequenz (*) mit der verschobenen
Sequenz zur Abbildung ¢ vergleichen wie im Diagramm

sx <L oy o x L v
pTN
—S. —qoK J
SCf X Cu Cf<‘—X.

Dies erlaubt uns, die Sequenz (*) Schritt fiir Schritt nach links fortzusetzen. Die Eigenschaft (1)
folgt aus der entsprechenden Eigenschaft fiir die -Sequenz eine Position weiter rechts. O

4.68. BEISPIEL. Es sei f: S% — S? die Hopf-Faserung. Wenn wir an S? eine Zelle mit der
Verklebeabbildung f ankleben, erhalten wir die komplex projektive Ebene CP2, siche Ubung 1.168.
Insbesondere ist CP? = Cf, da D* = CS3. Der Quotient von CP? nach dem 2-Geriist S? ist
homéomorph zu S*. Wir erhalten also eine Kofasersequenz

3 gt e epre g2 log,

Vollig analog fithren wir jetzt Fasersequenzen ein. Dabei lassen wir uns wie in Abschnitt 3.f
vom Prinzip der Eckmann-Hilton-Dualitit leiten. Wir erinnern uns daran, dass Y+ = C(I,Y) die
unpunktierten und Y/ die punktierten Abbildungen von I = (1,0) nach Y bezeichnet. Diese Rédume
sind dual zum reduzierten Zylinder Y A I beziehungsweise zum reduzierten Kegel CY'.

4.69. DEFINITION. Es sei f: X — Y eine punktierte Abbildung. Dann definieren wir die Pfad-
Faserung
p: Pf— Yl I8y
indem wir Pf = { (v,2) € Y+ x X | v(1) = f(z) } = Y+ als Pullback

Y < Pf

evli lf*evl
/

Y~—X

konstruieren. Die typische Faser der Pfadfaserung ist die Homotopiefaser
Ff={(v,2) eY" x X | 7(0) = yo und 7(1) = f(2) } = { (v,2) € Y x X [ (1) = f(2) } .

_ 4.70. BEMERKUNG. Die Pfadfaserung hat folgende Eigenschaften, siehe auch Abbildung 4.7 und
Ubung 4.105.
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T [revi T
. o

Ff Pf
YI

Y
ABBILDUNG 4.7. Die Pfadfaserung einer Abbildung f: X - Y

(1) Die Abbildungen
evO:YI+—>Y, ev1:Y1+—>Y,
p: Pf—Y und ffevi: Pf — X

sind Hurewicz-Faserungen mit Faser Y/ beziehungsweise Ff, siche Definition 3.22.

(2) Wenn wir Y mit den konstanten Pfaden in Y+ identifizieren, ist Y ein Deformationsretrakt
von Y'+. Dabei kénnen wir evg oder evy als Retraktionsabbildung wihlen. Wihlen wir
entsprechend zu z € X den konstanten Pfad im Punkt f(z) und benutzen ¢: X — P f mit

Uz) = (tm flz), )
um X mit im¢ C Pf zu identifizieren, so wird X zu einem Deformationsretrakt von Pf.
(3) Es gilt pot = f, und f o f*ev; ist punktiert homotop zu p, somit kénnen wir jede belie-
bige Abbildung f durch eine Hurewicz-Faserung p: Pf — Y mit homotopiedquivalentem
Totalraum ersetzen.
(4) Wenn f: X — Y bereits eine Hurewicz-Faserung ist, dann ist die Homotopiefaser F f
homotopiedquivalent zur Faser f~!(yo).

4.71. BEMERKUNG. Dual zu Bemerkung 4.66 hat die Homotopiefaser folgende Eigenschaften.
(1) Die Homotopiefaser F'f lasst sich auf zwei Weisen als Pullback darstellen:

Y < Ff Pf<—Ff
evli J(qf*evl und pl l
vy x Y~ pt.

(2) Eine Abbildung k: Z — F f entspricht genau einer Abbildung ¢g: Z — X und einer punk-
tierten Nullhomotopie h von der konstanten Abbildung Z — {yo} < Y zur Abbildung fog.
(3) Wir schreiben f, = fo -: [Z,X] — [Z,Y]. Aus (2) folgt, dass die Sequenz

2, Ff] 2 [2,X] 25 [2,Y]
punktierter Mengen exakt ist.

Der folgende Satz ist Eckmann-Hilton dual zum Satz 4.67 von Barratt-Puppe. Der Beweis
ist daher Ubung 4.106. Wir iiberlegen uns aber, dass QFX = X" zu SFX = X A S* dual ist.
Sei f: X — Y stetig, dann schreiben wir —Qf fiir die Abbildung, die o € QX auf f o a o idg:
abbildet. Dann ist —Q(—€f) homotop zu Q?f.
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Da jede Hurewicz-Faserung eine Serre-Faserung ist, sieht diese Sequenz in der Quillen-Modell-
struktur genau so aus wie in der Strgm-Modellstruktur. Allerdings sollten wir in (3) den Raum Z
zunéchst durch einen schwach dquivalenten CW-Komplex ersetzen, wenn wir die Menge [Z, -] aus
Definition 4.62 durch die Menge naiver Homotopieklassen ersetzen wollen.

4.72. SATZ. Zu jeder Abbildung f: X — Y existiert eine natiirliche Sequenz
2 2 _ _
P erx Bty orr Maox Moy S Lx Ly (%
punktierter Abbildungen mit folgenden FEigenschaften:

(1) Fir je zwei aufeinanderfolgende Abbildungen in der Sequenz ezistiert ein kommutatives

Diagramm
N
k ~
Ww——v-Lor,

bei dem k eine Homotopiedquivalenz ist;

(2) Sei g eine beliebige Abbildung in der Sequenz, dann stimmt die rechts von g abgeschnittene
Sequenz in HoT,. mit der entsprechenden Sequenz fiir g iiberein;

(3) Fir jeden gut punktierten Raum Z ist die induzierte Sequenz

— [z,F) 2 7, QQX]%[Z sz]ﬂ[zmﬂ (-9).

von Mengen exakt.

Eine Sequenz mit der Eigenschaft (1) heifit Fasersequenz. Die Sequenz (*) wird durch (1) und
die Abbildung f bis auf Isomorphie in Ho7; eindeutig festgelegt. Allgemeiner heifit eine Sequenz

'—)Xg—)X2—>X1 —)Xo

mit der Eigenschaft (3) Homotopie-exakt. Wiederum ist die Sequenz (*) nicht allein durch diese Ei-
genschaft bis auf Homotopiedquivalenz eindeutig festgelegt, und k in (1) ist nicht bis auf Homotopie
eindeutig bestimmt.

Als Spezialfall der Sequenz (3) mit Z = S° erhalten wir die lange exakte Sequenz fiir Serre-
Faserungen aus Satz 3.25, wenn wir F'f durch die Faser ' und [SY, Q¥ -] mit Hilfe des Exponential-
gesetzes durch [S¥, -] ersetzen, sieche Ubung 4.109. Die Abbildung 7 nennt man auch Fasertransport.
Sie beschreibt, wohin der Basispunkt der Faser durch so etwas wie Paralleltransport entlang einer
Schleife in Y verschoben wird und liefert somit einen Punkt in der Homotopiefaser.

4.73. BEISPIEL. Es sei ¢1: S? < CP> die Inklusion des 2-Geriistes und f: S2 — S? die Hopf-
Faserung. Da 73(CP>) = 0, ldsst sich die Abbildung ¢ o f auf D* = CS3 fortsetzen. Das liefert
uns eine Abbildung ¢: S® — Fu. Der Schleifenraum QCP> ist nach Ubung 4.107 zu S' homo-
topiediquivalent. Aus der obigen langen exakten Sequenz (3) fiir Z = S* und Beispiel 3.33 folgt,
dass g.: m,(S3) — m(Ft) ein Isomorphismus ist fiir alle ¥ > 3. Fiir k& = 1, 2 iiberlegt man sich,
dass m(Q25?) — 7;(QACPY) = 7;(S') ein Isomorphismus ist fiir j = 0, 1. AuBerdem sind sowohl S®
als auch F't zusammenhéngend. Somit ist g eine schwache Homotopiedquivalenz. Da Ft nach einer
etwas allgemeineren Version des Satzes 4.55 von Milnor den Homotopietyp eines CW-Komplexes
hat, ist g nach dem Satz 4.46 von Whitehead sogar eine Homotopieiquivalenz. Wir erhalten somit
eine Fasersequenz

I S SIS Sl
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Auf der rechten Seite kénnen wir die Fasersequenz sogar noch durch die Abbildung CP>* — HP*>
fortsetzen.

4.g. Ubungen zu Kapitel 4
Ubungen zu Abschnitt 4.a.

4.74. UBUNG. Es seien F: C — D und G: D — C Funktoren. Wir nennen natiirliche Transfor-
mationen ¢: F o G — idp und 7: id¢ — G o F ein Einheiptenpaar, wenn
E]:Xofnx Zid]:X und geyongy Zidgy
fiir alle Objekte X von C und Y von D gilt. Zeigen Sie wahlweise:
(1) Es sei ®xy: Homp(FX,Y) — Home(X,GY) eine Adjunktion im Sinne von Definiti-
on 4.1, dann bilden
ey = <I>§€/,y(idgy) und  nx = Px rx(idrx)

ein Einheitenpaar.
(2) Es sei € und 7 ein Einheitenpaar, dann liefert ®xy = G- onx eine Adjunktion im Sinne
von Definition 4.1.

4.75. UBUNG. Beweisen Sie die folgenden Aussagen iiber Kolimiten.

(1) Der Kolimes colim(A Jdoog B) erfiillt die universelle Eigenschaft des Pushout.
(2) Jeder Kolimes lésst sich als Pushout von Koprodukten schreiben.

4.76. UBUNG. Es sei Z die Kategorie mit einem Objekt aus Beispiel 4.5 und F: T — Vecy ein
Funktor. Beschreiben Sie F in Termen der linearen Algebra und geben Sie lim F und colim F an.

4.77. UBUNG. Welche Rechenregeln ergeben sich aus Lemma 4.14 und dem Exponentialgesetz
fiir Mengen aus Beispiel 4.3 (1)

(1) fiir disjunkte Vereinigungen und kartesische Produkte, sowie
(2) fiir kartesische Produkte und Mengen von Abbildungen?

4.78. UBUNG. Es sei C eine Kategorie, dann bezeichne C die Kategorie mit den gleichen
Objekten und

Homeor (X,Y) = Home(Y, X) und fopg=gof
fiir alle f, g und fiir alle X, Y € C.
Uberpriifen Sie:

(1) SeiZ ein Diagramm. Dann sind Z-Limiten in C gerade Z°P-Kolimiten in C°’ und umgekehrt.

(2) Funktoren F': C — D entsprechen Funktoren F': C°? — D und Funktoren G: C — D
entsprechen Funktoren G: C? — D.

(3) Es seien F': C 2 D : G adjungierte Funktoren, dann sind auch G: D? = C : F' adjun-
giert.

(4) Es seien F': C & D : G adjungierte Funktoren, dann sind auch G: D = C : F' adjun-
giert.

Ubungen zu Abschnitt 4.b. Zur Erinnerung: unter , kompakt“ verstehen wir stets iiberdeckungs-
kompakt und Hausdorffsch, siehe Definition 1.58.

4.79. UBUNG. Zeigen Sie:
(1) Hausdorff-Réume sind schwach Hausdorff, und schwache Hausdorfl-Réume erfiillen (T1).
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(2) Sei X schwach Hausdorff, K kompakt und f: K — X stetig. Dann ist im f kompakt
(insbesondere Hausdorff), und f ist eigentlich, das heifit, Urbilder kompakter Teilmengen
sind kompakt.

4.80. UBUNG. Zeigen Sie:

(1) Die k-offenen Mengen von X bilden eine Topologie Oy auf X; diese ist feiner als Ox.
Schreibe kX = (X, Okx), dann ist insbesondere idx: kX — X stetig.

(2) Sei K kompakt, dann ist f: K — X genau dann stetig, wenn f: K — kX stetig ist.

(3) Es gilt Oxrx) = Okx, also ist kX kompakt erzeugt.

(4) Ein Raum X ist genau dann kompakt erzeugt, wenn fiir jeden Raum Y und jede Abbil-
dung g: X — Y von Mengen dquivalent sind:
(a) die Abbildung g ist stetig, und
(b) fiir jedes Kompaktum K und jede stetige Abbildung f: K — X ist go f: K — Y

stetig.

4.81. UBUNG. Zeigen Sie:
(1) Der Funktor k: Top — kTop ist rechtsadjungiert zum Inklusionsfunktor k7op < Top, das
heift, fiir alle X € kTop, Y € Top gibt es eine natiirliche Bijektion
homy 7o, (X, kY') = homy,, (X,Y) .

(2) Essei X € k7Top und A C X eine Teilmenge. Dann hat kA die charakteristische Eigenschaft
eines Unterraums in der Kategorie k7op aus Satz 1.50.

(3) Es sei (X;)icr eine Familie von Réumen in £7op, dann hat k[ [,.; X; die universelle Eigen-
schaft eines Produkts in der Kategorie k7op aus Satz 1.53.

4.82. UBUNG. Wir betrachten die topologischen Riume
X=\(I,0 uwd Y=\/(0)
i€NN JEN

und die Teilmenge
1 1
1+ 15 1+ 15
Zeigen Sie:

(1) Statten wir den Raum X xY mit der CW-Topologie, die durch die abgeschlossenen 2-Zellen
é?j = [0,1] x [0, 1] fiir (i,5) € NN x N gegebegist, aus, dann ist P abgeschlossen.

(2) In der Produkttopologie auf X x Y gilt 0 € P.

(3) Die CW-Topologie in (1) stimmt mit der Topologie auf k(X x Y') zur Produkttopologie
auf X x Y iiberein.

ieNN,jeN}CXxY.

Hinweis: Jede Umgebung von 0 enthélt in der Produkttopologie eine Teilmenge der Form

( \/ [o,ai)) x ( \/ [o,bj)) mit 0 < az,b; < 1 fiir alle i € NY und alle j € N .
ieNN JEN
4.83. UBUNG. Zeigen Sie:

(1) Disjunkte Vereinigungen von Familien in kwH sind wieder kompakt erzeugt und schwach
Hausdorft.

(2) Sei Xy C X1 C -+ eine aufsteigende Familie in kw#H, so dass X; fiir alle ¢ in X;;1 abge-
schlossen ist. Dann ist der Kolimes in Top wieder kompakt erzeugt und schwach Hausdorft.

(3) CW-Komplexe sind kompakt erzeugt und schwach Hausdorff.
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4.84. UBUNG. Zeigen Sie in Analogie zu Aufgabe 3.129: wenn X ein kompakt erzeugter schwach
Hausdorff-Raum und (X, A) eine Kofaserung in der Kategorie kwH ist, dann ist A C X eine k-
abgeschlossene Teilmenge.

4.85. UBUNG. Es sei X € kwH, und es sei Xg C X; C --- C X eine aufsteigende Folge von
Unterrdumen in kw?H, so dass X = colim X,,. Auflerdem sei K kompakt und f: K — X stetig.
(1) Zeigen Sie, dass im f C X, fiir ein hinreichend grofes n.
(2) Folgern Sie fiir xg € Xy, dass m,(X, zg) = colim 7y (X,,, o).
Hinweis. Beweisen Sie zunichst folgende Aussage: es sei (), eine Folge in X, so dass x,, €
X\ Xp—1, dann ist { z, | n € N} C X abgeschlossen.
4.86. UBUNG. Es bezeichne |- | : Top — Set den vergesslichen Funktor, der einem topologischen
Raum die zugrundeliegende Menge zuordnet.

(1) Geben Sie je einen links- und einen rechtsadjungierten Funktor zu |- | an.

(2) Gibt es links- und rechtsadjungierte Funktoren zur Einschrinkung |- | : kwH — Set?
Hinweis zu (2). Welche Auswirkungen hat die Existenz der jeweiligen Adjungierten nach Lem-
ma 4.14 auf Pullbacks und Pushouts?

4.87. UBUNG. Es bezeichne R/Z = Vez S1 den Quotienten topologischer Réume. Bestimmen
Sie den Kolimes der Folge
R/Z -5 R/Z -5 R/Z -5 R/Z —> -
zum einen in der Kategorie Top, zum anderen in der Kategorie kwH.
4.88. UBUNG. Wir betrachten den inversen Limes X der Folge
Sl gte2 gl 3 gl ..
topologischer Réume. Bestimmen Sie eine Abbildung der universellen Uberlagerung R — S' des
ersten Raumes in den Limes X. Ist diese Abbildung eine Einbettung? Ist sie surjektiv?
Ubungen zu Abschnitt 4.c.
4.89. UBUNG. Konstruieren Sie die natiirlichen Transformationen a, A und p aus Definition 4.26,
zeigen Sie, dass sie Isomorphismen sind, und beweisen Sie die Axiome (1) und (2)
(1) entweder fiir (C, x, E), falls endliche Produkte in C existieren und E terminal ist,
(2) oder fiir (C,U, E), falls endliche Koprodukte in C existieren und E initial ist.

4.90. UBUNG. Es sei (C,®, E) eine abgeschlossene monoidale Kategorie.

(1) Benutzen Sie die Adjunktion - ® Y 4 hom(Y, -) und die Funktorialitit von ® im zweiten
Argument, um zu zeigen, dass hom(-,Z): C — C ein kontravarianter Funktor ist.

(2) Zeigen Sei, dass hom( -, -) ein Bifunktor ist, das heifit, dass fiiralle f: Z - W, g: X - Y
gilt
hom(X, f) ohom(g, Z) = hom(g, W) o hom(Y, f): hom(Y,Z) — hom(X, W) .

4.91. UBUNG. Es sei (C,®, F) eine abgeschlossene monoidale Kategorie. Beweisen Sie die uni-
versellen Eigenschaften des internen hom-Funktors und des Tensorproduktes aus Bemerkung 4.28
mit Hilfe von Bemerkung 4.2. Uberlegen Sie sich auBerdem, dass die Zuordnungen f — g in (1)
und g — f in (2) zueinander invers sind.

4.92. UBUNG. Beweisen Sie Proposition 4.36, orientieren Sie sich dabei am Beweis von Propo-
sition 3.59.

4.93. UBUNG. Es seien X,Y, Z in kwH. Zeigen Sie:
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) kC(-, Z): kwH = kwH? :kC(-, Z) ist eine Adjunktion.

) KC(XUY,Z) 2 k(kC(X,Z) x kC(Y, Z)).

) kO(X, k(Y x Z)) = k(kC(X,Y) x kC(X, Z)).

) Was muss eine abgeschlossene monoidale Kategorie (C, ®, hom, E) erfiillen so, dass (i) und
(ii) analog gelten?

Ubungen zu Abschnitt 4.d.

P

1
2
3
4

4.94. UBUNG. Beweisen Sie Folgerung 4.41.

4.95. UBUNG. Zeigen Sie:

(1) Schwach homotopieiquivalente CW-Komplexe sind homotopiedquivalent.
(2) Schwach homotopiedquivalente topologische Rdume haben homotopiesiquivalente CW-Ap-
proximationen.

4.96. UBUNG. Geben Sie k-zusammenhiingende CW-Modelle fiir (CP™, %) an fiir alle k < 2n.
Zusatz: Wie sieht es mit (HP", x) aus?

4.97. UBUNG. Prizisieren und beweisen Sie die folgende Aussage:
Pushouts ldngst zelluldren Abbildungen auf Unterkomplexen sowie Kolimiten einer Folge zel-
lulérer Inklusionen von CW-Komplexen liefern wieder CW-Komplexe.

4.98. UBUNG. Seien X, Y CW-Komplexe mit charakteristischen Abbildungen (®7),, ;, (U )n,js

dann sei Z der CW-Komplex auf der Menge X x Y mit den charakteristischen Abbildungen
PP x U DM x D" =DM X XY,

Zeigen Sie:

(1) id: Z — k(X xY) ist stetig.

(2) Wenn X,Y endlich sind, ist id: Z — k(X x Y) ein Homéomorphismus.

(3) id: Z — k(X x Y) ein Hombomorphismus.
Hinweis: Es reicht bei (3) zu zeigen, dass fiir alle Kompakta K und alle stetigen f: K — X x Y
die Abbildung id o f: K — Z stetig ist.

Ubungen zu Abschnitt 4.e.

4.99. UBUNG. Es sei (wM, fM,cM) eine Modellstruktur. Zeigen Sie, dass fM gerade die Men-
ge aller p: E — B in M ist, die fiir alle trivialen Kofaserungen i: A — X die Liftungseigenschaft

A—f>E

7
zl h/ ’ J{p
/
X ——B
g
erfiillen.

Hinweis: Wenn p die Liftungseigenschaft hat, zerlegen Sie p = ¢ o j wie in Axiom (M4) und
schreiben Sie p als Retrakt von gq.

4.100. UBUNG. Es sei A — X eine Kofaserung und A — Y beliebig. Zeigen Sie, dass der
Pushout Y — X Uy Y wieder eine Kofaserung ist.

4.101. UBUNG. Essei f: A — B ein Retrakt von g: X — Y im Sinne von Ubung 3.117 in einer
beliebigen Kategorie C. Zeigen Sie:

(1) Wenn g ein Isomorphismus ist, dann ist auch f ein Isomorphismus.
(2) Sei C = Top. Wenn g eine Homotopiedquivalenz ist, dann auch f.
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(3) Sei C = Top. Wenn g eine schwache Homotopiedquivalenz ist, dann auch f.
Hinweis: (2) und (3) folgen aus (1) dank Funktorialitét.

4.102. UBUNG. Es sei C eine beliebige Kategorie. Zeigen Sie, dass man stets drei , triviale“ Mo-
dellstrukturen auf C erhilt, indem man fiir zwei der drei Kategorien wC, fC und cC alle Morphismen
zuldsst, und fiir die dritte nur Isomorphismen. Bestimmen Sie die zugeh6rigen Homotopiekategorien
zum einen anhand der Definition 4.62, zum anderen mit dem Satz 4.63 von Quillen.

4.103. UBUNG. Es sei (M, wM, fM,cM) eine Modellkategorie und A ein Objekt von M. Die
Kategorie A | M ,unter A“ enthélt als Objekte Morphismen der Form A — X in M, und als
Morphismen kommutative Diagramme der Form

A
/ 7 \
in M. Wir nennen einen Morphismus Faserung, Kofaserung beziehungsweise schwache Aquivalenz

in A ] M, wenn f in M vom entsprechenden Typ ist. Zeigen Sie, dass A | M mit dieser Struktur
wieder eine Modellkategorie bildet.

X Y

4.104. UBUNG. Es seien f: A — X und g: A — Y stetige, punktierte Abbildungen. Wir
definieren den Homotopie-Pushout

Z=X;U,Y =XUANI UY/~,
wobei wir A x {0} via f an X und A x {1} via g and Y ankleben. Wir erhalten Inklusionsabbil-
dungen i: X — Z und j: Y — Z. Zeigen Sie:
(1) Seien punktierte Abbildungen p: X — W und ¢: Y — W gegeben, so dass po f zu g o
g: A — W homotop sind, dann existiert eine Abbildung k: Z — W mit koi = p und koj =
q.
(2) Wenn man f und g durch punktiert homotope Abbildungen f’, ¢’ ersetzt, erhiilt man einen
zu Z punktiert homotopiediquivalenten Raum X Uy Y.

(3) Warum muss der Raum Z trotzdem kein Pushout in der Homotopiekategorie sein? Geben
Sie dazu ein Beispiel.

Ubungen zu Abschnitt 4.f.

4.105. UBUNG. Es sei f: X — Y eine beliebige Abbildung. Beweisen Sie zwei der folgenden
Aussagen aus Bemerkung 4.70.
(1) Die Pfadfaserung Pf — Y ist eine Hurewicz-Faserung mit Faser F'f.
(2) Der Unterraum im(:) = X ist ein Deformationsretrakt von Pf.
(3) Die Abbildung f o (f*evy) ist zu p: Pf — Y punktiert homotop.
(4) Wenn f eine Hurewicz-Faserung ist, ist f~!(yo) zur Homotopiefaser F'f homotopiesiqui-
valent.

4.106. UBUNG. Beweisen Sie Eigenschaft (1) fiir die Sequenz (*) aus Satz 4.72 an einer der
Stellen F'f oder Y, indem Sie den Beweis von Satz 4.67 mit Eckmann-Hilton-Dualitét iibertragen.

4.107. UBUNG. Es sei ¢: §2 =2 CP! — CP> die Inklusion. Die Abbildung S'AS! = §2 — CP>
induziert eine Abbildung
st — Ql(cp>).
Zeigen Sie, dass diese Abbildung eine schwache Homotopiedquivalenz ist. Aus den Sétzen von Milnor
und Whitehead folgt, dass sie sogar eine Homotopieiquivalenz ist.
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4.108. UBUNG. Es sei ¢: §2 =2 CP' — CP> die Inklusion und F: ihre Homotopiefaser.
Da m3(CP>) = 0, lisst sich die durch die Hopf-Faserung induzierte Abbildung g: S% — % — CP>
auf ganz D* fortsetzen.

Konstruieren Sie damit eine Abbildung S® — Fu. Zeigen Sie mit Hilfe der langen exakten
Sequenz 3.25 fiir Faserungen, dass diese Abbildung eine schwache Homotopiedquivalenz ist.

4.109. UBUNG. Es sei (X, A) ein Paar punktierter Réume und ¢: A — X die Inklusionsabbil-
dung. Zeigen Sie, dass 7 (F't) = w41 (X, A) fur alle k£ > 0.

4.110. UBUNG. Setzen Sie die Sequenz aus Beispiel 4.73 nach links fort, indem Sie sich {iberlegen,
dass QS! zu Z und QFS! fiir k£ > 2 zu einem Punkt homotopiesiquivalent ist.

4.111. UBUNG. Beweisen Sie eine der folgenden Aussagen.

(1) Es gibt in der Sequenz aus Satz 4.67 (3) eine natiirliche Wirkung der Gruppe [SY, Z] auf
der Menge [C'f, Z], deren Bahnen genau den Urbildern von Elementen von [X, Z] unter +*
entsprechen.

(2) Es gibt in der Sequenz aus Satz 4.72 (3) eine natiirliche Wirkung der Gruppe [Z, QY] auf
der Menge [Z, F' f], deren Bahnen genau den Urbildern von Elementen von [Z, X] unter ¢*
entsprechen.
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KAPITEL 5

Homologie

Wir haben am Ende von Kapitel 3 gesehen, dass stabile Homotopiegruppen etwas leichter zu
handhaben sind als die urspriinglichen Homotopiegruppen. Wir nehmen das als Inspiration fiir die
Eilenberg-Steenrod-Axiome fiir allgemeine Homologie- und Kohomologiefunktoren. In der Literatur
ist gern von Homologietheorien die Rede, aber eigentlich ist das ganze nur Teil einer groferen
Theorie, daher verwenden wir den etwas bescheideneren Begriff Funktor.

5.a. Die Eilenberg-Steenrod-Axiome

Wir geben die Eilenberg-Steenrod-Axiome fiir allgemeine Homologiefunktoren an, leiten einige
elementare Schlussfolgerungen ab, und geben ein Beispiel einer solchen Theorie. Weitere Homolo-
giefunktoren konstruieren wir spéter.

Ab sofort sei wieder T eine ,,schone“ Kategorie topologischer Raume, also beispielsweise k7Top
oder kwH. An einzelnen Stellen werden wir sogar nur die Kategorie CVW der CW-Komplexe und
ihrer zelluldiren Abbildungen betrachten. Wir arbeiten ab jetzt wieder iiberwiegend mit der zu-
gehorigen punktierten Kategorie 7;.. Auflerdem fixieren wir eine Modellstruktur auf 7., beispiels-
weise die punktierte Strgm- oder Quillen-Modellstruktur, siche Beispiel 4.64 (2) und Ubung 4.103.
In diesem Sinne verstehen wir schwache Aquivalenzen, Faserungen und Kofaserungen in 7. An-
stelle von ,kofibrant“ sagen wir nach wie vor ,gut punktiert“ und erinnern uns daran, dass in
beiden Modellstrukturen alle Rdume fibrant sind. Mit Ho7,. bezeichnen wir wieder eine zugehorige
Homotopiekategorie, und mit [X, Y] die ,,Homotopieklassen* im Sinne von Definition 4.62.

Als Zielkategorie wihlen wir im Folgenden der Einfachheit halber stets die Kategorie C =
Modp der (Links-) Moduln iiber einem Ring R. Im Prinzip kénnten wir stattdessen eine Kategorie
wéahlen, die viele wichtige Eigenschaften mit den Kategorien Modgr gemeinsam hat. Ein paar dieser
Eigenschaften listen wir gleich auf. Wir kénnten also beispielsweise eine sogenannte Grothendieck-
Kategorie wahlen, siehe (7) unten. Nach dem Satz von Gabriel-Popescu ist jede Grothendieck-
Kategorie C eine volle Unterkategorie der Kategorie Modr mit R = End G, siehe (7), das heiflt, sie
erbt viele Eigenschaften von Modg. Allerdings erhalten wir unter Umsténden andere Limiten und
Kolimiten — dieses Phéinomen haben wir in Abschnitt 4.b bereits beim Ubergang von Top zu den
vollen Unterkategorien k7op und kw?H beobachtet. Insgesamt gibt es kaum Vorteile, allgemeinere
Kategorien als Modg zu betrachten, daher arbeiten wir lieber direkt in der Kategorie Modg. Spéter
werden wir dariiber hinaus oft annehmen, dass R kommutativ oder sogar ein Hauptidealring ist.
Das liefert uns gleich die wichtigsten Zielkategorien, ndmlich

Mody, = Ab und Modi = Vecy fiir einen Korper k .

Die wichtigsten Korper wiederum werden k = Q und k = Z/2 oder allgemeiner Z/p fiir eine
Primzahl p sein.

5.1. BEMERKUNG. Es sei R ein Ring. Dann hat die Kategorie Modgr der (Links-) R-Moduln
folgende wichtige Eigenschaften.

(1) Punktiert: Es gibt ein Nullobjekt 0, und daher zwischen je zwei Objekten X, Y einen
Nullmorphismus 0: X — 0 — Y, siche Bemerkung 4.29.
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(2)

()
(6)

(7)

(8)

Additiv: Zusétzlich zu (1) gibt es endliche Produkte und Koprodukte, und fiir je zwei
Objekte ist die natiirliche Abbildung

XUY — X xY

ein Isomorphismus. Wir nennen das Koprodukt daher auch direkte Summe. Jetzt kann
man Morphismen f, g: X — Y addieren:

XS xxx <& xux M ypy 4y
Diese Addition entspricht genau der elementweisen Addition, also (f + g)(z) = f(z) +
g(z) € Y. Allein aus der kategoriellen Beschriebung folgt, dass Homp(X,Y") eine abelsche
Halbgruppe ist, und das die Verkniipfung von Morphismen bilinear ist. Zusétzlich fordert
man noch, dass Hompg(X,Y') sogar ein Gruppe ist.
Pri-Abelsch: Zusétzlich zu (1), (2) hat jeder Morphismus f: X — Y einen Kern ker f — X
und einen Kokern Y —» coker f. Bisher haben wir sie als Faser und Kofaser bezeichnet:

ker f& - > X coker f <— —-Y
I A
! J{f und | Tf
Y I
0 Y 0 X.

Abelsch: Zusatzlich zu (1)—(3) ist jedes Unterobjekt normal, das heifit, Kern eines Mor-
phismus, und jeder Quotient ist konormal, das heifit, Kokern eines Morphismus. Wir ver-
zichten hier auf die kategorielle Beschreibung. Als Folge gilt der Homomorphiesatz: Fiir
jeden Morphismus f: X — Y gilt

im f = ker coker f = coker ker f = coim f .

AuBlerdem kénnen wir in abelschen Kategorien iiber exakte Sequenzen sprechen.
Vollstindig und Kovollstindig: Alle Limiten und Kolimiten existieren, siehe Abschnitt 4.a.
Aus (1)—(4) folgt bereits, dass alle endlichen Limiten und Kolimiten existieren.

Exakte gerichtete Kolimiten: Jede Folge von Abbildungen kurzer exakter Sequenzen hat
als Kolimes wieder eine kurze exakte Sequenz, siche Beweis von Lemma 5.37. Man beachte,
dass die analoge Eigenschaft fiir Limiten im Allgemeinen nicht gilt, siehe Abschnitt 6.b.
Hier ist also zum ersten Mal das Dualitatsprinzip verletzt.

Grothendieck-Kategorie: Zusétzlich zu (1)—(6) hat Modg einen Erzeuger R, das heifit, der
Funktor |- | : Modr — Set aus Bemerkung 4.29, der ein Objekt X auf | X | = Hompg (R, X)
abbildet, ist treu. Fiir alle Objekte ist also Homp(X,Y) — Abb(|X],|Y|) injektiv. In
beliebigen Grothendieck-Kategorien ist | X| wegen (2) eine abelsche Gruppe, damit sogar
ein End R-Modul, und Hom(X,Y) — Hompg,g r(|X|,|Y]) ist bijektiv.

Abgeschlossen Monoidal: Wenn R kommutativ ist, ist Modg eine abgeschlossene monoidale
Kategorie, siehe Abschnitt 4.c.

In der Kategorie Modg gelten viele Lemmata der homologischen Algebra, von denen wir bis jetzt
nur das Vierer- und Fiinfer-Lemma 3.20 kennengelernt haben. Dank (4) lassen sich viele Sdtze tiber
exakte Sequenzen durch ,Diagrammjagd“ beweisen, und dank (7) diirfen wir dabei mit Elementen
(nicht mit Morphismen) arbeiten, siehe etwa Satz 5.6 {iber die Mayer-Vietoris-Sequenz. Eigen-
schaft (8) wird wichtig, sobald wir zu sogenannten ,multiplikativen“ Theorien {ibergehen. Spéter
werden wir manchmal zusétzlich fordern, dass R ein Hauptidealring ist, siehe etwa Abschnitt 5.1.

5.2. DEFINITION. Es sei R ein Ring und 73 eine punktierte Kategorie topologischer Rdume mit
einer Modellstruktur. Ein (allgemeiner) reduzierter Homologiefunktor (h., 8.) auf 7 mit Werten
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in Modg besteht aus einer Familie von Funktoren
he = (iLn T — ModR)

und einer Familie natiirlicher Transformationen 9y = (9 )nez mit 8, (X, A): hy(X/A) = hy_1(A)
fiir alle Kofaserungen (X, A) in ¢7T;, die die folgenden Filenberg-Steenrod-Axiome erfiillen.

nez’

(1) Homotopieinvarianz. Fiir jede schwache Aquivalenz f: X — Y ist B f: ﬁn(X) — INzn(Y)
ein Isomorphismus fiir alle n € Z.

(2) Homologiesequenz. Fiir jede Kofaserung (X, A) mit den natiirlichen Abbildungen +: A —
X und p: X — X/A ist die folgende Sequenz exakt:

e 1 (A) (X A) L R () e R (A) — -

(3) Summenaxiom. Sei (X;,x;)icr eine Familie gut punktierter Rdume, dann ist die von den
Inklusionsabbildungen ¢;: X; — \/,;.;(X;, z;) induzierte Abbildung

D s @ hn(X5) =5 iy (\/(Xi,m)

i€l el el
ein Isomorphismus.

Man nennt (ﬁ.,@.) einen (gewdhnlichen) reduzierten Homologiefunktor mit Koeffizienten M €
Modpg, wenn zusétzlich das folgende Axiom gilt.

i (SO)— M fiir n =0, und
" o sonst.

(4) Dimensionsaziom.

Aufgrund der Diagramme in Definition 4.60 gilt A, f = hng fiir alle n, wenn f und g: X — Y
(rechts- oder links-) homotop sind. Nach Definition 4.62 und dem Satz 4.63 von Quillen ist (1) dqui-
valent dazu, dass sich h,, auf der Homotopiekategorie Ho7;. definieren lisst. Axiome (2) und (3)
sprechen nur iiber Kofaserungen beziehungsweise kofibrante Objekte. Fiir beliebige Paare (Y, X)
und allgemeiner Abbildungen f: X — Y ersetzt man den Quotienten durch den Homotopiequoti-
enten X // A beziehungsweise durch den Abbildungskegel aus Definition 3.71. Aufgrund der Homo-
topieinvarianz von h gilt Axiom (2) in dieser Situation analog.

Wir betrachten die Kategorie der Pfeile in ¢7T,, das ist die volle Unterkategorie von Pair, die
alle Kofaserungen (X, A) enthilt. Die Zuordnungen (X, A) — hy,(X/A) und (X, A) — hy_1(A)
sind zwei Funktoren von dieser Kategorie in die Kategorie Modpr. Der Verbindungshomomorphis-
mus oder die Randabbildung 0, im Axiom (2) ist eine natiirliche Transformation im Sinne von
Definition 3.3 zwischen diesen beiden Funktoren. Sei f: (X, A) — (Y, B) eine Abbildung zwischen
Kofaserungen, dann erhalten wir also ein kommutatives Diagramm
s R (X)) P R (XA) —2 s B (A) ——

iln(f|A)J/ ;lan/ iln.fl ilnfl(f‘A)J(
Loy ﬁn(B) e ﬁn(Y) BN B, (Y/B) LN P 1(B) —— ...
Dabei ergibt sich die Kommutativitét der zwei linken Quadrate aus der Natiirlichkeit von ¢ und p
(siehe oben) und der Funktorialitéit von h,,, wihrend die Kommutativitdt des rechten Quadrats
aus der Natiirlichkeit von 0, folgt. Streng genommen sollten wir in der Sequenz (2) Minuszeichen
wie in den Faser- und Kofasersequenzen 4.67 und 4.72 einbauen. Diese dndern jedoch nichts an der
Exaktheit und der Natiirlichkeit und werden daher meist weggelassen.
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Spiter schreiben wir meistens nur ke anstelle von (fz.,@.). AuBerdem kiirzen wir gern Ay f
durch f, ab, wenn klar ist, zwischen welchen Homologien f, abbildet.

In der Literatur gibt es viele Varianten dieser Axiome. Die natiirliche lange exakte Sequenz (2)
zusammen mit Homotopieinvarianz (1) bilden dabei stets den , harten Kern“; siche Proposition 5.34
fiir eine dquivalente Darstellung. Auf das Summenaxiom (3) kénnen wir wegen Bemerkung 5.7
verzichten, wenn wir nur endliche Koprodukte betrachten wollen; diese reichen aber nicht fiir alle
Anwendungen aus. Andere Axiome kénnen wir bei Bedarf zusétzlich fordern, zum Beispiel, dass (3)
sogar fiir alle gerichteten Kolimiten gilt. Die urspriinglichen Axiome von Eilenberg und Steenrod
beziehen sich iibrigens auf unreduzierte Homologie, sieche Bemerkung 5.5 (2) unten.

Die Axiome (1)—(3) sind auf beliebige punktierte Modellkategorien C4 an Stelle von 71 an-
wendbar. Beispielsweise ist die Homologie eines Kettenkomplexes aus Definition 5.15 ein Homo-
logiefunktor im Sinne der obigen Definition beziiglich einer passenden Modellstruktur auf Chpy.
Fiir Axiom (4) braucht man ein spezielles Objekt, das die Rolle der S° iibernimmt. Oft ist es das
Einselement in einer geschlossenen monoidalen Struktur auf C. .

Wir kennen bereits einen allgemeinen Homologiefunktor. Dieser wird uns spéter dabei helfen,
weitere Homologiefunktoren zu konstruieren.

5.3. FOLGERUNG (aus Satz 3.82 und den Propositionen 3.79 und 3.84). Die stabilen Homoto-
piegruppen bilden einen allgemeinen Homologiefunktor ©s: T+ — Ab.

Stabile Homotopiegruppen erfiillen aber nicht das Dimensionsaxiom, denn nach Satz 3.101
gilt m5(S°) =2 Z/2 # 0.

5.4. LEMMA. Es sei X schwach zusammenziehbar, das heifst, schwach dquivalent zum Ein-
Punkt-Raum pt. Dann gilt hi(X) = 0 fir jeden allgemeinen reduzierten Homologiefunktor he.

BEWEIS. Betrachte (X, A) = (pt,pt) mit den natiirlichen Abbildungen ¢ = p = idx. Nach
Axiom (2) ist die Sequenz
P (X/A) &= hp(X) < hy(A)
bei hy,(X) exakt, also folgt
hn(X) = im(id) = ker(id) = 0 . O
5.5. BEMERKUNG. Wir betrachten die Rolle des Basispunktes in der Homologie. Dazu sei X

ein Raum mit Basispunktes z9. Wegen der Homotopieinvarianz 5.2 (1) diirfen wir X, wenn notig,
durch einen schwach dquivalenten Raum X V (7,0) mit gutem Basispunkt (7, 1) ersetzen.

(1) Es sei Xy = X U {x} ein Raum mit neuem Basispunkt *, dann betrachten wir die punk-
tierten Abbildungen
0S80 — X, mit S = {z0,%} C X, ,
r: X, — S° mit r(x) =x¢ firallexe X .
Dann ist SV ein Retrakt von X, und S° < X ist eine Kofaserung mit Kofaser X =
X, /S°. Funktoren bilden Retrakte auf Retrakte ab, und Retrakte in abelschen Kategorien
sind direkte Summanden. Also erhalten wir einen Isomorphismus
hi(X 1) 2 hi(X) @ hy(S°) .
Die linke Seite ist funktoriell in X in 7. Allerdings héngt der Isomorphismus selbst
von der Wahl von zg ab, siehe Ubung 5.72. .
(2) Zu jedem allgemeinen reduzierten Homologiefunktor he definieren wir einen allgemeinen
unreduzierten Homologiefunktor he auf Pair und auf 7 durch
hi(X,U) = he(X)JU)  und  hp(X) = he(X,0) = hp(X4)
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Man nennt hy(X,U) auch relative Homologie, siehe Ubung 5.84 fiir CW-Komplexe. Die
Eilenberg-Steenrod-Axiome [ES, Section 1.3] fordern anstelle von Axiom 5.2 (2) eine lange
exakte Sequenz

e 1 (U) 2 hy (X, U) — hn(X) — hn(U) <— -+

fiir alle Paare (X, U), nicht nur fiir Kofaserungen. Aulerdem benotigt man ein Ausschnei-
dungsaxiom, siehe Satz ?77?. Diese Forderungen sind dann zu 5.2 (2) dquivalent.

(3) Umgekehrt kénnen wir die reduzierte Homologie aus der unreduzierten Homologie nach
Wahl eines Basispunktes zy rekonstruieren als

hi(X) = hi(X, {z0}) .

(4) Wir erhalten wegen Satz 3.97, Folgerung 5.3 und (2) als Beispiel eines allgemeinen unre-
duzierten Homologiefunktors den gerahmten Bordismus

QF(X) = m3(X,)

In Zukunft meinen wir immer reduzierte Homologiefunktoren, solange wir nicht anderes sa-
gen. Als nédchstes wollen wir einige moglichst allgemeine Sétze iiber Homologiefunktoren aus den
Axiomen herleiten.

5.6. SATZ (Mayer-Vietoris-Sequenz). Es seien (A, ANB) und (B, ANB) Kofaserungen und X =
AU B ihr Pushout. Es sei he ein allgemeiner Homologiefunktor. Bezeichne die natiirlichen Inklu-
stonen mat

ANB—*=A
b i
B—L X
Dann existiert ein natiirlicher Verbindungshomomorphismus 8: hy(X) = hn_1(ANB), so dass die
Sequenz

T (CL*, )

o B 1 (AN B) 2 hn(X) £ b (A) @ b (B) E2 b (AN B) +—

exakt ist.

BEwEIs. Wir wissen aus Folgerung 3.65, dass (X, A) und (X, B) unter den obigen Vorausset-
zungen ebenfalls Kofaserungen sind. Aufierdem gilt X/A4 = B/(AN B) und X/B = A/(AN B).
Wir fassen die h-Sequenzen fiir die Paare (X, 4), (X, B), (A, AN B) und (B, AN B) im folgenden

Diagramm zusammen:

/\/’\/\/\

\ / \Aﬂ{m\ /\/
X/A/ \ } N A \ / \
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Die linke und die rechte Raute kommutieren, weil he ein Funktor ist. Die ,runden Dreiecke“ kom-
mutieren wegen der Natiirlichkeit der langen exakten Sequenz (2), angewandt auf die Paarabbil-
dung (B,AN B) — (X, A) beziehungsweise (A, AN B) — (X, B), und weil X/A = B/(AN B)
beziehungsweise X/B = A/(A N B). Die Kommutativitdt der mittleren Raute kénnen wir erst
spéter in Bemerkung 5.8 zeigen; sie wird im Folgenden auch nicht benutzt.

Als Verbindungshomomorphismus wihlen wir 0 o p, = —0 o ¢,. Da 9 natiirlich ist, ist dieser
Verbindungshomomorphismus ebenfalls natiirlich, héngt allerdings von der Reihenfolge der Men-
gen A und B ab. Um zu zeigen, dass die Sequenz exakt ist, veranstalten wir eine Diagrammjagd
zwischen den (oben farbig gezeichneten) exakten Sequenzen der Paare (X, A) und (B, AN B).

Beispielsweise folgt die Exaktheit bei h,,(A) @ h,(B) aus folgendem Argument. Sei zunfichst vy €
hn(AN B). Aus der Kommutativitit der rechten Raute folgt

((Z* +]*) o (a*, _b*))(W) = (Z* o a*)(’)/) - (]* o b*)(’)/) =0.

Seien jetzt a € ﬁn(A) und 8 € hy,(B) gegeben, so dass i,a + j,3 = 0. Dann liegt & = —j,8 = i a
im Bild von i, also im Kern von p,. Es folgt s,8 = —p.& = 0, also existiert ein Element v/ €
iLn(A N B) mit —b,y = B. Da (ix 0 ax)y = (J« 0 be)y = € = i, also ix(a — a.y') = 0, existiert
ein § € hpy1(X/A) mit 96 = a — ayy’ € hp(A). Dann ist v = 4/ 4+ 98 € h,(AN B) das gesuchte
Urbild von (a, ).

Die Exaktheit an den anderen Stellen ist Inhalt der Ubung 5.73. (I

5.7. BEMERKUNG. Mit Hilfe der Mayer-Vietoris-Sequenz sehen wir, dass das Summenaxiom (3)
fiir endliche Summen bereits aus den Axiomen (1) und (2) folgt, denn mehr haben wir im obigen
Beweis nicht gebraucht. Sei dazu X =Y V Z mit Basispunkt in Y N Z = pt, dann erhalten wir mit
Lemma 5.4, dass

7 7 ikt T 7
o e T 1 (pt) +— hp(X) £ 1y (V) © ho(Z) +— ho(pt) <— - -
~—— N——
=0 =0
5.8. BEMERKUNG. Aufgrund der Symmetrie des Diagramms im Beweis von Satz 5.6 erhalten
wir analog zur Mayer-Vietoris-Sequenz eine zweite Sequenz

e g (X) <2 (AN BY 272 Ry (X)A) @ T (X)B) T (X)) e -

Nun kann man sich iiberzeugen, dass X/(AN B) = (X/A) V (X/B), indem man X/(A N B) als
Pushout von A/(A N B) ldngs pt — B/(A N B) schreibt. Dann entspricht die obige Sequenz nach
Bemerkung 5.7 gerade der exakten Sequenz des Paares (X, AN B). Aus ihrer Exaktheit schlieBen
wir, dass auch die mittlere Raute im obigen Diagramm kommutiert.

5.9. BEMERKUNG. Nach Folgerung 5.3 bilden die stabilen Homotopiegruppen 77 einen Homo-
logiefunktor, somit ist die Mayer-Vietoris-Sequenz fiir 7 exakt. Wenn dhnliche Zusammenhangs-
voraussetzungen fiir die Paare (4, AN B) und (B, AN B) wie in Folgerung 3.65 gelten, existiert
eine #hnliche endliche exakte Sequenz fiir die ,instabilen“ Homotopiegruppen m,. Wir iiberlassen
Konstruktion und Beweis dem Leser als Ubung 5.74. Allerdings muss man fiir m; aufpassen, da der
Satz 2.39 von Seifert-van Kampen sich nur dann gut in die lange exakte Sequenz einfiigt, wenn
mindestens eine der Gruppen 71 (A), 71(B) oder m1 (A N B) verschwindet.

5.10. SATZ. Es sei he ein allgemeiner reduzierter Homologiefunktor und k, n € Z mit n > 1.
Dann existiert fiir jeden gut punktierten Raum X ein natirlicher Isomorphismus

hi(S"X) 2 hy_n(X) . (1)
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Falls he ein gewdhnlicher reduzierter Homologiefunktor mit Koeffizienten M in Modg ist, gilt ins-
besondere

hi(S™) = (2)

~ M falls k =n, und
0  sonst.

Aussage (1) liefert fiir he = 75 eine offensichtliche Folgerung aus dem Freudenthalschen Ein-
héngungssatz 3.76.

Jetzt wird auch der Name ,, Dimensionsaxiom* klar: ein reduzierter Homologiefunktor mit Koef-
fizienten M 22 0 ,,sieht“ die Dimension der Sphéren S™. Daher lassen sich manche derAnwendungen
des Satzes 3.42 von Brouwer-Hopf aus (2) folgern, beispielsweise der Fixpunktsatz 3.44 von Brou-
wer und der Satz 3.51 von der Invarianz der Dimension. Fiir den Satz 3.48 vom Igel benotigen wir
zusétzlich den Abbildungsgrad, siehe Satz 5.11 unten.

BEWEIS. Diesen Beweis konnen wir entweder analog zum Satz 3.42 oder mit Hilfe der Mayer-
Vietoris-Sequenz fithren. Wir entscheiden uns fiir Letzteres. Fiir n = 0 ist nichts zu zeigen. Fiirn > 1
zerlegen wir S™ X in zwei reduzierte Kegel C? X = (I,0)A---A(1,0) AX = D™ A X mit Basispunkt
auf dem Durchschnitt S"™'X = C7X N C"X. Da (C1X, S"'X) Kofaserungen sind und C}X
zusammenziehbar, erhalten wir mit Lemma 5.4 und Satz 5.6 die exakte Sequenz

o I 1 (CTX) ® 1 (C7X) = 1 (S X) <2 hp(S7X) < hp(CTX) © B (CP X)) 4 - --

=0 =0

Wir erhalten induktiv den gesuchten Isomorphismus
h(S"X) 2 hy 1 (S"1X) 2 by (X) .

Wenn h, ein gewOhnlicher reduzierter Homologiefunktor mit Koeffizienten M in Modp, ist, folgt
die zweite Behauptung aus der ersten und dem Dimensionsaxiom 5.2 (4). O

Wir betrachten jetzt stetige Abbildungen f: S™ — S™. Nach dem Satz 3.42 von Brouwer-Hopf
und Ubung 3.120 ist fiir alle n > 1 der Abbildungsgrad aus Definition 3.45 ein Ringisomorphis-
mus deg: 7,(S™) — Z. Wegen Homotopieinvarianz héngt f.: hi(S™) — hi(S™) nur vom Abbil-
dungsgrad deg f ab. Fiir spitere Anwendungen ist die Charakterisierung des Abbildungsgrades fiir
differenzierbare f aus Folgerung 3.91 hilfreich, bei der es reicht, die Urbilder eines reguléren Wertes
von f mit dem durch die jeweilige Orientierung von df gegebenen Vorzeichen zu zéhlen.

Da Modg additiv ist, ist Hompg (B(S”),E(S”)) eine abelsche Gruppe, oder dquivalent ein Z-

Modul. Wir kénnen also Elemente von Homp (ﬁ(Sn), iL(S”)) mit ganzen Zahlen multiplizieren.

5.11. SATZ. Sei he ein Homologiefunktor, und k € Z, m, n € N und f: S™ — S™ seien stetig.
(1) Falls m < n, gilt f. =0: hp(S™) — h(S™).
(2) Falls m =n, gilt f. = deg f: h(S™) = hy(S™).
(3) Falls m > n und falls he das Dimensionsaziom (4) erfillt, gilt f. = 0: hy(S™) = hi(S™).

Insbesondere liefert dieser Satz eine weitere Charakterisierung des Abbildungsgrades. Allerdings
konnen wir den Abbildungsgrad nur dann mit Hilfe von iL. bestimmen, wenn 7Z treu auf ﬁ.(SO)
wirkt. Das ist beispielsweise nicht der Fall, wenn he ein gewOhnlicher Homologiefunktor mit Koef-
fizienten Z/n ist fiir ein n # 0.

BEWEIS. Nach Satz 3.42 (1) ist f homotop zur konstanten Abbildung, falls m < n. In diesem
Fall faktorisiert fs iiber hg(pt) =0, und es folgt Behauptung (1). .

Falls he das Dimensionsaxiom erfiillt und m # n, gilt hx(S™) = 0 oder hi(S™) = 0, und es
folgt (3).
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Zu (2) reicht es, zu zeigen, dass h: m,(S") — Endg(hs(S™)) mit f + f. ein Homorphismus
abelscher Gruppen ist. Denn degidg» = 1, und wegen Folgerung 3.46 und Funktorialitéit folgt

fe=(deg f -idgn), = deg f - (idgn ), = deg f .
Es sei 8”1 ¢ S™ ein Aquator, der den Basispunkt erhilt. Wir betrachten die Quotientenab-
bildung d: S — S"/S"~1 = §" v ™ Seien f, g: S — S™ gegeben, dann koénnen wir die Sum-
me [f] + [g] € m,(S™) nach Definition 3.1 darstellen durch die zusammengesetzte Abbildung

s Ly sy s L g
Wir wenden den Homologiefunktor h,, an und erhalten
B (S™) 45 R (S™) @ hn(8™) L2898 (57 . (%)

Um die Abbildung d, besser zu verstehen, betrachten wir zunéchst f =idgn, g = 0. Dann ist (f V
g) o d homotop zur Identitét, und wir erhalten

Indem wir die Rollen von f und g vertauschen, sehen wir insgesamt, dass d, = A die Diagonalab-
bildung in die direkte Summe ist.

Wir vergleichen jetzt das Diagramm (*) mit der Addition von Morphismen in Modg nach
Bemerkung 5.1 (3) und erhalten wie gewiinscht

(fVg)od)=(fe®gs)oA=f+ g, € Homp(hn(S"), hn(S™)) - O

5.12. BEMERKUNG. Aussage (3) gilt nicht fiir allgemeine Homologiefunktoren. Dazu betrachten
wir wieder 7§. Es sei f: S% — S? die Hopf-Faserung. Aus Satz 3.101 wissen wir, dass 0 # [f] €
75(5?%) = m5(SY). AuBerdem sei 1 = [idgn] € 75(S°). Es folgt

Fe(1) = fulidgs] = [f oidgs] = [f] # 0 € 75(5%) = Z/2.
5.b. Zellulire Homologie

Wir zeigen, dass sich die (gewohnliche) Homologie he von CW-Komplexen allein aus den Ko-
effizienten he(SY) und gewissen Daten der CW-Struktur berechnen lisst. Dieses Ergebnis ist aus
mehreren Griinden interessant:

e Eszeigt, dass die Eilenberg-Steenrod-Axiome gewdhnliche Homologiefunktoren auf der Un-
terkategorie der CW-Komplexe bereits vollstdndig festlegen, in der Quillen-Modellstruktur
also auf ganz Ty;

e Es zeigt auch, dass gewohnliche Homologiefunktoren mit beliebigen Koeffizienten in Modgr
stets existieren;

e Fiir einfach konstruierte Rdume erhalten wir sehr effizientes Verfahren zur Bestimmung
der Homologiegruppen.

Wir beginnen mit einigen Voriiberlegungen.

5.13. PROPOSITION. Es sei he €in Homologiefunktor, der das Summenaziom 5.2 (3) erfillt, und

es sei X ein CW-Komplex mit einer aufsteigenden Folge Xo C X1 C ... von Unterkomplexen, so
dass X = ;e Xi. Fiir alle k gilt dann

hy(X) = colim hy(X;) .

Diese Proposition bedeutet allerdings nicht, dass he kostetig wire. Denn dann miisste he auch
Pushouts in Pushouts iiberfithren. Ein Hindernis dagegen ist der Verbindungshomomorphismus in
der Mayer-Vietoris-Sequenz 5.6, und in Satz 5.10 haben wir Beispiele gesehen, in denen letzterer
nicht verschwindet.
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Xo [ ]

ABBILDUNG 5.1. Das Teleskop einer Folge von CW-Komplexen

BEWEIS. Anstelle von X betrachten wir den CW-Komplex

Y = J(li,i+ 1]+ A X;) C[0,00)4 A X,
1€N
siehe Abbildung 5.1. Somit ist Y die Vereinigung der Abbildungszylinder der Inklusionen ¢;: X; —
X;+1. Man nennt diese Konstruktion auch Abbildungsteleskop, dabei handelt es sich um einen
Spezialfall eines Homotopie-Kolimes. Die Projektion [0,00);+ A X — X induziert eine Abbil-
dung r: Y — X. Analog definieren wir

Yo = (i + 14 AXG) — X,
i<n
Dann ist 7, eine Deformationsretraktion, insbesondere eine schwache Aquivalenz.
Als néchstes zeigen wir, dass r eine schwache Homotopieiquivalenz ist. Jede stetige Abbil-
dung S¥ — X trifft nach Proposition 4.38 nur endlich viele Zellen, und faktorisiert daher iiber
eine der Inklusionen X; — X. Das gleiche gilt fiir Homotopien zwischen solchen Abbildungen.

Analog faktorisieren Abbildungen S* — Y und Homotopien zwischen ihnen iiber eine der Inklusio-
nen Y; — Y. Da X, und Y; homotopiedquivalent sind, induziert r einen Isomorphismus

76(Y) = colim 7, (V;) —= colim 7 (X;) = mp(X) .

Nach dem Satz 4.46 von Whitehead ist r sogar eine Homotopiedquivalenz. Also reicht es, iL.(Y) zu
bestimmen.
Wir schreiben Y als Vereinigung zweier Unterkomplexe

A= J(26,2i +1]4 AXy)  und  B=J([20+ 1,2+ 24 A Xoi1) CY .
i€N i€N
Dann erhalten wir Homotopiedquivalenzen
AZ\/XQZ', Bﬁ\/XQiJrl, und AQBZ\/XZ
€N ieN ieN
Da es sich um Unterkomplexe handelt, sind (4, AN B) und (B, A N B) Kofaserungen, und wir
betrachten die Mayer-Vietoris-Sequenz

e (V) = @yen ie(X20) ® DBy hn(Xzig1) =— Doy (X)) =— -+

= Iy (Y) @ieNﬁk(Xi)%”‘

@ieN Bk (Xz)
Der Pfeil ¢ wird nach Satz 5.6 fiir alle ¢ gegeben durch

(p|}~lk(X2i) = idilk(XQi) — L2ix und gO‘Ek(XQi-H) = L2i)x idilk(XZi-H) ’
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also erhalten wir
Y= @(idﬁk(){i) B Li*) )
1€N
Sei Y ;eny@i € kertp, dann koénnen wir induktiv oy = 0 € lNLk(XZ) zeigen, also ist v injektiv,
und die Sequenz zerfallt in lauter kurze exakte Sequenzen. Mit der iiblichen Charakterisierung des
Kolimes analog zum Beweis von Proposition 4.10 folgt

W%EBMM»ﬁmw%wM%M&% O

_ Im folgenden sei he stets ein gewdhnlicher reduzierter Homologiefunktor mit Koeffizienten M =
ho(S°) in Modg. Wir fixieren Homdomorphismen D"/S™"~! 22 §" und benutzen die Isomorphismen

On: h(S™) = hy_1(S™71)

aus dem Beweis von Satz 5.10, um induktiv h,(S™) mit ho(S°) = M zu identifizieren.
Sei (X, {zo}) ein CW-Paar wie in Definition 4.37 mit den n-Geriisten X" fiir n > —1 und den
Indexmengen J" fiir die n-Zellen fiir n > 0. Insbesondere gilt X ! = {x¢} und X° = JO Ly {x¢}.

Wir schreiben
n n
Me @ M und g ajey (aj)jesn € M
JjeJ™ JjeJ™

so dass a;j = 0 aufer fiir endlich viele j € J".
Es seien ®7: (D", S"7!) — (X", X"~ !) die charakteristischen Abbildungen von X fiir j € J".
Wir bezeichnen die induzierten Abbildungen auf den Quotienten mit @?: Sn— X /XL

5.14. LEMMA. Es sei he €in gewdhnlicher reduzierter Homologiefunktor mit Koeffizienten M
in Modg. Es sei k € Z und n > 0. Wir erhalten natirliche Isomorphismen

MO = p, (X" /X1 mit ajej — ﬁn@(aj) fir alle j e J*, (1)

02 Ay (X"/X"71) falls k #n (2)

02 hy(X™) falls k > n, (3)

und hi(X) = hy, (X™) fallsn >k . (4)

BEwEIS. Fiir jedes n > 0 erhalten wir einen Hombomorphismus
\/ gn LIEI" T, Vjem Xn/Xn L
jeJn
Die Behauptungen (1) und (2) folgen aus dem Summenaxiom und aus Satz 5.10.
Punkt (3) folgt aus (2) fiir n = 0 und ergibt sich fiir n > 0 induktiv aus der langen exakten
Sequenz des Paares (X", X"~ !) aus Axiom (2) und Behauptung (2) fiir & > n, da
e B (XX = B (X7 — B (XY —
—_— —_——
~0 =0
~ Mit (2) und der langen exakten Sequenz des Paares (X n+l X") schlieBen wir, dass Ay, (X"H1) =
hi(X™) fiir n > k, denn

e B (XU XY e R (XYY S B (X — B (XX —
L — -~

~0 =y
Behauptung (4) folgt jetzt aus Proposition 5.13 mit X; = X" ([l
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Nach dem obigen Lemma enthilt die lange exakte Sequenz des Paares (X"!, X™) fiir alle n
einen Ausschnitt der Form

P (X /XY o (XY 2 o (X7 E Bt (XX B R (XY e T (X7
—_——
=0 ~hn(X) eIt =0

Wir definieren d5W

= p?~! 0 0 und setzen diese Ausschnitte zu einem kommutativen Diagramm

0

\~
hn( ) n+1
WY /

o (X™)

~ N e

n

X hn 1(Xn l/Xn 2) Xn/Xn 1) IfLTH_l(Xn—s—l/Xn)

N / AN

n 1 Xn 1 hn+l(Xn+1)

e \0 N

zusammen. Indem wir die Exaktheit der Diagonalen ausnutzen, erhalten wir eine Kette natiirlicher
Isomorphismen

0

hn(X) 2 by, (X™)/imo"tt da "t surjektiv ist,
>~ im pf/ im(p” o 8”“) da p injektiv ist,
= 1<er6"/1rnaln_~_1 da im p} = ker 0",
=kerdV/im dn+1 da p" ! injektiv ist.

Der Quotient auf der rechten Seite ist wohldefiniert, da im dS$YY C ker dSW, oder dquivalent
dSW dn+1 (an op*) 0" =0.

Mit unser Definition X 1 = {x(} funktioniert dieses Argument fiir alle n > 0.
Wir erinnern uns an Definition 3.17 von Sequenzen und Sequenzabbildungen.
5.15. DEFINITION. Ein (Ketten-) Komplex (C,, ds) tiber R ist eine Sequenz (dy,: Cp, — Cp—1)nez
von R-Moduln, so dass
dp o dnJrl =0: Cn+1 — Cp—1
fir alle n € Z. Man definiert R-Moduln
B, (Ce,de) =imdpt1 C  Zp(Ce,ds) =kerd, < C,
und H,(Ce,de) = Zp(Ce,de)/Bn(Ce,de) = kerd,/imdy,y; .

Elemente von C,,, Z,(C,,ds) und B,,(C,,ds) heiflen n-Ketten, n-Zykel beziehungsweise n-Rinder
des Komplexes. Der R-Modul H,,(C,, ds) heiit n-te Homologie des Komplexes und seine Elemen-
te n-te Homologieklassen.
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Eine Kettenabbildung fo: (Co,ds) — (C.,d,) vom Grad a ist eine Sequenzabbildung vom
Grad a. Die induzierten Abbildungen zwischen den Homologien bezeichnet man mit

Hyfe = fo: Hy(Coyde) — Hpra(CL,dl) .
Man iiberlegt sich leicht, dass sich jede Kettenabbildung fe: (Cs, ds) — (CL, d,) zu Abbildungen
Zn(Cayde) = Znia(Chydl)  und  Bu(Ce,de) — Bnia(Cl,d.)

einschrianken ldsst, so dass die Abbildung f, tatséchlich wohldefiniert ist. Die Kettenkomplexe
iiber R bilden eine Kategorie Chr mit den Kettenabbildungen vom Grad 0 als Morphismen, und
die n-te Homologie ist ein Funktor H,: Chg — Modgr. Tatséchlich existiert eine Modellstruktur
auf Chg, so dass H, die Eilenberg-Steenrod-Axiome 5.2 (1)—(3) erfiillt.

5.16. BEMERKUNG. Die volle Unterkategorie der Kettenkomplexe (Cl, ds) mit de = 0 wird auch
als Kategorie GrModg der graduierten R-Moduln bezeichnet; speziell sei Gr.Ab die Kategorie der
graduierten abelschen Gruppen. Homologie ist ein Funktor He: Chrp — GrModg. Er ist graduiert,
das heif3t fiir alle Kettenabbildungen f, gilt deg f. = deg fo. Zur Illustration dieser Konzepte sei
Ubung 5.82 empfohlen.

Wir verwenden im Folgenden Kleinbuchstaben A fiir (reduzierte) Homologiefunktoren im Sinne
der Eilenberg-Steenrod-Axiome 5.2 und Grofibuchstaben fiir die Homologie von Kettenkomplexen.
Nach unseren obigen Uberlegungen ist A, (X ) zur Homologie eines Kettenkomplexes (CEW, dSW)

isomorph. Wir identifizieren CSW(X; M) = h,(X™/X™ ) mit M®/" wie in Lemma 5.14 (1). Als
nichstes suchen wir eine explizite Formel fiir den Randoperator dSW: M®/" — M®7"' Wir
betrachten dazu fiir j € J" die Projektionsabbildung

7)1

g xnx s xn /(xo ) st

i€Jm\{j}
Dann gilt
n =N idgn fallsi=j € J", und
g o®; = . )
J 0 fallsi # j ,

und fiir Y, 0 aelr € MO = R, (X7/X"1) folgt

(q})+ Z ael = Z (4} o@?))ﬁ(aﬁ =a; €h,(S") =M .

ieJn e Jn
Wir betrachten die Paarabbildungen ®7: (D", S"~1) — (X", X"~ 1), definieren
0f; = q;-L_l op"togr: gnt o gnt (5.1)

fiir alle s € J”, j € J" !, und erhalten ein kommutatives Diagramm

_ @n). - n s
1 (S771) =y (S71) <L R (S7)
(@

(q;?”)*T (v?)*i ?»l
n—1

Bn_l(anl/Xn72) (ZL iln—l(Xnil) <i iLn(Xn/anl) ]
Dabei kommutiert das rechte Quadrat wegen der Natiirlichkeit von 8y, und das linke nach Definition
von 0%. Nach Satz 5.11 (2) operiert (0f;). auf M = hp—1(S™1) durch Multiplikation mit dem
Abbildungsgrad dj; = deg 07;.
Insgesamt wird der zellulire Randoperator dS"W fiir n > 2 also durch die ganzzahlige Matrix

AW = (d7,)ji € Myn—1 jn(Z)
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beschrieben. Die Koeffizienten d?z' dieser Matrix heiflen auch die Inzidenzzahlen von X. Man beachte,

dass S~ ! kompakt ist und ¢ nach Proposition 4.38 daher nur endlich viele Zellen e?_l trifft, so

dass e € M = im(h,®;) auf eine endliche Linearkombination, also ein Element der direkten

Summe M®/" abgebildet wird. Man beachte auch, dass der reduzierte Homologiefunktor he in
dieser Beschreibung des reduzierten zelluldiren Kettenkomplexes iiberhaupt nicht mehr auftaucht,
sondern nur noch seine Koeffizienten M. Das liegt an Folgerung 3.46 aus dem Satz 3.42 von Brouwer-
Hopf, sowie an den Sétzen 5.10 und 5.11.

5.17. DEFINITION. Es sei X ein CW-Komplex und M ein R-Modul. Der reduzierte zellulire
Kettenkomplez von X mit Koeffizienten M ist definiert als (CSW(X; M), dSW) mit CSW = M®7”

und
BT w = ¥ Y e o ogad = Y Y daree-
ieJn jeJr—tieJn jeJn—tieJn
Die Homologie HSW (X; M) = H, (C‘,CW(X ; M), dSW) dieses Komplexes heifit die reduzierte zel-
luldre Homologie von X mit Koeffizienten in M.

Wir erinnern uns an die Kategorie CW, der punktierten CW-Komplexe mit punktierten zel-
luldren Abbildungen aus Definition 4.42. Es sei Y ein CW-Komplex mit hn (Y)Y 1) MOK™,
Eine zelluldre Abbildung f: X — Y induziert Abbildungen f": X"/X"! — Y™ /Y"1 also auch
Abbildungen fy, = fr: M®/" — M®E" fiir alle n. Mit einem #hnlichen Argument wie oben sieht

man, dass
J4n Z ajel = Z Z deg(qg o fm 06;) ajep .
jen jEJn keKn

Die Familie f4, ist eine Kettenabbildung vom Grad 0, da das Diagramm

—1

hn 1(Xn l/Xn 2)<¥h (Xn—l)iﬁn(xn/Xn—l)

| | |
n—1

hn (Y)Y =2y (v <2 (v Yt
kommutiert. Wir bezeichnen die induzierten Abbildungen mit
V= HOV fs HOV (X M) — HV (Y3 M)
5.18. SATZ (Zelluldire Homologie, Eindeutigkeit). Sei M ein R-Modul und n € Z.

(1) Die reduzierte zelluldre Homologie mit Koeffizienten M ist ein Funktor auf der Katego-
rie CWy der punktierten CW-Komplexe und der punktierten zelluldren Abbildungen.

(2) Fliir jeden gewdhnlichen reduzierten Homologiefunktor hy, mit Koeffizienten M existiert ein
natiirlicher Isomorphismus Bn|cw+ — HW (., M).

BewEIs. Wir haben zu jedem CW-Komplex X einen graduierten Modul HEW (X; M) und zu je-
der zelluldiren Abbildung f: X — Y eine induzierte Abbildung fEW: I;TSW (X; M) — I:ISW(Y; M)
konstruiert. Um Funktorialitdt unabhéngig von der Existenz eines Homologiefunktors h zu zeigen,
betrachten wir zellulire Abbildungen f: X — Y und g: Y — Z. Seien ®} und W7 die charak-
teristischen Abbildungen von X beziehungsweise Y, und gj und r;" die entsprechenden Kollaps-
Abbildungen von Y beziehungsweise Z.

Die Verkettung von f&W und ¢SV wird durch das Matrixprodukt

(deg(r? ogo @?))U . (deg(q;? ofo EZ))jk
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beschrieben, wihrend zu (go f)W die Matrix

(deg(r? ogofo EZ))”C

gehort. Funktorialitéit folgt, denn man kann zeigen, dass

Zdeg(r?ogo@?)~deg(q}lof06£) :Zdeg(rfogo@?oq?ofo@b
J J
= deg(rf o go fody).

Sei jetzt he ein gewohnlicher reduzierter Homologiefunktor mit Koeffizienten M. Wir haben
oben Isomorphismen

fzn(X) — hy (X")/im Ont+1 — im Enp”/im(iznp” o 8n+1) =kerd,/imd,+1 = fISW(X; M)

konstruiert, die alle von natiirlichen Abbildungen zwischen Homologiemoduln induziert werden.

Also ist auch der zusammengesetzte Isomorphismus h,(X) — HSW(X; M) natiirlich, und es
folgt (2). O

5.19. BEMERKUNG. Wir kénnen uns zelluldre Homologie wie folgt vorstellen. Jede n-Zelle ist ein
n-dimensionales Objekt in X mit einem (n — 1)-dimensionalen Rand, und Ketten ¢ € CSW(X; M)
sind M-Linearkombinationen davon. Den Rand d$W ¢ einer solchen Kette ¢ in X™~!/X"~2 schreiben
wir wieder als M-Linearkombination von (n—1)-Zellen. Dabei vergessen wir, wie die einzelnen Zellen
an die kleineren Skelette X2 angeklebt sind. Die Koeffizienten von dSWe¢ sind Abbildungsgrade
von Abbildungen wie in (5.1). Sie hédngen von einer Art ,,Orientierung“ab, siche Folgerung 3.91.

Ketten ¢ mit Rand d$W¢ = 0 heiBen Zykel. Wir stellen sie uns als ,,geschlossene“ n-dimensionale
Objekte in X vor. Jeder Zykel reprisentiert ein , Loch“ in X™. Wenn dieses Loch in X™*! von ei-
ner Kette b € C’SX\{(X ; M) ,gestopft* wird, das heifit, wenn ¢ = dgﬁb, vergessen wir es. Alle
anderen Locher bleiben nach Lemma 5.14 (4) dann auch in X ,ungestopft“. Somit diirfen wir
uns HSW(X; M) als Menge der M-Linearkombinationen von Léchern in X vorstellen. Man verglei-
che das mit der Beschreibung des gerahmten Bordismus in Bemerkung 3.98.

Ein Beispiel ist das Loch in der Mitte der n-Sphére S™ C R™*!, das sich nach den Sitzen 5.10
und 5.18 dadurch manifestiert, dass HSW(S™) = M. Wir sehen dieses Loch ,,mit bloBem Auge*,
wenn wir S” in den R"*! einbetten, withrend die Homologie es immer findet.

5.20. BEISPIEL. Die reduzierte zelluldre Homologie lésst sich besonders einfach berechnen, wenn
der zelluldre Randoperator dSW fiir alle n € Z verschwindet. Das passiert etwa dann, wenn X keine
Zellen in aufeinanderfolgenden Dimensionen hat. FEin Beispiel sind die komplex und quaternionisch
projektiven Réume aus den Ubungen 1.167 und 1.168, siche Ubung 5.75.

5.21. BEISPIEL. Wir betrachten jetzt den reell projektiven Raum X = RP"™ mit der CW-
Struktur aus Ubung 1.168. Dann existiert neben {zo} = RP° genau eine Zelle ¢* in jeder Dimen-
sion 1 < k < n, und die Verklebeabbildung ist die Projektion

oF: gl XL RpFL =gl 1Y

Dabei wird der Aquator S¥~2 gerade auf den Unterkomplex X*~2 = RP*~2 abgebildet. Ahnlich wie
bei der Konstruktion der ,,Summe* stetiger Abbildungen erhalten wir das kommutative Diagramm

gk—1 Sk—l/Sks—Q = gk—1\, gk—1

sO’“J/ i Pl vl
k—1 k—1

Rpkfl LRPkfl/RPk72 q Skfl .

[
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Also gilt [¢"71 o oF] = [p%] + [¢*] € m_1(RP*71); hierbei werden ¢ : S¥=1 — S*=1 durch die
Einschrinkung von ¢~ o " auf je eine der beiden Halbkugeln induziert. Da ¢* = <p’j_ o (—id) nach
Konstruktion, folgt aus Beispiel 3.47 bei geeigneter Wahl der Verklebeabbildungen, dass

2 falls k gerade ist, und
k 8 (q °¥ ) +(=1) 0 falls k ungerade ist.

(1) Wir wihlen Z in der Kategorie Ab = Mody als Koeffizienten. Fiir gerade n und erhalten
wir in den Graden 0 bis n den reduzierten zelluldren Kettenkomplex

0+— 778 . 27

fiir ungerade n hingegen

0272722 Lzl yg,

und daher

Z/27 falls k ungerade und 0 < k < n,
E’EW(RP"; YARR W/ falls £ = n ungerade, und
0 sonst.

Hier taucht gelegentlich der Modul Z/2Z auf. Im Sinne von Bemerkung 5.19 beschreibt
das Element 0 # ¢ € I;T,SW(RP”) >~ 7./27 ein ,Loch* in RP*, das in RP**! nicht gestopft
wird; erst das zweimal umlaufene Loch 2c tritt als Rand einer (k + 1)-Kette auf.

(2) Wir bleiben in der Kategorie Ab und wéhlen Z/2 als Koeffizienten. Da 2 = 0 in Z/2,
verschwindet der Randoperator komplett, und wir erhalten

Z)27 falls 0 < k <n, und

HSW(RP™; 7)2) = {
0 sonst.

Das gleiche Ergebnis erhalten in der Kategorie Vecz,. Wir sehen also modulo 2 mehr

,Locher® als iiber Z.

(3) Es sei jetzt k ein Korper der Charakteristik # 2. Dann ist Multiplikation mit 2 invertierbar.

Sowohl in der Kategorie Ab als auch in Vecy erhalten wir daher nur noch

AOY (RP™; k) {]k falls £ = n ungerade ist, und
0 sonst.

Wir wollen zelluldire Homologie zu einem Homologiefunktor machen. Dazu miissen wir die
Eilenberg-Steenrod-Axiome 5.2 zeigen. Das Summenaxiom (3) und das Dimensionsaxiom (4) sind
leicht zu tiberpriifen. Zur Homotopieinvarianz (1) und zur langen exakten Sequenz (2) skizzieren wir
die Beweise nur, da wir spéter eine andere Konstruktion fiir beliebige Homologiefunktoren genauer
betrachten wollen.

5.22. DEFINITION. Seien fo, go: (Ce,ds) — (Fl, €q) zwei Kettenabbildungen vom Grad a. Eine
Kettenhomotopie he: fo ~ ge zwischen f, und g, ist eine Familie von Abbildungen hy: Cp —
Eyiq41, so dass

9k — Jk = hi—1 0 di + €prat1 0 hi: Cp = Ejyq
Falls eine solche Kettenhomotopie existiert, heiflen f, und ge kettenhomotop.

5.23. PROPOSITION. Seien fo, go: (Co,de) — (Fe,€e) zwei Kettenabbildungen vom Grad a.
Wenn eine Kettenhomotopie he: fo ~ ge ezistiert, dann induzieren fo und ge die gleiche Abbildung

f* = 0gx: Ho(Cnd.) — H.(E.,e.) .
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BEWEIS. Fiir alle Zykel ¢ € Z; C C}, erhalten wir einen Rand

gk(c) = fr(c) = hr—1(d(c)) + extat1(hr(c)) - O
=

Man iiberpriift auBerdem leicht, dass Kettenhomotopie eine Aquivalenzrelation auf Kettenabbil-
dungen definiert, die mit der Verkettung von Kettenabbildungen vertriiglich ist, siche Ubung 5.77.
In Analogie zur Homotopiekategorie topologischer Rédume kénnen wir daher eine naive Homotopie-
kategorie HChpr von Kettenkomplexen iiber R definieren.

Eine zelluldre Homotopie induziert stets eine Kettenhomotopie zwischen den zugehorigen zel-
luldiren Kettenkomplexen, siche Ubung 5.78. Somit ist zellulire Homologie in CW. zelluldir homo-
topieinvariant.

5.24. BEMERKUNG. In Analogie zu den schwachen Aquivalenzen aus Definition 4.45 definiert
man schwache Aquivalenzen in der Kategorie Chy als Kettenabbildungen, die Isomorphismen auf
allen Homologiegruppen induzieren. Es gibt dazu passende Modellstrukturen auf Chr. Auflerdem
kann man Kettenhomotopie in diesem Sinne als Links- oder als Rechtshomotopie auffassen, siehe
Ubungen 5.79 und 5.80. Diese Konstruktionen bilden die Grundlage fiir die sogenannte derivierte
Kategorie HoChpg in der homologischen Algebra (die allerdings nicht zu HChg dquivalent ist).

Es sei jetzt X ein CW-Komplex und A C X ein Unterkomplex. Dann ist auch CSW (A4; M) ein
Unterkettenkomplex von C’,CW(X; M), das heifit, es gilt C’,SW(A; M) C é,SW(X; M) fiir alle k, und
die Inklusion ist mit den Differentialen dSWV vertriglich; das ergibt sich unmittelbar aus der obigen
Konstruktion. Dann kénnen wir den Quotienten CEW(X; M)/CEWV(A; M) mit dem induzierten
Differential betrachten, und erhalten eine kurze exakte Sequenz

0+— (CEV(X; M) /CEV (A5 M), dIV) +— (CEW(X5 M), dV) +— (CEV(A; M), V) «— 0

von Kettenkomplexen. Man {iberpriift leicht, dass CEV(X; M)/CEV(A; M) gerade der zellulire
Kettenkomplex des Quotienten X /A ist, siche Ubung 5.84. Das folgende Lemma liefert uns dann
die gesuchte lange exakte Sequenz aus Axiom (3).

5.25. LEMMA (Schlangen-). Es seien (Ce,ds), (C4,0.) und (CU,0)) Kettenkompleze iiber R
und fo: (C,,0,) = (Ce,0s) und ge: (Ce, ) — (CV,0)) seien Kettenabbildungen, so dass fir alle k
die Sequenz

00—l Lo 2o 0

exakt ist. Dann existiert eine Folge natiirlicher Transformationen dy: Hy(C. 0)) — Hy_1(CL,d.),
so dass die folgende Sequenz exakt ist:

s Hy(Ca, 00) 25 Hy(CF,00) 25 Hy 1 (CL,0L) L5 Hy1(Cu, 80) — -+

In gewissem Sinne entspricht die hier konstruierte Sequenz einer Faser- oder Kofasersequenz,
ausgehend von einer ,Faserung“ ge oder einer ,Kofaserung® fo in Chr (nach Wahl einer passen-
den Modellstruktur), genauer entspricht sie den langen exakten Sequenzen 4.67 (3) beziehungswei-
se 4.72 (3). Insbesondere sollten wir hier eigentlich entsprechende Vorzeichen verwenden, siehe auch
die Anmerkungen nach Definition 5.2.
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BEWEIS. Dieser Beweis ist eine Diagrammjagd im Diagramm

0 Clc Ci cr 0
9, O oy
0—=Cl_ > Ch4 cr 0

Um das Bild von [¢]] € Hi(CY,97) zu bestimmen, wéhlen wir zunéchst ein Urbild ¢, € Cj von ¢/,
dann bildet dyc, auf 0 € C}/_, ab, also erhalten wir ein Urbild ¢,_, € C}_; von Oyc,. Wir set-

zen di[c}] = [¢},_,] und lassen den Rest als Ubung 5.81. O

Der Name des Lemmas ergibt sich, wenn man im obigen Diagramm an die Stelle der Komplexe
ihre Homologien eintrdgt und die Verbindungshomomorphismen mit einzeichnet. Wir nennen die
im Lemma konstruierten natiirlichen Transformationen dj auch Verbindungshomomorphismen.

5.26. SATZ (Zelluldre Homologie; Existenz). Sei M ein R-Modul und n € Z. Dann ist die redu-
zierte zellulire Homologie mit Koeffizienten M ein Modg-wertiger Homologiefunktor HEW (-; M)
auf der Kategorie CW_ der punktierten CW-Komplexe und der punktierten zelluldren Abbildungen.

BEwEIS. Der Funktor ist CW-homotopieinvariant nach Proposition 5.23, und mit Hilfe des
Schlangenlemmas 5.25 erhalten wir die Homologiesequenz fiir Paare von CW-Komplexen. Das
Summen- und das Dimensionsaxiom ergeben sich leicht aus der Konstruktion. (Il

5.27. FOLGERUNG. Zu jedem R-Modul M ¢ibt es gewohnliche reduzierte Homologiefunktoren
mit Koeffizienten M auf den Kategorien kTop und kwH und ihren punktierten Versionen, und
zwar sowohl beziiglich der Quillen- als auch beziiglich der Strom-Modellstruktur.

BEWEIS. Sei T = kTop oder kwH. Wie in Bemerkung 5.5 (1) und (3) kénnen wir auch zelluldre
Homologie auf der unpunktierten CW-Kategorie CWW definieren. Aufgrund von Homotopieinvarianz
faktorisiert HEW iiber die Homotopiekategorie HCW, die nach Beispiel 4.64 (3) zur Homotopieka~
tegorie HoT der Quillen-Modellstruktur dquivalent ist. Also erhalten wir den gesuchten Homolo-
giefunktor fiir die Quillen-Modellstruktur als Verkettung

~ ~ CW
he: T 2% HoT . & #HeW ™5 GrMody, .

Analog verfahren wir im punktierten Fall. Der Funktor B. ist invariant unter schwachen Aquivalen—

zen, also insbesondere unter Homotopiedquivalenzen. Somit ist er ebenfalls ein Homologiefunktor

fiir die Strom-Modellstruktur. O
5.28. BEMERKUNG. Wir iibertragen Bemerkung 5.5 auf die zelluldre Homologie.

(1) Wir betrachten den reduzierten zelluliren Randoperator in Grad 1 etwas niiher. Sei j € J*
und i € JO = X0\ {20}, und sei S° = {1, —1} mit Basispunkt 1. Dann erhalten wir die
Matrixkoeffizienten

1 0.1
dij = deg(q; O@j) = Z s € {-1,0,1},
s€(p})71(9)
wobei wir hier i als Punkt in X9\ {z¢} verstehen.
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(2) Wir definieren den unreduzierten zelluliren Kettenkomplezx CSW(X; M) = CSWV (X, ; M).
In der obigen Formel fiir d}j erlauben wir jetzt i € X°. Die unreduzierte zelluldre Homologie
bezeichnen wir mit

HJW (X5 M) = Ho(COW(X; M);ddY) = HOW(X 5 M)
In Analogie zu Bemerkung 5.5 erhalten wir einen Isomorphismus
HSW(X; M) = HSV(X; M) & M .

Die linke Seite ist unabhingig vom Basispunkt zg und funktoriell in X in 7. Allerdings
hiingen die rechte Seite und der Isomorphismus von der Wahl von zg ab, siche Ubung 5.72.
Aus dem Dimensionsaxiom 5.2 (4) folgt HSW (X; M) = HSW(X; M) fiir alle n # 0.

(3) Wir definieren den augmentierten zelluliren Kettenkomplez (CSW(X;M),dSVW), indem
wir die Abbildung g4 : CEW(X; M) — C§W({xo}; M) = M in den unreduzierten Ketten-
komplex mit einbauen. Das heifit, wir setzen

COW (X M) = C’,gz(X;M) falls n # —1, und
CoV({zos; M) =M fallsn=—1,
CW
und v _ d,; . falls n # 0, und
qu: CyV (X M) — M falls n=0.

Die Abbildung d§VV = q# heiBt Augmentierung und wird auch mit e bezeichnet. Aus der
Konstruktion ergibt sich ein natiirlicher Isomorphismus

Ho(COW (X5 M), dJV) = Ker (o HOW(X; M) — HOV ({wo}; M) = HOV(X; M)
der wieder vom Basispunkt zy abhéingt.

Da der augmentierte Kettenkomplex die gleiche Homologie wie der reduzierte Kettenkomplex liefert,
aber keine Basispunkte benotigt, definiert man die reduzierte zellulire Homologie spéter lieber als
die Homologie des augmentierten Kettenkomplexes.

5.29. BEMERKUNG. Es gibt eine besonders elegante und vor allem funktorielle Moglichkeit,
jedem topologischen Raum X eine CW-Approximation zuzuordnen. Dazu betrachten wir den soge-
nannten singuldren (simplizialen) Komplex von X. Zu jeder stetigen Abbildung o: AF — X vom
Standardsimplex AF ¢ RFt! nach X betrachten wir eine k-Zelle in der Form eines Simplex, und
wir kleben jede Seite dieses Simplexes an den (k — 1)-Simplex, der der Einschrénkung von o auf die
jeweilige Seite entspricht. Dann lassen sich diese Abbildungen zu einer Abbildung von einem (zu-
gegeben sehr grofien) CW-Komplex [sing, X | nach X verkleben, und man kann zeigen, dass es sich
dabei um eine schwache Homotopiedquivalenz handelt. Tatséchlich ist diese Abbildung gerade die
Koeinheit der Adjunktion |- | 4 sing, zwischen der geometrischen Realisierung und dem singuléren
Simplizialkomplex. Wir kénnen jetzt also singuldre Homologie definieren als

Ho(X; M) = HZV (|sing, X|; M) .

Der Vorteil gegeniiber der CW-Approximation nach Satz 4.51 besteht darin, dass wir oben keine
Wahlen in Abhéngigkeit von X getroffen haben. Fiir die reduzierte Homologie verwenden wir den
augmentierten Komplex aus Bemerkung 5.28 (3).

5.30. DEFINITION. Es sei k ein Korper, he ein unreduzierter gewdhnlicher Homologiefunktor
mit Koeffizienten k und X ein topologischer Raum, dann heilen die Dimensionen b (X;k) =
dimg hy(X) € NoU{oo} der Homologie-Vektorrdume von X die Betti-Zahlen von X iiber k. Falls alle
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Betti-Zahlen endlich sind und fast alle verschwinden, ist die Euler-Zahl oder Euler-Charakteristik

von X definiert als
X(X) = (—=1)"(X;3K) .
k

Die Betti-Zahlen von X héngen im allgemeinen vom gewéhlten Homologiefunktor he ab. Nach
Satz 5.18 hidngen sie nur von k ab, genauer von seiner Charakteristik, wenn X ein CW-Komplex ist.
Aber selbst fiir CW-Komplexe kénnen verschiedene Korper unterschiedliche Betti-Zahlen liefern,
siehe Beispiel 5.21. Die Euler-Zahl héngt zumindest fiir kompakte CW-Komplexe nicht von k ab,
wie der folgende Satz zeigt. Dazu beachten wir, dass CW-Komplexe nach Satz 1.112 genau dann
kompakt sind, wenn sie insgesamt nur aus endlich vielen Zellen bestehen.

5.31. SATZ. Seik ein Korper und X = X™ ein CW-Komplex mit endlich vielen Zellen in jeder
Dimension k, und sei c(X) = #IF < oo die Anzahl der k-Zellen. Fir alle m gilt

S (-1 ) > zm: )b (X k) (1)
k=0 =0

cm (X) = bm (X, k) , (2)

X(X) = Z(—l)kck(X) falls X kompakt ist. (3)

k
BEWEIS. Man leitet (1) aus den Dimensionsformeln fiir k-Vektorrdume ab. Sei etwa U C V ein
Untervektorraum und f: V — W linear, dann gilt
dimy U + dimy (V/U) = dimg V/ und dimy V' = dimy ker f + dimy im f .
Die Ungleichungen (2) und die Gleichung (3) folgen aus (1). Die Details sind Ubung 5.83. O
5.32. BEISPIEL. Fiir die 2-Sphire erhalten wir x(5?) = 2, da die iibliche CW-Struktur nur aus
einer 0- und einer 2-Zelle besteht. Die Oberfliche eines konvexen Polyeders im R? liefert eine andere

CW-Struktur X auf S% mit e = co(X) ,Ecken“, k = ¢1(X) ,,Kanten“ und f = c3(X) , Flichen*.
Wir erhalten den Fulerschen Polyedersatz

2=e—k+f.
5.c. Homologiefunktoren und Spektren

Wir haben im letzten Abschnitten gesehen, dass gewdhnliche Homologiefunktoren auf CW-
Komplexen eindeutig bestimmt und (prinzipiell) mittels Kettenkomplexen berechenbar sind. Es
bleibt die Existenz solcher Funktoren zu zeigen. In diesem Abschnitt geben wir eine Konstrukti-
on allgemeiner Homologiefunktoren mit Hilfe von Spektren an. Ausgangspunkt hierfiir ist Folge-
rung 5.3, wonach stabile Homotopiegruppen einen reduzierten Homologiefunktor bilden.

5.33. BEMERKUNG. Wir erinnern uns das Axiom (1) der Homotopieinvarianz in Definition 5.2.
Nach dem Axiom (M4) aus Definition 4.56 erhalten wir zu jedem Raum X einen kofibranten
Raum QX und eine triviale Faserung QX — X. Aus Homotopieinvarianz folgt he(QX ) = he (X),
insbesondere ist es egal, ob wir QX tatséichlich funktoriell mit (M4) konstruieren oder ,,von Hand*.
In der Quillen-Modellstruktur wire die CW-Approximationen aus Satz 4.51 eine solche Konstruk-
tion von Hand.

Wir erinnern uns an die Kofasersequenz
e SAL XA x4

einer Inklusion f: A — X gut punktierter Rdume aus Satz 4.67. Dabei bezeichne X //A den Ho-
motopiequotienten aus Definition 3.71 und j: X //A — SA die Quotientenabbildung.
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5.34. PROPOSITION. Es gibl eine Bijektion zwischen allgemeinen Homologiefunktoren (B.,@ )
und Paaren (ﬁ.,a.) aus je einem Funktor Ry : HoT7: — C und einem natiirlichen Stabilisierungs-
isomorphismus og: hg(S-) — hg_1 fir alle k € Z, so dass Homotopieinvarianz 5.2 (1) und das
Summenaziom 5.2 (3) gelten, sowie

(2’) Quotientenaxiom. Fir jede Kofaserung (X, A) ist die folgende Sequenz exakt:
hi(X/A) <— hp(X) «— hi(A) |

Dabei bezeichnet he in beiden Fillen dieselbe Familie von Funktoren, und fir alle Kofaserun-
gen (X, A) kommutiert das Diagramm

hr(SA) <L Ry (X )/ A) (*)

hi—1(A) <—— hy(X/A) .

Eine natirliche Transformation zwischen zwei solchen Familien von Funktoren kommutiert genau
dann mit den Randoperatoren O, wenn sie mit den Stabilisierungsisomorphismen oo kommutiert.

Wir haben in Satz 5.10 bereits einen natiirlichen Stabilisierungshomomorphismus konstruiert.
Aus technischen Griinden geben wir hier eine etwas andere Beschreibung. Dabei orientieren wir uns
an der Puppe-Sequenz aus Satz 4.67, verwenden aber Vorzeichen, die besser zur langen exakten
Homologiesequenz passen.

BEWEIS. Es sei he eine Familie von Funktoren und o, : Bk(S 2) = ﬁk_l eine Familie natiirlicher
Transformationen. Wir betrachten das Diagramm

e () I R (84) < R (X A) < R (X) < Ty (A)

SO B

e e (X0 <E B (4) = 2 - R (0 A) =T R (X) <T ().
Aufgrund von Satz 4.67 ist das Quotientenaxiom (2’) dquivalent dazu, dass die obere Zeile fiir alle
Kofaserungen f: A — X exakt ist. Wenn zusétzlich die Stabilisierungsabbildungen Isomorphismen
sind, folgt, kénnen wir dy durch (*) definieren und haben Axiom 5.2 (2) bewiesen.

Es sei umgekehrt ein allgemeiner Homologiefunktor e gegeben. Schreibe Z f fiir den reduzierten
Abbildungszylinder X Ugq ZA der Inklusion f: A — X, siehe Definition 3.71. Wir betrachten die
Abbildungen von Paaren j: (Zf,A) — (CA,A), bei der X zu einem Punkt zusammengezogen
wird, und (Zf, A) — (X, A), bei der der reduzierte Zylinder ZA auf A gestaucht wird. Wegen der
Natiirlichkeit von 0) erhalten wir ein kommutatives Diagramm

0 =0k

hj_1(CA) <—— hj_1(A) <" hj,(SA) <—— hy(CA)

! ] T

Ft 1 (Z ) < By 1 (A) <2 hy(X JJA) < hi(Zf)

: |

T (X) ~—— o1 (A) <2 T (X A) ~——— Te(X)
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Mit Hilfe der oberen Sequenz definieren wir o;. Da C A zusammenziehbar ist, ist o} ein Isomor-
phismus. Dann entspricht das mittlere Rechteck gerade (*). Das Quotientenaxiom (2’) folgt aus der
langen exakten Sequenz 5.2 (2).

Aus den obigen Konstruktionen ergibt sich sofort, dass eine natiirliche Transformation zwischen
zwei solchen Funktoren genau dann mit o, vertriglich ist, wenn sie mit d, vertriglich ist. ([l

Diese Uberlegung vereinfacht die Konstruktion eines allgemeinen Homologiefunktors. Durch
Vergleich mit dem Beweis des Freudenthalschen Einhidngungssatzes 3.76 sehen wir, dass oy fiir
stabile Homotopie 77 gerade vom Inversen der Einhdngung S: 71 — 7 (S -) induziert wird.

5.35. LEMMA. Es sei he: T2 — C ein allgemeiner reduzierter Homologiefunktor, und E ein
kofibranter Raum in Ty. Dann definiert hY (X) = ho(EAX) fiir alle kofibranten Riume X ebenfalls
einen allgemeinen reduzierten Homologiefunktor.

Wir nutzen hier also bereits Bemerkung 5.33 aus, um nur mit kofibranten Réumen arbeiten zu
miissen.

BEWEIS. Es gilt S(E A X) = E A (SX). Somit erbt A den natiirlichen Stabilisierungsisomor-
phismus ¢ von Re.

Wenn f: X — Y eine schwache Aquivalenz kofibranter Raume ist, gilt das auch fir idgAf: EA
X — EAY, und aus der Homotopieinvarianz 5.2 (1) von he folgt die Homotopieinvarianz des neuen
Funktors.

Fiir eine Kofaserung A — X ist EA A — E A X eine Kofaserung, siche Ubung 3.136, und es
gilt

(EANX)/(ENA)ZENA(X/A).

Also erfiillt hZ genau wie he das Quotientenaxiom aus Proposition 5.34 (27).
Es sei jetzt (X;)ier eine Familie gut punktierter Rdume. Da E'A - linksadjungiert zu hom(E, -)
ist, erhalten wir mit Lemma 4.14 einen natiirlichen Homéomorphismus

V(EANX)—EAN\X;.
i€l i€l
Es folgt das Summenaxiom 5.2 (3) fiir A¥ aus dem Summenaxiom fiir Ao, denn
P hn(E A X5) iﬁn<\/(E/\X,»)> iﬁn<E/\\/X,;>. O
i€l i€l i€l

Wir wiren jetzt fertig, wenn wir einen Raum FEy mit 75(Ey) = M € Ab und 7} (Ep) = 0
fiir alle k& # 0 angeben konnten. Denn dann wiirden wir he = 7 wéhlen und erhielten einen
Homologiefunktor mit Koeffizienten

h0(8%) = w5 (Eg A S°) = i (Ey) -

Leider geht es aber nicht so einfach. Denn 7} (Ep) erkennen wir wegen Folgerung 3.80 erst am
Raum S¥+2F;. Um ein Element von 73 (Ep) wie im Beweis von Satz 4.51 zu beseitigen, miissten
wir also eine (2k + 3)-Zelle an S¥+2Ej ankleben. Den gleichen Effekt konnen wir in der Regel nicht
dadurch erreichen, dass wir Ey modifizieren.

Wir kénnen stattdessen fiir ¢ > 2 einen Raum FE; betrachten mit m;(E;) & M und 7 (E;) = 0
fiir k # 4. Wir verschieben die Indizes entsprechend und setzen

M(X) = 7 (Bi A X))
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Da E; und E; A X dann (i — 1)-zusammenhéngend sind, sehen wir mit Folgerung 3.80, dass

M fir k=0, und

7(8) @0\ _ s ) N A
h’“(S)_W’““(EZ)_{o fiir 0 # k <i— 2.

Fiir groflere k erhalten wir nach wie vor keine Aussage. Je grofler ¢ ist, desto besser ,,approximieren*
wir also eine gewOhnliche Homologietheorie mit Koeffizienten M.

Wenn wir natiirliche Transformationen zwischen den obigen allgemeinen Homologietheorien
zu E; hiitten, kénnten wir jetzt eine gewdhnliche Homologietheorie i mit Koeffizienten M durch

hi(X) = colim fL](;) (X) = colim 7} ;(E; A X) = colim 4 (E; A X)
konstruieren (zur letzten Gleichheit siehe Satz 5.38 unten). Das motiviert die folgende Definition.

5.36. DEFINITION. Ein Spektrum E = (Ej, s;);cz in einer punktierten Kategorie T topologischer
R&ume ist eine Folge von Rdumen F; und Abbildungen s;: SE; — E; 1, den Stabilisierungs- oder
auch Strukturabbildungen. Eine Abbildung f: E — F = (F;, t;)icz von Spektren ist eine Folge von
Abbildungen f;: E; — F;, so dass das Diagramm

fit1
Eiy1 ——Fip

SiT tiT
Sfi

fiir alle 4 kommutiert. Wir bezeichnen die Kategorie aller Spektren mit ST .

Ein Spektrum E heifit CW-Spektrum, wenn alle E; CW-Komplexe und alle s; Inklusionen
von Unterkomplexen sind. Ein Spektrum E heifit Suspensionsspektrum oder Einhdngungsspektrum,
wenn ein ng existiert, so dass die Abbildungen s; fiir alle i > ng schwache Aquivalenzen sind, und Q-
Spektrum, wenn die induzierten Abbildungen E; — Q'(E; ) fiir alle i € Z schwache Aquivalenzen
sind.

Der Begriff des Spektrums ist eine ,,Stabilisierung” des Begriffs des topologischen Raumes unter
Einhéngung. Das war die Hauptidee in den Arbeiten von Lima und Boardman, die Spektren zuerst
definiert haben. Mit Stabilisierung meinen wir, dass es bei einem Spektrum nur auf die Rdume E;
und Abbildungen s; fiir grofle i ankommt. Beispielsweise konnen wir fiir alle i < ng stets E; = pt
setzen und fiir s;: pt = SF; — F;11 die konstante Abbildung wéhlen.

Wir werden vorerst nur CW-Spektren betrachten. Spéter lernen wir eine Modellstruktur auf
der Kategorie ST, kennen, deren fibrante Objekte genau die 2-Spektren sind, und fiir die jedes
CW-Spektrum kofibrant ist. Im Allgemeinen ist die Menge der Spektrenabbildungen zwischen zwei
Spektren nicht besonders aussagekriftig. Beim Ubergang zur Homotopiekategorie HoST;. sehen wir,
dass wir nur (Homotopieklassen von) Abbildungen von kofibranten in fibrante Spektren betrachten
sollen. Daher betrachten manche Autoren von Anfang nur Q2-CW-Spektren.

Fiir ein Spektrum E und einen Homologiefunktor he definieren wir mit Lemma 5.35 neue Ho-
mologiefunktoren lﬁh durch

- -
hk’Z(X) = hk+z<E2 AN X) .
Die Stabilisierungsisomorphismen aus Proposition 5.34 liefern natiirliche Transformationen

;LEJ(X) = Bk—&—i(Ei N X) (—UkHJrl iLk_,_i_;,_l(Sl NE;NX) (—>Si/\idX)*

oY

hgist (B A X) = R (X))

Sie sind mit den Stabilisierungsisomorphismen oot vertriglich, also auch mit den Randoperatoren
aus Definition 5.2. Wir miissen aber noch den Grenzprozess i — oo verstehen.
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5.37. LEMMA. FEs sei (iﬁ;)iez eine Folge allge(n,eme(Homologiefunktoren in der Kategorie C =
Modpg der (rechts-) R-Moduln, und es seien Ti: hi — hit! natiirliche Transformationen, die mit
den Randoperatoren O vertriglich sind. Dann ist auch der Kolimes

he(X) = colim Al (X)
ein allgemeiner Homologiefunktor.

BEwEIS. Nach Proposition 5.34 sind die 7¢ auch mit den Stabilisierungsisomorphismen o? ver-
traglich. Also induzieren diese im Kolimes Stabilisierungsisomorphismen o, fiir iL..

Sei f: X — Y eine schwache Aquivalenz, dann sind alle hi f: hi(X) — hi(Y) Isomorphismen,
also auch ihr Kolimes he I iL.(X ) — he (Y), und es folgt Homotopieinvarianz 5.2 (1).

Es sei (X, A) ein gutes Paar, dann erhalten wir ein kommutatives Diagramm

qx

Lx

BL(X/A) LX) B (A)

RN (X/A) < RTH(X) <2 REFY(A)
| |
| |
B \ q B \
hip(X/A) <2 hy(X)

Ly

\

!
o
hi(A)
Wir iiberpriifen Exaktheit der Grenzsequenz bei X. Fiir jedes o € iLk<A) existiert ein of € BZ; (A),
das im Kolimes auf o abgebildet wird. Es gilt (gs o t)(a’) = 0 € ﬁ}c(X /A), wegen Kommutatitét
also auch (g, o 1,)(a) = 0 € hp(X/A).

Zu jedem ¢ € ker(gy) C hi(X) gibt es ein & € B}C(X), das im Kolimes auf £ abgebildet
wird, und ein j > 4, so dass &; = (ijl o---o7)(&) € ker(q*) C ﬁi(X) Folglich existiert o/ €
ﬁi(A) mit ¢, (af) = &7. Das Bild « in hy(A) wird dann auf ¢ abgebildet. Somit erhalten wir das
Quotientenaxiom 5.34 (27).

Das Summenaxiom 5.2 (3) ldsst sich ganz genauso elementweise iiberpriifen. Alternativ dazu
konnen wir uns iiberlegen, das der Kolimes nach Definition 4.7 ein linksadjungierter Funktor und
somit nach Lemma 4.14 mit Kolimiten vertréglich ist. Da das Koprodukt ebenfalls ein Kolimes
ist, ist es fiir eine Familie punktierter Réume (X;);e; mit X = \/ X; egal, ob wir erst das Kopro-
dukt 7i(X) der hi(X;) bilden und dann den Kolimes he(X), oder erst die Kolimiten he(X ;) und
dann das Koprodukt. Nach Proposition 5.34 ist he also ein allgemeiner Homologiefunktor. g

Es wirkt seltsam, dass wir das Quotientenaxiom (2’) ,von Hand* beweisen. Tatséichlich ist es
Gliick, dass der Kolimes kurze exakte Sequenzen von R-Moduln oder abelschen Gruppen erhilt
(der Limes tut das nicht). Es handelt sich hier um eine besondere Eigenschaft der Kategorie Modp,
die nicht von allen abelschen Kategorien geteilt wird, siche Bemerkung 5.1 (6).

5.38. SATZ UND DEFINITION. Zu jedem Spektrum E = (E;, s;)icz existiert ein allgemeiner
reduzierter Homologiefunktor E, mit Werten in Ab, gegeben durch

Ey(X) = colim7j_;(E; A X) = colim 7y (E; A X) .
Man nennt E, den (reduzierten) Homologiefunktor zum Spektrum E. Seine Koeffizienten heiffen
die Homotopiegruppen m(E) = Ei(S°) von E.

BEWEIS. Aus den Lemmata 5.35 und 5.37 und der Konstruktion der natiirlichen Transforma-
tionen 7 nach Definition 5.36 folgt, dass E} ein reduzierter Homologiefunktor ist.
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Die Abbildungen 7y ;(E; A X) — 7} ;(E; A X) liefern eine natiirliche Abbildung
colim 7y, (E; A X) — colim 7y (E; A X) = Ep(X) (*)

Fiir die Umkehrabbildung reprisentieren wir a € Ey,(X) durch ein Element a; € 7§ 4+i(BinX), und
dieses wiederum durch a; ¢ € Thrire(S'E; A X). Betrachte dazu das Diagramm

Thy2(S?Eo A X)
/S \gSso/\idX)%

Te1(SEo A X) Trr2(SEL A X)
/S \(So/ﬁdx)* /S \(/‘SlAidX)* /
Fk(Eo/\X) 7Tk+1(E1/\X) 7rk+2(E2/\X)

Mehrfaches Anwenden der Stabilisierungsabbildungen s, liefert a; s 0 € Tgtire(Eire A X), welches
das Bild von a; in 7}_; ,(Eijy¢ A X) und damit ebenfalls a € Ej(X) reprisentiert. Dann bilden
wir a auf das Bild von a1 in colim w4 ;(E; A X) ab, das liefert die Umkehrabbildung zu (*). O

5.39. BEISPIEL. Das Sphdrenspektrum S ist definiert als (57, s;)icz, mit s; = idgit1: SS* —
Sl Es ist demnach ein Suspensionsspektrum. Der zugehorige Homologiefunktor besteht aus den
stabilen Homotopiegruppen aus Folgerung 5.3. Die Homotopiegruppen von S sind die stabilen
Homotopiegruppen der Sphéren. Wir erhalten also (noch) nichts Neues.

5.40. BEMERKUNG. Die obige Konstruktion ist sehr allgemein. Sie liefert uns im néchsten Ab-
schnitt alle gewohnlichen Homologiefunktoren mit Koeffizienten in Ab. Spéter lernen wir Spektren
kennen, die verschiedene Bordismustheorien liefern.

Der Brownsche Darstellungssatz besagt, dass jeder allgemeine Homologiefunktor zur Quillen-
Modellstruktur, der invariant unter gerichteten Kolimiten ist, von einem Spektrum herkommt.
Dabei ist Invarianz unter gerichteten Kolimiten eine Verschérfung des Summenaxioms 5.2 (3).

5.d. Das Eilenberg-Mac Lane-Spektrum

Um die Existenz eines gewthnlichen Homologiefunktors zu zeigen, miissen wir jetzt nur noch
das passende Spektrum konstruieren. Da wir mit stabilen Homotopiegruppen starten, arbeiten wir
zunéchst in der Kategorie Ab = Mody der abelschen Gruppen. Mit einem kleinen Trick gelingt es
uns dann, auch R-Moduln als Koeflizienten zuzulassen.

Am Schluss dieses Abschnitts betrachten wir die so konstruierten Homologiefunktoren Hy( -; G)
genauer und beweisen insbesondere den Satz von Hurewicz, der die erste nicht verschwinden-
de Homotopiegruppe eines zusammenhéngenden Raumes mit der entsprechenden Homologiegrup-
pe H, x(X;Z) in Verbindung bringt. Als Folgerung erhalten wir auch eine homologische Fassung des
Satzes 4.46 von Whitehead.

5.41. DEFINITION. Es sei G eine Gruppe und n > 1. Ein FEilenberg-Mac Lane-Raum zu G im
Grad n ist ein punktierter Raum K (G, n) mit (K (G,n)) = 0 fiir alle k& # n, zusammen mit einem
Isomorphismus

Oy 70 (K(G,n)) — G . (1)

Ein Filenberg-Mac Lane-Spektrum zur abelschen Gruppe G ist ein Spektrum HG = (HGy,, $p)nez,
flir das ein ng > 1 existiert, so dass HG, fiir alle n > ng ein Eilenberg-Mac Lane-Raum mit
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einem Isomorphismus ¥,,: m,(HGy) — G ist, und so dass fiir alle n > ny das folgende Diagramm
kommutiert.

Tn(HGp) —= 141 (SHG,)
I | = Snx i% (2)

7-9714»1

G<~——— 1 (HGnp1) .

Ein Eilenberg-Mac Lane-Raum hat nur eine nicht verschwindende Homotopiegruppe. Die Nota-
tionen K (G, n) und HG,, sind beide gebriuchlich, die letztere passt etwas besser zu unser Notation
fiir Spektren.

Nach Proposition 3.5 kann es Eilenberg-Mac Lane-R&ume zu nicht-abelschen Gruppen nur in
Grad 1 geben. Da diese in manchen Bereichen der Topologie und Geometrie recht wichtig sind,
haben wir sie hier bereits mitdefiniert.

Die Abbildung S in (2) ist fiir n > 2 ein Isomorphismus nach dem Satz 3.76 von Freudenthal.
Wir werden sehen, dass das auch fiir n = 1 gilt, wenn G abelsch ist.

5.42. BEISPIEL. Wir kénnen bereits einige Eilenberg-Mac Lane-Rdume angeben.

(1) Der Kreis S! ist ein K(Z,1) nach Beispiel 3.27.

(2) Nach Ubung 3.105 ist der n-Torus 7" = S x --- x St ein K(Z",1).

(3) Sei allgemeiner (M, g) eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit mit nichtpositi-
ver Schnittkriimmung, dann ist ihre universelle Uberlagerung M nach dem Satz von
Hadamard-Cartan zusammenziehbar. Nach Folgerung 3.26 ist M dann ein K (71 (M), 1).

(4) Der reell projektive Raum RP> = colim S™/(Z/2) ist ein K(Z/2,1) (Ubung).

(5) Der komplex projektive Raum CP> = colim $?"1/S! ist ein K(Z,2), das folgt aus Bei-
spiel 3.43 (1).

(6) Der quaternionisch projektive Raum HP> ist kein Eilenberg-Mac Lane-Raum, denn es
gilt zwar m4(HP>®) = m4(S?) = Z, aber 7, (HP™) = m,_1(5%), siche Beispiel 3.43 (2),
und 75 (HP>) 2 m4(S3) = Z/2 # 0 nach Satz 3.101.

5.43. SATZ (Existenz und Eindeutigkeit von Eilenberg-Mac Lane-Spektren). Fiir alle n € Z
gibt es

e cinen Funktor H - ,: Ab — HCW,,
e cine natirliche Transformation sp: SH -y, — H - 41 und
e falls m > 1, einen natiirlichen Isomorphismen ¥y, : wp(H - ) — -,

so dass man fir jede abelsche Gruppe G ein Filenberg-Mac Lane-Q-CW-Spektrum (HG., Sp)n
erhdlt; insbesondere kommutiere das Diagramm (2) in Definition 5.41 fir alle n > 0.

Die Funktoren H -, sind bis auf eindeutige natiirliche Isomorphismen eindeutig. Die natirlichen
Transformationen s, sind fiir gegebene Funktoren H -, und H -,11 ebenfalls eindeutig. Die CW-
Komplexe HG,, kinnen so konstruiert werden, dass sie aufler dem Basispunkt keine Zellen der
Dimension < n enthalten und HG,, aus SHG,,—1 durch Ankleben von Zellen der Dimension > 2n
entsteht.

Bevor wir diesen Satz beweisen, wollen wir ihn kurz motivieren und dechiffrieren. In der Ho-
motopiekategorie der Spektren (die wir noch nicht kennen) besagt er, dass Eilenberg-Mac Lane-
Spektren HG = (HGh, sn)n existieren und bis auf eindeutige Isomorphismen eindeutig und in G
funktoriell sind. All diese Eigenschaften sind wichtig, um damit gewthnliche Homologiefunktoren zu
definieren. Die Eilenberg-Mac Lane-Eigenschaft kodieren wir als natiirlichen Isomorphismus ¢ von
der Spektren-Homotopiegruppe mo(H - ) aus Satz 5.38 zum Identitatsfunktor auf Ab, représentiert
durch natiirliche Isomorphismen ¥,,: m,(HG,) — G, sowie durch m(H-) = 0 fiir alle k # 0.
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Da wir die Modellstruktur auf ST noch nicht kennen, arbeiten wir stattdessen zunéchst in der
Quillen-Modellstruktur auf 7} und reprasentieren Ho7 4 durch HCW,. In der iiblichen Modell-
struktur auf ST, sind Q2-CW-Spektren dann auflerdem fibrant und kofibrant.

Wir ordnen also jeder abelschen Gruppe G ein CW-Spektrum HG zu, das auflerdem ein §2-
Spektrum ist. Wenn HG ein Q2-Spektrum ist, gilt

Ti(HGy) = m(QHGpi1) = g1 (HGrya) (*)

fiir alle £ > 0 und alle n, insbesondere représentiert 7, (HGj—¢) die Homotopiegruppe m(HG) fiir
alle £ > 0 und alle 4.

Da wir Eilenberg-Mac Lane-Spektren konstruieren wollen, fordern wir also 7 (HG,,) = 0 fiir k #
n und brauchen natiirliche Isomorphismen ¥, : m,(HGy) = G, die mit (*) vertréglich sind. Das
heifit, das Diagramm (2) in Definition 5.41 soll kommutieren.

Sei f: G — K ein Gruppenhomomorphismus. Da die s, natiirlich sind, erhalten wir eine Ab-
bildung f: HG — HK von Spektren. Da 4,, natiirlich ist, kommutiert das Diagramm

Tu(HGy) —2> G (**)
wl ]
mn(HE,) —2> K

1%

Der Spezialfall G = K wird spéter wichtig, wenn wir gew6hnliche Homologie mit Koeffizienten in
R-Moduln definieren wollen, da Elemente von R durch Gruppenautomorphismen wirken.

Da Satz 5.43 in HCW . formuliert ist, sind die Rdume HG,, bis auf natiirliche Homotopiedqui-
valenzen eindeutig. Diese Homotopiedquivalenzen sind wiederum nur bis auf Homotopie eindeutig,
das gleiche gilt fiir die Abbildungen s,,.

BEwEIS. Unsere Konstruktion lehnt sich an den Beweis des CW-Approximationssatzes 4.51 an.
Wir starten mit HG,, = pt fiir alle n < 0 und wihlen fiir HG die G zugrundeliegende Menge |G|
mit der diskreten Topologie. Dann gilt QHG,, = x = HG, 1 fiir alle n < 0.

Sei jetzt n > 1 und HG,,—1 bereits konstruiert. Wir konstruieren ein CW-Paar (HG),, SHG,,—1)
und definieren s,_1: SHG,_1 — HG, als Inklusionsabbildung. Im Fall n = 1 gilt

HGi = SHG, = \/ St so dass 1 (HGY) HZ
g€G\{e} g#e
Nach der universellen Eigenschaft des Koproduktes gibt es einen Homomorphismus 9: 7 (HG}) —
G, der den zu g € G gehérigen Erzeuger 1 € Z von [[,Z wieder auf g abbildet. Als J? wihlen
wir eine Menge von Relationen, das sind Erzeuger von ker(d) als Normalteiler in 7w (HG1), siehe
Satz 2.69. Wir erhalten HG? durch entsprechendes Ankleben von 2-Zellen. AnschlieBend kleben
wir induktiv k-Zellen fiir k > 3 so an, dass 7,1 (HG1) = 7,1 (HGY) = 0. Wegen Folgerung 4.44
induziert ¥ den in Definition 5.41 (1) verlangten Isomorphismus

¥1: m(HG) =2 m(HG?) — G .

AuBlerdem induziert sy eine schwache Homotopiedquivalenz HGy = |G| — QHG].
Im Fall n = 2 ist die Abbildung S: m(HG1) — m2(SHG1) nach dem Freudenthalschen
Einhéngungssatz 3.76 surjektiv. Nach Folgerung 3.80 gilt

m(S(HGY)) = m3(S(HGY)) =2 @ m3(5*) = Pz,
g#e g#e
und diese Gruppe bildet surjektiv auf G ab. Fiir jedes j € J? realisiert S@?: S% — S(HGY) dieselbe
Relation in G wie bei der Konstruktion von HG?. Daher ist S: 1 (HG1) — m2(SHG1) sogar ein
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Isomorphismus. Indem wir Zellen der Dimension > 4 an SHG; ankleben, erhalten wir einen K (G, 2)
zusammen mit dem kommutativen Diagramm in Definition 5.41 (2) fiir n = 1. Auflerdem induziert
auch s eine schwache Homotopiedquivalenz HG1 — QHGs.

Fiir n > 3 ist HG)y,—1 nach Voraussetzung ein K (G, n—1) und daher (n—2)-zusammenhéngend.
Dabher ist die Abbildung 7;_1(HGp—1) — 7, (SHG,—1) nach dem Freudenthalschen Einhdngungs-
satz 3.76 ein Isomorphismus fiir £ < 2n—3 > n und surjektiv fiir £ = 2n—2, so dass mx(SHG,—1) =
Ti—1(HGpn—1) = 0 fiir alle k < 2n—2 mit Ausnahme von k = n. Wir erhalten also einen K (G, n), in-
dem wir Zellen der Dimension > 2n ankleben. Der Isomorphismus 9,,: 7, (SHGp—1) = 7, (HG,,) —
G ist durch das Diagramm in Definition 5.41 (2) bereits bestimmt. Auflierdem induziert s,,—1 wieder
eine schwache Homotopiedquivalenz HG,,_1 — QHG,,.

Seien jetzt Eilenberg-Mac Lane-Q-CW-Spektren HG = (HG,, s,) und HK = (HK,,t,) wie
im Satz gegeben. Wir nehmen zunichst an, dass HG = (HG,, s,) wie oben konstruiert wurde.
Dann setzen wir Hf, = 0: pt - HK, fir n < 0. Fiir n = 1 wihlen wir zu jeder 1-Zelle e,lC
einen Reprisentanten v: S' — HK; des Bildes des entsprechenden Erzeugers von G unter f
in 1 (HK;) 2 K und definieren dadurch

Hfl: HGi = \/ S' —» HK; .
jeJt
Sei @? die Anklebeabbildung einer 2-Zelle e? von HG. Da f ein Gruppenhomorphismus ist, ist
dann H f] o gajz in HK; zusammenziehbar, und wir kénnen H f{ zu H f}: HG? — HK; ausdehnen.
Da HK; ein K(K,1) ist, konnen wir H f; induktiv auf allen hoheren Skeletten definieren. Nach

Konstruktion kommutiert das obige Diagramm (**) fiir n = 1.
Sei jetzt n > 2. Nach Konstruktion erhalten wir zun#chst eine Abbildung

SHfp 1: SHG, | — SHE,_ "3 HK,, ,
diese kénnen wir wie oben Zelle fiir Zelle auf ganz HG,, ausdehnen, so dass das Diagramm
SHG, 1 “~~ HG,
San_IJ/ J/an und
SHK, "'~ HK,

kommutiert, das heifit, die Stabilisierungsabbildungen sind natiirlich. Das Diagramm (**) kommu-
tiert dann ebenfalls, denn aus der Konstruktion und Definition 5.41 (2) folgt, dass im Diagramm

(Sn—1)x Wn(SHanl) ~ ﬂwn—l(Hanl)
= | —<
Wn(HGn) (San—l)*\L ~ G (H fr—1)«
<~z

alle Seiten mit Ausnahme der vorderen kommutieren. Dann kommutiert auch die vordere Seite.
Falls das Spektrum HG nicht wie oben konstruiert wurde, sei E zu G wie oben konstruiert. Wir
erhalten kommutierende Abbildungen

SHG, SE, SHK,

L

HGn+1 I EnJrl - HKn+1 .
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Nach dem Satz 4.46 von Whitehead sind die Abbildungen E,, — HG,, Homotopieiquivalenzen, so
dass wir auch eine passende Abbildung HG,, — H K, erhalten.

Sei schlieflich eine weitere Folge von Abbildungen ¢,,: HG,, — HK,, mit g,|sga,_, = Sgn-1
und ¢, = f: 7 (HG,) — m(HK,) gegeben. Da mp(HK,,) = 0 fiir alle k # n, lisst sich induktiv
eine Familie von Homotopien h,: HG, x [ — HK, zwischen H f, und g, konstruieren. ]

Mit den so konstruierten Eilenberg-Mac Lane-Spektren kéonnen wir jetzt gewéhnliche Homolo-
giefunktoren konstruieren. Wir fassen unsere bisherigen Ergebnisse in einem Satz zusammen.

5.44. SATZ. Es sei R ein Ring und Modg die Kategorie der (Rechts-) R-Moduln.

(1) Fir jeden R-Modul M existiert ein gewéhnlicher reduzierter Homologiefunktor lfI.( 3 M):
T+ — Modr mit

Hy(X; M) = colimmy,o(HM; A X)

der das Dimensionsaziom 5.2 (4) mit Ho(S%; M) = M erfillt.

(2) Zu jedem Modulhomomorphismus f: M — N existiert eine natirliche Transformati-
on Tre: Ho(-; M) — He(-;N), die mit den Randoperatoren aus Definition 5.2 (2) ver-
traglich ist, so dass 770(S°) = f: Ho(S% M) = M — N = Hy(S°; N).

(3) Sei g: L — M ein weiterer Modulhomomorphismus, dann gilt Tfe O Tge = Tfog,e-

(4) In der Quillen-Modellstruktur ist jeder andere gewéhnliche reduzierte Homologiefunktor
mit den obigen Eigenschaften zu f{.( -3 M) natirlich isomorph.

Wir kénnen (1)—~(3) wie folgt interpretieren: es gibt einen Funktor H®(-;-) von der Kate-
gorie Modg in die Kategorie der gew6hnlichen Homologiefunktoren mit Werten in Modpr, wobei
Morphismen gerade natiirliche Transformationen sind, die mit den Randoperatoren beziehungsweise
den Stabilisierungs-Isomorphismen vertréiglich sind, siehe Proposition 5.34.

BEWEIS. Wir arbeiten hier mit R = Z, so dass Modg zur Kategorie Ab der abelschen Gruppen
dquivalent ist. Den allgemeinen Fall betrachten wir in Ubung 5.86. Die Existenzaussage (1) folgt
aus den Sétzen 5.38 und 5.43.

Wir konstruieren die natiirliche Transformation zu (2) durch

Tf7k(X) = COlim((Hfg A idx)*: 7Tk+g(HMg A X) — 7Tk+g(HNg A X)) .

Behauptung (3) folgt, indem wir (f o g); durch fy o g; ersetzen, was aufgrund der Eindeutigkeits-
aussage in Satz 5.43 moglich ist. .

Zur Eindeutigkeit in der Quillen-Modellstruktur sei ein weiterer solcher Funktor he und ein
Raum Y in 7T gegeben. Es sei g: X — Y eine CW-Approximation von Y, dann sind die Abbil-
dungen g.: hp(X) — hi(Y) und g.: Hy(X; M) — Hi(Y; M) Isomorphismen und durch Satz 4.51
eindeutig festgelegt. Mit Satz 5.18 (2) erhalten wir den in (4) gesuchten natiirlichen Isomorphis-
mus. g

5.45. PROPOSITION. Sei HM, ein Filenberg-Mac Lane-Spektrum zum R-Modul M. Fir jeden
topologischen Raum X gilt

Hy(X; M) = mpo(HMy AN X)  fiiralle 0>k +2. (1)
Falls X ein n-zusammenhdngender Raum ist fiir ein n > 0, gilt sogar

- 0 fir alle k <n, und
{ (2)

Hiy(X; M) =
WX M) Trre(HMy AN X)) fiir alle k > n und alle £ > max(k —n,1) .
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BEWEIS. Da alle auftretenden Funktoren unter schwachen Aquivalenzen invariant sind, diirfen
wir nach Satz 4.51 annehmen, dass X ein CW-Komplex ist. Wenn X ein n-zusammenhingen-
der Raum ist, diirfen wir auflerdem annehmen, dass das n-Skelett nur aus einem Punkt besteht.
Andernfalls setzen wir n = —1 und X! = pt.

Wenn wir HM, wie im Beweis des Satzes 5.43 konstruieren, besteht H M, nur aus Zellen der
Dimension > ¢. Also besteht HM,; A X nach der Konstruktion zu Proposition 4.54 (4) nur aus
Zellen der Dimension > n + £. Es gilt

7Tk+g(HMg/\X):O fiir alle k < n

also Hy,(X; M) = 0 fiir alle k < n. )
Es sei jetzt k > n. Da wir beim Ubergang von SH M, zu HMj,; nach Satz 5.43 nur Zellen der
Dimension > 2(¢ 4 1) ankleben, ist die Abbildung

spNid x

SHM; N X

HMopq A X

nach Folgerung 4.44 eine (n + 2¢ + 2)-zusammenhéngende Abbildung. Auflerdem ist HM; A X ein
(n + £)-zusammenhingender Raum. Nach dem Freudenthalschen Einhéngungssatz 3.76 ist daher

S (S Aid )*
Ty t(HMy A X) —2—> miq 41 (SHM A X) % Tport(HMopp1 A X |
sofern £ > k — 2n und ¢ > k — n. Mit Satz 5.44 (1) folgt (1) und der zweite Fall in (2). O

Wegen Beispiel 5.42 (1) kénnen wir HZ; = S! wihlen. Nach Proposition 5.45 hat I:In(S”; 7)=7
einen offensichtlichen Erzeuger

En = [idsn+1] c 7Tn+1(Sl A Sn) == ﬁn(snvz) .

5.46. DEFINITION. Es sei X ein topologischer Raum und n > 1. Dann ist der Hurewicz-Homo-
morphismus 1y, : mp(X) — Hy,(X;Z) definiert durch

M([f]) = filen) € E[n(XQZ) .
Fiir eine Gruppe G definieren wir die Abelisierung G** = G/[G, G].

5.47. SaTz (Hurewicz). Der Hurewicz-Homomorphismus ist ein Gruppenhomomorphismus.
Wenn X zusammenhdngend ist, induziert 111 den Hurewicz-Isomorphismus

m(X)* = Hi(X;7) . (1)
Wenn X ein n-zusammenhdngender Raum ist mit n > 1, erhalten wir den Hurewicz-Isomorphismus
Mn+1° T+l (X) i) ﬁn+1(X,Z) . (2)

BEWEIS. Wegen der Homotopieinvarianz von H,( -; Z) ist 17, wohldefiniert. Seien f, g: S™ — X
punktierte Abbildungen. Mit der ,, Einschniirungsabbildung® d": S™ — 5™V .S™ aus dem Beweis von
Satz 5.11 gilt [f]+[g] = [(fVg)od"] € mn(X). Die Einhéingung dieser Abbildung ist (SfVSg)od™?,
somit erhalten wir

m(Lf]+ [9])

((£V g) o "), idgna] = [S((f V g) o d") o idgnsn]
— [(SF v Sg) 0 ") = [Sf] + [Sg] = na((f) +mullg) € muna(SX).

Da 7,,41(SX) linear nach H,(X;Z) abbildet, ist 1, : m,(X) — H,(X;Z) ein Homomorphismus.
Aussage (2) folgt aus dem Freudenthalschen Einhdngungssatz 3.76 und Proposition 5.45 (2),
da

Tn41(X) = T p0(S' A X) = Hy1 (X5 Z)
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und 7,41 bildet [f] € mp41(X) auf
filenta] = [(idgr A f) o idgnea] = [Sf] € mpi2(S' A X)
ab. Somit entspricht 7,41 gerade dem Einhdngungsisomorphismus S aus dem Freudenthalschen

Einhéngungssatz 3.76.
In Aussage (1) erhalten wir wie oben den surjektiven Einhdngungshomomorphismus

m=25:m(X) — m(S'AX)=H\(X;Z).

Wir diirfen wieder annehmen, dass X ein CW-Komplex mit 0-Skelett X% = pt ist. Indem wir
Satz 2.69 wie im Beweis von Satz 5.43 benutzen, sechen wir, dass 7; einen Isomorphismus 71 (X)2> —
H,(X;7Z) induziert. O

5.48. BEMERKUNG. Den Satz von Hurewicz kann man auch ,riickwérts anwenden: Wenn X
zusammenhingend und einfach zusammenhingend ist und Hy(X;Z) = 0 fiir alle k < n gilt, dann
ist Npy1: T (X) — I;TnH(X ;Z) ein Isomorphismus. Dazu wenden wir den Satz von Hurewicz
induktiv fir alle K <n + 1 an.

Die Voraussetzung, dass X einfach zusammenhingend ist, ist dabei wichtig. Es gibt ndmlich
sogenannte perfekte Gruppen G # 0, was bedeutet, dass [G,G] = G gilt und somit G® = 0. In
diesem Fall ist H;(X;7Z) = 0, aber ng: mo(X) — Ha(X;7Z) ist im allgemeinen kein Isomorphismus.

5.49. BEMERKUNG. Sowohl der Satz von Hurewicz als auch die Tatsache, dass der Randope-
rator im zelluldren Kettenkomplex aus Definition 5.17 allein durch die Inzidenzzahlen d% € Z
bestimmt ist, legen nahe, dass unter den gew6hnlichen Homologiefunktoren die ganzzahlige Homo-
logie H,(-;7) eine Sonderrolle annimmt. Man schreibt daher oft kurz Hy,(X) fiir Hy(X;7Z).

Zum Schluss formulieren wir den Satz 4.46 von Whitehead noch einmal mit Hilfe von Homologie
um.

5.50. SATZ (Whitehead, homologische Fassung). FEs sei f: Y — X eine punktierte zjlbbildung
von zusammenhdngenden, einfach zusammenhdingenden CW-Komplexzen, so dass f.: Hp(Y) —
Hy(X) fiir alle k > 1 ein Isomorphismus ist. Dann ist f eine Homotopie-Aquivalenz.

BEWwEIS. Wir schreiben den Abbildungskegel C'f als Zf Uy CY, dabei ist Zf zu X homoto-
piedquivalent. Indem wir den Durchschnitt Y etwas aufdicken, sehen wir mit dem Satz 2.39 von
Seifert-van Kampen, dass C'f einfach zusammenhéngend ist. Wegen der langen exakten Homologie-
sequenz 5.2 (2) fiir das Paar (Zf,Y) gilt Hy(C'f) = 0 fiir alle k. Somit ist C'f nach Bemerkung 5.48
schwach zusammenziehbar.

Wir zeigen induktiv iiber n, dass dann auch 7 (Zf,Y) = 0 fiir alle £ < n. Fiir n = 1 folgt das
aus den Voraussetzungen. Sei die Behauptung fiir ein n richtig, dann ist (Zf,Y) — (Cf,*) eine
(n + 2)-zusammenhéngende Abbildung nach Proposition 3.73. Also erhalten wir einen Isomorphis-
mus T, 4+1(Zf,Y) = m1(Cf) =0. )

Aber dann sind Y < Zf und f schwache Aquivalenzen, somit ist f eine Homotopiedquivalenz
nach dem Satz 4.46 von Whitehead. 0

Hétten wir anstelle von 71(X) = m1(Y) = 0 nur einen Isomorphismus f.: 71(Y) — m(X)
vorausgesetzt, so hitten wir zwar immer noch folgern kénnen, dass C'f schwach zusammenziehbar
ist, aber nicht, dass alle m(Z f,Y") verschwinden.

5.e. Moore-Riume und ein universelles Koffizienten-Theorem

Der Begriff , Koeffizienten® hat in der Homologietheorie verschiedene Bedeutungen; eine, nim-
lich (hy(S%))rez, haben wir in Abschnitt 5.a kennengelernt. In Abschnitt 5.b haben wir zellulére Ho-
mologie betrachtet, hierbei handelte es sich um gewohnliche Homologie mit Koeffizienten in einem
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Objekt M einer abelschen Kategorie C. In diesem Abschnitt geht es darum, einen gegebenen Homo-
logiefunktor zusétzlich mit Koeffizienten in einer gegebenen abelschen Gruppe A zu versehen. Im
Falle der ,,gew6hnlichen“ Homologie mit Werten in der Kategorie der abelschen Gruppen stimmen
all diese Begriffe iiberein: wendet man die im Folgenden beschriebene Methode auf H, = ﬁ.( 3 7)
und die Gruppe A an, so erhélt man lEI.( 5 A).

Mit den Methoden aus diesem Abschnitt konnen wir einen Zusammenhang zwischen den Funk-
toren B.( -3 A) und l~1. mit und ohne Koeffizienten herstellen. Im nichsten Abschnitt sehen wir, dass
dieses Resultat fiir gewohnliche Homologie einen Spezialfall der Kiinneth-Formel fiir Produkte dar-
stellt. Sei M ein R-Modul und X ein topologischer Raum. Man kénnte vermuten, dass Hy(X; M) =
Hi(X) ® M gilt. Nach Beispiel 5.20 stimmt das beispielsweise fiir X = CP™ oder X = HP".
Fir X =RP", R=Z und M = 7Z/2 liefert Beispiel 5.21 jedoch ein anderes Ergebnis.

5.51. DEFINITION. Ein Moore-Raum zur abelschen Gruppe A in Dimension n > 1 ist ein punk-
tierter (n-1)-zusammenhéngender CW-Komplex M (A, n) (oder kurz MA,,), so dass Hi(MA,) =0
fiir alle k # n, zusammen mit einem Isomorphismus

p: T (MA,,) =y AL

Ein Moore-Spektrum zur abelschen Gruppe A ist ein Spektrum MA = (MA,,, sp)nez, fir das
ein ng existiert, so dass MA,, fiir alle n > ng ein Moore-Raum mit p,, : lEIn(MAn) =1 ist, und so
dass fiir alle n > ng das folgende Diagramm kommutiert.

Tn(MA,) —— 11 (SMA,,)

A Pril 7Tn+1(MAn+1) .

Der obere Pfeil im Diagramm bezeichnet die Einhdngungsabbildung S aus dem Satz 3.76 von
Freudenthal. Aus dem Satz 5.47 von Hurewicz folgt
A falls k =n, und
0 falls k < n.
Da die Rdume MA,, CW-Komplexe sind, sind SMA,, und MA, +1 homotopiedquivalent fiir

alle n > 1 nach dem homologischen Satz 5.50 von Whitehead. Also ist das Moore-Spektrum ein
Suspensionsspektrum, und wir kénnen MA,, 4k = Sk MA,,, wihlen.

Tp(MA,) = Hy(MA,) = {

5.52. BEISPIEL. Wir betrachten einfache Beispiele von Moore-Raumen.

(1) Die Sphiren S* sind Moore-Réume fiir Z in Dimension k, das Sphérenspektrum S ist also
ein Moore-Spektrum MZ.
(2) Nach Beispiel 5.21 (1) ist die reelle projektive Ebene RP? ein Moore-Raum M (Z/2,1).

5.53. PROPOSITION. Es sei A eine abelsche Gruppe.

(1) Dann existieren Moore-Riume MA,, fir alle n > 2.
(2) Sei F: A — B ein Gruppenhomomorphismus, sei n > 2, und seien MA,,, M B, Moore-
Réaume, dann ezistiert eine Abbildung f: MA,, — M B,, so dass das Diagramm

Ao (MA,) L~ H,(MB,)

pl ipn

A r B

kommutiert.
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(3) Die Moore-Riume MA,, sind fir n > 2 bis auf Homotopiedquivalenz eindeutig bestimmd.

Diese Proposition ist deutlich schwicher als Satz 5.43 iiber Eilenberg-Mac Lane-Spektren. Ins-
besondere sind die Homotopiedquivalenzen zwischen zwei Moore-Rédumen zur gleichen Gruppe A
in der gleichen Dimension n nicht notwendigerweise bis auf Homotopie eindeutig. Es kommt noch
schlimmer: es gibt keinen Funktor A4b — Ho7T 1, der jeder abelschen Gruppe A einen Moore-
Raum MA,, zuordnet. Als Beispiel hat idys(z/9), Ordnung 4 in [M(Z/2),, M(Z/2),] fir n > 2,
wéhrend 1 Ordnung 2 in homy(Z/2,Z/2) hat, siche [H1, Ex. 4L.7]. Insbesondere erhalten wir kein
Analogon zum Satz 5.43 {iber Eilenberg-MacLane-Raume.

BEWEIS. Sei A eine abelsche Gruppe. Dann besitzt A eine freie Auflosung a: Z9% — 7%/, Das
heifit, a ist injektiv mit coker a = A. Wir erhalten einen Moore-Raum MA,, zu A als CW-Komplex
mit je einer n-Zelle e} fiir jeden Erzeuger j € J von A, und je einer (n + 1)-Zelle eZH fir jede
Relation k € K. Dabei ist die Verklebeabbildung ¢ so gewéhlt, dass

ope: H'(S™) 2 Z — H"(\/ S") = 2%/
jeJ
den Erzeuger 1 € Z auf die a( %) entsprechende Relation in Z%’ abbildet. Nach Satz 5.18 ist MA,,

ein Moore-Raum mit H,,(MA,) = A, und (1) ist bewiesen. Wir kénnen MA,, auch als Abbildungs-
kegel C'p der Abbildung
p: \/ 5" —\/ 5"

keK jed

auffassen.

Zu (2) sei F': A — B gegeben, und sei a eine freie Auflésung von A wie oben. Sei MA,, wie oben
konstruiert, und sei M B,, ein Moore-Raum zu B geméf Definition 5.51. Mit Hilfe von F' finden wir
eine Abbildung

fa: \/ 8" = MB, ,
JjeJ
indem wir fiir jeden Erzeuger j € J von A die Abbildung f,, auf dem entsprechenden Summanden S™
durch einen Reprisentanten von F'(j) € B = 7, M B,, vorgeben. Alle Bilder von Relationen k € K
unter a liegen im Kern von

for: 297 2 7, (\/ S") — 7MB,, = H,(MB,) = B,
JjeJ

und wir kénnen f, zu f: MA, — M B,, fortsetzen.
Sei insbesondere F' = id 4, und sei M B,, ein weiterer Moore-Raum zu B = A. Fiir n > 2 folgt (3)
aus (2) und dem Satz 5.50 von Whitehead. O

Als Beispiel schreiben wir
Q: <61,62,...>/<61 —262,62—363,...> 5

wobei der Erzeuger ey, jeweils auf % € Q abgebildet wird. So erhalten wir einen Moore-Raum MQ,
mit je abzdhlbar vielen Zellen in den Dimensionen n und n + 1.

Sei jetzt MA, ein Moore-Raum zur abelschen Gruppe A in Dimension n. Nach Lemma 5.35
gibt es einen Homologiefunktor he mit

hi(X; A) = Hyyp (MA, A X)
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fiir alle Réume X. Dabei benutzen wir, dass ein um n ,verschobener* Homologiefunktor wieder ein
Homologiefunktor ist. Wir bestimmen die Koeffizienten von he und erhalten

A falls k =0, und

hi(S% A) = Hyyn(MA,) = {
0 sonst.

Satz 5.44 (4) liefert einen natiirlichen Isomorphismus
he(-;A) = Hy(-; A) .
Das heifit, sobald wir das Eilenberg-Mac Lane-Spektrum zu Z konstruiert haben, kénnen wir alle
weiteren gewohnlichen Homologiefunktoren mit Werten in Ab mit Hilfe von Moore-Raumen er-
halten. Dazu reicht jeweils ein einzelner Moore-Raum aus; wir brauchen also nicht das gesamte
Moore-Spektrum zu betrachten. Mit Beispiel 5.52 erhalten wir
Hy(X;Z) = Hyyn(S"AX)  und  Hp(X;Z/2) = Hyy 1 (RP2AX)

die erste Gleichung ist gerade Satz 5.10.
Die obige Konstruktion funktioniert wegen Lemma 5.35 fiir jeden allgemeinen Homologiefunk-
tor he. Wir betrachten dann fiir gut punktierte Riume X den Homologiefunktor

hi (X5 A) = hpyn(MA, A X)
Beispielsweise konnten wir die stabilen Homotopiegruppen eines Raumes X mit Z/2-Koeffizienten
definieren durch
T(X;Z/2) = mi 1 (RPPAX) .
Wenn X gut punktiert ist und MA, = Cy wie im Beweis von Proposition 5.53 konstruiert
wurde, ist
\/ 5" AX FE5 N/ ST AX — MA, A X = C(p Ady)
keK jeJ
eine Homotopie-Kofasersequenz, siche Ubung 3.136. Mit dem Summenaxiom 5.2 (3) erhalten wir
nach 5.2 (2) die lange exakte Homologiesequenz

= (pAidx )« = =
o ——hpag, STAX hian S"TANX) —hp(X;A) ——
k+ (\/K ) a®idy, (x) k+ (\/J ) k( )
ZOK @hy(X) 289 Qb (X)
= " (pAidx )« = " =
—— -1 (Vg S" A X) p Pign—1(V; S" A X) — hp_1 (X; 4) — - -
~ a1 hk—l(X> 9}
ZOK @hy,_1 (X) 297 @hy,—1 (X)

Daraus ergibt sich fiir jedes k eine kurze exakte Sequenz
0— coker(a ® idhk(X)) — hi(X; A) — ker(a ® idhk_l(X)) —0. (5.2)

Um etwas iiber hy (X; A) aussagen zu koénnen, miissen wir als néichstes also Kern und Kokern
der Abbildung a ® idp fiir beliebige abelsche Gruppen B verstehen.

5.54. BEMERKUNG. Sei R ein kommutativer Ring, und B ein R-Modul. Dann ist der Funk-
tor -+ ® B linksadjungiert zum internen hom-Funktor hom(B, -). Also ist - ® B kostetig, siehe
Lemma 4.14. Wir konnen den Kokern einer Modulabbildung f: M — N als Kolimes schreiben,
sieche Bemerkung 5.1 (3). Es gibt also einen natiirlichen Isomorphismus

coker(f ® idg) = coker f @ B .
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In der obigen Situation folgt daraus coker(a ® idy, (x)) = A ® hi(X).
In Analogie zu Ubung 4.93 (1) gibt es eine Adjunktion

hom( -, B): Modr S Mody) : hom( -, B) ,
siehe auch Ubung 5.89. Folglich gibt es einen natiirlichen Isomorphismus
ker(f*: hom(N, B) — hom(M, B)) = hom(coker f, B) .
Im Fall M = R®/ gilt hom(M, B) = B’.

Das Tensorprodukt ist jedoch im Allgemeinen nicht stetig. Die folgende Proposition werden wir
nicht beweisen.

5.55. PROPOSITION UND DEFINITION. Es sei R ein Hauptidealring und a: R — R®/ eine
freie Auflosung eines R-Moduls A. Fiir jeden R-Modul B hingen

Torgr(A, B) = ker(a ® idp) und Extr(A, B) = coker(a*: B’ — BY)
nicht von der Wahl der freien Auflésung ab und sind funktoriell in A und B.

Wenn der Ring R bekannt ist, lassen wir ihn — wie beim Tensorprodukt — weg. In der Regel
betrachten wir R = Z.

_ 5.56. BEISPIEL. Es sei R ein Hauptidealring, r, s € R\ {0}, und B ein R-Modul. Dann gilt
(Ubung):

Tor(R, B) 2 Ext(R,B) =0, (1)
Tor(R/r, B) = hom(R/r,B) 2 {be B |br=0} C B, (2)
Ext(R/r,B) = (R/r) ® B= B/rB, (3)

Tor(R/r,R/s) =2 Ext(R/r,R/s) = (R/r) ® (R/s) 2 hom(R/r,R/s) = R/(r,s) , (4)

wobei (r, s) das von r und s erzeugte Ideal in R bezeichne. Die Funktoren Tory und Exty verschwin-
den, wenn k ein Kérper ist.

Mit der kurzen exakten Sequenz (5.2) und obiger Definition erhalten wir sofort folgendes Er-
gebnis.

5.57. SATZ (Universelles Koeffiziententheorem fiir allgemeine Homologiefunktoren). FEs sei A
eine abelsche Gruppe und (l~1., 0e) e€in allgemeiner reduzierter Homologiefunktor mit Werten in der
Kategorie Ab = Modg,. Es bezeichne ho(-; A) den Funktor heyn(MA, A -). Dann existiert fiir alle k
und alle X eine natirliche exakte Sequenz

0— ]le(X) Kz, A— iLk(X,A) — Torz(izk.,l(X),A) — 0. 0O

Durch die obige kurze exakte Sequenz ist iLk<X , A) noch nicht eindeutig bestimmt. Im folgenden
Abschnitt werden wir fiir gewdhnliche Homologie immerhin zeigen, dass Hj(X; A) isomorph zur
direkte Summen der dufleren Terme ist — allerdings nicht auf natiirliche Weise. Fiir andere Homo-
logiefunktoren stimmt das nicht. Es kann auch passieren, dass hi(X;Z/m) kein (Z/m)-Modul ist.
In Ubung 5.96 sehen wir, dass unter bestimmten Bedingungen ein R-Modul A sogar fiir allgemeine
Homologiefunktoren he zu R-Moduln he(X; A) fiihrt.

5.58. BEMERKUNG. Die Konstruktion von Tor mag auf den ersten Blick willkiirlich wirken. Es
gibt mehrere Mo6glichkeiten, sie in einen grofleren Kontext einzuordnen.
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(1) Funktoren F, die wie - ® B Kokerne erhalten, nennt man auch rechtsexakt. Grothendieck
hat gezeigt, dass jeder linksexakte Funktor F = F zu einer Familie von linksderivierten
Punktoren F* fiir k > 0 gehort, die final sind mit folgender Eigenschaft: zu jeder kurzen
exakten Sequenz

0—A —A—A" —0

existiert eine lange exakte Sequenz
s FlA — F1A” — FOA — FOA — FOA” — 0.

Zu - ® B = Tor}, gehoren in diesem Sinne die linksderivierten Funktoren Tor%,.

Analog ist der interne Hom-Funktor linksexakt und gehort zu einer Familie rechtsde-
rivierter Funktoren Ext% mit Ext% = hom, fiir die eine #hnliche Sequenz in umgekehrter
Richtung existiert, und die initial ist mit dieser Eigenschaft. Durch diese universellen
Eigenschaften sind die Funktoren TOI‘];% und Ex‘c]]%L dann bis auf Isomorphie eindeutig be-
stimmt. Tm Falle eines Hauptidealrings R gilt Torf, = 0 = Ext% fiir k > 2, im Falle eines
Korpers bereits fiir k£ > 1.

(2) Wir konnen Tor und Ext in der Sprache der Modellkategorien konstruieren. Allerdings
gibt es im Allgemeinen keine geeignete Modellstruktur auf Modg. Wir kénnen Modg aber
in die Kategorie Chr der Kettenkomplexe einbetten; aus einem Modul M wird dann der
Komplex

e — 00— M —0— .

Die Kategorie Chg trigt eine Modellstruktur, deren schwache Aquivalenzen gerade die
Kettenhomotopiedquivalenzen sind. Als Faserungen wihlt man genau die gradweise surjek-
tiven Kettenabbildungen, und alle injektiven Abbildungen mit nach unten beschranktem,
gradweise projektivem Kokern sind Kofaserungen. Dabei lassen sich projektive Moduln als
Rektrakte von freien Moduln definieren. Eine projektive Auflésung von M ist dann nichts
anderes als eine fibrant-kofibrante Ersetzung von M. In dieser Sprache erhilt man dann
sogenannte totale derivierte Funktoren ©“® zum Tensorprodukt und Rhom zum internen
Hom-Funktor mit Werten in HoChg. Um daraus die Funktoren Tor¥, und Ext% aus (1) zu
erhalten, muss man noch die Homologie der resultierenden Komplexe bilden.

(3) Man kann zeigen, dass die Funktoren Tor’f% in beiden Argumenten symmetrisch sind.
Fir Ext’f% gilt immerhin, dass Derivieren im zweiten Argument das gleiche liefert wie
Derivieren im ersten Argument — man braucht dazu aber injektive Auflésungen in Pro-
position 5.55 beziehungsweise eine andere Modellstruktur auf Chy in (2).

5.59. BEISPIEL. Wir kennen bereits die Homologie des reell projektiven Raumes aus Bei-
spiel 5.21. Da

Tor(Z, -) =0 und Z® (Z)2) = Tor(Z)2,72)2) = (Z.)2) @ (Z]2) 2 Z/2
erhalten wir Beispiel 5.21 (2) aus 5.21 (1), genauer

Z]2=(Z/2) ®(Z/2) falls k ungerade und 0 < k < n,
7)2 = Tor(Z/2,7./2) falls k gerade und 0 < k < n,

H,(RP“Z)2) =222 7 QL2 falls k = n ungerade ist,
0 = Tor(Z,Z/2) falls k = n + 1 gerade ist, und
0 sonst.

\

Wenn andererseits Multiplikation mit 2 in A invertierbar ist, dann erhalten wir 5.21 (3), da dann
A® (Z)2) =Tor(A,Z/2) =0.
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5.60. BEMERKUNG. In Folgerung 5.70 sehen wir, dass die Koeffizientensequenz in Satz 5.57 fiir
gewohnliche Homologie stets spaltet, so dass

Hy(X;A) =2 Hy(X)® A @ Tor(Hy—1(X),A) .

Man kénnte daher denken, dass H (-,A) im Vergleich zur gewohnlichen ganzzahligen Homologie
keine zusétzliche Information enthélt. In Ubung 5.94 sehen wir ein Beispiel dafiir, dass das nicht
stimmt: es gibt Rdume X, Y, Abbildungen f, g: X — Y und eine Koeffizientengruppe A, so dass

fo = gu: Hy(X) — Hp(Y) fiir alle %, aber
fe # g Hy(X; A) — H(Y; A) fiir ein k.
Dieses Verhalten erklért sich dadurch, dass die Spaltung in Folgerung 5.70 nicht natiirlich ist.

5.f. Produktriume und die Kiinneth-Formel

In diesem Abschnitt betrachten wir die gewohnliche Homologie von Produkten topologischer
Réume. Dabei arbeiten wir in der Quillen-Modellstruktur, um alle beteiligten Rdume durch CW-
Komplexe zu ersetzen. Gleichzeitig nutzen wir aus, dass Produkte von CW-Komplexen in der
Kategorie T nach Proposition 4.54 (4) wieder CW-Komplexe sind. Wir bezeichnen die Kategorie
der Z-graduierten R-Moduln mit GrModg, das ist gerade die volle Unterkategorie von Chg der
Kettenkomplexe mit trivialem Differential de = 0.

5.61. DEFINITION. Es seien (C,,ds) und (CY}, d,,) zwei Kettenkomplexe iiber einem Hauptideal-
ring R, dann definieren wir ihr Tensorprodukt in Chg und ihr Torsionsprodukt in Gr Modg durch

(Co®rCk= P Ca®rCy, und  Torg(C,C") = @ Torr(Ca,Ch) .
atb=k atb=k
Auf dem Tensorprodukt betrachten wir den Randoperator
dop = Y (da@idgy + (—1)%dg, @ dy) .
a+b=k
Die Vorzeichen in dg sind so gewihlt, dass
d@}k o d®7k+1 =0.

Das Ziel dieses Abschnitts ist der folgende Satz. Dabei fassen wir He(X; R) und He(Y'; R) wieder
als Objekte von GrModg auf.

5.62. SATZ (Topologische Kiinneth-Formel). Es seien X, Y gut punktierte topologische Réiume
und R ein Hauptidealring. Dann existiert eine natirliche exakte Sequenz

0 — (H(X;R) ®g H(Y;R)), — Hp(X AY;R) — (Torg(H(X;R),H(Y;R))), , — 0

fiir alle k. Diese Sequenz spaltet, aber nicht auf natirliche Weise.

Wir erinnern uns an die unreduzierte Homologie Ho(X; R) = He(X; R) aus Bemerkung 5.5.

5.63. FOLGERUNG. Fs seien X, Y topologische Riume und R ein Hauptidealring. Dann existiert
eine natirliche exakte Sequenz

0 — (H(X;R)®r H(Y;R)), — Hp(X xY;R) — (Torg(H(X;R),H(Y;R))), , —0,
fiir alle k. Diese Sequenz spaltet, aber nicht auf natiirliche Weise.

Aufgrund von Bemerkung 5.5 und Beispiel 5.56 stimmen die Torg-Terme in den Sequenzen
aus 5.62 und 5.63 iiberein.
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BEWEIS. Wir ersetzen X und Y im obigen Satz durch X; und Y, und nutzen die Bezie-
hung (X xY)y = X1 AY,, so dass

Ho(X X Y;R) = Hy((X xY)4;R) = Ho(Xy AY 5 R) . O

5.64. FOLGERUNG. Fs sei k ein Kdrper, dann existieren natirliche Isomorphismen
(H(X;k) @k H(Y;k)), = Hp(X x Y;k), und (1)
(ﬁ(X;k) ok H(Y; k))k ~ H(X AY:K) falls X, 'Y gut punktiert sind. (2)
BEWwWEIS. Nach Beispiel 5.56 verschwindet in diesem Falle das Torsionsprodukt. O

Der Beweis von Satz 5.62 besteht aus zwei Schritten. Zunéchst konstruieren wir einen Isomor-
phismus zwischen dem zelluldren Kettenkomplex eines Produktes von CW-Komplexen und dem
Tensorprodukt der zelluldren Kettenkomplexe der Faktoren. Anschlieend zeigen wir, dass die Ho-
mologie eines Tensorproduktes von Kettenkomplexen in einer kurzen exakten Sequenz mit Tensor-
und Torsionsprodukt der Homologien der Faktoren steht.

5.65. PROPOSITION. Fs seien X und Y CW-Komplexe und R ein Ring. Dann gibt es einen
natirlichen Isomorphismus

o)

(COVXAYR),d™) — (COV(X5R), dg™) @ (COV (Y5 R),dgY) .
Der analoge Satz fiir den singuldren Kettenkomplex ist der Satz von Eilenberg-Zilber, und der

obige Isomorphismus heiffit dann auch Alexander-Whitney-Abbildung .

BEWEIS. Nach Proposition 4.54 (4) tragt X AY in 7 wieder eine CW-Struktur. Wir betrachten
die charakteristischen Abbildungen Q7 D™ — X und Wy: D" — Y der Zellen €] und e von X
beziehungsweise Y fiir j € J™, k € K™. Dann sind
E;”,:r":@?”‘x\I/Z:Dm+"%Dm><D"—>X><Y

die charakteristischen Abbildungen der Zellen e;”,j " von X x Y. Wir erhalten den gesuchten Iso-

morphismus
CyV(X AY; R) = REUminp"XK) = (B RO @p RO = (COV(X;R) @ COV(YR)), -
m-+n=p
Wir zeigen Vertriglichkeit mit d°W. Die Verklebeabbildung f?,:r” ergibt sich als Pushout

N . Xm—l AY™" (X A Y)m+n—1
i’oj X\I,k/ T _ 7+
Smfl x D™ Sernfl - fj»k
mel Aynfl xm Aynfl .
<p§”X¢Z/7 /
gm—=1 s gn—1 Dm x gn—1 O <V
Insbesondere trifft &";ﬁ;” nur zwei Typen von (m + n — 1)-Zellen von X A'Y| ndmlich e??J,g”_l
und e??,:,r”_l, falls ¢7" die Zelle eg’f_l beziehungsweise v} die Zelle e}~ U trifft. Seien p??jg"_l,

q;@kJ,r”_I: (XAY)mtn=l _ gmin=l die zugehorigen Kollaps-Abbildungen. Sei p??_lz xm-1t 5 gm-1
die Kollaps-Abbildung zu e?,l_l und ¢’ : Y™ — S™ die Kollaps-Abbildung zu e}, dann gilt

m+n—1 _.m—1 n m+n—1 o
Py xmeiayn = 05T Ay P I xmayn-1 =0,

m+n—1 _ m+n—1 _.m n—1
G xm-ipyn =0, und @G Ixmayn-1 = A g
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ABBILDUNG 5.2. Produkte von Zellen und ihre Rénder

min. gmin—1 _, gmin—1 aug Definition 5.17

: : m+n—1 m-+n m+n—1
Die Abbildungen pi/} o und ¢}; o &y

gk Js
entsprechen gerade den Verkettungen

m—1 m i
gmtn—1 __ Sm+n71/(Dm « Snfl) ~ S—T_l A SP (pj, o) Aid

idA(q oy

Smfl A ST o Sm+n71 ,

Sm+n—1 . Sm+n—1/(sm—1 % Dn) SN SULIN szrfl S™ A Sn—l ~ Sm+n—1 )

Der Abbildungsgrad der rechten Abbildungen in der oberen Zeile ist gerade ein Koeffizient des
Randoperators d%w des Komplexes CEW(X; R). In der unteren Zeile erhalten wir den analogen
Koeffizienten von dgw. Es bleiben noch die Vorzeichen in Definition 5.61 zu erkléren. Dazu be-
trachten wir die folgenden Verkettungen von Projektionen und iiberlegen uns wie in Abbildung 5.2,
dass

deg(sm—l-n—l N S:_nfl /\Sn N Sm+n—1)

=1
und deg(S™H ! — S A ST — gy = ()™

Ahnlich beweist man Natiirlichkeit, das heiBt, Vertriiglichkeit mit zelluliren Abbildungen. g

5.66. SATZ (Algebraische Kiinneth-Formel). Es seien (Cs,de) und (C},d,) zwei Kettenkompleze
iiber einem Hauptidealring R, und Cj, sei frei fir alle k € Z. Dann existiert eine natirliche kurze
exakte Sequenz

0 — (H(Cs,ds) ®r H(CY,dy)) 5 Hy((Co,da) ®r (CL,dl)) —
— Torg(H(C., ds), H(Cy, dy)), | — 0

fiir alle n, mit p([c] @ []) = [e®]. Wenn auch Cy fiir alle £ € Z frei ist, spaltet die obige Sequenz,
aber nicht auf natirliche Weise.

Die obige Sequenz spaltet sogar, wenn nur einer der beiden Komplexe frei ist; das ist allerdings
etwas schwerer zu zeigen.

BEWEIS. Es bezeichnen Z, und B, die Unterkomplexe der Zykel und Rénder von (CYy,d,),
jeweils mit trivialem Randoperator. Da R ein Hauptidealring ist, sind B), C Cj, als Untermoduln
des freien Moduls Z;, wieder frei. Wir erhalten spaltende kurze exakte Sequenzen

d/
0—2,—C,—>DB,_,—0 (*)

(idc®d)n

wmd 0 (Co @ ZL)n — (Co @ CL)p = (Co® BL)n1 — 0,

etwa, indem wir fiir alle k& ein Rechtsinverses si: B;,_; — Cj zu dj, durch Wahl auf einer Basis
von Bj_, konstruieren. Das Vorzeichen von (id¢ ® d'), héngt wie in Definition 5.61 vom Grad
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in Cy ab. Die Komplexe Z, und B, haben keinen Randoperator und sind frei. Daher ist Tensorieren
mit Z, und B) jeweils ein exakter Funktor, und es folgt

Hn((ch d') ®R (Zia 0)) = (H(C'a d') R Z:)n
und H, ((Ce,ds) @R (B,,0)) = (H(Co,ds) @ By)y, -

Das Schlangenlemma 5.25 liefert die lange exakte Sequenz
- — (H(Ca,de) @R Zg)n — Hn((Co,ds) @R (Co,dy)) —
— (H(Ca,da) R Bl)u1 2+ (H(Cayda) @R Zi)no1 — ... (1)

Wir betrachten z ® b’ € (Ze ® Bl)p—1, um das Bild von [z @ V'] = [2] @ b/ € Hy,—1((Ce,de) @R Bl)
unter d zu bestimmen. Es sei 2Q¢ € (Z,®CY),, ein Urbild. Wie im Beweis des Schlangenlemmas 5.25
folgt
don(z@d)=(dz)®d £ 2@ (dd)=2@V € (Ze @ Cl)p_1 .
~—

=0
Dall € B, C Z,,ist 2@V € Zy ® Z, das gesuchte Urbild, und es folgt

oz ® b/] =[z® b/] = (ide, ®j0)n—l,*[2 ® b/] € Hn—l((ch de) ®R Z:) )

somit wird & von der Inklusion jo: B, — Z. induziert.
Aus der langen exakten Sequenz () erhalten wir also eine kurze exakte Sequenz

0 — coker(idg(c, do) ® J)n — Hn((Ce,ds) ®r (Co,dy)) — ker(id (e, dy) @ j)n-1 — 0 .
Indem wir die freie Auflésung
0 «— Hip(CL,d.) «— Z} <% B} «— 0
betrachten, schlieffen wir, dass
coker (idsr (0, dy) ® J)n = (H(Ce,ds) @ H(Cy,d,)),,
und ker(id g (cy,d0) @ J)n-1 = Torg (H(Ce, ds), H(Cy, dy))
Damit ist die Exaktheit der Sequenz im Satz bewiesen. Da die Abbildung p von der Inklusion
Zn(Coe @ Z)) 2 (Ze @ Zo)p — Zn(Co @ Cy)

induziert wird, hat sie die obige Gestalt.

Wenn C, und C, frei sind, spaltet (*) und die analoge Sequenz fiir C,. Also finden wir Linksin-
verse pe: Co — Zo und pl,: CL, — Z, zu den Inklusionen Z, — C, beziehungsweise Z, — C.. Dann
ist (p ® p')e ein Linksinverses zu p, falls wir zeigen konnen, dass p auf He((Ce,ds) ®r (C.,d,))
wohldefiniert ist. Aber das ist der Fall, denn

(pep)(dec ®@ider £ide @ d'C’) € Be @ Z, + Zo @ B, C ker(Zy ® Z, — He @ H) .

Also spaltet die Sequenz in diesem Fall, und der Satz ist bewiesen. O

n—1"

BEWEIS VON SATZ 5.62. Es seien zunichst X und Y CW-Komplexe. Nach Satz 5.18 wird die
gewohnliche R-Homologie von X, Y und X AY durch deren zelluldre Kettenkomplexe berechnet, de-
ren einzelne Moduln nach Konstruktion alle frei iiber R sind. Somit folgt die topologische Kiinneth-
Formel jetzt aus dem , Eilenberg-Zilber“-Satz 5.65 und der algebraischen Kiinneth-Formel 5.66.

Fiir gut punktierte Riume X, Y wihlen wir CW-Approximationen f: X’ -+ X und g: Y/ —» Y
nach dem Approximationssatz 4.51. Nach Satz 5.44 (1) ist gewohnliche Homologie — so, wie wir
sie dort konstruiert haben — unter schwachen Aquivalenzen invariant. Also erhalten wir Isomor-
phismen

for H(X';R) = HJ(X;R) und  g.: HJ(Y'; R) — H.(Y;R) .
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Nach Lemma 5.35 sind die Funktoren Ho(- AY”; R) und He(X A -; R) ebenfalls unter schwachen
Aquivalenzen invariant, da wir angenommen hatten, dass X gut punktiert ist, und wir erhalten
Isomorphismen

Ho(X'AY';R) =3 Hy(X AY';R) — Hy(X AY:R) .

Also gilt die Kiinneth-Formel auch fiir gut punktierte Rdume X und Y.

Zu Abbildungen f: X — Z und g: Y — W und CW-Approximationen X’ — X, ..., W — W
erhalten wir nach Satz 4.51 zelluldre Abbildungen f': X' — Z' und ¢: Y/ — W/, so dass die
Diagramme

X —X Y ——=Y
f’i J{f und g’l lg
7 — =7 W —W

kommutieren, und f’, ¢’ sind bis auf Homotopie eindeutig. Wegen der Natiirlichkeitsaussage in
Proposition 5.65 kommutiert auch das Diagramm

CEW(X' AY';R) — CEW(X;R) © CSV(Y'; R)
(f’/\g')#i if%@g;t
CEW(Z' A\W';R) —= CW (2, R) @ CSW(W'; R) .

Wir betrachten zum Schluss das Diagramm

~ ﬁ.(X,R) ®RI:[0(Y§R) ********* >ﬁo(X/\Y7R)
~ ~ — ~ | _ =
Ho(X';R) @ Ho(Y'; R) — ; Ho(X'NY';R) ~ (ng)*l
f*®g*
f»i@g; ~ H.(Z; R) ®R FI.(W,R) - l - == I:IO(Z A WvR)
B B = N (f'Ag) —
Ho(Z';R) ®r He(W'; R) — Ho(Z' N\W';R) ~

Die Quadrate rechts und links kommutieren, da gewohnliche Homologie und das Tensorprodukt
Funktoren sind. Das vordere Quadrat kommutiert nach obiger Voriiberlegung, und da Homologie
von Komplexen ein Funktor ist. Nach unser Konstruktion der gestrichelten Pfeile kommutieren das
obere und das untere Quadrat. Also kommutiert auch das hintere Quadrat, und die Natiirlichkeit
der linken Abbildung in der Kiinneth-Sequenz ist gezeigt.

Um die Natiirlichkeit der rechten Abbildung zu zeigen, benétigen wir auch die Funktorialitit
des Torsionsproduktes aus Proposition 5.55. ]

5.67. BEMERKUNG. Da wir zellulire Homologie hier zum ersten Mal benutzt haben, um neue
Morphismen zu konstruieren, und nicht, um bereits bekannte Morphismen zu beschreiben, wollen
wir uns kurz iiberlegen, dass die Abbildungen in der Kiinneth-Sequenz in Satz 5.62 nicht von
der Wahl der CW-Struktur (also auch nicht von der CW-Approximation) abhéngen. Hierbei ist
entscheidend, dass alle benutzten Konstruktionen natiirlich sind.

Seien also etwa zwei CW-Approximationen f;: X/ — X mit ¢ = 0, 1, gegeben, dann existieren
nach Satz 4.51 bis auf Homotopie eindeutige zelluldre Abbildungen k: X — X{ und ¢: X{ — X{,
so dass die Abbildungen

fowflok', lef()Og, KOkNldX(/), und kog'\‘ldxi
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jeweils homotop sind. Mit #hnlichen Uberlegungen wie im obigen Beweis kommutiert

(=23

Ho(X4; R) @ He(Y'; R)

R

Ho(X,AY';R)

1%

\~ ~ ~ < ~
midl Tmid Hu(X:R) ®p Ha(Y:R) — = H S H(XAYR).
N/ N (lj‘/\id)* (f/\id)*{
Ho(X{;R) ®p Ho(Y'; R) = - Ho (X, ANY";R)

Hieraus folgt, dass der hintere Pfeil unabhéngig von der Wahl der CW-Approximation ist.
5.68. BEISPIEL. Wir betrachten den n-dimensionalen Torus 77 = S! x --- x S'. Es gilt

R fir k=0, n, und
0 sonst,

Hk(Sn, R) = {

insbesondere sind die Homologiemoduln frei. Wegen Bemerkung 5.5, Beispiel 5.56 und Folge-
rung 5.63 gilt

Hi(T"; R) = und Hi(T";R) =

0 sonst.

[RGB fiwo<k<n, " RG) fir1 <k <n,
0 sonst,

5.69. BEISPIEL. Wir betrachten die Riume S? x S* und CP3. Wegen Beispiel 5.20 und Folge-
rung 5.63 gilt
fir k=0, 2, 4 od d
Hy(S? x S% R) 2 Hy(CP% R) = {R iir k =0, 2, 4 oder 6, un
0 sonst.

Dennoch sind diese Rdume nicht homotopiesiquivalent, denn nach Beispiel 3.43 (1) gilt
m3(CP3) =2 m3(S") =0,
aber mit Beispiel 3.43 (1) und Ubung 3.105 gilt auch
m3(S% x 1) =2 mw3(5?) x m3(S1) =7 .
Wir sehen also

(1) Homologie- und Homotopiegruppen enthalten verschiedene Information.
(2) Trotz des homologischen Satzes 5.50 von Whitehead sind einfach zusammenh#ngende
R&ume mit isomorphen Homologiegruppen nicht notwendigerweise homotopiedquivalent.
(3) Wegen dieses Satzes gibt es weder eine Abbildung f: S? x S* — CP? noch eine Abbil-
dung g: CP3 — 82 x 84, die auf He(-; R) einen Isomorphismus induziert.
In Ubung 6.103 benutzen wir Produkte auf der Kohomologie, um die obigen Rédume zu unterschei-
den.

Als néchstes Beispiel betrachten wir X beliebig und Y = MA,, einen Moore-Raum. Wir haben
im letzten Abschnitt gesehen, dass

Hiyn(MA, A X) = Hi(X; A)

Die kurze exakte Sequenz in der Kiinneth-Formel 5.62 ist die gleiche wie im universellen Koeffizi-
ententheorem 5.57. Mit dem obigen Beweis erhalten wir den folgenden wichtigen Zusatz.

5.70. FOLGERUNG (Universelles Koeffiziententheorem, Zusatz). Es sei A eine abelsche Gruppe

und h = H gewdhnliche Homologie mit Koeffizienten in Z. Dann spaltet die kurze exakte Sequenz
im universellen Koeffiziententheorem 5.57, allerdings nicht natirlich.
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Ein Beispiel folgt in Ubung 5.98. Sei allgemeiner A ein R-Modul, dann existiert eine natiirliche
Sequenz

0 — Hy(X; R) ®r A — Hy(X; A) — Torp(Hi1(X; R), A) — 0;

diese spaltet, aber nicht natiirlich. Zum Beweis ersetzen wir X durch einen CW-Komplex und
argumentieren dhnlich wie im Beweis der algebraischen Kiinneth-Formel 5.66, siche Ubung 6.97.

5.g. Ubungen zu Kapitel 5
Ubungen zu Abschnitt 5.a.

5.71. UBUNG. Gegeben sei eine lange exakte Sequenz

hn hn
SR U ML PELINY I e s NANPINI

in C = Modg. Beweisen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen.
(1) Fiir alle n existiert ky,: B, — A, mit k, o f, =1idy,.
(2) Fiir alle n exisiert £, : C,, — B, mit g, o ¢, = id¢,.
(3) Fiir alle n existiert ein Isomorphismus ¢, : B, — A4, & C,, so dass ¢, o f, die natiirliche
Inklusion und g, o ¢, ! die natiirliche Projektion ist,.
Zeigen Sie auflerdem, dass dann h,, = 0 gilt, und dass es natiirliche Bijektionen zwischen den
Mengen der moglichen Folgen (ky)nez in (1), (bn)nez in (2), sowie der (¢n)nez in (3) gibt.

5.72. UBUNG. Es sei X = {0,...,n} versehen mit der diskreten Topologie, und 0 € X sei
der Basispunkt. Es sei he ein reduzierter Homologiefunktor. Beschreiben Sie den Isomorphis-
mus 2, (X1) = hp(X) @ he(S°) aus Bemerkung 5.5 (1) in Termen von h,(S°) mit Hilfe des
Summenaxioms 5.2 (3), indem Sie X und X darstellen als

Xx=\5" und L:Q@.

i=1 =0

5.73. UBUNG. Beweisen Sie die Exaktheit der Mayer-Vietoris-Sequenz 5.6 an einer der beiden
fehlenden Stellen, also bei h,(X) oder bei hy, (AN B).

5.74. UBUNG. Es sei X = AU B, so dass (4, AN B) und (B, AN B) Kofaserungen seien, und
es gelten Zusammenhangsvoraussetzungen wie in Folgerung 3.65. Konstruieren Sie ein Analogon
zur Mayer-Vietoris-Sequenz 5.6 fiir die ,,unstabilen“ Homotopiegruppen m, wie in Bemerkung 5.9.
Wie weit lasst sich diese Sequenz nach links beziehungsweise rechts fortsetzen? Fiir m; kennen wir
bereits den Satz 2.39 von Seifert-van Kampen. Unter welchen zusétzlichen Voraussetzungen lésst
er sich in diese Sequenz ,,einbauen®?

Ubungen zu Abschnitt 5.b.

5.75. UBUNG. Es sei n > 0, und es sei A Objekt einer abelschen Kategorie C. Bestimmen
Sie H(CP™; A) und Hy(HP"; A) fir alle k£ > 0.

5.76. UBUNG. Berechnen Sie HEW (X;Z) und HEW (X;7,/27) fiir die folgenden Réume:

(1) Fassen Sie den Torus 72 = S' x S! als CW-Komplex auf, indem Sie in der linken Skizze
gegeniiberliegende Seiten identifizieren.

(2) Betrachten Sie die Kleinsche Flasche X, die aus einem Quadrat durch Identifikation ge-
geniiberliegender Seiten geméfl der rechten Skizze entsteht. Fassen Sie X fiir die Berech-
nung der Homologie als CW-Komplex mit Basispunkt, zwei 1-Zellen und einer 2-Zelle
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auf.

Torus Kleinsche Flasche

5.77. UBUNG. Zeigen Sie:

(1) Kettenhomotopie ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Kettenabbildungen zwi-
schen zwei gegebenen Komplexen. Sie ist mit der Komposition von Kettenabbildungen
vertraglich.

(2) Kettenhomotopiedquivalenz ist eine Aquivalenzrelation auf der Kategorie der Kettenkom-
plexe.

5.78. UBUNG. Es seien X, Y punktierte CW-Komplexe und M ein R-Modul. Eine zellulire
Homotopie zwischen zelluléren Abbildungen f, g: X — Y ist eine zelluldre Abbildung h: I A X —
Y, wobei I die CW-Struktur mit einer 1- und zwei 0-Zellen trage. Zeigen Sie: zellulire Homotopien
induzieren Kettenhomotopien zwischen den Abbildungen fx und g4 : CEWV(X; M) — CEV(Y; M).

5.79. UBUNG. Sei h,e eine Kettenhomotopie zwischen Kettenabbildungen f, und ge: (Cs,ds) —
(Fe, €e) iiber R. Konstruieren Sie mit Hilfe von he eine Linkshomotopie zwischen f, und ge in Chp
im Sinne von Definition 4.60, und zwar mit dem Zylingerobjekt (ZC,, zd,), mit

dy, —ide,_,
ZC=Cr®Cy @ Ci_q und zdy, = di  ide,_,
—dg—1
Dabei wollen wir unter einer schwachen Aquivalenz eine Kettenabbildung verstehen, die Isomor-
phismen auf allen Homologiemoduln induziert.

5.80. UBUNG. Seien fa, ge, he wie in der vorigen Aufgabe. Konstruieren Sie aus diesen Daten
eine Rechtshomotopie zwischen f, und ge in Chp.
5.81. UBUNG. Beweisen Sie das Schlangenlemma 5.25.

(1) Zeigen Sie: der Verbindungshomomorphismus ist wohldefiniert und natiirlich als Transfor-
mation zwischen zwei Funktoren von der Kategorie der kurzen exakten Sequenzen in der
Kategorie Ch¢ der Kettenkomplexe in C in die Kategorie C.

(2) Beweisen Sie die Exaktheit der angegebenen Sequenz an mindestens einer Stelle.

5.82. UBUNG. Es sei R ein Ring mit Eins. Wir identifizieren R mit dem Kettenkomplex
i —0—R—0— -,

wobel sich R in Grad 0 befinde.

(1) Sei (Co,ds) ein Kettenkomplex in Chr und ¢ € Cj. Unter welchen Bedingungen existiert
ein Morphismus R — C, vom Grad k, der 1 € R auf ¢; abbildet? Ist er eindeutig?

(2) Sei ¢, wie oben, und bezeichne ¢ : R — C, den obigen Morphismus. Was beschreibt ¢y, =
Ho(ck): Ho(R,0) — Ho(Co,ds)?

(3) Sei f: (Ce,de) — (C.,d,) eine Abbildung vom Grad a. Welchen Grad haben die Morphis-
men f o ¢, und fy o cgs, und was bezeichnen sie?

5.83. UBUNG. Beweisen Sie Satz 5.31.
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5.84. UBUNG. Es sei Y Unterkomplex eines CW-Komplexes X, und es sei M ein R-Modul.
Nach Bemerkung 5.5 (2) definiert man relative Homologiemoduln Hy(X,Y; M) = Hp(X /)Y ; M).
Zeigen Sie

(1) Es gilt H,(X,Y; M) = H,(X/Y; M).

(2) Wir betrachten (C’,CW(Y; M),d“WV) als Unterkomplex von (é?W(X; M),d“V), dann exi-
stiert ein natiirlicher Quotientenkomplex (CN’,CW(X M) /CEV(Y; M), d°W).

(3) Der Komplex aus (2) ist natiirlich isomorph zu (CN',CW(X/Y; M),dW).

Ubungen zu Abschnitt 5.c.

5.85. UBUNG. Vergleichen Sie die Stabilisierungs-Isomorphismen o, aus Proposition 5.34 mit
den Isomorphismen aus Satz 5.10.

Ubungen zu Abschnitt 5.d.

5.86. UBUNG. Es sei R ein Ring und Modg die Kategorie der (Rechts-) R-Moduln. Beweisen
Sie Satz 5.44 fiir R, indem Sie ein R-Modul M als abelsche Gruppe auffassen, und Elemente r €
R als Endomorphismen von M. Interpretieren Sie H®(-; M) als R-Modul und beweisen Sie die
Aussagen (1)—(3).

5.87. UBUNG. Die ,topologische Narrenkappe“ X entsteht, indem man bei einem Dreieck alle
drei Seiten gem#B der Skizze identifiziert. Wir wissen aus der Vorlesung, dass HEW (X;7Z) = 0.

(1) Bestimmen Sie die Fundamentalgruppe von X.

(2) Zeigen Sie, dass X zusammenziehbar ist.

(3) Zusatz: Geben Sie eine explizite Homotopie X x I — X zwischen idx und der Nullabbil-
dung an.

(4) Zusatz: Basteln Sie ein Modell.

Ubungen zu Abschnitt 5.e.

5.88. UBUNG. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Uberpriifen Sie, dass Tensorprodukt
und Hom-Funktor iiber R mit £ = R alle Eigenschaften aus Definition 4.26 und Bemerkung 4.28
erfiillen. Somit ist die Kategorie (Modg, ® g, R) monoidal und abgeschlossen. Wie lautet ihr Expo-
nentialgesetz?

5.89. UBUNG. Es sei M ein Objekt in einer abgeschlossenen symmetrischen monoidalen Kate-
gorie C, siehe Definition 4.26 und Beispiel 4.27. Zeigen Sie:

(1) Man kann hom( -, M) auf zwei Weisen als Funktor auffassen:
hom(-,M): C — C°? beziehungsweise hom(-,M): C? — C..
(2) Die obigen Funktoren sind zueinander adjungiert:

hom(-,M): C = C°: hom(-,M) .
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5.90. UBUNG. Es sei R ein Hauptidealring, 7, s € R*, und B ein R-Modul. Zeigen Sie:

Tor(R/r, B) = hom(R/r,B) = {be B|br=0} C B, (1)
Ext(R/r,B) = (R/r)® B= B/rB , (2)
Tor(R/r,R/s) = Ext(R/r,R/s) = (R/r) ® (R/s) = hom(R/r,R/s) = R/(r,s) , (3)

wobei (7, s) das von r und s erzeugte Ideal in R bezeichne.

5.91. UBUNG. Zeigen Sie, dass sich Tor und Ext unter direkten Summen und Produkten analog
zu ® und hom in Bemerkung 5.54 verhalten.

5.92. UBUNG. Es sei R ein Hauptidealring und A, B seien R-Moduln. Definiere den Torsions-
untermodul

Torp A= {a€ Alesgibtre R\{0},sodassra=0}.
Zeigen Sie:

(1) Der Modul A/ Torg A ist torsionsfrei.

(2) Jeder endlich erzeugte Untermodul von A/ Torg A ist frei.
(3) Es gilt Torg(B, A/ Torg A) = 0.

(4) Es gilt Torg(B, Torg A) = Torg(B, A).

Hinweis: Jedes Element in einem Tensorprodukt X ® Y kann als endliche Linearkombination von
Elementen der Form z ® y mit z € X, y € Y geschrieben werden.

5.93. UBUNG. Eine Erweiterung von A durch B ist eine kurze exakte Sequenz der Form
0—B—C—A—0

bis auf Isomorphie, wobei zwei solche Sequenzen isomorph heifien, wenn es einen Sequenzabbildung
zwischen ihnen gibt, die auf A und B jeweils durch die Identitét gegeben ist. Zeigen Sie:

(1) Eine freie Auflosung von A liefert eine bis auf Kettenhomotopie eindeutige Sequenzabbil-

dung
0 A —2= Ay A 0
1
0 B C A 0.

(2) Dann ist f € hom(A, B) bis auf ein Element h o a mit h € hom(Ap, B) wohlbestimmt,
wir erhalten also eine Klasse [f] € coker(hom(Ag, B) — hom(A4;, B)) = Extr(A4, B).

(3) Die obige Zuordnung liefert eine Bijektion von der Menge der Erweiterungen in die Men-
ge Extr(A, B).

5.94. UBUNG. Wir betrachten A = Z/n und konstruieren den Moore-Raum MA;, fiir k > 2,
indem wir eine (k + 1)-Zelle mit einer Abbildung ¢: S¥ — S* vom Grad n an S* ankleben. Indem
wir das k-Skelett S* auf einen Punkt abbilden, erhalten wir die Kollaps-Abbildung f: MA;, —
MA,/S* = Sk+1 AuBerdem sei g: MA, — S*+1 die konstante Abbildung. Zeigen Sie:

fx =g« =0: fI.(MAk;Z) — ﬁ.(SkH;Z) , (1)
e =01 Hy(MAg; A) — Ho (SF; A) (2)
Frart Hipr (MAg; A) — Higr (S5 4) = A (3)

5.95. UBUNG. Seien A, B abelsche Gruppen. Wir betrachten den Raum [MA,,, M B,,] der punk-
tierten Abbildungen von MA,, nach M B, bis auf Homotopie.
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(1) Zeigen Sie mit Hilfe des Freudenthalschen Einhéngungssatzes 3.76 und der Puppe-Sequenz
aus Satz 4.67 (3), dass Stabilisieren fiir n > 3 den folgenden Isomorphismus liefert:

[MA,, MB,] -5 [M A1, MBypy1] .
(2) Konstruieren Sie mit Hilfe der Puppe-Sequenz eine kurze exakte Sequenz der Form
0 — Ext(A, 71 M By,) — [MA,, MB,] — hom(A,B) — 0.
(3) Es sei n > 3. Zeigen Sie mit der Homotopiesequenz 3.75 fiir Kofaserungen, dass
Tnt1(MBy,) =2 B®7Z/2= B/2B .
(4) Zeigen Sie, dass Ext(A4, B/2B) = 0, wenn Multiplikation mit 2 in B surjektiv oder in A
injektiv ist.

Man beachte, dass die Sequenz in (2) im Allgemeinen nicht spaltet.

5.96. UBUNG. Es sei A ein R-Modul, und es gelte Exty(A, A/2A) = 0. Fiir n > 3 liefert die
Modulstruktur auf A nach der vorangegangenen Aufgabe eine Abbildung

R« homg (A, A) = [MA,, MA,] .

Zeigen Sie, dass man fiir jeden Homologiefunktor R, jeden Raum X und jedes k die Grup-
pe hi(X; A) als R-Modul auffassen kann. Man erhélt also einen Modg-wertigen Homologiefunktor.

5.97. UBUNG. Es sei f: MA, — MB, eine stetige punktierte Abbildung zwischen Moore-
Réumen, so dass die induzierte Abbildung f.: A = H, (MA,) — B = H, (MB,,) injektiv ist. Zeigen
Sie

(1) Dann ist der reduzierte Abbildungskegel C'f ein Moore-Raum zu C' = B/f, A.
(2) Fiir jeden Homologiefunktor (he,ds) und jeden Raum X erhalten wir die natiirliche lange
exakte Bockstein-Sequenz

e Hy(X;C) — Hy(X; B) «— Hi(X; A) ¢ Hp 1 (X;C) — -
5.98. UBUNG. Wir fassen A = Z/n als Z-Modul auf. Sei MA), der Moore-Raum und f: MA; —

Sk+1 die Kollaps-Abbildung aus Ubung 5.94.

(1) Geben Sie die Koeffizientensequenzen fiir Hy, 1 (MAy; A) und Hy 1 (S*; A) aus Satz 5.57
an, und stellen Sie die von f induzierte Sequenzabbildung in einem kommutativen Dia-
gramm dar.

(2) Uberpriifen Sie, dass beide Koeffizientensequenzen spalten, und dass die Spaltungen nicht
natiirlich sind.

Ubungen zu Abschnitt 5.f.

5.99. UBUNG. Prizisieren Sie die Aussage, dass der in Proposition 5.65 konstruierte Isomor-
phismus

(CV(X AY3R),dOY) = (COV(X5R),d0Y) @ (COV (V5 R), dW)
natiirlich ist, und beweisen Sie sie.

5.100. UBUNG. Wir wollen I” als CW-Komplex mit (Z) 2"~k Zellen der Dimension k darstellen.
Wir orientieren I™ C R™ mit der Standardbasis, und wir orientieren die Rand-Hyperflichen von 1"
durch solche Basen des tangentialen (n — 1)-dimensionalen Vektorraums, dass Voranstellen des
duleren Normalenvektors wieder eine positiv orientierte Basis des R liefert.

(1) Beschreiben Sie den zelluldren Rand der n-Zelle von I".
(2) Betrachten Sie jetzt I"™ x I" = I"*" und iiberpriifen Sie, dass sich der Rand der (m + n)-
Zelle wie in Proposition 5.65 verhélt.
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5.101. UBUNG. Essei A =Z/n und B = Z/m und k, £ > 2.
(1) Berechnen Sie Hy(M By A MA},) und H, (M By A SF+1).
(2) Sei f: MA; — S*+1 die obige Kollaps-Abbildung. Bestimmen Sie
(idarp, A f): Ho(MBy A MAy) — Ho(M By A S .

(3) Konstruieren Sie wie in Ubung 5.98 ein Beispiel dafiir, dass die Kiinneth-Sequenz nicht
natiirlich spaltet.

5.102. UBUNG. Esseien X, Y gut punktierte, (n—1)- beziehungsweise (m—1)-zusammenhingen-
de Réume.

(1) Zeigen Sie, dass X AY ein (m + n — 1)-zusammenhéngender Raum ist.
(2) Bestimmen Sie Tp,4n(X AY), falls m, n > 2.
(3) Zusatz: was konnen Sie iiber die restlichen Félle aussagen?
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KAPITEL 6

Kohomologie

Kohomologie ist ein dualer Begriff zur Homologie, und wird ebenfalls durch Eilenberg-Steenrod-
Axiome charakterisiert. Daher iibertragen sich viele technische Resultate fast automatisch, bei-
spielsweise existiert ein zelluldrer Kokettenkomplex, der die gewohnliche Kohomologie von CW-
Komplexen ausrechnet.

Ausgehend von der zelluldren Kohomologie beweisen wir ein universelles Koeffiziententheorem,
das Kohomologie mit Homologie in Verbindung bringt. Auch kénnen wir einen Spezialfall der
Kiinneth-Formel leicht beweisen. Schliellich konstruieren wir noch Produkte auf der zelluldren
Kohomologie, sowie eine Wirkung auf zelluldrer Homologie.

In der zweiten Hilfte konstruieren wir Kohomologiefunktoren aus 2-Spektren. Eilenberg-Mac
Lane-Spektren liefern gewdhnliche Kohomologiefunktoren. Als wichtige Beispiele allgemeiner Ko-
homologiefunktoren betrachten wir K-Theorie und Bordismustheorie. Da die Thom-Spektren fiir
Bordismen keine 2-Spektren sind, fiihren wir am Ende des Kapitels die Kategorie von CW-Spektren
ein; insbesondere iiberlegen wir uns einen sinnvollen Begriff fiir Morphismen von Spektren.

6.a. Axiome fiir Kohomologiefunktoren

Wir beginnen mit den Eilenberg-Steenrod-Axiomen und geben einige Konsequenzen an. Da
vieles genauso wie in Kapitel 5 funktioniert, lassen wir die Beweise weg.

Die folgende Definition ist dual zu Definition 5.2. Wir arbeiten wieder in einer ,,schonen® Ka-
tegorie 71 punktierter topologischer Rdume, etwa 7, = k7op, oder T, = kwH,, versehen mit
einer passenden Modellstruktur wie der Quillen- oder der Strgm-Modellstruktur. Aus technischen
Griinden werden wir spéter wieder meistens die Quillen-Modellstruktur bevorzugen, da sie uns
erlaubt, alle Rdume durch CW-Komplexe zu ersetzen.

Unsere Kohomologiefunktoren sollen Werte in der Kategorie Modr der Moduln iiber einem
kommutativen Ring R annehmen. Wie immer ist R = Z ein wichtiger Spezialfall.

6.1. DEFINITION. Ein (allgemeiner) reduzierter Kohomologiefunktor (71', 5.) mit Werten in der
Kategorie Modg besteht aus einer Familie kontravarianter Funktoren

iL. = (ﬁn T+ — MOdR)nGZ ,
und einer Familie natiirlicher Transformationen &, = (8,)nez mit 6,(X, A): A"(A) — h"H1(X/A)
fiir alle Kofaserungen (X, A), die die folgenden Eilenberg-Steenrod-Azxiome erfiillen.

(1) Homotopieinvarianz. Fiir jede schwache Aquivalenz f: X — Y ist h™: h"Y — h"X ein
Isomorphismus.
(2) Kohomologiesequenz. Fiir jede Kofaserung (X, A) ist die folgende Sequenz exakt:

iLn+1p

Sl (X /A) P (xS Ay <O herloxga) R

231



(3) Summenaziom. Sei (X, x;);cr eine Familie gut punktierter Rdume, dann ist die von den
Inklusionsabbildungen ¢;: X; = \/,c;(X;, z;) induzierte Abbildung

icl icl icl
ein Isomorphismus.
Man nennt (iL., (5.) einen (gewdhnlichen) reduzierten Kohomologiefunktor mit Koeffizienten M
in Modg, wenn zusétzlich das folgende Axiom gilt.
(4) Dimensionsaxiom.
Fn(s0) = {M fiir n = 0, und
0  sonst.

In (3) brauchen wir das Produkt anstelle des Koproduktes in 5.2 (3), um einen Pfeil in die
richtige Richtung definieren zu kénnen. Das sieht auf den ersten Blick harmlos aus, macht aber
spéter bei , groflen Rdumen Probleme. Zum ersten Mal erleben wir diesen Effekt bei der Kiinneth-
Formel, siche Satz 6.21. Fiir A" f schreiben wir auch kurz f*.

6.2. BEMERKUNG. Wir sammeln einige elementare Eigenschaften.
(1) Wie in Lemma 5.4 gilt
h*(pt) =0.
fiir jeden reduzierten Kohomologiefunktor (h®,d,).
(2) Das Summenaxiom folgt im Falle eines endlichen Bouquets aus den anderen Axiomen,
sieche Bemerkung 5.7.
(3) Wie in Bemerkung 5.5 definieren wir einen unreduzierten Kohomologiefunktoren (h°, ds)
zu (h®,de) durch
BE(X) = RE(X)
und erhalten die kurze exakte Sequenz
0 — h(S%) — h(X) — h(X) — 0.
Sobald man einen Basispunkt in X auszeichnet, erhilt man eine Spaltung dieser Sequenz.
Fiir Paare (X,Y) definieren wir die relative Kohomologie h*(X,Y) = h*(X //Y).
(4) Fiir je zwei im Sinne von Definition 4.60 homotope Abbildungen f, g: X — Y gilt
f* =g h(Y) — h(X).

Im Folgenden meinen wir stets reduzierte Kohomologiefunktoren, solange wir nichts anderes
sagen. In der Notation werden wir den Verbindungshomomorphismus d, oft weglassen. Das folgende
Resultat wird genauso bewiesen wie der analoge Satz 5.6.

6.3. SATZ (Mayer-Vietoris-Sequenz). Es seien (A, ANB) und (B, ANB) Kofaserungen und X =
AU B thr Pushout. Es sei h® ein allgemeiner Kohomologiefunktor. Bezeichne die natiirlichen In-
klusionen mait

ANB—%- A
b i
B~ Xx.
Dann eistiert ein natiirlicher Verbindungshomomorphismus 6: h"(ANB) — h"t1(X), so dass die
Sequenz

a*—b*

s AN B) s i x) T 4y o B) Y AN B) — -
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exakt ist.
BEWEIS. Wir drehen im Beweis von Satz 5.6 alle Pfeile um. OJ

6.4. FOLGERUNG. Es sei h® ein allgemeiner reduzierter Kohomologiefunktor und k, n € Z
mit n > 1. Dann existiert fiir jeden gut punktierten Raum X ein natirlicher Isomorphismus

RR(S"X) = hE (X)) . (1)

Falls he ein gewohnlicher reduzierter Kohomologiefunktor mit Koeffizienten M in Modg ist, gilt
insbesondere

R sonst .

RE(s™) {M falls k =n, und (2)

Auch iiber Abbildungen zwischen Sphéren kénnen wir Aussagen machen, analog zu Satz 5.11.

6.5. FOLGERUNG. Es sei h® ein Kohomologiefunktor, es seien k € Z, m, n € N, und f: S™ —
S™ sei stetig.
(1) Falls m <n, gilt f*=0: iLk(SfL) — iLk(SLm)
(2) Falls m =n, gilt f* =deg f: RE(S™) — hF(S™). 3 .
(3) Falls m > n und h® das Dimensionsaxiom 6.1 (4) erfillt, gilt f* = 0: h*(S™) — h¥(S™).

Aussage (3) muss fiir allgemeine Kohomologiefunktoren nicht gelten.

6.b. Der abgeleitete inverse Limes

Bei der Konstruktion der zelluldren Homologie haben wir benutzt, dass Homologiefunktoren, die
das Summenaxiom 5.2 (3) erfiillen, mit Kolimiten aufsteigender Folgen von Unterkomplexen eines
CW-Komplexes vertauschen. Fiir Kohomologiefunktoren stimmt das nicht mehr. In Abschnitt 5.e
hatten wir bereits die Ableitungen Tor und Ext von Tensorprodukt und internem Hom-Funktor
kennengelernt. Hier fithren wir eine Ableitung des inversen Limes ein, die wir brauchen, um ein
Analogon von Proposition 5.13 fiir Kohomologiefunktoren zu formulieren.

Es sei Z die Kategorie aus Beispiel 4.9 (3), erzeugt Morphismen

O¢—1+—2¢— ..

Unter einem ¢nversen System in einer Kategorie C verstehen wir einen Funktor F: Z — C, also ein
Diagramm der Form
Ao(f—lAl(f—QAg%"- .

Den (inversen) Limes lim A; haben wir in Beispiel 4.9 (3) kennengelernt. Wenn er existiert, schrei-
ben wir ihn als Objekt A mit Abbildungen f;: A — A;, so dass f;—1 = f;o f;. Wenn inverse Limiten
in C existieren, erhalten wir nach Definition 4.7 die Adjunktion

A:C = C*: lim .

6.6. BEMERKUNG. Nach Proposition 4.10 ldsst sich der inverse Limes als Pullback von Produk-
ten schreiben; in vielen Kategorien wie Set, Top, Ab, Modg sogar als Unterobjekt eines Produktes:

limA; = { (ai)ieN S HAl a;—1 = fl(al) fir alle 1 > 1 } mit fj((az)z) =a; € Aj fiir alle j .
€N
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6.7. BEMERKUNG. Wenn C eine abelsche Kategorie ist, siehe Bemerkung 5.1 (4), zum Bei-
spiel Modp, sei eine kurze exakte Sequenz in C* ein kommutatives Diagramm der Form

(6.1)
2 Pi
0 Al A AV 0
fi fi b
0—> A’ ) g Ay Pi—1 A//_1 0,

bei dem alle Zeilen exakt sind.

Da lim nach Konstruktion ein rechtadjungierter Funktor ist, erhélt er Limiten nach Lemma 4.14.
Insbesondere ist er linksexakt im Sinne von Bemerkung 5.58 (1), das heift, wir erhalten eine exakte
Sequenz

0 — lim A; — lim A; — lim A7 .
Der inverse Limes ist dual zum direkten Limes oder Kolimes. Im Beweis von Lemma 5.37 haben
wir unter anderem gezeigt, dass der Kolimes in Modg ein exakter Funktor ist, also kurze exakte

Sequenzen in kurze exakte Sequenzen iiberfiihrt. Fiir den inversen Limes gilt das nicht, wie das
folgende Beispiel zeigt.

6.8. BEISPIEL. Wir betrachten A = 2Z C A; = Z und A = Z/27Z. Als Abbildungen f/ und f;
withlen wir Multiplikation mit 3, dann ist f;’ = idz /7. Da es aufer 0 keine ganzen Zahlen gibt, die
beliebig oft durch 3 teilbar sind, erhalten wir mit Bemerkung 6.6, dass

0 — lim2Z — limZ — limZ/27Z .
[ —— ,
=0 =0 ~7,/2Z
Wir erhalten also keine kurze exakte Sequenz.
Wir wollen daher zeigen, dass es in der Kategorie Modr der R-Moduln einen abgeleiteten

Funktor lim' gibt, der die obige Sequenz nach rechts exakt fortsetzt. Dazu betrachten wir die
Abbildung

o: HAZ — H Ai mit (az>z — (fz-+1(al-+1) — CLZ‘)Z. . (6.2)
ieN i€N
Offensichtlich gilt ker § = lim A;.
6.9. DEFINITION. Es sei R ein Ring und (A4;, f;) ein inverses System in Modg. Betrachte die

Abbildung 6: [[;cyAi — [liey Ai wie oben. Dann definieren wir den abgeleiteten (inversen)
Limes durch

lim'A; = coker§ .

6.10. SATZ. FEs sei R ein Ring, und es sei eine kurze exakte Sequenz inverser Systeme in Modg
wie in (6.1) gegeben. Dann ist die Sequenz

0 — lim A} — lim 4; — lim A7 — lim* 4} — lim'A; — lim'A7 — 0
natirlich und exakt.
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BEWEIS. Wir betrachten die natiirliche kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen

0 0 0

00— HiEN A; - HiGN Ai — Hz‘eN A;’ —0
1) 1) )

0 ’ HiEN A; > HieN Ai > HieN A;’ ~0.

0 0 0
Die Aussage des Satzes folgt jetzt aus dem Schlangenlemma 5.25. O

Ahnlich wie in Abschnitt 5.e wirkt die Konstruktion des abgeleiteten Limes eher ad hoc. Und
sie hat auf den ersten Blick nichts zu tun mit der Konstruktion in Proposition 5.55 oder mit
den Uberlegungen in Bemerkung 5.58. Dennoch kann man auch hier wieder zeigen, dass lim! der
korrekte rechtsderivierte Funktor zum inversen Limes ist, und dass alle hoheren lim” verschwinden.

Das folgende Analogon von Proposition 5.13 sieht formal d&hnlich aus wie das universelle Koef-
fiziententheorem 5.57, siche auch Satz 6.16 unten.

6.11. SATZ (Milnor-Sequenz fiir allgemeine Kohomologie). Es sei he ein Kohomologiefunktor,
der das Summenaziom 6.1 (3) erfillt, und es sei X ein CW-Komplex mit einer aufsteigenden
Folge Xo C X1 C ... von Unterkomplexen, so dass X = J;cy Xi. Dann existiert fir alle k eine
natirliche exakte Sequenz

0 — lim'A*1(X;) — B¥(X) — limA*(X;) — 0.

In Anwendungen sind die Rdume X; oft endlich-dimensionale Riume, die den unendlichen
Raum X approximieren. Kohomologieklassen in h¥ (X) werden ,sichtbar® dadurch, dass man ihre
Einschriinkungen auf die X; betrachtet. Klassen im Bild von lim'A*~1(X;) sind somit ,,unsichtbar*,
und werden daher gelegentlich auch Geister genannt.

BEwEIs. Wie im Beweis von Proposition 5.13 betrachten wir das zu X homotopiedquivalente
Teleskop
Y= J(li,i+ 14 A X3) C[0,00)4 A X

€N

als Vereinigung zweier Unterkomplexe
A=J(20,20 +1]4 AXy)  und  B=|J([20+ 1,20+ 24 A Xpi1) C Y.
1€N 1€EN
Dann erhalten wir Homotopiedquivalenzen
AZ\/XQZ‘, BE\/XQH_l, und AQBE\/XZ
€N i€N i€N

Wir betrachten die Mayer-Vietoris-Sequenz

S PR A) @ RYB) L AN B) = WE(Y) — iR (A) @ RHB) S RF (AN B) -

—TTA4=1(X) ~TTRA=1(X) ~TTRH(X) —TTR*(X)
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Analog zum Beweis von Proposition 5.13 zeigt man, dass die Abbildungen ¢ bis auf ein Vorzeichen
mit den jeweiligen Abbildungen ¢ aus (6.2) zu A; = h/(X;) iibereinstimmen. Die Behauptung folgt
jetzt direkt aus der obigen Mayer-Vietoris-Sequenz. U

6.12. BEMERKUNG. Wir geben ein Kriterium dafiir an, dass lim! verschwindet. Dazu iiberlegen
wir uns, dass es in einem inversen System (A4;, f;) fiir jedes i € N eine absteigende Folge

Ai D) im(fi—i—l) D) im(fi+1 e} fi+2) D...

gibt. Wenn diese Folge fiir jedes i stationdr wird, sagen wir, dass (A;, f;) die Mittag-Leffler-
Bedingung erfiillt.
Wir betrachten das inverse System (A}, f/) mit

Ay = (Vim(fiq1o -0 f;) CA und  f] = fila: Aj — Aj_; .
Jj=2i
Sei A” = A; /A, dann induzieren die Abbildungen f; Morphismen f/": A — A!_|, und wir erhalten
eine kurze exakte Sequenz inverser Systeme wie in (6.1).
In Ubung 6.91 zeigen wir lim' A} = lim'A” = 0 mit der Mittag-Leffler-Bedingung fiir (A;, f;).
Aus Satz 6.10 folgt dann auch lim'A; = 0.

6.c. Zellulire Kohomologie und ein universelles Koeffiziententheorem

In diesem Abschnitt fiithren wir den zelluldren Kokettenkomplex ein, der die gewdhnliche Koho-
mologie eines CW-Komplexes ausrechnet. Mit Hilfe dieses Komplexes stellen wir einen Zusammen-
hang zwischen gewohnlicher Homologie und Kohomologie her. Man beachte wie in Abschnitt 5.b,
dass alle Resultate in diesem Abschnitt Konsequenzen der Eilenberg-Steenrod-Axiome sind.

Im Folgenden sei R stets ein kommutativer Ring mit Eins, und A sei ein R-Modul. Mit A’
bezeichnen wir das Produkt iiber Kopien von A mit Indexmenge I. Wir nehmen in diesem Abschnitt
an, dass ein gewohnlicher Kohomologiefunktor H® mit Koeffizienten A existiert. Wir benutzen die
Isomorphismen aus Folgerung 6.4 und identifizieren

H"(D"/S" L A) = HM (S A) = A .

Es sei X ein CW-Komplex, und @7: (D", 8" 1) — (X", X"1) seien die charakteristischen
Abbildungen der Zellen von X fiir j € J", aufgefasst als Abbildungen von Paaren. Wir bezeichnen
die induzierte punktierte Abbildung auf den Quotienten mit o7 S" — X" /X" 1 Firn =0

fixieren wir einen Punkt von S als Basispunkt. Fiir j € JY bezeichne CTJ?: SV X0 = x0/x-1
die punktierte Abbildung, die den anderen Punkt von S° auf ) € X%\ {zo} abbildet.

6.13. LEMMA. Fiir k € Z und n > 0 erhalten wir natiirliche Isomorphismen

HY (X" /X" 1 A) = A" mit o ((87)"(@)) ;e (1)
ok (xm/ x5 A) =20 falls k #n (2)
R (X" A) =0 falls k > n (3)

und  HM(X™ A) = H¥(X; A) fallsn >k . (4)

BeEWEIS. Wir gehen wie im Beweis von Lemma 5.14 vor. In (1) erhalten wir wegen des Sum-
menaxioms hier ein Produkt. In (4) benutzen wir, dass die Folge H*(X™; A) in n stationir wird,
so dass der abgeleitete Limes in Satz 6.11 verschwindet. g

Die folgende Definition ist vollig analog zu Definition 5.15.
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6.14. DEFINITION. Es sei R ein Ring. Ein (Koketten-) Komplex (C*®,de) iiber R ist eine Se-
quenz (d,,: C* — C™*1), ¢z linearer Abbildungen, so dass

d"od" ' =0: 0" — O™
fiir alle n € Z. Man definiert B"(C*®,d,) C Z"(C*®,ds) C C™ und H"(C®,d,) in C durch
Z™"(C*,ds) = kerd,, ,
B"(C®,d,) = imd,_
und H"(C®,ds) = Z"(C*,de)/B™(C*,d,) .
Elemente von C™, Z"(C*®,d,) und B™(C*®,d,) heiflen n-Koketten, n-Kozykel beziehungsweise n-
Korinder des Komplexes. Der Modul H"™(C*®,d,) heifit die n-te Kohomologie des Komplexes.

Eine Kokettenabbildung f*: (C®,ds) — (C’*,d,) vom Grad a ist eine Sequenzabbildung vom
Grad a. Die induzierten Abbildungen zwischen den Kohomologien bezeichnet man mit

H"f* = f*: H*(C®,dy) — H"T*(C"*,d,) .
Wir betrachten die Inklusion ¢y, 11: X" — X"*! und die Projektion p,,1: X"t — X"+l /X",

Mit den Isomorphismen aus Lemma 6.13 erhalten wir aus den langen exakten Sequenzen der Paa-
re (X" X™), (X", X" 1) und (X", X"2) das kommutative Diagramm

0
N
H"(X; A) ) 0
e
- * H™(X"™; A)
N RN

~ J ~
—— B (XL X2 A) S8 A (X XL A) X /XM A) —— -

f{ Xn 17 A) vl (XnJrl; A)
6.15. SATZ (Zelluldre Kohomologie). Es sei fNI'( -3 A) ein gewohnlicher Kohomologiefunktor mit
Koeffizienten A iiber R. Fir alle n definiere

mz
3

_l’_
—
—~

0.

Céw(X; A) = hompg (CIV(X; R), A) , (1)
Sew = (dSN)": Cow(X; A) — CEiF (X5 4), und (2)
FH = Fi: Cow(Y; A) — Clw(X; A) (3)
fir alle zelluldren Abbildungen f: X — Y. Dann ¢ibt es einen natiirlichen Isomorphismus
H"(X) = H" (Cew(X; A), 68y) - (4)

Man sagt dazu auch, der zelluldre Kokettenkomplex (C’éW(X s A), 5('3W) entstehe durch Duali-
steren aus dem zelluldren Kettenkomplex. Wichtig ist dabei, dass wir den zelluldren Kettenkomplex
mit Koeffizienten im zugrundeliegenden Ring R bilden und die Koeffizienten A fiir die Kohomologie
erst durch den Funktor homp( -, A) einfithren.
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BEWEIS. Da wir stets Ringe mit Eins betrachten, gilt homp(R, A) = A. Mit Definition 5.17
und Lemma 6.13 (1) identifizieren wir

HY(X"/X" 1 A) =2 AT 2 hompg(R,A)”" und  CSW(X;R) = RY" .
Fiir die in (1) definierten Moduln existieren nach Bemerkung 5.54 natiirliche Isomorphismen
Céw(X; A) 2 homp (R®"", A) 2 hompg(R, A)”" = H"(X" /X" A) .
Wie in Definition 5.17 betrachte
dit =deg fiYY mit  fiFH =qfopo @f“ Y
hierbei sei *!: S — X™ die Anklebeabbildung der Zelle e, und qj : Xn/xXnl 5 8" die

Kollapsabbildung zur Zelle €}. Fiir jedes ¢ € J"t1 gibt es dann nur endhch viele j € J", fir

die d?jﬂ # 0. Um den Korandoperator d¢w = On © p;, zu bestimmen, betrachten wir das kommu-
tative Diagramm

(frtty

gn(sn;A) FI”(S",A) ‘;" f{n-}—l(Dn-i-l/Sn;A)
@) o] fao
(X7 Xm0 A) T [n(X A) e AL (XX A)

fiir i € J"*1, j € J". Nach Folgerung 6.5 (2) wirkt (fﬁJrl)* auf A = H"(S™; A) durch Multiplikation
mit dem Abbildungsgrad dJ;"".

Seien a = (a;)jem € AT C’gW(X; A)und c =), n1 7 € R®"™" gegeben. Aus Definiti-
on 5.17 und der obigen Uberlegung folgt

(08w (a) (Z dHa > ©=>_ Y ndi"a=a(d ().
ieJntl

jeJn jeJn jegnti

Jetzt haben wir die mittlere Zeile im obigen kommutativen Diagramm mit dem in (1)-(2) be-
schriebenen Komplex identifiziert. Der Beweis von (3) verlduft analog, und wir zeigen (4) durch
Diagrammjagd, analog zum Beweis von Satz 5.18. g

Aufgrund von Satz 6.15 kénnte man wieder erwarten, dass H"(X;A) = hom(ﬁn(X i R), A)
gilt. Fiir die Rdume CP" und HP" stimmt das tatsichlich, siche dazu Beispiel 5.20. Ahnlich wie
beim universellen Koeffiziententheorem 5.57, bei der Kiinneth-Formel 5.62 und bei der Milnor-
Sequenz 6.11 gilt die allgemeine Aussage auch hier nur bis auf einen derivierten Funktor.

6.16. SATZ (Uniyerselles Koeffiziententheorem fiir gewohnliche Kohomologie). Fs sei R ein
Hauptidealring und H®(-; A) ein gewohnlicher Kohomologiefunktor mit Koeffizienten A in der Ka-
tegorie Modgr. Dann existiert fiir alle n und alle CW-Kompleze X eine natiirliche exakte Sequenz

0— ExtR(ﬁn,l(X;R),A) — H'Y(X;A) — homR(fIn(X;R),A) — 0.
Diese Sequenz spaltet, allerdings nicht natirlich.

6.17. BEMERKUNG. Die Abbildung H™(X; A) — hompg(H,(X; R), A) induziert durch Auswer-
ten (siehe Bemerkung 4.28 (1)) die sogenannte Kronecker-Paarung oder das Kronecker-Produkt

(-, ) ﬁ”(X;A) X ﬁn(X;R) — homR(ﬁn(X;R),A) X f[n(X;R) A
Fiir « € H"(X; A) und ¢ € H,(X; R) schreiben wir (¢, o) oder a(c) € A.
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6.18. BEMERKUNG. Sei R ein Hauptidealring. Jeder endlich erzeugte R-Modul A zerfillt als
direkte Summe

A= Torgr A® FrA
mit TorRA:{aEA‘szfﬁreinreRmi‘cr#O}
und FrA=A/Torgr A,

und FRrA ist dann ein freier R—Modul.~ Wenn I:In(X ; R) fiir alle n endlich erzeugt ist, sind wegen
Beispiel 5.56 und Satz 6.16 auch alle H"(X; R) endlich erzeugt mit

FrH™(X; R) = homg(H,(X; R); R) = FrH,(X;R)
und Torgr H"(X; R) = Extgr(H,_1(X;R); R) = Torg H,_1(X; R) .
Der erste Isomorphismus in jeder Zeile ist natiirlich, der zweite jedoch nicht.

6.19. FOLGERUNG. Fs set k ein Koérper und ﬁ'(-;V) ein gewdhnlicher Kohomologiefunktor
mit Koeffizienten V in der Kategorie Vecy. Dann existiert fiir alle n und alle CW-Komplexe X ein
nattrlicher Isomorphismus

H™(X;V) = homy (H,(X;k), V) .
BEWwWEIS. Nach Beispiel 5.56 verschwindet das Erweiterungsprodukt iiber Kérpern. O

BEWEIS VON SATZ 6.16. Der Einfachheit halber schreiben wir Cyk, Zyn, B, und H, fir die
Moduln der Ketten, Zykel, Rdnder und die Homologie des Komplexes (C’?W(X i R), d?w), und C",

H™ fiir die Koketten und die Kohomologie des Komplexes (C’éW(X A, 5?W).
Es bezeichne ¢,,: B, — Z, die natiirliche Inklusion. Nach Definition der Homologie erhalten
wir die kurze exakte Sequenz

0— Hp +— Zp ¢~ B, +— 0.

Da R ein Hauptidealring ist, sind B, und Z, als Untermoduln von C), frei, also ist das eine freie
Auflésung von H,,. Nach Proposition 5.55 liefert der Funktor hompg/( -, A) eine exakte Sequenz

0 — homp(Hy, A) —> homp(Zn, A) - homp(By, A) —> Extg(Hn, A) — 0.
Wir betrachten eine kurze exakte Sequenz von Komplexen

dn+1

0 B, Chi Zns1 0 (*)
io ldn+1 lO
0<— DBy dn Chn Zn 0,

wobei die dufleren Komplexe triviales Differential haben. Da die Zeilen aus freien Moduln bestehen,
liefert der Funktor homp( -, A) eine kurze exakte Sequenz von Komplexen

0 — hompg(B,, A) — C""! — = hompg(Z,41,4) —=0

T

0 4444%>110In13(13nﬁ,1,f1) cn 110In13(221,14) —_— 0,

wobei wir die mittlere Spalte nach Satz 6.15 mit dem Komplex (C’éW(X s A), 5.CW) identifizieren.
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Wir wenden das Schlaqgenlemma 5.25 an. Da die dufleren Komplexe triviales Differential haben,
dndert sich nichts beim Ubergang zur Kohomologie. Eine kurze Diagrammjagd zeigt, dass der
Verbindungshomomorphismus gerade ¢, ist, also erhalten wir die lange exakte Sequenz

o — homp(Zn_1, A) "% homp(Bp_1, A) —s H" —s homp(Zn, A) - homp(Bp, A) —s - --

Hieraus ergibt sich die kurze exakte Sequenz im Satz.
Da die Rénder B, frei sind, spalten die Zeilen in (*), und wir erhalten Abbildungen p,,: C,, — Z,
mit pp|z, =idgz,. Wir wenden auf das kommutative Diagramm

dnt1
Cn—l—l - Bn

NPT

pn
-tz

den Funktor hompg( -, A) an und erhalten

*
n+1

d
C"tt < hompg(Bp; A)

J

cn homp(Z,; A) .

Wir sehen, dass die Einschriankung von p auf ker:’ = homp(H,, A) nach kerd,, C C™ abbildet,
also induziert p}, die gesuchte Spaltungsabbildung

P lkerox : hompg(Hy, A) — kerd,, — H"(X;A). O

Mit dhnlichen Methoden zeigt man auch das am Ende von Abschnitt 5.f erwéhnte universelle
Koeffiziententheorem fiir die Homologie, siehe Ubung 6.97.

6.20. BEISPIEL. Wir betrachten den Raum RP™ aus Beispiel 5.21 und R = A = Z. Mit Bemer-
kung 6.18 erhalten wir

Z/2 falle k gerade und 0 < k < n,
HYRPY =!{7Z falls k = n ungerade, (1)
0 sonst.

Sei jetzt R = A = 7Z/2. Da R ein Korper ist, verschwinden alle Erweiterungsprodukte, und es
gilt homy»(Z/2,7Z/2) = Z/2. Mit Beispiel 5.21 (2) erhalten wir

Z/2 = homgy(Z/2,Z/2) falls 0 <k <n, und
0 sonst.

HYRP™7Z/2) = { (2)
Das gleiche Ergebnis hétten wir fir R = Z und A = Z/2 aus Beispiel 5.21 (1) erhalten, allerdings
mit etwas mehr Rechenarbeit, d&hnlich wie in Beispiel 5.59.

Sei schliefllich k ein Korper der Charakteristik # 2. Aus Beispiel 5.21 (3) folgt

k falls kK = n ungerade ist, und

3)

H*(RP™ k) = {
0 sonst.

Als néchstes betrachten wir eine Kiinnethformel fiir Kohomologie. Der Einfachheit halber be-
schranken wir uns auf Koeffizienten in einem Kérper k.
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6.21. SATZ (Kohomologische K‘L’lnne‘Eh—Formel). Es seien X, Y topologische Rdume, und es
seik ein Korper. Wir nehmen an, dass H*(X;k) fiir alle k > 0 endlich-dimensional ist. Dann gibt
es natiirliche Isomorphismen

H™(X x Y;k) = (H*(X;k) @k H*(Y;k)) und (1)

n’

H"(X ANY;k) = (f]'(X;]k) ®K ﬁ'(Y;k))n , falls X und Y gut punktiert sind.  (2)

Allgemeinere Formulierungen, zum Beispiel iiber Hauptidealringen, sind moglich; allerdings
benétigt man stets eine ,,Endlichkeitsbedingung® fiir einen der beiden Rdume, siche Ubung 6.98.

BEWEIS. Seien V., W zwei k-Vektorrdume. Zu zwei Elementen o € V* = homy(V k) und g €
W* = homy (W, k) existiert eine bilineare Abbildung
VxW—k mit (v,w) — a(v) f(w) .
Nach der charakteristischen Eigenschaft 4.28 (2) des Tensorproduktes existiert daher eine Abbil-
dung
a®B: VW =k mit v w— a(v) f(w) .

Die Zuordnung (o, 8) = a® € (V ® W)* ist ebenfalls bilinear, also erhalten wir eine natiirliche
Abbildung

VW' — (Ve W)". (*)
Sei jetzt einer der beiden Vektorrdume endlich-dimensional, etwa V', mit Basis (v1, ..., vp). Dann
erhalten wir eine duale Basis (v!,...,vP) von V* mit vi(v;) = §;;. Jedes Element von V* @ W* lisst

sich dann darstellen als
p
Sves
i=1

mit B!, ..., P € W* beliebig. Sei umgekehrt v € (V ® W)*, dann ist nach Bemerkung 4.28 die
Abbildung

o (®vw(v)): W —k mit w — y(v; @ w)
linear, und wir setzen 8° = v o (®@y. (v;)) € W*. Jedes Element u € V @ W léisst sich schreiben als

p
u = Z V; @ w;
i=1
mit wi, ..., w, € W beliebig. Einsetzen in v liefert
P P P ‘ ‘ P '
VW) =D ywiew) =Y Blw)=> (@) (o) = (Z v ® ﬂl) (u) .
i=1 i=1 ij=1 i=1

Daher ist die Abbildung (*) in diesem Fall ein Isomorphismus.
Wir beweisen die Aussage (2); der Beweis von (1) ist analog. Nach den Folgerungen 5.64 (2),
6.19 und der obigen Vorarbeit gilt

HY (X ANY;k) = Hy(X AY;k)* <@ Hy(X;k) @ H, (Y k))
k=0

Hy(X;k)* @ Hy (Y3 k)" 22 (Ho(X;:k)* @ Ho(Y;K)¥) |

1%
-

It
=

*(X;k)®@ H*(Y;k)), O
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Wenn beide Vektorrdume unendlich-dimensional sind, ist die Abbildung (*) kein Isomorphismus
mehr. Denn jedes Element von V*®@W™* hat ,,endlichen Rang*, das heifit, l4sst sich als endliche Line-
arkombination zerlegbarer Elemente o ® 3¢ schreiben. Wenn wir unendlich viele linear unabh#ngi-
ge ot € V* und B° € W* fiir i € I finden kénnen, erhalten wir ein Element von ,unendlichem
Rang*

Y alwpeVaWw) \Veow:.
el
6.d. Produkte

In diesem Abschnitt zeigen wir, wie man zumindest fiir CW-Komplexe Produkte zwischen
Kohomologiegruppen definieren kann. Im n#chsten Kapitel lernen wir einen abstrakten Zugang
kennen, der Produkte auch fiir verallgemeinerten Kohomologiefunktoren konstruiert. Da wir im
Moment nur zelluldr arbeiten, kénnen wir das Kiirzel ,,CW* in der Notation weglassen.

Es seien X, Y CW-Komplexe und R ein kommutativer Ring mit Eins. Es seien

a € homR(ék(X;R),R) = C’k(X;R) und 8 e homR(C’g(Y;R),R) = CW(Y;R)
Koketten, dann erhalten wir wie im Beweis von Satz 6.21 eine Abbildung
a®pB: CL(X;R)@r Cy(Y;R) — R.

Da Cy(X; R) ®r Cy(Y; R) nach Definition 5.61 und Proposition 5.65 ein direkter Summand von

(Co(X;R) @R Cuo(Y5R)),,, = Crpe(X ANY;R) (*)
ist, kénnen wir a ® S auf eindeutige Weise mit Satz 6.15 zu einer Kokette

a A B € homp(Crio(X AY;R),R) 2 C*™(X AY;R)
fortsetzen, die auf allen anderen Summanden des Tensorproduktes verschwindet. Das liefert eine
Abbildung 3 . .
N:C*(X;R)x C*(Y;R) — C*(X ANY;R)
Sei jetzt o € C¥(X; R) wie oben, dann setzen wir
Cr(X;R) ®r Co(Y; R) 224 Rep Cy(YiR) = Cy(Y: R)

durch 0 auf alle anderen Summanden des Tensorproduktes (*) fort. Das liefert eine Abbildung

[t Crae(X NY;R)®p CH(X; R) — Cy(Y3R) .

6.22. PROPOSITION UND DEFINITION. Die obigen Abbildungen A und / induzieren fiir CW-
Komplexe X, Y natiirliche dulere Produkte

A: HY(X;R)®@p H*(Y;R) — H*(X AY;R),
und  /: H(XAY;R)®r H*(X;R) — HJ(Y;R),
das Smash-Produkt, sowie das Schréig- oder Slant-Produkt. Diese haben fir alle o € H*(X;R),
Be HY(Y;R),ye H™(Z;R) und a € H,(X;R), b € Hyyo( X NY;R), ¢ € Hyyorm(X ANY A Z; R)
die folgenden FEigenschaften.
(1) Assoziativitdt. Es gilt

(@AB)Ay=aA(BAy) e HHH™X AY A Z;R)
und (c/a)/B=c/(anB) e Hn(Z;R) .
(2) Einselement. Fiir das Element 1 € R = H(S%; R) gilt
INa=aArl=ac H¥X;R) und a1 =a € Hy(X;R).
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(3) Stabilitét. Fir die Stabilisierungs-Isomorphismen o gilt
(ca) ANB=0c(anB)=(-1)*aA (o) € HRMH(S XAY);R),
(ob)/(ca) =bja€ Hy(Y;R)  und  (ob)/a = (—1)Fo(b/a) € Hp1(Y;R).
(4) Adjunktion. Fir das Kronecker-Produkt gilt
(b/a, B) = (b, A\ B) und a/o = (a,a) € R= Hy(S%R) .
(5) Transposition. Die Transpositionsabbildungt: X N\Y — Y A X sei gegeben durch t(x A\y) =
y A x, dann gilt
t"(BAra)= (- anp.
»,Natiirlichkeit* fiir das Schriag-Produkt bedeutet, dass
((F A g)ub) fa = 0. (b/ (")) € H(W: R) (63)

fir alle f: X = Z,9: Y - W, a € H*(Z;R) und b € Hj¢(X AY;R) gilt. Es ist kontraintuitiv,
beim Schrig-Produkt von rechts auf den linken Faktor eines Produktes einzuwirken, aber so erhalten
wir alle obigen Eigenschaften. In der Literatur finden sich auch andere Konventionen, die dann meist
zu zusétzlichen Vorzeichenfaktoren fiithren.

Spéater werden wir sehen, dass Natiirlichkeit und die Eigenschaften (1)—(3) die beiden #ufieren
Produkte bereits eindeutig festlegen. Die Notation ,,/ ist etwas irrefithrend, da hier multipliziert
und nicht dividiert wird. Immerhin gelten einzelne ,,Bruchrechenregeln®, und die Grade der betei-
ligten Klassen verhalten sich so wie erwartet.

BEWEIS. Zunichst zeigen wir Wohldefiniertheit des Smash-Produktes, das heifit, das Produkt
von Kozykeln ist wieder ein Kozykel, und exakt, falls einer der Faktoren exakt ist. Beides folgt mit
Proposition 5.65 und Satz 6.15, denn fiir a, 8 wie oben und v € Co(X; R), w € Co(Y; R) gilt

(" (@A B))(v@w) = (@A B)(dtrr1(v @ w)) = a(dv) - Bw) + (—=1)*a(v) - B(dw)
= (6*a(v)) - B(w) + (=1)*a(v) - (8°B(w)) = (Fa A B+ (—1)fand'B)(vew).

Dabei haben wir ausgenutzt, dass a(v) # 0 nur dann, wenn v € Ck(X; R). Analog ist auch das
Schrigprodukt wohldefiniert.

Assoziativitdt (1) folgt, da das Smashprodukt auf Koketten bereits assoziativ ist. Natiirlichkeit
ldsst sich ebenfalls leicht iiberpriifen. Fiir das Schragprodukt erhalten wir Assoziativitéit auf Ketten-
und Kokettenniveau, indem wir Ketten der Form ¢ = 2 ® y ® z mit = € Cy(X; R), y € Cy(Y; R)
und z € C,,(Z; R) betrachten:

(zoy@2)/a)/f=(a@)y®2)/8=a(z)By)z= (Y@ 2)/(anp).

Es sei € die nichttriviale Nullzelle von S°, dann ist e = 1€° ein Erzeuger von Co(S%; R) = R.
Es gilt S°A X = X = X A SO, und wir identifizieren v € Cy(X; R) = Cx(S° A X; R) mit e @ v €
Co(S%; R) ®p Cr(X; R). Das Element 1 € R = H(S%; R) wird reprisentiert durch ¢ € C°(S%; R)
mit e(e) = 1. Es folgt

(eNa)(v)=(eNa)(e®v)=c(e)  alv) =alv).

Genauso erhalten wir die anderen Aussage in (2).
Die Aussagen (3)—(5) bleiben Ubung 6.100. O

6.23. BEISPIEL. Wir benutzen die Stabilisierungsisomorphismen und definieren induktiv Erzeu-
ger
ep = o%(1) € Hy(S*S% R) = H,(S*) und  &¥ =o%(1) € H¥(SF).
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Dann folgt aus (2), (3) induktiv
e" Nel = (0F1) A (0%1) = ¥ (L A (0°1)) = oFHiL = M
und erye/e® = (oFep) /(") = e/l = ¢ .
Wie in (4) gilt
(ente/e,e%) = (e, €%) = 1= (enyr, ) = (ente,e" N ) .

Diese Relationen stehen nicht im Widerspruch zu den Vorzeichen in (3) und (5), denn die
Transpositionsabbildung ¢: S¥*¢ — S¥+% hat Abbildungsgrad (—1)*, und fiir (3) ergibt sich daraus

¥ A (oeh) = (—DFHD (gef) A el = (—1)FE D (e A eh) = (=1)Fo(eF A b .

Das bedeutet, wir sollten o als ,,Makro® fiir e!A auffassen, und auf die Reihenfolge der einzelnen
Faktoren achten. Wir benutzen das Kronecker-Produkt und nutzen aus, dass H*(S%; R) = R:

((oerse)/e",0€) = (oense e Aoe®) = (=1)F = (=1)"(erse/e" ) = (=1)"{o(exse/e"), 0€") .
Da (X xY)y = (X4) A (Yy), lasst sich ein Kreuz-Produkt
x =N: H*(X4;R)®g H*(Y4;R) —» H*((X x Y)4; R)

flir unreduzierte Kohomologie konstruieren. Falls R = k ein Koérper ist und die Endlichkeitsvoraus-
setzungen aus Satz 6.21 gelten, entsprechen diese dufleren Produkte gerade den Komponenten der
Isomorphismen aus der kohomologischen Kiinneth-Formel. Auch fiir Homologietheorien kénnen wir
die , linken“ Abbildungen in den Kiinneth-Sequenzen aus Satz 5.62 und Folgerung 5.63 als Smash-
beziehungsweise Kreuzprodukte auffassen, die dann dhnliche Eigenschaften haben.

Die folgende Konstruktion hingegen lésst sich in der Homologie nicht einfach nachmachen. Sei X
ein topologischer Raum, dann bezeichne Ax: X — X A X die Diagonalabbildung mit Ax(z) =
(z,z). Falls X ein CW-Komplex ist, ist Ax in der Regel nicht zellulér. Nach Satz 4.43 lasst sich Ax
jedoch zellular approximieren. Da alle zelluldren Approximationen punktiert homotop sind, ist es
fiir die folgenden Konstruktionen egal, welche wir jeweils wéhlen.

6.24. DEFINITION. Sei X ein CW-Komplex, A’y eine zelluldre Approximation der Diagonalab-
bildung, R ein Ring, und k, ¢ > 0. Die inneren Produkte, namlich das Cup-Produkt — : H k(X ; R) x
HY(X;R) — H*(X; R) sowie das Cap-Produkt ~: Hy,¢(X;R) x H*(X; R) — H,(X; R) sind fiir
alle o € I:Ik(X;R), B e I:IZ(X;R) und ¢ € I:IkJrg(X;R) definiert durch

a— =0 (anp) e HX;R) und c~a=(Ay.c)/ac H(X;R).
Um Verwechselungen mit dem Mengensymbolen ,,U“ und ,,N“ zu vermeiden, schreiben wir ,,~—*
und ,,~* fiir die inneren Produkte.

6.25. PROPOSITION. Die inneren Produkte sind natiirlich und haben folgende Figenschaften.
(1) Assoziativgesetz. Es gilt

(a—p)—r=a—(f—7) und (c~a)~f=c~(a—f).
(2) Einselement. Sei p: X — pt die konstante Abbildung, dann ist 1 = p* (1) € H*(X; R) =
H°(X; R) neutrales Element fiir beide Produkte.
(3) Adjunktion. Es gilt
(b~ a,f)=(ba—p5).
(4) Das Cup-Produkt ist graduiert kommutativ, das heifst, fir alle o € I:[k(X;R) und B €
HY(X;R) gilt
Bea=(-a—p.
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Insbesondere bildet die reduzierte Kohomologie (ﬁ[ *(X;R),—) einen graduiert kommutativen

Ring, den Kohomologiering von X, und (ﬁ.(X;R),/-\) ist ein Modul {iber diesem Ring. Dabei
konnte man in der Homologie die Koeffizienten sogar durch einen beliebigen R-Modul A ersetzen.

BeEwEIS. Natiirlichkeit und Assoziativitit folgen sofort aus Proposition 6.22 (1). Das Verhalten
der Eins in (2) erhalten wir aus 6.22 (2), indem wir im Diagramm

1%

~ ~ ~ A ~
HO(Xy; R) x H*(X1; R) == H*(Xy A Xy; R) —> H*(X4; R)

1

HO(SY R) x H*(X:R) —"~ H*(SOA X R) .

unten links das Element 1 € R = H%(SY; R) einsetzen.

EsseiT: H*(X; R)®rH*(X; R) — H*(X; R)®rH*(X; R) gegeben durch T'(a®j) = (—1)*®
o fiira € H*(X;R) und 8 € HY(X; R). Es sei A’y eine zelluldre Approximation der Diagonalen Ax
und ¢ die Transpositionsabbildung, dann ist auch A% = ¢ o Ay eine zelluldre Approximation der
Diagonalen. Nach Proposition 6.22 (4) kommutiert das Diagramm

1%

H*(X;R)®r H*(X;R) > H*(X A X; R) —> H*(X; R)

| o)

H*(X;R)®r H*(X;R) > H*(X A X;R) .
Daraus folgt (3). O

6.26. BEMERKUNG. Zur Erinnerung: es sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Dann ist eine
(assoziative) R-Algebra ein Ring (A, +, *), der gleichzeitig ein unitdrer R-Modul ist. Die Addition
ist fiir beide Strukturen die gleiche, und die Algebren-Multiplikation ,*“ in A ist R-bilinear. Da
jede abelsche Gruppe ein Z-Modul ist, ist ein Ring das gleiche wie eine (assoziative) Z-Algebra.
Insbesondere ist (ﬁ’(X; R), v) eine R-Algebra, die Kohomologiealgebra.

Eine Algebra besitzt genau dann ein Einselement, wenn es einen Ringhomomorphismus ¢: R —
A gibt, so dass ¢(r) *a = a * p(r) = ra, denn dann gilt 1 = ¢(1). Zu jeder R-Algebra A ldsst sich
ein Einselement hinzufiigen. Dazu definieren wir B = A @& R mit der Multiplikation

(a,r)* (b,s) = (a*xb+ sa+rb,rs)

und erhalten 15 = (0,1) als neues Einselement (wenn A bereits ein Einselement hatte, ibernimmt
1p jetzt diese Rolle). Fiir die Einbettung ¢: A — B gilt die folgende universelle Eigenschaft: zu
jedem Algebren-Homomorphismus f: A — C in eine R-Algebra C' mit Eins 1o existiert genau ein
Homorphismus F: B — C mit F ot = f und F(1p) = 1¢. Wegen (2) macht diese Konstruktion
aus der reduzierten die unreduzierte Kohomologiealgebra

H*(X:R)=H*(X;R)®R mit (a,7) — (8,s) = (a— B+ sa+rp,rs).

Insbesondere ist die unreduzierte Kohomologie eine R-Algebra mit Eins, und die unreduzierte
Homologie bildet einen unitdren Modul.

Wenn X = [[,.; X; mehrere Zusammenhangskomponenten hat und der Basispunkt zg in Xj
mit 0 € [ liegt, dann folgt

H*(X;R)=H*(Xp;R)© [] H*(XsR) und  H*(X;R)=][[H*(XsR).
1€I\{0} el
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Insbesondere héingt die reduzierte Kohomologiealgebra im Allgemeinen von der Wahl der Zusam-
menhangskomponente des Basispunktes ab, die unreduzierte jedoch nicht. Auflerdem kénnen wir
die reduzierte Kohomologiealgebra aus der unreduzierten durch Einschrankung zuriickerhalten.

Schliellich lasst sich das duflere Produkt aus dem unreduzierten Cup-Produkt rekonstruieren.
Seien dazu p: X XY — X und ¢: X x Y — Y die Projektionen, dann kann zeigen, dass

(p*e) — (¢"B) = Ay ((p"@) x (¢"B)) € H*(X x Y3 R) .

Wir erhalten auch das reduzierte d&uflere Produkt, da das Diagramm

H*(X;R) ®p H'(Y;R) ——= H*"(X x Y R)

i i

H*(X;R)®r HY(Y;R) —2> H*(X ANY; R)

kommutiert und die kurze exakte Sequenz in Bemerkung 6.2 (3) spaltet. Es ist also egal, in welchem
der vier moglichen Settings (reduziert/unreduziert, innen/auflen) wir zuerst Produkte definieren.

Da das Cup-Produkt eine Approximation der Diagonalen erfordert, ist es in Einzelfdllen nicht
immer einfach zu berechnen. Um wenigstens das Cup-Produkt auf CP™ angeben zu kénnen, fithren
wir zunéchst relative Produkte ein. Dazu seien A, B C X Unterkomplexe eines CW-Komplexes X,
dann induziert Ax eine relative Diagonalabbildung

Axuap: X/(AUB) — X/ANX/B . (6.4)

6.27. DEFINITION. Es sei X ein CW-Komplex mit Unterkomplexen A, B C X. Dann definieren
wir die relativen inneren Produkte, das relative Cup-Produkt —: H*(X/A; R) x I}TZ(X/B;R) —
I:IkM(X/(A U B); R) und das relative Cap-Produkt —~: Hypyo(X/(AU B); R) x H¥(X/A;R) —
Hy(X/B; R) fiir alle a € H¥(X/A; R), 3 € HY(X/B; R) und ¢ € Hy,,(X/(AU B); R) durch

a— fB=AxaplaNp) und ¢ ~a=((Ax;a,B)c) /.

Fiir die relativen Produkte gilt Proposition 6.25 analog, insbesondere sind sie natiirlich. Das
wollen wir im Folgenden ausnutzen.

6.28. BEISPIEL. Es sei k + ¢ = n. Die folgenden Uberlegungen funktionieren aber fiir jeden
Ring R, wir schreiben daher der Einfachheit halber die Koeffizienten nicht mit. Wir stellen CP"
wie in Ubung 1.168 als CW-Komplex mit je einer Zelle der Dimension 2k fiir alle 0 < k < n
dar. Die Zellen bis zur Dimension 2k bilden dabei einen zu CP* homdomorphen Unterraum. Nach
Lemma 6.13 ,tragt“ die 2k-Zelle eine Kohomologieklasse «, die unter den natiirlichen Abbildungen

cpk 25 cpr/cphl (& g2k

der Klasse £2¥ aus Beispiel 6.23 entspricht. Sie verhlt sich natiirlich unter Inklusionen CP™ «— CP"

fir Kk < m < n, und wir erhalten
a € A2 (CP™) < H*(CPr/CPF1) =5 g2(5%%) 5 2%
Es seien 8 € H*(CP") und v € H>*(CP") entsprechend konstruiert. Dann behaupten wir, dass
o f=r. (*)
Sei insbesondere w € H?(CP™) 2 R ein Erzeuger, dann erhalten wir Ringisomorphismen
(I:I'(CP"), —) 2 (wR[w])/w" und (H*(CP™),—) = Rw]/w"t" .
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Um (*) zu beweisen, bendtigen wir einige geometrische Voriiberlegungen. Dazu schreiben wir
Punkte in CP" als [z :y: 2zl mit z € C, y € C* und z € C*, wobei (z,y,2) # 0, siche Beispiel 3.33.
Wir betrachten die Teilmengen

A={{0:y:2] |l = llzl}  und  B={[0:y:2] |zl >[Iyl } -

Wir nehmen hier an, dass CP"™ eine CW-Struktur trigt, so dass A und B Unterkomplexe sind, und
wihlen einen Basispunkt in AN B # (). Die obigen Teilmengen enthalten jeweils als Deformations-
retrakt

AD{[O:y:O]|y7é0}%’(CPk_1 und BD{[O:O:sz;&O}%CPE_l,

Wir kénnen die zugehorigen Homotopiedquivalenzen auf ganz CP™ ausdehnen und erhalten Homo-
topiedquivalenzen

CP"/A~CP"/CP*! wund CP"/B~CP"/CP"!.

AuBerdem gilt AU B = CP" L.
Zusammen mit den obigen Homotopiedquivalenzen induziert die relative Diagonalabbildung

eine Abbildung
A’: CP"/CPv! — (CPM/CPF 1 A (CP/CPY)
so dass das linke Quadrat im folgenden Diagramm bis auf Homotopie kommutiert:

(3277,

~

cpm b cpm/Cprl (D% x D2)/9(D? x D)

Acpn A l J{E

CP* ACP" — PP cpr/CPF1 A CPYCPUY < 22 5 pk 19 p2ky A (D2 /D)

Fiir das rechte Quadrat betrachten wir eine stetige Abbildung ®s,, die fiir y € D?* \ dD?* und
z € D*\ 9D* gegeben wird durch

Bon(y, ) = [(L= |yl (1 = [2") : (1= =)y (L= lyl*) 2] -

Mit der Kiinneth-Formel 6.21 erhalten wir das kommutative Diagramm

I;[Qk((cpn) ®r lEI%(CP") i E[%(CPn/CPk_l) QR ﬁQé(CPn/CP£—1> i f{%(s%) ®r E[M(S%)

H?"(CP" ACP") H2"(CP"/CP*1 ACP"/CPY) — =~ 2(S2%k A §2)

AEPTL l A/* l iN

f{2n(cpn) = FIQn((CPn/CPnfl) = f{2n(52n) )

Wir kénnen die Klassen o und 8 von CP"/CP*~! beziehungsweise CP"/CP*~! zuriickholen, da-
bei spielt es wegen Homotopieinvarianz keine Rolle, welchen projektiven Unterraum wir jeweils
herausteilen. Wenn wir links oben a ® /3 einsetzen, erhalten wir rechts oben £2* @ £2¢, und wegen
Beispiel 6.23 daher unten rechts £2”. Also steht unten links v = o — .
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6.e. Spektren und Kohomologiefunktoren

Ahnlich wie in Abschnitt 5.c wollen wir Kohomologietheorien durch Spektren darstellen. Aus
technischen Griinden beschrinken wir uns dabei zunéchst einmal auf (2-Spektren. Das erlaubt uns
bereits, gewohnliche Kohomologie mit Hilfe von Eilenberg-Mac Lane-Spektren zu beschreiben. Im
Anschluss fithren wir dann die sogenannte stabile Modellstruktur auf der Kategorie ST, der Spektra
und definieren Kohomologiefunktoren fiir beliebige Spektren.

Wir erinnern uns an die Adjunktion S - € zwischen Einhingungs- und Schleifenraumfunktor,
und an die Definition 5.36 eines 2-Spektrums (Fl, so), bestehend aus punktierten Rdumen FE; und
Abbildungen s;: SE; — FE;i1, so dass die adjungierte Abbildung F; — QF;.q fir alle ¢ > ng
eine schwache Homotopiedquivalenz ist. Gemé#f Definition 4.62 bezeichnet [X,Y] die Menge der
Homotopieklassen von Abbildungen von einer kofibranten Ersetzung von X (beispielsweise einer
CW-Approximation von X in der Quillen-Modellstruktur) in eine fibrante Ersetzung von Y (bei-
spielsweise Y, denn alle Rdume sind in der Quillen-Modellstruktur fibrant). Die folgende Konstruk-
tion ist dual zu Satz 5.38.

6.29. SATZ UND DEFINITION. Zu jedem Q-Spektrum E = (E;, s;)iez existiert ein reduzierter
Ab-wertiger Kohomologiefunktor (E®,de) beziiglich der Quillen-Modellstruktur mit

E*(X) = colim[S*X, By (] . (*)
Wir nennen E® den durch E dargestellten Kohomologiefunktor.

Ubrigens sieht die Beschreibung (*) auf den ersten Blick so aus, als wiirde sie auch fiir beliebige
Spektren funktionieren. Das Problem ist aber, das Kolimiten im Allgemeinen nicht mit Produkten
vertauschen, so dass wir dann das Summenaxiom 6.1 (3) nicht beweisen konnten.

BEWEIS. Zunéchst ist der Ausdruck (*) nach Konstruktion funktoriell auf der Homotopiekate-
gorie HoT 4 zur Quillen-Modellstruktur.

Nach der Definition eines Q-Spektrums wird die Folge [S*X, Exi¢] = [X, Q¢FE), (] stationir,
sobald k + ¢ > ng. Fiir die folgenden Konstruktionen wihlen wir daher ¢ in Abhéngigkeit von k
und ng hinreichend grof. Da [S*X, Ej. ] nach Bemerkung 3.77 (2) eine abelsche Gruppe ist fiir
alle £ > 2, ist E¥(X) eine abelsche Gruppe.

Fiir f: Y — X definieren wir E¥f = f*: E¥(X) — E*(Y) durch f*([a]) = [a o Sf] fiir
alle a: S‘X — Ej ¢, somit sind die E* kontravariante Funktoren.

Es sei (X,Y) eine abgeschlossene Kofaserung, dann ist auch (S*X,S‘Y) eine abgeschlossene
Kofaserung. Wir betrachten die Puppe-Sequenz 4.67 (3) und erhalten die lange exakte Kohomologie-
Sequenz 6.1 (2) mit Hilfe des Diagramms

o —— [SYX, Epyd) [S'Y, E(]

N

oo [SLX Epyi1] —= [STTYY, Epyoa] —= [SUX/Y), Exyoi1] —= [S°X, Ex 1] — -

Unter mehrfacher Anwendung von Lemma 4.14 erhalten wir das Summenaxiom 6.1 (3), da

E* (\/ XZ-> = [Sﬂ \/ Xi, Bpye | & [\/ S*X;, By

el iel iel

=~ [[18°Xs, Brsd = [[ E*(X0) . O

el el

6.30. BEMERKUNG. Umgekehrt gilt der Brownsche Darstellungssatz: Sei h® ein Ab-wertiger
verallgemeinerter Kohomologiefunktor, dann gibt es ein (2-Spektrum FE, und einen natiirlichen
Isomorphismus E* — h® auf der Kategorie der CW-Komplexe. Also ist jeder Kohomologiefunktor
zur Quillen-Modellstruktur wie in Definition 6.29 durch ein Q-Spektrum darstellbar.
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Wir betrachten das Eilenberg-Mac Lane-Spektrum HA aus Satz 5.43 zu einer abelschen Grup-
pe A. Es ist ein Q-CW-Spektrum, und die Zuordnung A — H A, ist bis auf Homotopie funktoriell.
Also erhalten wir ein Analogon zu Satz 5.44.

6.31. SATZ. Es sei R ein Ring und Modr die Kategorie der (Rechts-) R-Moduln.

(1) Fiir jeden R-Modul M existiert ein gewdhnlicher reduzierter Homologiefunktor H®(-; M):

T+ — Modr mit
H*(X; M) = colim[S*X, HM.,(] ,
der das Dimensionsaziom 6.1 (4) mit HO(S%; M) = M erfiillt.

(2) Zu jedem Modulhomomorphismus f: M — N existiert eine natirliche Transformati-
on T} H*(-; M) — H*(-;N), die mit den Korandoperatoren aus Definition 6.1 (2) ver-
traglich ist, so dass TJ?(SO) = f: HO(S% M) =M — N = H°(SY; N).

(3) Sei g: L — M ein weiterer Modulhomomorphismus, dann gilt TPOTS =Tl

(4) Jeder andere gewéhnliche reduzierte Homologiefunktor mit den obigen Eigenschaften ist auf
der vollen Unterkategorie der punktierten CW-Komplexe zu FI'( -3 M) natiirlich isomorph.

Wir kénnen diesen Satz wieder so interpretieren, dass es einen Funktor H®(-; -) von der Kate-
gorie Modpg in die Kategorie der gewohnlichen Kohomologiefunktoren mit Werten in Modpg gibt.

BEWEIS. Der Beweis von (1)—(3) verlauft vollig analog zu dem von Satz 5.44: man betrachtet
zunichst den Fall R = Z inklusive Funktorialitdt. Anschlieflend betrachtet man fiir beliebige R
einen R-Modul M als abelsche Gruppe mit einer Abbildung R — Endyz (M), um auch Kohomologie
als Modg-wertigen Funktor interpretieren zu kénnen.

Dabei benutzen wir Satz 6.29, um zu zeigen, dass H*(-; A) ein reduzierter Kohomologiefunktor

ist. Das Dimensionsaxiom folgt aus Definition 5.41, denn sei A eine abelsche Gruppe, dann gilt
~ A falls k=0, und
Hk(SO; A) = [Se, HAg+k] = Wg(HAg+k) = {
0 sonst

fiir alle hinreichend grofien ¢. Sei f: A — B ein Morphismus abelscher Gruppen, dann existiert nach
Satz 5.43 eine zugehorige Familie von Abbildungen H f,,: HA,, — HB,, und fiir ein hinreichend
grofles ¢ definieren wir
Tf=Hfpreo -+ H*(-;A) =2 [S"  HAppy] — [S*, HBryg) 2 H(-;B) .
Aussage (4) folgt aus dem Satz 6.15 iiber die zellulire Kohomologie. O
6.32. BEMERKUNG. Ich mo6chte hier eine harmlose Bemerkung zum universellen Koeffizienten-

theorem 6.16 und zur obigen Konstruktion einschieben. Da es keine Homologie in negativen Geraden
gibt, erhalten wir Isomorphismen

homg (Ho(X), A) +— H(X; A) — [X,, HA]

also eine Adjunktion Hy 4 H - . Hierbei sei H Ay = | Al die A zugrundeliegende Menge als diskreter
topologischer Raum, mit Basispunkt 0 € A und Z-Wirkung. Tatséchlich ldsst sich diese Adjunktion
aus zwei etwas einfacheren Adjunktionen zusammensetzen, ndmlich

mo: HoT & Set : |- |

und (\):Set s Ab: 5.
Geht man zur Strgm-Modellstruktur {iber, dann stimmt das nicht mehr. Die (im Sinne der
Uberlagerungstheorie) universelle Uberlagerung des polnischen Kreis ist ein zusammenhéngender

Raum X mit mo(X) = Z, auf dem alle Funktionen in einen diskreten Raum konstant sind. Das
zeigt exemplarisch, warum wir Satz 6.29 nur fiir die Quillen-Modellstruktur formuliert haben.
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Um Kohomologie auch fiir beliebige Spektren definieren zu koénnen, fithren wir eine Modell-
struktur auf Spektren ein und interpretieren Definition 6.29 in der zugehorigen Homotopiekatego-
rie. Zunéchst iiberlegen wir uns, dass man alle kleinen Limiten und Kolimiten von Spektra erhélt,
indem man in jedem Grad den entsprechen Limes oder Kolimes bildet und anschliefend die Struk-
turabbildungen entsprechend definiert.

Um typische Kofaserungen zu beschreiben, miissen wir Zellen an ein Spektrum E ankleben
konnen. Dazu wihlen wir ng € N und k& € Z und eine Abbildung ¢: S¥~! — E,,,. Dann betrachten
wir fiir alle n > ng den Pushout

Fp = By Ugn-ny,, D"TFm0

Die Stabilisierungsabbildungen erhalten wir als Pushout der Stabilisierungsabbildungen von E und
der Homéomorphismen S* A (D, S71) = (D1, S%), siche Beispiel 3.69 (2). Man sagt, F entstehe
aus [E durch Ankleben einer Zelle der Dimension k& — ng. Dabei kénnen wir solche Zellen oft erst
in hoherem Grad (hier ng) ankleben, denn es kann sein, dass ¢ selbst nicht als Einh&ngung einer
Abbildung nach E,,_; geschrieben werden kann.

Wir erinnern uns an die Homotopiegruppen mxE von Spektren aus Definition 5.38. Sie sind fiir
alle k € Z definiert. Den folgenden Satz werden wir nicht beweisen.

6.33. SATZ. Es gibt eine sogenannte stabile Modellstruktur auf der Kategorie STy der Spektren
mit folgenden Figenschaften.

(1) Eine Abbildung f: E — F ist genau dann eine schwache Aquivalenz, wenn f,: mpE — m,F
fir alle k € Z ein Isomorphismus ist.

(2) Eine Abbildung f: E — F ist genau dann eine Faserung, wenn Ey, fir alle k schwach
homotopiedquivalent ist zum Pullback Fy Xqp, ,, QEky1-

(3) Jede Verkettung von Anklebungen von Zellen und jeder Kolimes solcher Abbildungen ist
eine Kofaserung.

Insbesondere sind die fibranten Objekte genau die Q-Spektren, und jedes CW-Spektrum ist eine
Kofaserung.

Wir interpretieren die Formel (*) in Definition 6.29 jetzt in der Homotopiekategorie HoS7T .
Generell bezeichnet |-, -] Homotopieklassen von einer kofibranten Ersetzung in eine fibrante Er-
setzung. Auf der linken Seite steht S*X, das sind die Riume des Einhiingungsspektrums S A X.
Wir haben schon gesagt, dass wir X durch einen schwach homotopiedquivalenten CW-Komplex
ersetzen miissen. In diesem Fall ist SA X = (S*X, S !idx)sen) ein CW-Spektrum, also kofibrant.

Wir benutzen jetzt wieder die Adjunktion S - € und schreiben

(S X, Brom] = [S°X, Q" By o] -

Wenn E ein -Spektrum ist, ist Q" Ejy¢y,,, schwach homotopiedquivalent zu FEjy,p. Falls nicht,
ersetzen wir Fj ¢ durch den Kolimes des Systems

€Eg e 1al Qg 1
Epyo —— VS By —— QU Epypyr — -+

Qm+1 Skat+m

QmaEk
+l4m 1¢ql 1
— V" By —————— Qs Eito4m Qmt Eitormtr — -,

wobei ex: X — Q'S'X die Einheit der obigen Adjunktion bezeichne. Man kann sich iiberlegen,
dass die Kolimiten dieses Systems ein {2-Spektrum bilden, indiziert durch k+/. Fiir dieses Spektrum
schreibt man salopp auch Q°E. Auflerdem gibt es natiirliche Isomorphismen

[X, colim,,, QmEker} =...= [SKX, colim,, QmEkJer} ...
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von Mengen und sogar von Gruppen fiir £ > 2. Man kann zeigen, dass die so beschriebene Gruppe
wiederum isomorph ist zu [S A X, Q°E], diesmal aufgefasst in HoS7;. Wir nennen

Q¥E = (Q°E)p = colim,, Q" E,,
den unendlichen Schleifenraum zum Spektrum E. Dann erhalten wir eine Adjunktion
SA -:HoT 4+ S HoST; : Q% .

Wenn wir das um k verschobene Spektrum E mit E[k] bezeichen, kénnen wir die Kohomologie zum
Spektrum E schreiben als

EF(X) = [SA X, E[K] = [X,QFE[K] = [X, colimy QY By, g

In der gleichen Sprache kénnen wir auch Homologie beschreiben. Da Sphéren durch nur je eine nicht-
triviale Zelle dargestellt werden koénnen, diirfen wir hier den Kolimes herausziehen und erhalten

Ep(X) = colimy[S*, X A Ey] = m(X AE) .

Es gibt Réume X und Spektren [, bei denen die Folge von Gruppen [S¥T, X A Ey| nicht stationir
wird.

6.f. Vektor- und Prinzipalbiindel

In diesem Abschnitt definieren wir Vektorbiindel, das sind spezielle Faserbiindel, deren Fasern
eine lineare Struktur tragen. Ein Beispiel ist das Tangentialbiindel einer differerenzierbaren Man-
nigfaltigkeit. Aus diesem Grund spielen Vektorbiindel in der Differentialgeometrie und -topologie
eine Rolle. Wir wihlen einen etwas vereinfachten Zugang, bei dem wir uns auf Vektorbiindel {iber
CW-Komplexen konzentrieren. Die Argumente fiir die groflere Klasse der parakompakten Raume
finden sich unter anderem in [At], [tD2] und [H2].

6.34. DEFINITION. Eine topologische Gruppe ist ein topologischer Raum G mit Basispunkt e €
G und zwei stetigen Abbildungen *: G x G — G und -~!': G — G, so dass (G, *,e, -~ 1) die
Gruppenaxiome erfiillt.

Eine stetige (Links-) Wirkung von G auf einem topologischen Raum X ist eine stetige Abbil-
dung G x X — X mit (g,x) — g -z, so dass

g-(h-z)=(g%h) -z und e-r==x fiir alle x € X und g, h € G.
Entsprechend definieren wir (stetige) Rechtswirkungen (z,g) — z . g.

Beispiele sind zum einen beliebige Gruppen G, versehen mit der diskreten Topologie. Zum
anderen sei k ein topologischer (Schief-) Korper, das heifit, ein (Schief-) Kérper mit einer Topologie,
beziiglich der alle Rechenoperationen stetig sind, beispielsweise k = R, C oder H. Dann sind alle
Matrixgruppen G C GL(n,k) mit der Unterraumtopologie zu GL(n,k) C k™*™ fiir alle n € N
topologische Gruppen. Wir interessieren uns vor allem fiir die Gruppen

O(n) firk =R,
Ulnk)={A€GLy(k) | A"A=E,} =S U(n) fir k=C, und (6.5)
Sp(n) fiir k = H.

Die Matrizen mit Determinante 1 bilden Untergruppen SO(n) C O(n) sowie SU(n) C U(n). Uber H
ist keine Determinante definiert.

Wir wollen jetzt k-Vektorbiindel mit einer G-Struktur einfithren. Dazu benutzen wir den Be-
griff des Prinzipalbiindels und des assoziierten Biindels. Wir erinnern uns dazu an den Begriff des
Faserbiindels aus Definition 3.30, und an lokale Trivialisierungen.
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6.35. DEFINITION. Es sei G eine topologische Gruppe. Ein G-Hauptfaser- oder auch Prinzi-
palbiindel iiber einem topologischen Raum B ist ein Faserbiindel p: P — B mit typischer Faser G
und einer Rechtswirkung P x G — P, falls jeder Punkt b € B eine Umgebung U C B mit einer
lokalen Trivialisierung ¢: p~1(U) — U x G besitzt, fiir die das folgende Diagramm kommutiert:

p~HU) x G ——=p~H(U)
(,DXidG\L ¥
idU><>k

UxGxG——UxG.

Sei f: A — B stetig. Eine G-Prinzipalbiindelabbildung iiber f ist eine Abbildung F': Q — P
zwischen G-Prinzipalbiindel p: P — B und ¢: Q — A, so dass die Diagramme

0-L.p Q x G —xde PIG
q lp und
1£4f>B cg r P.

kommutieren. Ein Isomorphismus von G-Prinzipalbiindeln iiber B ist eine G-Prinzipalbiindelabbil-
dung iiber id 5. Die Menge der Isomorphieklassen von G-Prinzipalbiindeln iiber B wird mit Bung(B)
bezeichnet.

Insbesondere ist die G-Wirkung frei, ihre Bahnen sind gerade die Fasern von p, und lokal ist jedes
G-Prinzipalbiindel isomorph zum trivialen Biindel U x G, auf dem G durch Rechtsmultiplikation
auf dem zweiten Faktor wirkt. Eine G-Prinzipalbiindelabbildung bildet Fasern auf Fasern ab und
ist mit den G-Wirkungen vertraglich.

6.36. BEMERKUNG. Sei p: P — B ein G-Prinzipalbiindel und f: A — B stetig, dann erhalt
man das zuriickgezogene G-Prinzipalbiindel f*p: f*P — A und eine Abbildung F': f*P — P, so
dass die Diagramme

rpLtop f*P x G —— f*P
f*pl ip und FXidGl/ lp
A1 . p PxG P

kommutieren. Sei p: p~1(U) — U x G eine lokale Trivialisierung von P, dann existiert eine lokale
Trivialisierung von f*P iiber f~1(U), so dass das Diagramm

(f o) (FHU) —= fHU) x G

F\L leidG

p~L(U) 4 UxG

kommutiert, insbesondere existiert zu jedem y € A eine lokale Trivialisierung iiber einer Umgebung
von .
(1) Einer G-Prinzipalbiindelabbildung F': Q — P iiber f: A — B entspricht dann genau ein
Isomorphismus der G-Prinzipalbiindel f*P und Q.
(2) Falls f: A — B eine Inklusion ist, schreiben wir kurz P|4 fiir f*P = p~!(A).
(3) Uber dem einpunktigen Raum ist jedes G-Prinzipalbiindel trivial. Also entspricht eine
Trivialisierung P = B x GG genau einer G-Prinzipalbiindelabbildung F': P — G iiber B —
pt.
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Fiir die néchste Konstruktion erinnern wir uns an Quotienten nach Gruppenwirkungen aus
Definition 2.50.

6.37. PROPOSITION UND DEFINITION. FEs sei G eine topologische Gruppe, p: P — B ein G-
Prinzipalbiindel, und F ein topologischer Raum mit einer Linkswirkung von G. Dann erhdlt man
ein Faserbiindel q: P xg F — B, mit P xg F' = (P x F')/G, das zu P assoziierte Faserbiindel mit
Faser F, wobei g € G durch (z, f) = (zg %, gf) wirke, mit q([x, f]) = p(z).

BEWEIS. Es sei p: p~1(U) — U x G eine lokale Trivialisierung wie in Definition 6.35. In dieser
Trivialisierung wirkt A € G durch (u,g,f) ~ (u,gh™', hf). Indem wir h = g wihlen, kénnen
wir (u,g, f) durch (u,e,gf) darstellen. Also existiert eine lokale Trivialisierung ¢ von ¢~ '(U) C
P xq F, so dass das folgende Diagramm kommutiert:

PxFe— op ) x F—2 _ywaxr O

| | e

PxgF<—¢YU)=p ' (U) xg F UxF.

Falls die typische Faser F' eine bestimmte Struktur tragt und G diese Struktur erhélt, kénnen
wir auf allen Fasern eines assoziierten Biindels P X F' eine entsprechende Struktur einfiihren.
Die obigen lokalen Trivialisierungen erhalten diese Struktur dann ebenfalls, die Zusatzstruktur
ist also lokal trivial. Wir benutzen das in der folgenden Definition, um lokal triviale Strukturen
auf Faserbiindeln auf abstrakte Weise einzufiihren. Anschlielend machen wir diese Konstruktion
anhand von Vektorbiindeln konkret.

6.38. DEFINITION. Es sei ¢: ' — B ein Faserbiindel mit typischer Faser F' und G eine to-
pologischer Gruppe mit einer Linkswirkung auf F. Eine G-Struktur auf E besteht aus einem G-
Prinzipalbiindel p: P — B und einem Isomorphismus ®: P x5 F' — FE von Faserbiindeln, das heif}t,
einem Homoéomorphismus, fiir den ¢ o & gerade die Projektionsabbildung P xg F — B ist. Wir
nennen G die Strukturgruppe.

Esseien q: F — Bund r: D — A Faserbiindel mit G-Strukturen ®: PxgF — Eund ¥: Q) xX¢g
F — D ;und f: A — B sei stetig. Eine Biindelabbildung L: E — D ist eine Abbildung von Biindeln
mit G-Struktur iiber f, wenn es eine G-Prinzipalbiindelabbildung K: P — @ gibt, fiir die das
Diagramm

PxF—=PxgF-2-p-%.p

R

QXF‘»-QXGFLD$-A

kommutiert. Ein Isomorphismus von Biindeln mit G-Struktur iiber B ist eine Abbildung von
Biindeln mit G-Struktur iiber idg. Wir betrachten zwei G-Strukturen auf einem Biindel F' als
gleich, wenn idg ein Isomorphismus von Biindeln mit G-Struktur zwischen ihnen ist.

Falls F = k" ist und G durch lineare Isomorphismen wirkt, nennen wir ein Faserbiindel mit
typischer Faser F' und G-Struktur ein k- Vektorbiindel vom Rang r mit G-Struktur, oder kurz ein
G-Vektorbiindel. Vektorbiindelabbildungen und -isomorphismen definieren wir entsprechend.

Eigentlich miissten wir der Wirkung von G auf F' auch einen Namen geben, etwa p: GX F — F,
und von einer (G, p)-Struktur sprechen. Da aber p in den meisten Fillen klar sein wird, haben wir
es weggelassen. Analog zu Bemerkung 6.36 kénnen wir Biindel mit G-Struktur zuriickziehen, und
Abbildungen von Biindeln mit G-Struktur als Isomorphismen von Biindeln mit G-Struktur mit
dem zuriickgezogenen Biindel betrachten.
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6.39. BEMERKUNG. Wir wollen den obigen Begriff etwas motivieren, dabei konzentrieren wir
uns vor allem auf Vektorbiindel.

(1)

Wenn F' eine G-invariante Struktur S trigt, dann trigt das assoziierte Biindel £ = P xXg F'
eine entsprechende faserweise Struktur. Lokale Trivialisierungen ¢ von P iiber U C B
induzieren lokale Trivialisierungen ¢ von FE wie im Beweis von Proposition 6.37, die £}, =
q *(b) fiir alle b € U strukturerhaltend auf F abbilden.

Sei etwa V' — B ein Vektorbiindel, etwa V' = P xg k', sei b € B, seien v = [z,{]
und w = [z,n] € Vp mit x € P, und &, n € k", und seien A, u € k. Dann setzen wir

VA +wp = [z, EA+np]

Sei y € Py ein weiterer Punkt in der selben Faser von P, dann existiert ein g € G mit y =
xg~ !, und es gilt v = [y, g¢], w = [y, gn]. Da g € G linear wirkt, folgt

[y, (N + (gm)u] = [y, g(EX +np)] = [2,EX + np] = vA +wr

mithin sind Addition und Multiplikation mit Skalaren auf V} wohldefiniert.

Bei geeigneter Wahl von G kénnen wir auf Vektorbiindeln auch zusétzliche Strukturen
wie Orientierungen und Skalarprodukte einfiihren, sieche Bemerkung 6.41 unten.
Wenn die Gruppe G isomorph zur Automorphismengruppe von F mit einer vorgege-
benen Struktur ist, aufgefasst als Unterraum des Abbildungsraums kC(F,F) aus Ab-
schnitt 4.c, dann kénnen wir das obige G-Prinzipalbiindel identifizieren mit dem Unter-
raum von kC(F,E), der alle strukturerhaltenden Abbildungen von F' in eine Faser E
enthalt.

Sei etwa V' — B ein k-Vektorbiindel vom Rang 7, und sei G = GL(r,k) die Auto-
morphismengruppe von k”. Ein Vektorraumisomorphismus z: k" — V}, entspricht gerade

der Festelegung einer Basis v; = x(e1), ..., v, = x(e,) von V,. Wir erhalten somit ein
GL(r,k)-Prinzipalbiindel P = Pg(V'), das sogenannte Rahmenbiindel von V', durch
PGL(V) = { (vla s 7“7’) Sy | p(’Ul) == p(”?’)? (Uh s 7UT) Basis von ‘/;9(1)1) }

und einen Vektorbiindelisomorphismus Pgr(V) X gk k™ — V mit

(V1,0 vp)y (A, A — oM+ oA €V

6.40. BEISPIEL. Wir geben zunichst einfache Beispiele von Vektorbiindeln an. In Abschnitt 3.i
hatten wir bereits das Normalenbiindel einer Mannigfaltigkeit kennengelernt.

(1)
(2)

Das triviale Vektorbiindel k™ = B xk"™ — B ist assoziiert zum trivialen Prinzipalbiindel B x
G mit G = GL(r,k).
Der k-projektive Raum kP" ist der Raum aller eindimensionalen Unterriume von k’+!,
Das tautologische Biindel 7 iiber kP" ist ein k-Vektorbiindel vom Rang 1. Es hat als
Faser iiber einem Unterraum L C k’*! genau diesen Unterraum. Wir kénnen die Quo-
tientenabbildung p: P = k"1 \ {0} — kP" als ein GL(1,k)-Prinzipalbiindel auffassen,
wobei GL(1,k) = k* =k\ {0} gilt. Dann ist 7 zu diesem Prinzipalbiindel assoziiert.

Das Mébiusband ist das tautologische Biindel iiber RP! =2 S, Es ist bis auf Isomorphie
das einzige nichttriviale reelle Vektorbiindel iiber S' vom Rang 1.
Es sei M eine n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit, dann ist das Tangentialbiindel 7'M
von M ein reelles Vektorbiindel vom Rang n. Dabei liefern die Ableitungen von Kar-
ten ¥: U — V C R" lokale Trivialisierungen der Form dy: TU — TV =2 V x R™. Das
zugehorige GL(n, R)-Prinzipalbiindel konstruieren wir wie in Bemerkung 6.39 (2).
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(4) Eine Riemannsche Metrik g ist ein Skalarprodukt g, auf 7, M, das differenzierbar von z €

(5)

M abhéngt. Indem wir auf die obigen lokalen Trivialisierungen das Gram-Schmidt-Ver-
fahren anwenden, erhalten wir orthonormale lokale Trivialisierungen. Das zugehorige O(n)-
Prinzipalbiindel konstruieren wir in Bemerkung 6.41 (2). Man beachte, dass die lokalen
Trivialisierungen dp zu Karten ¢ nur dann selbst orthonormal sein kénnen, wenn (M, g)
flach ist, das heifit, wenn der Riemannsche Kriimmungstensor verschwindet.

Fiir n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeiten ist das Tangentialbiindel analog ein C-
Vektorbiindel vom Rang n.

6.41. BEMERKUNG. Wir wollen Bemerkung 6.39 anhand von Vektorbiindeln mit einer zusétz-
lichen Struktur veranschaulichen. Dabei kénnen wir die folgenden Punkte wahlweise als Definition
der entsprechenden Zusatzstruktur auffassen, oder, falls wir schon eine Definition kennen, als Be-
schreibung mittels einer G-Struktur. Das Gl(n,k)-Prinzipalbiindel zu einem Vektorbiindel V' — B
hatten wie in Bemerkung 6.39 (2) bereits als Rahmenbiindel von V' konstruiert.

(1)

Eine Orientierung auf einem reellen Vektorbiindel V' ist eine faserweise Orientierung
von V. Als typische Faser betrachten wir R” mit der Standardorientierung, als Auto-
morphismengruppe erhalten wir GL(r, R)*. Fiir uns ist ein orientiertes Vektorbiindel al-
so ein GL(r,R)"-Vektorbiindel. Wir konstruieren ein solches Biindel Pgy+(V) mit V =
Par+ (V) Xgrery+ R, indem wir in Bemerkung 6.39 (2) nur orientierte Basen zulassen.
Das Mobiusband aus Beispiel 6.40 (2) tréigt keine Orientierung, also auch keine G'L1(R)™"-
Struktur.

Ein Euklidisches Vektorbiindel ist ein Vektorbiindel V mit einem faserweisen Skalarprodukt
auf jeder Faser. Die typische Faser ist in diesem Falle R” mit dem Standardskalarprodukt
und Automorphismengruppe O(r). Wir erhalten das zugehorige Biindel Pp(V'), indem wir
in der obigen Konstruktion nur Orthonormalbasen zulassen. Analog verfahren wir mit
orientierten Euklidischen Vektorbiindeln; diese tragen entsprechend eine SO(r)-Struktur.
Falls B ein parakompakter Raum ist, also insbesondere Partitionen der Eins zu beliebigen
offenen Uberdeckungen zulésst, kann man auf jedem reellen Vektorbiindel ein faserweises
Skalarprodukt wéhlen. Zu jeder GL(r,R)- (SL(r,R)-) Struktur erhélt man also immer
eine O(r)- (SO(r)-) Struktur falls B parakompakt ist; diese ist sogar bis auf Isomorphie
eindeutig.

Die Gruppe SO(n) hat eine zweifache Uberlagerung Spin(n) — SO(n), die fiir n > 2
zusammenhiingend und fiir n > 3 die universelle Uberlagerung ist. Man kann die SO(n)-
Wirkung auf R™ zuriickziehen auf die Gruppe Spin(n). Eine Spin-Struktur auf einem re-
ellen Vektorbiindel V' vom Rang n ist also ein Isomorphismus Pspin Xgpin(n) R" — V.
Das Biindel Pspiy ist dabei stets eine zweifache Uberlagerung des Biindels Psp aus (2),
insbesondere induziert eine Spin-Struktur (in unser Beschreibung) stets ein faserweises
Skalarprodukt auf V. Da Spin(n) nicht effektiv wirkt, kann man Pspi, jedoch nicht wie
in Bemerkung 6.39 (2) explizit angeben. Tatséchlich gibt es O(n)-Biindel, die keine Spin-
Struktur zulassen, und auch solche, die mehrere verschiedene Spin-Strukturen erlauben.
Sei r = 2k. Eine GL(k, C)-Struktur macht aus einem reellen Vektorbiindel V' vom Rang 2k
ein komplexes vom Rang k, die typische Faser C* ist iiber R zu R?* isomorph. Der Mul-
tiplikation mit ¢ entspricht ein reeller Automorphismus J mit J? = —1; diesen nennt man
auch eine komplexe Struktur auf V. Eine U (k)-Struktur entspricht der zusétzlichen Wahl
eines Hermiteschen Skalarprodukts auf jeder Faser.

Es gibt 2n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeiten M, deren Tangentialbiindel
mit einer Struktur J wie in (4) versehen werden kénnen. In diesem Fall sprechen wir
von einer fast komplexen Struktur auf M. Eine fast komplexe Struktur erlaubt im Allge-
meinen nicht, einen passenden komplexen Mannigfaltigkeitsatlas von M zu wéihlen, fast
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komplexe Strukturen auf T'M sind somit schwicher als die komplexen Strukturen aus
Beispiel 6.40 (5).

(6) Das triviale Biindel aus Beispiel 6.40 (1) hat als Strukturgruppe die triviale Gruppe G =
{e}. In diesem Fall lassen wir in der Konstruktion aus Bemerkung 6.39 (2) fiir jede Faser
nur die Standardbasis zu, erhalten also ein {e} Prinzipalbiindel P = B.

6.g. Klassifikation von Prinzipalbiindeln

In diesem Abschnitt wollen wir G-Prinzipalbiindel, und damit nach Bemerkung 6.59 auch Vek-
torbiindel, fiir eine groffe Klasse von topologischen Rdumen durch Homotopieklassen von Abbil-
dungen in einen sogenannten klassifizierenden Raum BG beschreiben. In den néchsten Abschnitten
benutzen wir diese Methode, um zwei weitere Familien von Homologie- und Kohomologiefunktoren
zu konstruieren.

Fiir die folgenden Konstruktionen benotigen wir Partitionen der Eins. Dazu definieren wir den
Trager einer Funktion f: X — R als Teilmenge

supp(f) ={z € X | f(z) #0}.

6.42. DEFINITION. Es sei U eine Uberdeckung eines topologischen Raumes X. Eine U un-
tergeordnete Partition der Eins ist eine Familie stetiger Funktionen p;: X — I mit j aus einer
Indexmenge J, so dass die folgenden Axiome gelten.

(1) Lokale Endlichkeit. Jeder Punkt x € X besitzt eine Umgebung U C X, so dass supp(p;) N
U = 0 fiir fast alle j € J.
(2) Unterordnung unter U. Zu jedem j existiert ein U € U, so dass supp(p;) C U.
(3) Partition der Eins. Es gilt
> pi=1.

jeJ

Wegen Bedingung (1) ist die Summe in (3) endlich. Wir werden Bedingung (2) benutzen, um
lokale Konstruktionen innerhalb der Mengen U € U auf ganz X zu {ibertragen.

6.43. BEMERKUNG. Ohne Beweis geben wir eine Reihe von Resultaten zu Partitionen der Eins
an.

(1) Wenn X normal ist (siehe Definition 1.26) und U lokal endlich, das heifit jeder Punkt z € X
hat eine Umgebung V', so dass U NV = { fiir fast alle U € U, dann besitzt U eine
untergeordnete Partition der Eins. Der Beweis benutzt unter anderem das Lemma 1.29
von Urysohn.

(2) Ein Hausdorfl-Raum heifit parakompakt, wenn jede offene Uberdeckung U eine lokal end-
liche Verfeinerung V besitzt. Das heifit, zu jedem V' € V existiert ein U € Y mit V C U,
und zu jedem z € X existiert eine Umgebung W mit VNW = () fiir fast alle V € V. Unter
anderem sind metrische Rdume, kompakte Rdume und CW-Komplexe stets parakompakt.

(3) Parakompakte Riume sind immer normal. Insbesondere gibt es zu jeder offenen Uber-
deckung eines parakompakten Raumes stets eine untergeordnete Partition der Eins.

6.44. LEMMA (Homotopielemma fiir Prinzipalbiindel). Es sei X parakompakt undp: P — X x 1
ein G-Prinzipalbiindel. Dann gibt es eine Abbildung von G-Prinzipalbiindeln P — P|x oy tiber der
Abbildung m: X x I — X x I mit n(x,t) = (x,0).

Wegen Bemerkung 6.36 (1) ist P also isomorph zum Riickzug eines G-Prinzipalbiindels auf X =
X x {0}. Der Name des Lemmas erklért sich aus dem néchsten Resultat.

6.45. FOLGERUNG. FEs sei X parakompakt, und f, g: X — Y seien homotope Abbildungen.
Sei P =Y ein Prinzipalbiindel, dann sind f*P und g*P — X isomorph. O
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Mit den Uberlegungen aus dem letzten Abschnitt ergibt sich das analoge Resultat fiir Vek-
torbiindel. Der folgende Beweis funktioniert im Wesentlichen genauso fiir beliebige Faserbiindel.

BEWEIS VON LEMMA 6.44. Wir wihlen eine Uberdeckung V von X x I, so dass P|y trivial ist
fiir alle V' € V. Fiir jeden Punkt € X reichen wegen Kompaktheit von I endlich viele Menge V7,
..., Vi € Vaus, um {z} x I zu tiberdecken. Wir finden daher eine Unterteilung 0 = tp < -+ < t, =1
und eine offene Menge U C X, so dass U X [t;—1,t;] C V; fiir alle ¢ = 1, ..., n. Indem wir die
gegebenen lokalen Trivialisierungen auf diesen Teilmengen zusammensetzen, erhalten wir im ersten
Schritt eine lokale Trivialisierung von P|yry ;. Wir kénnen also eine Uberdeckung U von X so wiihlen,
dass P|yxs fiir alle U € U trivial ist.

Im né#chsten Schritt konstruieren wir eine lokal endliche Folge von Funktionen p,: X — I mit
Summe 1, so dass die Teilmengen U,, = p,((0,1]) C X eine offene Uberdeckung von X bilden,
und P|y, « fiir alle n trivial ist. Dazu sei (p;);ecs eine U untergeordnete Partition der Eins. Fiir
jede endliche Teilmenge () # E C J sei

pr(z) = max(0, min(p;(z)) — I}}gag(pj(w))) ,
da die Familie (p;);jcs lokal endlich ist, sind diese Funktionen stetig, und wir betrachten die Teil-
mengen Ug C X, auf denen pg positiv ist. Falls Ug N Up # 0, gilt entweder E C F oder F C E.
Wir erhalten daher eine Uberdeckung von X aus Mengen der Form

U= |J Us
ECJ#E=n
fiir n > 1. Da p; lokal endlich war, ist diese Familie ebenfalls lokal endlich. Jede Teilmenge Uf ist
im Tréger jeder Funktion p; mit j € E enthalten, insbesondere ldsst sich P aus Ug x I, und daher
auch auf U, x [ trivialisieren. Zu guter Letzt sei
pn=mn: WX pp,

dann ist die Familie p,, wieder lokal endlich mit Summe 1.

Im letzten Schritt konstruieren wir die gesuchte Abbildung F': P — P|x o} induktiv iiber n.
Fir n > 0 sei

YnZ{(x,t)‘OStSpl(x)+...+pn(x)}, so dass XxI:UYn,
neN

Wir schreiben P, = Ply, und m, = 7ly,. Dann gilt mp = idy,, und wir setzen Fly, = idy,. Sei
jetzt n > 1, und sei F|p, als G-Prinzipalbiindelabbildung iiber 7,_; bereits konstruiert. Das Bild
von Y, \ Y,—1 unter 7 in X x {0} & X ist genau die disjunkte Vereinigung der Ug mit #E = n,
wir kénnen also F|p, iiber den Teilmengen

(Yn\Ynfl)ﬂ(UE X I)

einzeln konstruieren. Dazu benutzen wir zunéchst die Trivialisierungen, um eine G-Prinzipalbiinde-
labbildung von P iiber dieser Teilmenge auf die Einschrinkung von P auf den Graphen von p; +
-++ pn—1 zu konstruieren. Diese verketten wir mit F|p, , um F auf P, fortzusetzen. Da die ur-
spriinglich Partition der Eins lokal endlich war, hat jeder Punkt eine Umgebung W, so dass die
Einschrinkung von P auf W x [ in endlich vielen Schritten definiert ist. Insbesondere ist die Ab-
bildung F' stetig und leistet das gewiinschte. O

Wir erinnern uns an die Verbund-Konstruktion aus Ubung 3.118. Fiir eine topologische Grup-
pe G definieren wir
EG = colim G™ | (6.6)

n—oo
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wobeil G*™ den n-fachen Verbund mit sich selbst bezeichne. Es sei
A" = {(807"'7871) € [071]71-1-1 ‘ So+ -+ sy = 1}
der Standardsimplex. Dann gilt
G*(n—l—l) ~ Gn+1 % An/N
wobei die Relation ~ erzeugt wird durch

!
(905 -y Gn; 805+ -+8n) ~ (G0s -y Gir--+rGn; S0y -+, Sn) wenn s; = 0,

mit i € {0,...,n} beliebig. Wir erhalten natiirliche Einbettungen G** — G*" x G = G*(n+1),
beziiglich der wir den obigen Kolimes bilden. Elemente kénnen wir als ((g;)i, (s;);) schreiben, wo-
bei s; = 0 fiir fast alle i und sg + --- = 1 gelten muss. Aufgrund der obigen Aquivalenzrelation
spielt der Wert von g; keine Rolle, wenn s; = 0. Tatséchlich ist EG die geometrische Realisierung
eines sogenannten simplizialen Raums.

Sei G selbst k-zusammenhingend mit & > —1, dann folgt aus Ubung 3.119 induktiv, dass G*™ ein
(n(k +2) — 2)-fach zusammenhéngender Raum ist. Insbesondere ist EG schwach zusammenziehbar.
Wenn wir EG als CW-Komplex schreiben kénnen (zum Beispiel, wenn G eine diskrete Gruppe oder
eine Matrixgruppe ist), ist EG nach dem Satz 4.46 von Whitehead sogar zusammenziehbar.

Die Gruppe G wirkt stetig von rechts auf EG durch

((90)i> (si)i) - 9 = ((9:9)i» (5)i) -

Diese Wirkung ist frei. Fiir den Quotienten schreiben wir

BG = EG/G . (6.7)
Fiir jedes i € N betrachten wir die Teilmenge
EZ':C01>im{(go,...,gn;SO,...,Sn)‘Si#O}CEG und Bl:EZ/GCBG (68)

Da E; N G* D) fiir alle n offen ist, ist E; in EG offen. AuBlerdem ist F; invariant unter der obigen
G-Wirkung, also sei B; = E;/G C BG der Quotient. Dann ist (B;);en eine offene Uberdeckung
von BG. Fiir Punkte ¢ = ((gi)i, (si)i) € E; ist die Koordinate g; € G aufgrund der Verbund-
Konstruktion wohldefiniert und nach Definition der Kolimes-Topologie stetig. Also ist EG — BG
lokal trivial, und insbesondere ein G-Prinzipalbiindel.

6.46. DEFINITION. Ein G-Prinzipalbiindel £ — B heifit universell, und B heif}t klassifizie-
render Raum fiir G-Prinzipalbiindel, wenn es fiir jedes G-Prinzipalbiindel P — X iiber einem
parakompakten Raum X eine bis auf Homotopie eindeutige Abbildung f: X — B und einen Iso-
morphismus P = f*FE von G-Prinzipalbiindeln gibt. In diesem Fall heifit f die klassifizierende
Abbildung von P — X.

6.47. BEMERKUNG. Wir wiirden gern den Funktor Bung: 74+ — Set mit einem Funktor der
Form [-, B] gleichsetzen, wobei B ein klassifizierender Raum sei. Doch leider kénnen wir nur fiir
parakompakte Riaume X zeigen, dass das Zuriickziehen des universellen Biindels einen natiirlichen
Isomorphismus [X, B] = Bung(X) liefert; hierzu brauchen wir auch das Homotopielemma 6.44. Aus
dem gleichen Grund kénnen wir auch nicht einfach sagen, dass B durch eine universelle Eigenschaft
bis auf Homotopiedquivalenz eindeutig charakterisiert ist.

Die Quillen-Modellstruktur bietet einen moglichen Ausweg. Wir kénnen den Funktor Bung
umdefinieren, indem wir zunéichst jeden Raum X mit Hilfe des CW-Approximationssatzes 4.51
durch einen schwach homotopieiiquivalenten CW-Komplex X’ ersetzen. Die Approximationsabbil-
dung X’ — X liefert uns eine Abbildung Bung(X) — Bung(X’), und wir betrachten Bung(X') an-
stelle von Bung(X). Da CW-Komplexe parakompakt sind, gilt jetzt Bung(X') = [X', B] & [X, B|
in der Notation von Definition 4.62.
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Alternativ kénnen wir den Funktor Bung iiber beliebigen Rdumen umdefinieren, indem wir nur
solche Biindel P — X zulassen, fiir die eine trivialisierende Uberdeckung mit einer untergeordneten
Partition der Eins existiert. Alle Beweise in diesem Abschnitt lassen sich auf diese Klasse von
Biindeln ausdehnen, siehe [tD2, Chapter 14], und dieser Zugang passt zur Strgm-Modellstruktur.

Wir werden zeigen, dass das oben konstruierte Biindel EG — BG ein universelles G-Prinzipal-
biindel ist. Zur offenen Uberdeckung BG = Uien Bi existiert eine untergeordnete Partition der
FEins, also ist BG tatséchlich bis auf Homotopiedquivalenz eindeutig bestimmt, wenn wir zusétzlich
fordern, dass das universelle Biindel eine trivialisierende Uberdeckung mit einer untergeordneten
Partition der Eins zulédsst. Fiir geeignete Gruppen G ist BG iibrigens parakompakt. Das gilt ins-
besondere fiir diskrete Gruppen, und fiir die klassischen Matrixgruppen wie U(n,k) und SU (n,k)
aus (6.5).

6.48. SATz (Klassifikation von G-Prinzipalbiindeln). Das Biindel EG — BG ist ein universelles
G-Prinzipalbiindel.

BEWEIS. Es sei X parakompakt, dann existiert nach Lemma 6.44 eine wohldefinierte Abbil-
dung [X, BG] — Bung(X). Zur Surjektivitét betrachten wir ein G-Prinzipalbiindel P — X iiber
einem parakompakten Raum X und suchen eine Abbildung F': P — EG von G-Prinzipalbiindeln
liber einer stetigen Abbildung f: X — BG. Wie im Beweis des Homotopielemmas 6.44 wird X
von abzdhlbar vielen offenen Mengen U, C X iiberdeckt, auf denen P trivial ist, und es gibt
Funktionen p,,: X — I, die aulerhalb U, verschwinden, und deren (lokal endliche) Summe 1
ist. Es seien ¢, : P|y, — U, X G lokale Trivialisierungen, dann erhalten wir die gesuchte Abbil-
dung F: P — EG mit

F(y) = (((prg © ©n)(@)n, (pn(x))n)  fiiralley € P,

wobei prg die Projektion U, x G — G bezeichne. Sie ist mit den G-Wirkungen vertraglich und
induziert daher eine Abbildung f: X — BG. Da die Uberdeckung (U,), lokal endlich ist, existiert
zu jedem Punkt x € X eine Umgebung U und eine Zahl ng, so dass U NU,, = () fiir alle n > ng. Die
obige Abbildung ist stetig von P|y in den n-fachen Verbund von G, daher ist F' insgesamt stetig,
und somit auch f.

Zur Injektivitiat der Zuordnung [X, BG| — Bung(X) sei zunéchst F': P — EG eine Abbildung
von G-Prinzipalbiindeln iiber f: X — BG, gegeben in der Form

F(y) = (90®), 01(»), - -3 50(%), s1(y),--.) -
Mit Hilfe einer Teleskophomotopie ist die obige Abbildung homotop zu
Fl(y) = (gﬂ(y)v 6791(3/)7 €,...3 SO(y)a 07 Sl(y)7 O> .- ) )

dabei spielen die Eintrdge in G an den ungeraden Stellen keine Rolle, da die entsprechenden s-
Koordinaten alle verschwinden. Die obige Homotopie hat fiir i > 1 und ¢ € [27% 2177 die Gestalt

h(y,t) = (90(y),- -+ 9i-1(%): 9 (¥), 9i(¥): gir1(Y): Gir1 (Y), - - -5
s0(Y)y -y Sic1(y), (2 — 2it) si(y), (Qit —1)si(y), ... ) .
Eine zweite Abbildung F’: P — EG homotopieren wir entsprechend zu
Fi(y) = (e, 90(y): €. 91(y), e, .- .30, 55(y), 0, 51(y),0,...) .
Zwischen diesen zwei Abbildungen gibt es jetzt eine Homotopie

Wy, t) = (90(¥), 90(¥), 91(¥), g1 (), - - -5 (1 = B)s0(y), tsp(y), (1 — t)s1(y), ts1(y), - - ) -

All diese Homotopien sind mit den G-Wirkungen vertriglich, daher erhalten wir entsprechende
Homotopien zwischen den zugrundeliegenden Abbildungen f, f': X — BG. O
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Wir erinnern uns an die Gruppen U (n, k) aus (6.5) und nennen k-Vektorbiindel mit passendem
Skalarprodukt entsprechend k-Hermitesch. Somit ist ,,R-Hermitesch“ gleichbedeutend mit ,, Eukli-
disch®.

6.49. FOLGERUNG (Klassifikation von Vektorbiindeln). Fir parakompakte Raume X werden k-
Vektorbindel vom Rang n klassifiziert durch [ X, BU (n,k)], firk =R, C oder H. Orientierte reelle
Vektorbindel werden klassifiziert durch [X, BSO(n)].

BEwEIS. Wir benutzen eine Partition der Eins, um k-Hermitesche Metriken in lokalen Trivia-
lisierungen zu globalen Metriken zusammenzukleben. Die Isomorphieklasse des so entstandenen
k-Hermiteschen Vektorbiindels héngt nicht von der Wahl der Metrik ab. Nach Bemerkung 6.41
entspricht dieser Isomorphieklasse genau eine Isomorphieklasse von U(n,k)-Rahmenbiindeln, und
diese werden nach Satz 6.48 durch [X, BU (n, k)] klassifiziert. Zu orientierten reellen Vektorbiindeln
konstruieren wir entsprechend SO (n)-Rahmenbiindel. O

6.50. BEMERKUNG. Es gibt noch einen weiteren Zugang zu klassifizierenden Rdumen, der beson-
ders gut fiir die Gruppen U (n, k) funktioniert. Hierzu sei G, (k") die Grassmann-Mannigfaltigkeit
der n-dimensionalen Unterriume von k. Die Einbettung kv = k¥ x {0} — kN¥*! induziert ei-
ne Einbettung G, (k") — G, (kN*1), und wir definieren die unendliche Grassmannsche G, (k) als
Kolimes der G,,(kY). Fiir k = R, C oder H ist G, (k") ein klassifizierender Raum fiir die Grup-
pe U(n,k), und somit homotopiedquivalent zum obigen Raum BU (n, k).

Fiir die unendlich-dimensionalen projektiven Réume kP> = G (k) ldsst sich sogar ein expliziter
Homoomorphismus zu BU(1,k) angeben, siche Ubung. Da RP> ein Modell fiir den Eilenberg-
Mac Lane-Raum H(Z/2); und CP*° ein Modell fir HZs ist, entsprechen auf parakompakten
Réumen X die Isomorphieklassen reeller (komplexer) Geradenbiindel gerade Kohomologieklassen
in HY(X;7Z/2) (H*(X)). Das ist ein moglicher Zugang zu charakteristischen Klassen. Auf der an-
deren Seite ist HP> kein Eilenberg-Mac Lane-Raum, siehe Beispiel 5.42 (6), daher gibt es fir
quaternionische Geradenbiindel keine analoge Interpretation als Kohomologieklassen.

6.h. Topologische K-Theorie

Wir benutzen Vektorbiindel jetzt, um einen allgemeinen Kohomologiefunktor zu konstruieren
und das zugehorige Spektrum anzugeben. Wir werden hier nicht alle Sitze beweisen. Bis jetzt
hatten all unsere Vektorbiindel konstante Dimension auf ganz X. Das werden wir in Zukunft nicht
mehr fordern.

Konstruktionen wie direkte Summe, Tensorprodukt, oder Bilden des dualen Moduls lassen
sich faserweise auch fiir Vektorbiindel durchfithren. Dazu betrachten wir zunéchst zwei Prinzi-
palbiindel P, Q — X mit Strukturgruppe G beziehungsweise H. Wir ziehen P auf @) oder ) auf P
zuriick und erhalten ein G x H-Prinzipalbiindel P x x Q. Falls G auf k¥ und H auf k* wirkt, liefern
die jeweiligen universellen Eigenschaften G x H-Wirkungen auf k* & k’ und, falls k = R oder C,
auch auf k¥ @ k’. Analog erhalten wir eine Wirkung von G x H auf dem H-Vektorraum H* ® R¢,
falls G auf H* und H auf R’ wirkt. AuBerdem wirkt G' auf dem Dualraum von k¥ durch (g*)~'.

6.51. DEFINITION. Es sei X ein topologischer Raum. Ein k- Vektorbiindel p: V' — X besteht aus
einer lokalkonstanten Funktion 7: X — N und je einem k-Vektorbiindel p: p~(r~1(n)) — r~1(n)
vom Rank n fiir alle n. Wir nennen r den lokalen Rang von V. Ein k- Vektorbindelisomorphis-
mus F: V — W von k-Vektorbiindeln p: V — X, q: W — X besteht aus je einer Vektorbiinde-
labbildung F,: p~1(r~(n)) = ¢ 1(r~1(n)).

Es seien V und W — X zwei k-Vektorbiindel vom lokalen Rang r beziehungsweise s: X — N
mit V], = Pk ®c, k* und W10y = Qv ®m, k¢ fiir alle k, £. Wir definieren die Whitney-
Summe V ©& W, das Whitney-Produkt V @, W (falls k = R oder C) und das duale Biindel V*
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durch

(Ve W) |1 myns—10) = (Pe xx Q) Xayoxr, (K ©Kk°)
(V @k W)|r-1(0yns-1(0) = (Pe Xx Qe) X, (K" @k k)
und V*’,,.fl(k) = Pk Xaq (kk)* .

All diese Konstruktionen sind mit Zuriickziehen von Vektorbiindeln vertréiglich. Ein Tensor-
produkt iiber H existiert leider nicht; stattdessen konnen wir quaternionische Vektorbiindel mit
reellen tensorieren, und erhalten wieder quaternionische Vektorbiindel. Weitere Konstruktionen
sind moglich, beispielsweise ist hom(V, W) = V* @, W ein innerer Hom-Funktor fiir Vektorbiindel.

Direkte Summe und Whitney-Produkt machen aus der Menge der reellen oder komplexen Vek-
torbiindel bis auf Isomorphismus einen kommutativen Semiring. Die sogenannte , Grothendieck-
Konstruktion®“ macht daraus einen Ring.

6.52. DEFINITION. Ein virtuelles k-Vektorbiindel auf X ist ein Paar V& W von k-Vektor-
biindeln p: V — X und ¢: W — X. Zwei virtuelle k-Vektorbiindel V & W und T & U iiber X
heiflen dquivalent, kurz V & W ~ T & U, wenn es virtuelle k-Vektorbiindel R, S — X gibt, so
dass VOR=T®S und W@ R=U®S. Direkte Summe und Tensorprodukt (falls k = R oder C)
iibertragen sich auf virtuelle Vektorbiindel und sind mit Aquivalenz vertréglich.

Der Ring (falls k = R oder C) beziehungsweise die Gruppe (falls k = H) der virtuellen k-
Vektorbiindel auf X wird mit K2(X) bezeichnet. Fiir punktierte Riume X bezeichne ¢: pt — X
die Inklusion des Basispunktes, dann definieren wir K?(X) = ker(u*: KY(X) — KJ(pt)).

Sei schlieBlich f: Y — X stetig. Das Zuriickziehen von Vektorbiindeln induziert

ff KY(X) — K2(Y), und f KQ(X) — K2(Y)
falls f punktiert ist.

6.53. BEISPIEL. Nach dem Satz 3.48 vom Igel ist das Tangentialbiindel 7°S?" nicht trivial. Be-
trachten wir die iibliche Einbettung §%" < R?"*!  dann ist das Normalenbiindel ©.S?" trivial, denn
fiir jeden Punkt p € S?" c R?"*! bildet der Ortsvektor p zugleich eine Basis des eindimensionalen
Normalenraums l/pSQ", siehe Abschnitt 3.i. Indem wir T, p5’2” und VPSQ” als Unterrdume von R?7+1
auffassen, erhalten wir R-Vektorbiindelisomorphismen

TPSQn@KiTpSQn@%SzniKQnH igzn@g'

Somit ist das Tangentialbiindel dquivalent (aber nicht isomorph!) zu einem trivialen Vektorbiindel.
Man sagt daher, dass T'S?" stabil trivial ist. AuBerdem sehen wir, dass die Kiirzungsregel fiir die
Whitney-Summe nicht gilt.

Der Ubergang von k-Vektorbiindeln zu virtuellen k-Vektorbiindeln in Definition 6.51 entspricht
dem Ubergang von N zu Z. Da die Halbgruppe der k-Vektorbiindel jedoch keine Kiirzungseigen-
schaft besitzt, mussten wir etwas sorgfaltiger vorgehen.

6.54. BEMERKUNG. Wir sammeln ein paar niitzliche Eigenschaften (ohne Beweise).

(1) Jedes k-Vektorbiindel V' iiber einem parakompakten Raum X ldsst sich mit einem fa-
serweisen Skalarprodukt ausstatten, das in den Trivialisierungen stetig vom Basispunkt
abhingt. Daher diirfen wir annehmen, dass p: p~*(r~!(n)) — r~1(n) in diesem Fall ein
U (n, k)-Vektorbiindel ist. Auf der anderen Seite kann man auch zeigen, dass U(n, k) ein De-
formationsretrakt von GL,, (k) und somit BU (n,k) ein Deformationsretrakt von BG L, (k)
ist.
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(2) Zu jedem Vektorbiindel W iiber einem kompakten Raum existiert ein sogenanntes komple-
mentires Vektorbiindel U, so dass W & U = k" fiir ein hinreichend groBes N € N. Insbe-
sondere ldsst sich jedes virtuelle k-Vektorbiindel V & W iiber einem kompakten Raum X
durch das dquivalente virtuelle k-Vektorbiindel (V@& U)Sk” ersetzen. Fiir nicht kompakte
Réume ist diese Aussage im Allgemeinen nicht richtig.

(3) Whitney-Summe und Whitney-Produkt erfiillen die iiblichen Kommutativ-, Assoziativ-
und Distributivgesetze jeweils bis auf natiirliche Isomorphismen. Dadurch wird K (X) fiir
alle X zu einem kommutativen Ring mit Einselement k, falls k = R oder C. Auflerdem
konnen wir K3 (X) als K3 (X)-Modul auffassen.

(4) Alle obigen Konstruktionen sind mit Zuriickziehen vertriaglich. Wir erhalten also einen
kontravarianten Funktor Kug von der Kategorie Top oder kwH in die Kategorie der kom-
mutativen Ringe (k = R, C) beziechungsweise der Kp-Moduln (k = H).

(5) Ein k-Vektorbiindel iiber einem Punkt ist ein k-Vektorraum und wird klassifiziert durch
seine Dimension n € N. Ein virtuelles k-Vektorbiindel {iber einem Punkt wird somit durch
seine virtuelle Dimension n = Z klassifiziert.

Zu einer Kohomologietheorie fehlt uns unter anderem die lange exakte Sequenz. Daher wollen
wir Q-Spektren K fiir komplexe und KO fiir reelle K-Theorie konstruieren, so dass K2(X) =
(X, Ko] und K9(X) = [X, KOp] zumindest fiir kompakte X gilt. Dazu betrachten wir die Folge von
Gruppen pt = U(0,k) — U(1,k) < ..., wobei die Inklusionsabbildung einer Matrix A € U(n,k)
die Matrix

(‘3 ?) € U(n+1,k) (6.9)
zuordnet. Wir definieren topologische Gruppen
O fallsk =R,
Uk) = C(Lhm U(n,k) = U fallsk = C, und
Sp falls k = H.

Wir erhalten Folgen von Inklusionen EU(n,k) — EU(n + 1,k) und BU(n,k) — BU(n + 1,k)
und, da sowohl E'- als auch U(k) als Kolimiten konstruiert sind und Kolimiten kommutieren, ein
universelles U (k)-Prinzipalbiindel

EU k) = C(ghm EU(n,k) — BU (k) = colim BU (n,k) = EU/U .

n—o0

6.55. SATZ. Sei X ein kompakter punktierter CW-Komplex, dann gilt
K)(X)=[X,Z x BU(k)] .

Fiir den Satz ist es nicht notig, dass X ein CW-Komplex ist; es macht den Beweis aber einfacher.
Falls X nicht kompakt ist, erhalten wir immer noch eine Abbildung R’Hg (X) — [X,Z x BU(k)],
allerdings ist diese nicht immer ein Isomorphismus. Wir wiihlen Basispunkte in allen BU (k) und
betrachten als Beispiel den Raum

X =\/ BU(k,k).
keN

Dann gibt es kein virtuelles Vektorbiindel VO W auf X, so dass (VO W)|gymx) ~ (VU (K, k) ok"),
insbesondere erfiillt der Funktor f(ﬂg nicht das Summenaxiom aus Definition 6.1 (3).

BEWEIS. Essei VOW ein virtuelles k-Vektorbiindel iiber X, dann existiert U — X, so dass U®
W = k™ auf ganz X. Wir diirfen U@V mit einem Skalarprodukt ausstatten. Dann sei r: X — Z der
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lokale Rang des Biindels U &V, und es sei f,,,: 7~ 1(m) — BU(m, k) die klassifizierende Abbildung
des Biindels (U @ V)|,~1(,,). Wir definieren F': X — Z x BU (k) durch

F(z) = (m —n, fm(x)) € {m —n} x BU(m,k) C Z x BU(k) fiir alle m und alle z € r~*(m).

Da isomorphe Vektorbiindel nach Satz 6.48 homotope klassifizierende Abbildungen haben,
konnen wir Wohldefiniertheit zeigen, indem wir V' & W um ein k-Vektorbiindel R zu (V @ R) ©
(W @ R) ,erweitern und die neue klassifizierende Abbildung mit F' vergleichen. Dazu wihlen wir
wie oben ein k-Vektorbiindel S, so dass W @ R® S 2 k’. Das heifit, wir haben das obige Biindel U
durch U' = R® S ersetzt. Wir erhalten einen k-Vektorbiindel-Isomorphismus

VeUsk2VeUeWalU =2VelU ak".
Nach Konstruktion von U(m,k) C U(m+¢,k) und BU(m,k) C BU(m+¢,k) wird das Biindel V &
U @ke nach wie vor durch
F: X — {m—n}xBU(mk) C{(m+4{)—(n+4£)} x BU(m+ ¢,k) C Z x BU(k)

klassifiziert. Diese Abbildung ist homotop zur klassifizierenden Abbildung fiir V @ U’ @ k™, und es
folgt Wohldefiniertheit.

Zur Surjektivitdt betrachten wir F': X — Zx BU (k). Wir kénnen BU (k) mit einer CW-Struktur
versehen, so dass die Unterrdume BU(n,k) Unterkomplexe sind. Da X kompakt ist, faktorisiert
eine zelluldre Approximation von F' iiber Z x BU(n,k) fiir ein n € N. Wir schreiben F' = (r, f),
und ohne Einschréinkung gelte n > r auf ganz X. Dann klassifiziert F' das k-Vektorbiindel

(f*VU(n,k) ok .

Zur Injektivitit sei H: X x I — Z x BU(k) eine zelluldre Homotopie, ohne Einschriankung faktori-
siere H durch Z x BU (n, k) Nach dem Homotopielemma 6.44 sind die durch Hy und H; induzierten
virtuellen Biindel isomorph, also insbesondere dquivalent. O

Es bleibt zu zeigen, dass BU (k) zu einem -Spektrum gehért. Dazu bezeichne 7¢ — CP! = G2
das tautologische Biindel. Man kann zeigen (Ubung), dass

Tc®1c =C & 710 ®C TC
oder kurz (¢ © C)? = 0 € K°(5?). Da 7c © C|pt = 0, gilt sogar 7c © C € K°(S?).

6.56. SATZ (Bott-Periodizitét). Fir jeden gut punktierten kompakten topologischen Raum exi-
stiert ein Isomorphismus

o?: K9(X) — K°($%X) ,
dabei wird o2(V & W) € K%(S2X) dargestellt durch das virtuelle C- Vektorbiindel
(e ©C) B (V& W) = ple(1c © C) @c pi (V © W) € K°(5%X) .

Das ,,duflere Tensorprodukt “IX“ entspricht dabei dem Smash-Produkt aus Definition 6.22, siche
Bemerkung 6.60. Fiir den Beweis, dass o2 einen Isomorphismus K°(X) — K°(S?X) induziert,
verweisen wir auf [At] und [H2, Theorem 2.2]. Als Konsequenz kénnen wir jetzt das Q-Spektrum
fiir K-Theorie angeben.

6.57. SATZ UND DEFINITION. Komplexe K-Theorie ist der allgemeine Kohomologiefunktor zum
Q-Spektrum K mit

K — Z x BU falls n gerade ist, und
U falls n ungerade ist.
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Mit Satz 6.29 sehen wir, dass K-Theorie ein allgemeiner Kohomologiefunktor ist, der wegen
Satz 6.55 fiir kompakte Rdume mit der Konstruktion in Definition 6.51 iibereinstimmt. Insbeson-
dere erhalten wir eine lange exakte K-Theorie-Sequenz fiir Kofaserungen und eine Mayer-Vietoris-
Sequenz. Da sich lange exakte Sequenzen in komplexer K-Theorie wegen Bott-Periodizitéit alle
sechs Eintriige wiederholen, heiflen sie auch Sechs-Term-Sequenzen. Nach Satz 5.38 existiert auch
ein allgemeiner Homologiefunktor zum obigen Spektrum, die sogenannte K-Homologie. Da ihre
geometrische Interpretation etwas schwieriger ist, geben wir sie hier nicht an.

Auf der anderen Seite erfiillt K*® im Gegensatz zu K(g das Summenaxiom. Um beide Funktoren
unterscheiden zu konnen, schreiben wir daher K fiir den Kohomologiefunktor. Analog schreiben
wir KO fiir reelle K-Theorie. Diese Notation ist nicht Standard, sondern folgt Definition 5.38. In
der Literatur wird oft auch unsere ,naive“ K-Theorie mit K beziehungsweise KO bezeichnet.

BEWEIS. Wir miissen zwei Stabilisierungsabbildungen so konstruieren, dass K ein 2-Spektrum
wird, und wir Bott-Periodizitit erhalten. Als erstes betrachten wir das Faserbiindel EU — BU
mit Faser U, diese ist nach Bemerkung 4.70 (4) homotopiedquivalent zur Homotopiefaser. Mithilfe
der Fasersequenz aus Satz 4.72 und der zugehérigen langen exakten Sequenz sehen wir, dass U
schwach dquivalent zu Q(BU) ist, da EU zusammenziehbar ist. Auflerdem sieht der Schleifenfunktor
nur die Zusammenhangskomponente des Basispunktes, so dass QBU = Q(Z x BU). Nach den
Sétzen 4.46 und 4.55 von Whitehead und Milnor sind also U und Q(Z x BU) homotopiedquivalent,
und wir erhalten eine Abbildung U — Q(Z x BU). Die Adjunktion zwischen Einh&ngungs- und
Schleifenfunktor liefert die erste Stabilisierungsabbildung s: SU — Z x BU.

Wir konstruieren als nichstes eine Abbildung S%(Z x BU) — Z x BU, so dass die induzierte
Abbildung 7, (Zx BU) — mi42(BU) fiir alle k > 0 ein Isomorphismus ist. Dazu schreiben wir Zx BU
als

ZxBU =lmX,  mit Xp={-n,...n}xY¥, und V= (U(n)*™)/U(n)

und nutzen aus, dass X, ist und die natiirlichen Inklusionen X,, — X, ;1 Kofaserungen sind.
Auf X,, definieren wir das virtuelle k-Vektorbiindel V;, durch

Vn’{é}xYn - VU(”)‘YTL @Qn_g :
Dann sei F,: S?X,, — BU die klassifizierende Abbildung des virtuellen Vektorbiindels
(TC—Q)®V,L —)Xn,
fiir ein hinreichend grofies N gilt also (¢ — C) X V,, =& FVy. Da V,, & V,11]x,,, ist F, homotop
zu Fi1]x,. Da X, C X,,4+1 eine Kofaserung ist, konnen wir die F,, induktiv so durch homotope
Abbildungen ersetzen, dass schlieflich F,, = F,,11|x, fiir alle n gilt. Dadurch erhalten wir eine

Abbildung
F: S*(Z x BU) = 1im $*X,, — BU .
—

Sei jetzt [f] € K°(S¥) = m,(Z x BU), dann reprisentiert f ein virtuelles C-Vektorbiindel V —
Sk. Da S* kompakt ist, faktorisiert f iiber ein X,,, und es folgt V = f*V}, und
(e —C)RV = (S?f)*((rc —C) W V;,) = (82 f o F,)* Vv .
Bott-Periodizitét 6.56 und Bemerkung 3.10 liefern somit einen Isomorphismus

mu(Z x BU) 225 1 (BU) =5 mu(Q2BU) .

Also induziert F: S%(Z x BU) — 7 x BU eine schwache Aquivalenz Z x BU — Q2(Z x BU).
Verketten mit der Homotopiesiquivalenz Q(Zx BU) — U liefert eine schwache Aquivalenz Zx BU —
QU. Via Adjunktion erhalten wir die zweite Stabilisierungsabbildung s: S(Z x BU) — U. Damit
haben wir das gesuchte 2-Spektrum konstruiert. O
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6.58

. BEMERKUNG. Da K ein 2-Spektrum ist, folgt fiir alle n € Z und k > 3, dass

~ 7Z falls n gerade ist, und
E™(S) = 70(Kn) & Topn(Z x BU) = 11 (U) = & _
0 falls n ungerade ist,

da mo(U) = 0 und 71 (U) = Z nach Ubung 6.112.

6.59
(1)

. BEMERKUNG. Wir geben das reelle Analogon ohne weitere Erlauterungen an.

Es sei 1q — HP! = § das tautologische Biindel. Wie bei der komplexen Bott-Periodi-
zitdt 6.56 erhalten wir fiir kompakte CW-Komplexe X einen Isomorphismus

ot K9(X) = K9(S'X) mit (VoW)- (moH) Ry (VeWw).

Da wir mit einem virtuellen H-Biindel tensorieren, landen wir in quaternionischer K-
Theorie.
Das Tensorieren eines Rechts- mit einem Links-H-Vektorbiindel liefert ein reelles Vek-
torbiindel, da H nicht kommutativ ist. Wenn 7 eine Links-H-Vektorbiindel ist, ist das
duale Vektorbiindel 73 ein Rechts-H-Vektorbiindel. Wir erhalten einen weiteren Isomor-
phismus

ot K9(X) = KY(S'X) mit (VoW - (moH) Ry (Vew).
Zusammen mit (1) ergibt sich hieraus reelle Bott-Periodizitét mit Periode 8, ndmlich
o8 KR(X) = KR(S8X) .
Ahnlich wie in Satz 6.57 kénnen wir zu einem Q-Spektrum KO , auffiillen® mit
KOs =7ZxBO,  KOgy1 =U/O, KOgpo=Sp/U, KOgki3=Sp,
KOg4a=Zx BSp, KOsgty5=U/Sp, KOgi16=0/U,  KOg7=0,
Zumindest die Stabilisierungsabbildungen S' A O — Z x BO und S' A Sp — Z x BSp
kommen wie oben zustande. Wir bilden U/O als Kolimes von U(n)/O(n), indem wir reelle
als komplexe Matrizen auffassen; entsprechend konstruieren wir Sp/U. Umgekehrt bilden
wir O/U als Kolimes von O(2n)/U(n), indem wir komplexe Matrizen mit reellen Matrizen

identifizieren, die eine zusitzliche komplexe Struktur auf R?" festhalten; analog bilden
wir U/Sp. Als Koeffizientengruppen erhalten wir

o Z fir n =0, 4,
KO (8% = 70(KOgp—n) & Tspan(Z x BO) = /2 fiir n =1, 2, und

0 sonst.

Wegen (2) und (3) gibt es auch einen mit quaternionischer K-Theorie verwandten allge-
meinen Kohomologiefunktor: fiir kompakte CW-Komplexe gilt

ek __ __
KSpm(X) = KO (5°X) =~ KO" ' (X) .

6.60. BEMERKUNG. Zur Konstruktion der Bott-Periodizitdt hatten wir das &duflere Tensorpo-
dukt benutzt. Seien k-Vektorbiindel V' — X und W — Y mit k = R oder C gegeben, dann lautet
die allgemeine Definition

VRW = (pkV) @ (B3 W) — X x Y,

dabei ist ,,®“ wieder das Whitney-Produkt, und px: X XY — X und py: X XY — Y sind die
Projektionen im Produkt. Da das Whitney-Produkt bis auf eindeutige Isomorphismen assoziativ
ist, gilt das auch fiirs duflere Tensorprodukt.
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(1) Seien X = (X,z9) und Y = (Y, yo) punktiert, und seien V|, und W, von virtueller
Dimension 0, dann ist V X W/|xyy trivial von virtueller Dimension 0, und V X W stellt
ein wohldefiniertes Element in K2(X A Y) dar. Wir erhalten ein Analogon zum Smash-
Produkt aus Definition 6.22. Es ist ebenfalls assoziativ und kommutativ bis auf natiirliche
Isomorphismen, insbesondere also assoziativ und kommutativ auf Kﬂg .

(2) Das Einselement 1 € K2(S°) wird reprisentiert durch ein k-Vektorbiindel vom Rang 0 auf
dem Basispunkt und Rang 1 auf dem anderen Punkt der SY.

(3) Die Stabilisierungsisomorphismen o2 in Satz 6.56 und ¢® in Bemerkung 6.59 (2) wurden
mit Hilfe des &ufleren Produktes definiert. Es sei ng = 2 falls k = C und ng = 8 falls k = R.
In Analogie zu Proposition 6.22 (3) gilt daher

(6"V) R W = o™(VHc W) = V K (6™W) € K(S™(V AW)) .

(4) Seien jetzt X, Y kompakte CW-Komplexe, und seien o € IN(H{;(X) und 3 € f(ﬁ(Y) firk=R
oder C und 0 < k, ¢ < ng. Es gibt natiirliche Isomorphismen

Uno—k?: KHE(X) = [X, Qno—k(Z % BU(k))] i) [Sno_kX,Z % BU(]k)] ~ Kﬂg(sno—kX) ,

also identifizieren wir a mit V = o™ *a € K2(S™*X) und g mit W = ™08 ¢
K2(S™~*Y) und definieren

a-B=c"THV R W) e KFFY(XAY).

Beim Vertauschen von « und § haben wir im Zwischenschritt zusétzlich eine Transpositi-
onsabbildung S*+¢ — S“** anzuwenden. Wie in Proposition 6.22 (3) gilt daher

t(B-a)=(-1)"Va-5.

(5) Wir haben festgestellt, dass es kein Produkt K%(X) x K§(Y) — K3(X AY) gibt. Das
erkliirt sich, indem wir K} wie in Bemerkung 6.59 (4) mit Kz identifizieren.

Wir haben jetzt also zwei allgemeine Kohomologiefunktoren mit Produkten definiert. Zur geo-
metrischen Interpretation der Verbindungshomomorphismen in den langen exakten Sequenzen und
zu den Produkten zwischen hoheren K-Gruppen haben wir leider noch nichts sagen kénnen.

6.i. Bordismus

Wir kennen bereits den gerahmten (Ko-) Bordismus, dabei ging es um Untermannigfaltigkeiten
des RN mit trivialem Normalenbiindel. In diesem Abschnitt wollen wir Bordismustheorien zu ande-
ren Strukturen auf M betrachten. Die Pontryagin-Thom-Konstruktion funktioniert dabei &hnlich
wie in Satz 3.88, insbesondere kénnen wir Zusatzstrukturen nur iiber das Normalenbiindel einfiithren
(in Satz 3.88 hatten wir eine Trivialisierung des Normalenbiindels zugrundegelegt). Wir betrachten
daher zunéchst einmal normale Strukturen.

Die Pontryagin-Thom-Konstruktion legt es nahe, zu normalen Strukturen sogenannte Thom-
Spektren zu konstruieren. Die Struktur eines Spektrums ergibt sich hier allein aus geometrischen
Uberlegungen, insofern koénnte man die Konstruktionen in diesem Abschnitt als Motivation fiir
Spektren und die zugehérigen (Ko-) Homologiefunktoren betrachten. Allerdings sind Thom-Spek-
tren typischerweise weder Einhéingungs- noch 2-Spektren. Daher werden wir die zugehorigen Koho-
mologiefunktoren hier zunéchst nur auf kompakten CW-Komplexen betrachten. Auflerdem ergibt
sich eine schone geometrische Interpretation nur fiir glatte Mannigfaltigkeiten.

Wir wollen von Untermannigfaltigkeiten zu abstrakten Mannigfaltigkeiten iibergehen. Wie
tiblich nennen wir eine kompakte Mannigfaltigkeit ohne Rand geschlossen. Wir zitieren einen Satz
aus der Differentialtopologie.
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6.61. SATZ (Einbettungs-, Whitney). Jede geschlossene m-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit
lasst sich fir alle n > 2m in den R™ einbetten.

Wir kénnen n beliebig vergréBern, indem wir eine lineare Einbettung R” — R™ nachschalten.
Je zwei Einbettungen f: M — R"™ und g: M — R™ sind in einem groferen RY homotop, dazu
definiere etwa h: I x M — R™"'+1 durch

h(S,p) = (57 (1 - S) : f(p)a S g(p)) .
Es bezeichne vf — M das Normalenbiindel von im f C R™, siehe Abschnitt 3.i. Sei g die
Verkettung

g: MR RN (6.10)

dann folgt vg = RY~" @ vf. Wir betrachten die natiirlichen Inklusionen ¢,: O(n) — O(n + 1)
aus (6.9). Sei ¥: M — BO(n — k) eine klassifizierende Abbildung fiir vgn M, dann ist

Bin_m-10---0Bty_pmott: M — BO(N —m)

eine klassifizierende Abbildung fiir vpv M. AuBlerdem sind Normalenbiindel homotoper Einbet-
tung f und g nach dem Homotopielemma 6.44 isomorph, und der Isomorphismus ist bis auf Ho-
motopie eindeutig durch die Homotopie zwischen f und g bestimmt.

6.62. DEFINITION. Es sei M eine m-dimensionale geschlossene glatte Mannigfaltigkeit, und es
sei f: M — R" eine Einbettung. Das stabile Normalenbiindel v M € KO®(M) ist definiert als

VM = [vf OR" € KO°(M) .

Aus den obigen Voriiberlegungen folgt, dass die K-Theorieklasse v*M nicht von der Einbet-
tung f, sondern nur von M selbst abhéngt. Das gilt insbesondere auch fiir den Rang —m von v°M.
Das Normalenbiindel ist komplementéir zum Tangentialbiindel, siehe Bemerkung 6.54 (2), und
tatsichlich gilt v*M = —[TM] € KO°(M).

Wir haben in Definition 6.38 G-Strukturen auf reellen Vektorbiindeln V' — X vom Rang k
als Isomorphismen V = Pg xg RF eingefithrt. Nach dem Klassifikationssatz 6.48 wird das zu-
grundeliegende Prinzipalbiindel durch eine Abbildung ¥¢: X — BG Kklassifiziert. Da G linear
auf R* wirkt, erhalten wir eine Homorphismus p: G — GL(k,R) und die davon induzierte Ab-
bildung Bp: BG — BGI(k,R). Sei Vgr: X — BGL(k,R) die klassifizierende Abbildung des Rah-
menbiindels Pgr,(V'), dann entspricht eine G-Struktur auf V' genau einem Lift ¥ von ¥z, im linken
Diagramm

BG BG
ve J{Bp Yo J{Bp
X~ BGL(k,R), X~ BO(k).
dar Yo

Im Folgenden ist G stets kompakt. Dann ist die obige Abbildung p konjugiert zu einer Abbildung mit
Werten in O(k) C BGL(k,R), und das Vektorbiindel V' triagt eine mit der G-Struktur vertrégliche
Metrik. Das liefert uns das rechte Diagramm oben.

Im Falle des stabilen Normalenbiindels betrachten wir eine Folge von Abbildungen J¢o): M —
BO(k) mit By o Yok) = Yo(k+1)- Wir suchen daher nach einer entsprechenden Folge von Struk-
turgruppen G mit Abbildungen Gy — Giy1 und pg: G — O(k), so dass das Diagramm

BGy, BGy 11

Bpkl iBPIH-l
By

BO(k) —2% BO(k +1)

267



kommutiert. Ein Lift Jg, von Jo) liefert durch Verkettung Lifts J¢,, von Jo fiir alle k' > k.

Im Ubrigen ist es im Folgenden nicht notwendig, dass die Réume BG}, klassifizierende Ridume von
Gruppen sind und die Abbildungen Bp, von Gruppenhomomorphismen induziert werden.

Wir wissen bereits, dass alle Einbettungen einer Mannigfaltigkeit in einen Euklidischen Raum
beim Ubergang zu einer hinreichend grofen Dimension homotop werden. Wir wissen auch, dass
klassifizierende Abbildungen nur bis auf Homotopie eindeutig bestimmt sind. Daher brauchen wir
auch einen Begriff fiir Homotopien fiir die obigen Lifts. Wichtig ist dabei, dass die Liftungseigen-
schaft im Verlauf der Homotopie nicht verloren geht. All diese Voriiberlegungen motivieren die
folgende Definition.

6.63. DEFINITION. Eine stabile lineare Struktur B = (B, bk, cx) besteht aus einer Folge von
CW-Komplexen By und Abbildungen by : By — Biiq und ¢k : By — BO(k), so dass fiir alle k gilt

BLk O Ck = Ck+1 Obk .

Eine stabile normale B-Struktur (t,v)) auf einer m-dimensionalen geschlossenen glatten Man-
nigfaltigkeit M besteht aus einer Einbettung ¢: M < R™'* und einem Lift ¥: M — By der
klassifizierenden Abbildung ¥: M — BO(k).

Eine Homotopie zu einer weiteren stabilen normalen B-Struktur (¢/, 1)) besteht aus eine Einbet-
tung J: M x I — RN x [ fiir ein N > max(m +k, m+£), mit J(z,s) € RY x {s}, so dass ein ¢ > 0
mit J(z,s) = (¢(x) x {0}, s) fiir s € [0,¢] und J(z,s) = (V/(x) x {0}, s) fiir s € [1 — e, 1], und einem
Lift O y_,, der klassifizierenden Abbildung ©: M x I — BO(N —m) des Normalenbiindels von J,
so dass

Olrrxfoy = BiN-m-10---0 By 00, ON-mlrxfoy =bN-m-10---0b oy,

Olpxq1} = BiN—m-10---0Biod', ON-mlymxf1y =bN-m-10---0bgo¥y.

Eine B-Mannigfaltigkeit (M, [¢,1]) ist eine kompakte differenzierbare Mannigfaltigkeit mit einer
Homotopieklasse stabiler normaler B-Strukturen.

6.64. BEMERKUNG. Wir betrachten einige stabile lineare Strukturen.

(1) Wenn wir keine weitere Struktur festlegen wollen, wihlen wir By = BO(k) und ¢ =
idpo(x)- Die zugehorige stabile lineare Struktur heifie BO.

(2) Zu jeder Orientierung von T'M gehort genau eine Orientierung von v f, so dass das Hin-
tereinanderhéingen zweier orientierter Basen eine orientierte Basis des umgebenden R™**
liefert und umgekehrt. Diese Orientierung von v f ist invariant unter Stabilisierung, und
wird klassifiziert durch ¢, : BSO(k) — BO(k); wenn wir BSO(k) = EO(k)/SO(k) wihlen,
ist cj, eine zweifache Uberlagerung. Eine normale BSO-Struktur auf M entspricht also ge-
nau einer Orientierung des Tangentialbiindels T'M .

(3) Vollig analog existiert zu jeder Spinstruktur von 7'M eine passende Spinstruktur von vf,
und diese ist ebenfalls invariant unter Stabilisierung. Wir betrachten dazu die stabile
lineare Struktur BSpin mit ¢, : BSpin(n) — BO(n); die Homotopiefaser dieser Abbildung
ist RP°.

(4) In Analogie zu den fast komplexen Strukturen aus Bemerkung 6.41 (5) definieren wir die
stabile komplexe Struktur BU klassifiziert durch ¢x: By = BU(¢) — BO(k) fur k = 2¢.
und ¢, = Big_q 0 cx—1: BU(Y) — BO(k) fiir k = 2¢ + 1. Auf dhnliche Weise erhalten wir
auch die stabilen linearen Strukturen BSU und BSp.

(5) Wenn wir fiir alle &k die triviale Gruppe Gy, = {e} wihlen, ist By = BG}, zusammenziehbar.
Das Normalenbiindel ldsst eine solche Bfr-Struktur genau dann zu, wenn es trivial ist.
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In Abschnitt 3.1 hatten wir gesehen, dass es verschiedene, nicht dquivalente Trivialisie-
rungen des Normalenbiindels geben kann. Als Trivialisierungen von abstrakten Biindeln
sind sie jedoch isomorph. Zur Unterscheidung ist daher die obige umsténdliche Definition
notig.

Es sei M C N eine Untermannigfaltigkeit. Wie in Abschnitt 3.1 identifizieren wir fiir ein Inter-
vall J C R positiver Lange das relative Normalenbiindel vy« n(J x M) mit pj,vnM = J x vy M.
Daher kénnen wir die klassifizierenden Abbildungen beider Normalenbiindel vergleichen.

6.65. DEFINITION. Es sei 0 < k£ < n, sei B eine stabile lineare Struktur, sei N eine n-
dimensionale glatte Mannigfaltigkeit und m =n — k.

(1) Eine normale B-Struktur auf einer m-dimensionalen kompakten glatten Untermannigfal-
tigkeit M C N ist eine Abbildung ¢: M — By, so dass ¢, o 9: M — BO(k) das relative
Normalenbiindel vy M klassifiziert. Dann heifit das Paar (M, ¥) eine m-dimensionale B-
Untermannigfaltigkeit von N.

(2) Ein B-Bordismus (W,©) zwischen m-dimensionalen B-Untermannigfaltigkeiten (M;, ;)
von N mit ¢ = 0, 1 besteht aus einer glatten kompakten (m + 1)-dimensionalen Unter-
mannigfaltigkeit W C I x N mit Rand 0W C 9I x N und Kriagen

Wn([0,e) x N) =1[0,e) x Mg und WnN((1-¢e1]xN)=(1-¢1]xM
fiir ein geeignetes € > 0, und einer normalen B-Struktur ©: W — By, so dass
Do,e)x 1 = Yo © T und DN (1—epysar, = V10T, -

Wenn My = ) gilt, nennen wir (Mj, ;) eine B-nullbordante Mannigfaltigkeit und (W, ©)
einen B-Nullbordismus.

(3) Zwei kompakte m-dimensionale B-Untermannigfaltigkeiten von N heilen B-bordant, wenn
ein B-Bordismus zwischen ihnen existiert. Es bezeichne Qﬁ (N) die Menge aller B-Bordis-
musklassen von m-dimensionalen B-Untermannigfaltigkeiten von N.

Wie in Bemerkung 3.87 iiberpriift man, dass B-Bordismus eine Aquivalenzrelation ist.

Eine Abbildung f: L — N heifit transversal zu einer Untermannigfaltigkeit M C N in N,
wenn im(dfy) + Ty M = TN fiir jeden Punkt € f~(M) C L gilt. In diesem Fall ist f~'M C L
eine dim L+dim M —dim N-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Wenn f eine Einbettung ist, dann
ist im f N M entsprechend eine dim L 4 dim M — dim N-dimensionale Untermannigfaltigkeit von N.

Wir erinnern uns an den Begriff einer eigentlichen Abbildung aus Ubung 4.79. Eine Unterman-
nigfaltigkeit M C N heifit eigentlich, wenn die Inklusion M — N eigentlich ist. Insbesondere sind
geschlossene Untermannigfaltigkeiten immer eigentlich.

6.66. SATZ (Transversalitiits-). Sei N eine glatte Mannigfaltigkeit, sei M C N eine Unterman-
nigfaltigkeit, und sei f: L — N eine glatte Abbildung. Wir nehmen an, dass entweder

(1) die Mannigfaltigkeit L kompakt und M eigentlich, oder
(2) die Abbildung f eigentlich und M kompakt ist.

Dann existiert eine zu f homotope Abbildung g transversal zu M. Wenn f eine Einbettung war, kann
auch g als Einbettung gewdhlt werden. In Situation (2) kann die Homotopie mit kompaktem Triager
oder auch kompakt getragen gewdhlt werden, das heif$t, auflerhalb einer kompakten Teilmenge von L
stationdr.

Diesen Satz haben wir implizit bereits in Abschnitt 3.1 benutzt, um Surjektivitdt der Pontryagin-
Thom-Abbildung zu zeigen. Mit
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6.67. PROPOSITION UND DEFINITION. Es sei B eine stabile lineare Struktur, N eine n-dimen-
sionale glatte Mannigfaltigkeit, und (M,V) eine n — k-dimensionale glatte Untermannigfaltigkeit
von N mit normaler B-Struktur.

(1) Es sei f: L — N eine eigentliche, zu M transversale Abbildung. Dann reprisentiert ¥ o df
eine normale B-Struktur auf f~1(M), und die Bordismusklasse von (f~1(M),¥odf) hingt
nur von der Bordismusklasse von (M, 1) und von der Klasse von f modulo kompakt getra-
gener Homotopien ab. Insbesondere ist Qﬁ ein kontravarianter Funktor von der Kategorie
der glatten Mannigfaltigkeiten und der glatten eigentlichen Abbildungen in die Katego-
rie Set.

(2) Die Abbildung by o 9: M — By ist eine normale B-Struktur auf M x {0} C N x R.
Insbesondere erhalten wir eine Abbildung

sp: QE(N) — QBTN x R) .
(3) Durch Stabilisieren erhalten wir einen kontravarianten Funktor
MBF(N) = colim QF™(N x RY)
wie in (1), aber mit Werten in der Kategorie der abelschen Gruppen.

BEWEIS. Wenn f zu M transversal ist, induziert df eine Vektorbiindelabbildung v (f~!(M)) —
vn M, somit beschreibt ¥ o df eine normale B-Struktur auf f=1(M).

Zur Homotopieinvarianz iiberlegt man sich, dass man eine Homotopie h: L x I — N zwischen
zwei zu M transversalen Abbildungen f;: L — N, i = 0, 1, transversal zu M und auf [0, ] sowie
auf [1 — e,1] C I stationdr wihlen kann. Dann definiert 9 o dh wie oben eine normale B-Struktur
auf dem Kobordismus h~*(M) C L x I, passend zu den normalen B-Strukturen auf f; '(M).

Sei (W, 0) mit W C M x I ein B-Bordismus zwischen (Mo, Jp), (M1,91), und F: LxI — N x [
transversal zu W und homotop zu f x id; mit kompaktem Tréger in L x (0,1). Dann erhalten wir
einen B-Bordismus (F~(M),© o dF') zwischen den zwei B-Untermannigfaltigkeiten (f~1(M;),d; o
df) fir i =0, 1.

Zu (2) betrachten wir M x {0} als Untermannigfaltigkeit von N x R mit vyxgM = vyM G R,
mit klassifizierender Abbildung

Bakockof:ck+1o(bkofk):M—>BO(k—|—1),

somit ist fry1 = bg o fr: M — By eine normale B-Struktur auf M x {0}. Vollig analog induziert
ein B-Bordismus in N einen B-Bordismus in N x R, und wir erhalten eine natiirliche Abbildung

QE(N) — QTN x R) .

Wie in Bemerkung 3.89 trigt Qp(N x RY) die Struktur einer abelschen Halbgruppe fiir £ > 2,
dabei addiert man G-Bordismusklassen, indem man geeignete Représentanten durch Verschieben
disjunkt macht und dann vereinigt, und wir erhalten (3). O

Anhand des Beweises von Punkt (1) sehen wir, warum es sinnvoll ist, Mannigfaltigkeiten mit
normaler Struktur bis auf Bordismus zu betrachten, und als ,,Grad“ die Kodimension zu verwenden.

Fiir die stabilen linearen Strukturen B = BO, BSQ, BSpin, BU, BSU, BSp und Bfr aus Bemer-
kung 6.64 bezeichnet man die zugehorigen Mengen von Kobordismusklassen {iblicherweise mit Q¢,
Qs0, Qspin, Qu, Qsy, Qgp und Q, und die zugehorigen Funktoren in (3) mit MO, ..., MSp
und M.

Wir definieren das tautologische Vektorbiindel VO(k) = EO(k) x o) R* — BO(k) wie in
Definition 6.37 mit der Euklidischen Metrik gemafl Bemerkung 6.41 (1). Zu einer stabilen linearen
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Struktur B = (B, by, ¢x) wie in Definition 6.63 erhalten wir Euklidische Vektorbiindel c¢;VO(k) —
By, vom Rang k zusammen mit Vektorbiindelabbildungen

GVO(k) ®R — ¢, VO(k +1)

L,

By, Bit1 -

Der Beweis der in der folgenden Definition enthaltenen Behauptungen bleibt Ubung.

6.68. PROPOSITION UND DEFINITION. FEs sei V. — X ein Fuklidisches Vektorbiindel, dann
definieren wir das Ball- und das Sphérenbiindel sowie den Thom-Raum von V als
DV ={veV]||v|<1}, SV={veV||v|=1} wund MV =DV/SV. (1)

Jede Abbildung F:V — W FEuklidischer Vektorbindel induziert Abbildungen DF: DV — DW
und SF: SV — SW wvon Faserbiindeln und eine punktierte Abbildung MF: MV — MW.

Zu einer stabilen linearen Struktur B = (By, bk, cr) definieren wir das Thom-Spektrum MB
durch

MBy=M(c;VO(k))  und  sp: S'AMBL 2 M(c;VO(k) ®R) — MBiyi . (2)

Man beachte, dass die Konstruktion von M F' nur fiir faserweise Isomorphismen funktioniert.
Wenn der Basisraum X kompakt ist, kénnen wir MV alternativ auch als Einpunktkompaktifizie-
rung des Totalraums von V' betrachten. Das erlaubt es, auch ohne Wahl einer Euklidischen Metrik
Thom-Réaume zu konstruieren.

6.69. SATZ (von der Rohrenumgebung). Es sei N eine glatte Mannigfaltigkeit und M C N eine
etgentliche Untermannigfaltigkeit. Dann existiert eine Metrik auf dem Normalenbiindel vy M — M

und eine Einbettung a: DvyM — N, deren Differential da|pr gerade der natiirliche Isomorphis-
mus ynM @& TM = f*T'N ist.

Wir erinnern uns an die Konstruktion von Kohomologiefunktoren zu 2-Spektren in Satz 6.29.
Obwohl Thom-Spektren keine 2-Spektren sind, kénnen wir entsprechende Konstruktion hier wie-
derholen. Allerdings kénnen wir nicht unmittelbar folgern, dass wir einen Kohomologiefunktor M7

zum Thom-Spektrum MB erhalten. Es bezeichne N die Alexandroff-Kompaktifizierung von N aus
Satz 1.67.

6.70. SATZ (Pontryagin-Thom). Fir alle 0 < k < n und alle stabilen linearen Strukturen B gilt
QE(N) = [N,MBy] .
Die Stabilierungsabbildung aus Definition 6.67 (2) entspricht der Abbildung
[N, MBy] -2 [SN, SMBy] 225 [SN, M By,1] -

Wenn N kompakt ist, ist die Einpunktkompaktifizierung N = N,. Fiir £ > 2 ist Qg(N x RY)
eine abelsche Halbgruppe, siehe oben. Aus dem obigen Satz und Bemerkung 3.77 folgt, dass Qp (N x
RY) = [S'N, M By, sogar eine abelsche Gruppe ist.

BeEwEIS. Wir gehen vor wie im Beweis von Satz 3.88. Es sei (M, ) eine kompakte B-Unter-
mannigfaltigkeit von N. Nach Konstruktion existiert eine Vektorbiindelabbildung ©: vy M —
cVO(k) iiber 9. Nach Satz 6.69 existiert eine Einbettung a: DvyM — N. Es bezeichne * den
Basispunkt in M By,. Wir definieren : N — M By, dhnlich wie in (3.8) durch

olz) = {@(v) falls x = a(v) fiir ein v € DvyM \ Svxy M, und

* sonst.
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Diese Abbildung ist wieder stetig, und lisst sich stetig auf die Einpunktkompaktifizierung N von N
fortsetzen. Sie hangt bis auf Homotopie nicht von den Wahlen von © und a ab.

Um zu zeigen, dass [¢] € [N, M By] invariant unter B-Bordismen ist, betrachten wir einen B-
Bordismus (W, 9) zwischen (My,dy) und (My, ;). Es seien ¢;: S — M By, fiir i = 0, 1 wie oben
konstruiert. Die obige Konstruktion liefert jetzt auch fiir W eine Abbildung ®: I x N — M By, die
sich stetig auf die Einpunktkompaktifizierung I, A N fortsetzen lisst. Einschréinken auf {i} x S™
liefert fiir ¢+ = 0, 1 dann die obigen Abbildungen ¢;. Somit stellt ® eine Homotopie zwischen (g
und ¢; dar.

Um Surjektivitat zu zeigen, sei p: N — MB;, gegeben. Wir betrachten

By = {vegVO(k) { v=0} C¢DVO(k)
als Unterraum von M By. Es seien BO;(k) C BO(k) die trivialisierenden Teilmengen aus (6.8)
und U; = ¢, '(BO;(k)) C By, dann ist V; = c;VO(k)|y, trivial, und v;: V; — R¥ bezeichne die
zugehorige lokale Trivialisierung. Da N kompakt ist, wird im ¢ von M By, \ By, und endlich vielen
der Mengen DV;\ SV; C M By, iiberdeckt. Man kann ¢ daher wegen des Transversalitétssatzes 6.66

sukzessive durch homotope Abbildungen so ersetzen, dass fiir diese endlich vielen Indizes i die
zusammengesetzten Abbildungen

#HDV,\ SVi) 55 DV, \ SV; 5 R:
den Nullpunkt 0 als reguldren Wert besitzen. Dabei modifiziert man ¢ immer nur auf kompakten
Teilmengen von N. Wir diirfen ¢ als eine zu By C M By, transversale Abbildung auffassen.

Die Urbilder von 0 unter den Abbildungen ; o ¢ setzen sich dann zusammen zu einer abge-
schlossenen (und daher kompakten) Untermannigfaltigkeit M = ¢~ *(By) € N C N. AuBerdem
induziert ¢ eine Abbildung ©: vy M — ¢V O(k) iiber ¥ = ¢|p: M — By,. Somit haben wir ¢ eine
m-dimensionale B-Untermannigfaltigkeit von N zugeordnet. Man iiberpriift leicht, dass (M, ) das
Urbild von [g] unter der obigen Abbildung Q¢ (N) — [N, M By] repriisentiert.

Zur Injektivitit seien (M;,9;) zwei B-Untermannigfaltigkeiten von N fiir i = 0, 1, und ¢;: N —
M B, seien wie oben konstruiert. Es sei ®: I, A N — M B}, eine Homotopie zwischen ¢y und ;.
Wie oben kénnen wir ® relativ zu (81); A N transversal zum Nullschnitt By, C M By, deformieren.
Dann ist W = ®~1(B},) C I x N ein B-Bordismus zwischen (Mg, o) und (M, ;) wird.

Damit ist gezeigt, dass die obige Abbildung Q¢ (N) — [N, MG] bijektiv ist. Wie in Bemer-
kung 3.89 ist Qg (N x RY) — [SYN, MG] ein Halbgruppenhomomorphismus fiir £ > 1, insbesondere
ist Qg(R? x N) dann sogar eine Gruppe. Aus der obigen Konstruktion ergibt sich auch die Aussage
{iber den Stabilisierungshomomorphismus Q& (N) — QETH(N x R) . O

Um Bordismus als (unreduzierte) Homologietheorie zu verstehen, gehen wir vor wie in Defini-
tion 3.95, gehen aber jetzt von B-Mannigfaltigkeiten aus, dargestellt als Untermannigfaltigkeiten
des RN wie in Definition 6.63. Bordismen zwischen ihnen definieren wir wie in Definition 6.65.

6.71. DEFINITION. Es sei B eine stabile lineare Struktur, es sei X ein topologischer Raum, und
es sei k > 0.

(1) Ein singuldrer B-k-Zykel (M, [9,], f) in X besteht aus einer kompakten k-dimensionalen
B-Mannigfaltigkeit (M, [¢,¢]) und einer stetigen Abbildung f: M — X.

(2) Zwei singulére B-k-Zykel (M;, [¥;, ti], fi) mit ¢ = 0, 1 heilen B-bordant in X, wenn ein kom-
pakter B-Bordismus (W, [J, 7]) zwischen ihnen und eine Abbildung F': W — X mit F|y, =
fi existiert.

(3) Die Menge aller B-Bordismusklassen [(M, [0, ], f)] in X wird mit QF(X) bezeichnet. Fiir

jede stetige Abbildung ¢g: X — Y erhalten wir eine Abbildung g, : QIE (X)— Q]E(Y) via
g([(M,0, f)]) = [(M,0,g0 f)] .
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Man sieht leicht, dass g. in (3) auch Bordismen (W, [, 7], F) korrekt auf Bordismen (W, [¢,1], go
F) in Y abbildet. Auf diese Weise wird ¥ zu einem kovarianten Funktor. Die B-Bordismusklassen
bilden eine abelsche Halbgruppe unter disjunkter Vereinigung mit neutralem Element ().

Man beachte die Notation: wir haben soeben Q¥(X) definiert, im Gegensatz zu den Qf(N),
Qsow) (V) und Qg (N) aus Definition 6.65. Ein wichtiger Unterschied besteht darin, dass wir in
Definition 6.65 das relative Normalenbiindel von M in einer Mannigfaltigkeit IV betrachtet haben,
wahrend es hier um das stabile Normalenbiindel von M, also die K-Theorie-Klasse von vM im
umgebenden Raum R"™ geht, und M erst anschlieflend nach X abgebildet wird.

Die Pontryagin-Thom-Konstruktion zeigt, dass QF eine allgemeine unreduzierte Homologie-
theorie ist, siehe Satz 3.97 fiir den gerahmten Fall. Wir erinnern wir uns an Satz 5.38.

6.72. FOLGERUNG. FEs sei B eine stabile lineare Struktur, es sei X ein topologischer Raum,
und k > 0. Dann gilt -
O (X) = MBy(X) = MBy(X4) .

BEWEIS. Es sei (M, [¢,]) eine k-dimensionale B-Mannigfaltigkeit, mit dem Satz 6.61 von Whit-
ney reprasentiert als Untermannigfaltigkeit des R™. Auflerdem sei f: M — X gegeben. Fiir a: Dv —
R"™ wie in Satz 6.69 definieren wir ¢: R™ — MG, A X1 durch

o(z) = {(f(p), O)) € X xc_,(DVO(n—k)\ SVO(n —k)) falls z = a(v) mit v € Dy, M,

* sonst.

Diese Abbildung ist stetig und lésst sich stetig auf S™ fortsetzen. Analog verfahren wir mit B-
Bordismen in X. Stabilisierung entspricht dem Ubergang von R” zu R"*!, und macht aus ¢ bis
auf Homotopie die Abbildung

S S SNBSS M By

Nach Satz 5.38 erhalten wir ein Element von M By (X4 ) = colim my, (M B, A X4).

Zur Surjektivitit der Abbildung QF(X) — M By (X4 ) sei ¢: S™ — M B,,_; A X+ gegeben, und
essei U = @ 1 (MB,_r A X1) \ {*}) C R". Wie im Beweis von Satz 6.70 liisst sich ¢ auf einer
kompakten Teilmenge von U transversal zu B,,_; deformieren, so dass M = go_l(Bn,k x X)CR"”
eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit wird. Die Mannigfaltigkeit M trigt eine B-Struktur ¥
wie gehabt, und f = px o |y liefert die gesuchte Abbildung nach X. Genauso verfahren wir mit
Homotopien, und erhalten Injektivitét. ([l

6.73. BEMERKUNG. Historisch gesehen war orientierter Bordismus der erste Versuch von Poin-
caré, so etwas wie ,,Homologie* zu definieren. Mit den Arbeiten von Pontryagin und Thom kénnen
wir Bordismus mittlerweile als allgemeinen Homologiefunktor verstehen. Das Hauptproblem mit
dieser Definition besteht aber darin, dass das Dimensionsaxiom verletzt ist. Wahrend némlich alle

orientierten k-Mannigfaltigkeiten fiir 1 < k < 3 orientiert nullbordant sind, ist Q79 = M S04(S%) =
Z und wird erzeugt von CP?2. Dennoch ist es oft genug moglich, Homologieklassen durch singulére
Zykel darzustellen.

Was sich beim Versuch, Homologie zu definieren, als Manko herausgestellt hat, erweist sich bei
der Klassifikation von Mannigfaltigkeiten als wertvolles Hilfsmittel. Typische Invarianten von Bor-
dismusklassen sind charakteristische Zahlen. Mit ihrer Hilfe erkennt man, dass die Gruppen Qf,?
allesamt unendlich sind. Diese charakteristischen Zahlen spielen eine gewisse Rolle in der Differen-
tialtopologie, beispielsweise in der Indextheorie.

Schliellich kann bei geeigneter Wahl eines Raumes X Bordismustheorie auch fiir komplizier-
tere Klassifikationsprobleme genutzt werden. Gesucht seien beispielsweise geschlossene orientier-
te k-dimensionale Mannigfaltigkeiten M mit einem komplexen Geradenbiindel L — M bis auf
Bordismen W, auf die sich L fortsetzen lidsst. Da Geradenbiindel auf L nach Satz 6.48 durch
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Abbildungen nach BU(1) = CP* beschrieben werden, interessieren wir uns fiir die Bordismus-
gruppe MSOy(BU(1);). Verallgemeinerungen des universellen Koeffiziententheorems helfen bei
der Bestimmung solcher Bordismusgruppen.

6.74. BEMERKUNG. Wir wollen jetzt Produkte betrachten. Wichtig ist dabei, dass die direkte
Summe zweier B-Vektorbiindel wieder ein B-Vektorbiindel ist. Als erstes wihlen wir dazu Abbildun-
gen m: BO(k) x BO(¢) — BO(k + {), so dass dariiber Abbildungen von Vektorbiindeln VO(k) x
VO) — VO(k + ¢) existieren. AnschlieBend wéhlen wir analog Abbildungen p: By, X By — By,
so dass
HEk.e

By, x By Bite

[ 4] \L i Ck+t

BO(k) x BO(£) 2% BO(k + ¢)

kommutiert. All diese Abbildungen miissen gewisse Vertriglichkeiten untereinander und mit den
Abbildungen by, B erfiillen, auf die wir hier noch nicht eingehen wollen. Dann existieren Abbil-
dungen von Vektorbiindeln und Thom-R&aumen

GVO(k)x gVOW) — ¢ ,VO(k + ¢ und MB, ANMB; — MDBjy .
k ¢ K+t +

Wir kénnen zunéchst ein Produkt von B-Mannigfaltigkeiten (M;, [¢;,¢;]) mit ¢ = 0, 1 einfiihren,
némlich

(MQ, [790,LOD X (Ml, [191,L1]) = (MO X Ml, [,u,k’g e} (190 X 191),[,0 X Ll]) s

da ppe o (Vo x ¥1) eine k-Struktur auf dem Normalenbiindel viy x vi; definiert. Es ist mit Bor-
dismen vertraglich. Falls My Kodimension k in R™ und M; Kodimension ¢ in R™ hat, liefert die
Pontryagin-Thom-Konstruktion Elemente [po] € 7y, (M By) und [¢1] € m,(M By), und das Produkt
wird dargestellt durch das Bild unter der Abbildung

T (MBy,) X 70n(MBy) 2 (M By, A M Bg) — T (M Bieyt) -

Vollig analog erhalten wir ein dufleres Produkt von Kobordismen in Mannigfaltigkeiten Ny
und Ny, dargestellt durch die Abbildung

x: [No, MBy] x [N1, MBg] 2+ [No A N1, MBy A MBy] — [(No x N1)', MBy] .

Auch hier ist das Produkt zweiter Untermannigfaltigkeiten das kartesische Produkt in Ny x N7 mit
der passenden normalen B-Struktur.

Um ein inneres Produkt zu konstruieren, sei A: N — N X N eine geeignete Approximation der
Diagonalabbildung, transversal zum kartesischen Produkt der betrachteten Untermannigfaltigkei-
ten. Dann erhalten wir mit Proposition 6.67 (1) das innere Produkt

—: [N, MBy] x [N, MB)] = [N AN, MByy,] =5 [N, MByy] .

Fall My zu M, transversal ist, konnen wir fiir A die Diagonalbbildung selbst wihlen. In diesem
Fall liegt (Mo, Vo) — (M, 91) die Untermannigfaltigkeit MyNM; der Kodimension k+ ¢ zugrunde.
Aus dem kartesischen Produkt wird also der Durchschnitt. Wenn wir bis hier alles korrekt definiert
haben, ist das neutrale Element fiir das innere Produkt gerade die Mannigfaltigkeit N selbst,
vorausgesetzt sie ist kompakt, aufgefasst als Untermannigfaltigkeit der Kodimension 0 mit trivialer
B-Struktur.

Wenn wir stabilisieren, kénnen wir auch Untermannigfaltigkeiten von N x R™ betrachten, die
grofere Dimension als N haben. Als Kobordismusklassen haben diese Mannigfaltigkeiten negativen
Index. Wir erhalten also einen Ring Qf(/N) mit Elementen vom Grad k < dim N.
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Das Schriig-Produkt QF , (N x X) x Q5(N) — QB , ,(X) entspricht der Abbildung

/: Tn(MBL AN AX,) % [N,MBy] — mp(MBj, AMBy A Xy) — 1 (MByiy A X3)
mit  ([f], [¢]) — (S" -5 MByANAX, 28 A B A MB A Xy — MBiyy AXY)
Es bildet einen (n — ¢)-Zykel und einen k-Kozykel auf einen (n — k — ¢)-Zykel ab. Mit Hilfe der
Diagonalabbildung erhalten wir das Cap-Produkt

T (MBy AN x [N, MB] 229 o (MBy AN AN) x [N, MBg] 5 7,(MBgo AN) .
Wenn f: My — N zu My C N transversal ist, liegt dem Cap-Produkt wieder der Durchschnitt
zugrunde, genauer die Einschriankung f: f~'(M;) — N. Falls N kompakt ist, wirkt N wieder als
neutrales Element.

Zu guter Letzt wollen wir annehmen, dass N selbst eine kompakte n-dimensionale B-Mannig-
faltigkeit ist. Dann konnen wir idy: N — N als Fundamentalklasse [N] € Q2(N) betrachten. Wir
erhalten einen Isomorphismus

[N] ~ -+ QF(N) — Qp_(N)
die sogenannte Poincaré-Dualitit.

6.75. BEISPIEL. Wir wollen uns den Unterschied zwischen Bordismus und Kobordismus anhand
von orientierten Mannigfaltigkeit — genauer, Mannigfaltigkeiten mit BSOQ-Struktur — anschauen.

Es sei N zunéchst eine beliebige, nicht notwendig orientierte, n-dimensionale Mannigfaltigkeit.
Ein k-Zykel in N besteht aus einer Abbildung f: M — N, wobei M kompakt und k-dimensional
ist mit oriertem stabilen Normalenbiindel. Nach Bemerkung 6.64 (2) legt das eine Orientierung
auf T'M fest. Man sagt dann auch, dass M selbst orientiert ist.

Auf der anderen Seite ist ein (-Kozykel eine (n — ¢)-dimensionale Untermannigfaltigkeit L C N,
deren Normalenbiindel v L in N orientiert ist. Man sagt auch, L sei relativ zu N orientiert. Wenn N
selbst eine Orientierung trégt, erhilt man analog zu Bemerkung 6.64 (2) auch eine Orientierung
von L. Das entspricht gerade der Poincaré-Dualitét Qg_e(N ) = QB(N).

Zu guter Letzt darf die Dimension k eines Zykels beliebig grofl sein. Das bedeutet, das wegen
Poincaré-Dualitidt auch Kozykel beliebig hohe Dimension haben diirfen (und demnach negativen
Grad n—k). Um f: M — N als Kozykel zu realisieren, betten wir M zusétzlich mit dem Satz 6.61 in
den RY ein und kombinieren beides zu einer Abbildung M — N xRY dargestellt nach Pontryagin-
Thom durch [SN A N, M By ,_i]. Der Grad dieses Kozykels ist somit (N +n —k) — N =n — k.

6.j. Natiirliche Transformationen zwischen Kohomologiefunktoren

Wir kénnen die verschiedenen Funktoren und Kohomologiebegriffe zueinander in Beziehung set-
zen. Da alle diese Funktoren durch Rdume beziehungsweise 2-Spektren dargestellt werden, konnen
wir dazu das Yoneda-Lemma benutzen.

6.76. DEFINITION. Es sei C eine Kategorie.

(1) Ein kovarianter Funktor F: C — Set heifit darstellbar, wenn es ein Objekt C' in C und eine
natiirliche Bijektion
7: Hom¢(C, ) — F
gibt.
(2) Ein kontravarianter Funktor G: C — Set heiit darstellbar, wenn es ein Objekt C' in C und
eine natiirliche Bijektion
7: Home(-,C) — F
gibt.

275



In beiden Féllen nennen wir C' das darstellende Objekt und 7¢(idc) € FC das universelle Element.

Darstellendes Objekt zu sein ist eine universelle Eigenschaft, also sind darstellende Objekte
stets bis auf Isomorphie in C' eindeutig. Manchmal tragen Morphismenmengen eine zusétzliche
Struktur in einer Kategorie D. In diesem Fall erhalten wir einen D-wertigen Funktor. Zum Beispiel
ist [S*X,Y] = [X,QFY] in HoT , eine Gruppe, falls k£ > 1, und eine abelsche Gruppe, falls k& > 2.

6.77. BEISPIEL. Wir kennen geniigend Beispiele darstellbarer Funktoren.

(1) Die k-te Homotopiegruppe 73 : Ho7 | — Set wird durch S* dargestellt. Da S* fiir k > 1
eine Einhdngung ist, erhalten wir Werte in Gruppen, und fiir £k > 2 sogar in abelschen
Gruppen. Das universelle Element ist fiir & > 1 das Einselement [idgt] = 1 € Z = 73 (S%).

(2) Essei (C, ®, F) eine monoidale Kategorie, dann wird der vergessliche Funktor |- | : C — Set
aus Bemerkung 4.29 durch das Einheitsobjekt E dargestellt.

(3) Ein Kohomologiefunktor E*: HoTy — Ab wird durch den k-ten Raum FEj aus einem
-Spektrum E dargestellt. Da Ej, schwach dquivalent zu Q¢E),_, ist, erhalten wir abelsche
Gruppen. Beispiele sind gewohnliche Kohomologie, K-Theorie und stabiler Kobordismus.

(4) Der kontravariante Funktor Bung auf der naiven Homotopiekategorie der parakompak-
ten Rdume wird durch den Raum BG dargestellt. Das universelle Element ist hier das
universelle G-Prinzipalbiindel EG — BG.

(5) Unstabiler Kobordismus wird durch Thom-Réume MG dargestellt. Das universelle Ele-
ment wére hier BG C MG, was wir ja tatséchlich als unendlich-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit von endlicher Kodimension aufgefasst haben.

Homologiefunktoren lassen sich in der Regel nicht im obigen Sinne darstellen. Fiir stabilen Bordis-
mus und fiir stabile Homotopiegruppen miissen wir zur stabilen Homotopiekategorie iibergehen.

Sei u = 7¢(ide) das universelle Element, dann gilt 7x(f) = Ff(u) nach dem nun folgenden
Yoneda-Lemma im Speziallfall 7 = G und ¢ = idr.
6.78. LEMMA (Yoneda). Es sei C eine Kategorie und C' ein Objekt von C.

(1) (Kovariante Fassung) Es sei F = Home(C, ) und G: C — Set ein weiterer kovarianter
Funktor,
(2) (Kontravariante Fassung) bezichungsweise F = Home(-,C) und G: C — Set ein weiterer
kontravarianter Funktor.
Dann steht die Menge der natirlichen Transformationen F — G in Bijektion zur Menge GC
vermaoge
(gp: F — Q) — @o(ide) € GC und GCo>x+—— (evy0G).
Auch hier ersetzen wir Set gegebenenfalls durch eine andere Kategorie, falls die Morphismen-
mengen eine zusétzliche Struktur tragen.

BEWEIS. Sei zunichst ¢ eine natiirliche Transformation. Wir wenden ¢ auf das universelle
Element id¢ € FC an und erhalten 2 = ¢(id¢) € GC.

Im kovarianten Fall ist ein Element a € FA eine Abbildung a: C' — A. Schreibe a = aoidg =
Fa(ide) € FA. Da ¢ natiirlich ist, folgt

pa(a) = (pao Fa)(ide) = (Gao ¢o)(ide) = Ga(x) = (evz 0 G)(a) € GA .

Fiir x € GC erhalten wir eine natiirliche Transformation, da

Home(C, A) —Z = Abb(GC, GA) —=- GA

9°l=fg QgOl lgg

Home(C, B) —> Abb(GC, GB) ~~*~ GB .
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Da (ev, 0 G)(id¢) = idge(x) = , sind diese Konstruktionen zueinander invers.
Zu (2) gehen wir analog vor und betrachten a = idg 0 a = Fa(ide) € Home(A,C) = FA.
Natiirlichkeit folgt jetzt aus dem Diagramm

Home (B, C) —% = Abb(GC, GB) Y~ GB O

Oglfg QQOJ/ lgg

Home (A, C) —% = Abb(GC, GA) —~ GA .
Wir konnen das Yoneda-Lemma benutzen, um Beziehungen zwischen verschiedenen Funktoren
herzustellen.

6.79. BEISPIEL (Charakteristische Klassen). Es sei G eine topologische Gruppe mit klassifi-
zierendem Raum BG wie in Definition 6.46, und es sei h® ein beliebiger Kohomologiefunktor.
Jedes Element ¢ € h*(BG) definiert nach dem Yoneda-Lemma eine natiirliche Transformati-
on ¢: Bung — h¥, eine sogenannte charakteristische Klasse.

Als Beispiel betrachten wir die Identitdtsabbildung ¢; = idcpe~ auf dem Raum BU(1) =
CP> =~ HZ,. Da dieser Raum ganzzahlige gewdhnliche Kohomologie H? darstellt, ordnen wir
jedem komplexen Geradenbiindel L auf einem Raum X nach Wahl einer Hermiteschen Metrik
zuniichst ein U(1)-Prinzipalbiindel und dann ein Element ¢ (L) € H?(X) zu, die erste Chern-
Klasse. Die Determinante detc: U(k) — U(1) ist ein Gruppenhomomorphismus, definiert also
eine Abbildung BU(k) — BU(1). Nach dem Yoneda-Lemma erhalten wir eine natiirliche Trans-
formation Bungy) — Bung(;). Das erlaubt uns, die erste Chern-Klasse auf beliebige komplexe
Vektorbiindel V' auszudehnen.

Da die Determinante multiplikativ ist, gilt c;(V @& W) =ci(det V @det W) = c1(V) + 1 (W) €
H?(X) (Ubung?). Das heift, die erste Chern-Klasse ist additiv und dehnt sich daher auf komplexe
K-Theorie aus. Mit einiger zusitzlicher Arbeit definiert man auch hohere Chern-Klassen ¢j,: K —
H?k,

Der Homéomorphismus CP>™ = MU(1) (Ubung?) erlaubt es uns auch, die erste Chern-Klasse
mit Werten in komplexem Kobordismus QQU zu verstehen. Man spricht dann von der Connor-Floyd-
Chern-Klasse, und definiert auch hohere Klassen c,: K% — Q%Jk . Da komplexer Kobordismus nach
Quillen die universelle multiplikative Kohomologietheorie ist, lassen sich alle anderen Varianten der
Chern-Klassen auf die Connor-Floyd-Klassen zuriickfiithren. Insbesondere lassen sich Chern-Klassen
von Vektorbiindeln immer durch Untermannigfaltigkeiten darstellen.

In der algebraischen Geometrie ist das Analogon zur erster Connor-Floyd-Chern-Klasse iibrigens
der sogenannte Divisor eines Geradenbiindels, das ist eine formale Linearkombination von Unter-
varietiten der komplexen Kodimension 1. Auch hier definiert man eine Aquivalenzrelation, so dass
Divisorenklassen genau den holomorphen Geradenbiindeln bis auf Isomorphismen entsprechen.

6.k. Multiplikative Kohomologiefunktoren

Wir betrachten Kohomologiefunktoren (h®,d,) im Sinne von Definition 6.1. In Analogie zu
Proposition 5.34 wollen wir die Axiome etwas abidndern. Dazu definieren wir einen natiirlichen
Stabilisierungshomomorphismus o%: 2*(-) — h¥*1(S"), so dass fiir alle Kofaserungen (X, A) das
Diagramm

R (SA) —L = WF(X ) A) (*)
T% ) Tg

hF=1(A) —> k(X /A) .



kommutiert. Fiir (h®,0*) fordern wir aus Definition 6.1 Homotopieinvarianz (1) und das Sum-
menaxiom (3), und anstelle der Kohomologiesequenz (2) nur noch das

(2’) Quotientenaziom. Fiir jede Kofaserung (X, A) ist die folgende Sequenz exakt:
hF(X/A) — hF(X) — hF(A) .

Der Beweis von Proposition 5.34 l&sst sich iibertragen und zeigt, dass wir einen dquivalenten Ko-
homologiebegriff erhalten.
Im Folgenden bendtigen wir die natiirliche Transposition

TX,YX/\Y—>Y/\X mit TX7y(x/\y):y/\x

6.80. DEFINITION. Ein allgemeiner reduzierter multiplikativer Kohomologiefunktor (ﬁ', o®, A\, 1)
besteht aus einem allgemeinen, reduzierten Kohomologiefunktor (h®,c®) und einer multiplikativen
Struktur, ndmlich natiirlichen dufleren Produkten

A: RF(X) @ hY(Y) — RFYX AY)
fiir je zwei Riume X, Y und ganze Zahlen k, ¢, und einem Einselement 1 € h%(S°), so dass fiir alle

Riume X, Y, Z und alle a € h¥(X), 8 € h*(Y) und v € h"™(Z) die folgenden Axiome gelten.
(1) Assoziativitit. Es gilt
(@AB)Ay=aA(BAy) e T XAY AZ).
(2) Einselement. Es gilt
IhNa=aAl=ach¥X).
(3) Stabilitit. Fiir die Stabilisierungs-Isomorphismen o*® gilt

(cFa) A B =" (anB) = (-D)Fa A (6'8) € FTH(S(X AY);R) .

Wir nennen (h*,0°, A, 1) unter der folgenden Bedingung (graduiert) kommutativ.
(4) Transposition.Es gilt
Xy (Bra)= (D) ans.

6.81. BEISPIEL. Wir haben bereits die folgenden kommutativen multiplikativen Kohomologie-
funktoren kennengelernt.

(1) Gewshnliche Kohomologie H*( -; R) mit Koeffizienten in einem Ring R, siche Proposition
und Definition 6.22.

(2) K-Theorie iiber C oder R mit den duleren Tensorprodukt ,,)X* und dem inneren Tensor-
produkt ,,®“, siche Bemerkung 6.60.

(3) Kobordismus fiir multiplikative stabile lineare Strukturen B, sieche Bemerkung 6.74.

Die Produkte haben wir dabei mehr oder weniger ad hoc definiert, wihrend wir fiir die Koho-
mologiefunktoren jeweils Spektren angegeben haben. Indem wir dhnlich wie im Yoneda-Lemma 6.78
vorgehen, kénnen wir die multiplikative Struktur bereits auf den einzelnen Riumen der Spektren
selbst angeben. Sobald wir diese Struktur haben, kénnen wir auch Schrig—Produkte und duflere
Produkte auf der Homologie definieren. Mit der Diagonalabbildung A: X — X A X erhalten wir
die inneren Produkte — und —~. Im néchsten Kapitel erweitern wir diese Theorie noch um den
Begriff der Orientierung, so dass wir auch Poincaré-Dualitdt und verwandte Konzepte formulieren
konnen.

Wir erinnern uns an den Brownschen Darstellungssatz, siehe Bemerkung 6.30. Sei E = (E,, So)
ein 2-Spektrum, dann bezeichne (E', 0°®) den zugehorigen Kohomologiefunktor mit

EMX)=[X,E] wnd o [X, By -5 [SX, SE] %5 [SX, Byl -
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Wir betrachten die universellen Kohomologieklassen [idg,] € E*(FE}). Wir reprisentieren a €
E*(X) durch a: X — Ej, so dass a = a*[idg,| € E¥(X).
Seien ein duBeres Produkt A und ein Einselement 1 € EY(SY%) wie in Definition 6.80 gegeben.
Dann stellen wir [idg, | A [idg,] € E¥(Ex A Ey) dar durch eine Abbildung
pre: By NEp — Ejyyp .

Dann wird ,A* durch die Sammlung der ¢ bereits vollstdndig beschrieben, denn aufgrund der
Natiirlichkeit gilt fiir o = a*[idg, ] € E¥(X) und 8 = b*[idg,] € E*(X) bereits

anB=(anb)*(idg] Alidg,]) = (a Ab)*[ukie € EFTH(X AY) .

Um die Axiome aus Definition 6.80 mit Hilfe der jiz ¢ zu beschreiben, brauchen wir die natiirli-
chen Transformationen o, ), p aus Definition 4.26 fiir die monoidale Kategorie (7, A, S°), sowie die
oben eingefithrte Transposition 7. Ein Minuszeichen in einer der folgenden Gleichungen realisieren
wir mit Hilfe des Elements —1 € 71(S1) 2 Z. Dieses Element wirkt auch auf Schleifenriumen wie
den E}.

6.82. PROPOSITION. FEs sei E ein Q-Spektrum. Dann stellen 1: S° — Ey und pre: Ep N Ep —
Ej1o genau dann eine multiplikative Struktur dar, wenn fir alle k, £, m gilt

Pkaem © (e NdE,, ) ~ popm © (AdE, A tiem) © OB, By B »
Ag, ~ pog o (LAIdg,)  und  pg, ~ pppo (idg, A1),
s% ~ g0 ((30 o 5'1) Aidg,) und (—1)* s ~ iy g0 (idg, A (s o Sll)) .

Sie ist genau dann graduiert kommutativ, wenn zusdtzlich
//Lzzk © TEkaEZ ~ (_1)kllu'k»£ *

Wir nennen ein 2-Spektrum mit einer multiplikativen Struktur in Zukunft auch kurz ein Q-
Ringspektrum, obwohl man Ringspektren eigentlich nur in einer Kategorie von Spektren mit einer
»guten* monoidalen Struktur betrachten sollte. Fiir die ndchste Definition erinnern wir noch einmal
an die Konstruktion von Homologiefunktoren aus Satz 5.38.

6.83. PROPOSITION UND DEFINITION. Es sei (e, Se, [lee, 1) €in Q-Ringspektrum. Dann ist
das Schrig-Produkt E,.¢(X NY) x EF(X) — Ey(X) gegeben fir b: SF4m 5 B /A X AY
und o: X — E; durch die Abbildung

idAaAid M,k Aid

bla: ST Lo p A X AY LN B oAE AY Emix AY

natirlich und hat fiir alle o € Ek(X), B € EK(Y) und a € Ek(X), be E;H_g(X/\Y), cE Ek+g+m(X/\
Y N Z) die folgenden Eigenschaften.und hat die folgenden Eigenschaften.

(1) Assoziativitit. Es gilt
(¢/a)/B =c/(anpB) € En(Z).
(2) Einselement. Fiir das Element 1 € R = E°(S°) gilt
a/l =a € Ex(X) .
(3) Stabilitét. Fir die Stabilisierungs-Isomorphismen o gilt
(ob)/(ca) =b/a € Ey(Y) und (ob)/a = (=1)Fa(bja) € By (V). O
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Wenn wir das Schrég-Produkt auf den Fall ¥ = SO spezialisieren, erhalten wir fiir a € Ej,(X)
und o € E*(X) das Kronecker-Produkt
(a,a) = aja € H(S?) .

Dann gilt auch das Analogon von Proposition 6.22 (4).

Mit Hilfe der Diagonalabbildungen Ax: X — X x X erhalten wir auch innere Produkte
wie in Definition 6.24. Wir formulieren sie fiir die unreduzierten Funktoren E*(X) = E*(X,)
und Fo(X) = E.(X,). Dabei nennen wir die &uBeren Produkte jetzt ,x“ und ,,/¢. Sie haben
dghnliche Eigenschaften wie in Proposition 6.25.

6.84. PROPOSITION UND DEFINITION. Es sei E = (FE,, Se, lte,e, 1) €in Q-Ringspektrum. Es sei X
ein Raum und (X, A), (X, B) punktierte Kofaserungen. Dann definieren wir die inneren Produkte

— =A% ox: EF(X, A)® EYX,B) — E*Y(X, AU B)
und ~ ~= /o (Ax.®id): Epio(X,AUB)® E¥(X,A) — E,(X,B) .
Sie sind natirlich und haben folgende Figenschaften.
(1) Assoziativgesetz. Es gilt
(@B —y=a—(@—7) wnd (c~a)~B=c—(a—f).
(2) Einselement. Sei p: X — pt die konstante Abbildung, dann ist 1 = p% (1) € E°(X,) =
E°(X) neutrales Element fiir beide Produkte.
(3) Adjunktion. Es gilt
(b~ a,p) = (b,a— p).
(4) Wenn E graduiert kommutati ist, ist das Cup-Produkt graduiert kommutativ, das heifst,
fiir alle a € E*(X) und 8 € E4X) gilt
Bea=(-Da—p. O
Das neutrale Element hiitte uns in (E*(X),—) gefehlt.
6.85. BEMERKUNG. Als erste Anwendung zeigen wir, dass das Cup-Produkt auf E*(SX) ver-
schwindet. Dazu sei
SX =X A([0,1]/{0,1}), A=Xx~Aa([0,4],0), ud B=Xn([3,1],1).

Dann gilt AU B = SX. Auflerdem sind A, B = CX zusammenziehbar, und nach Proposition 3.62
sind die Quotientenabbildungen p: SX — SX/A und ¢: SX — SX/B Homotopiedquivalenzen.
Wir betrachten das Diagramm

E*(SX/A) x EY(§X/B) —= E*¢(SX/SX) =0

EF(SX) x EYSX) ———— EM{(SX) .

6.86. BEMERKUNG. Wie in Bemerkung 6.26 ist £*(X) eine E*-Algebra ohne Eins. Wir kénnen
eine Eins hinzufiigen und erhalten die unreduzierte Kohomologie-Algebra E*(X). Withrend E*(X)
als E*-Modul unabhingig von der Wahl des Basispunktes ist, sieht £* (X) als E*-Algebra zumindest
die Zusammenhangskomponente des Basispunktes. Die unreduzierte Kohomologie-Algebra E*®(X)
ist wiederum basispunktunabhéngig.

6.87. DEFINITION. Es sei X ein zusammenhéngender topologischer Raum und E® eine multi-
plikative Kohomologiefunktor. Wenn es £ > 0 und ay, ..., a; € E*(X) gibt, so dass
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e oy — - — ap # 0 falls £ > 0, und R
o f1— - — By =0 fiiralle By, ..., Bry1 € E*(X),

dann hat X die E-Cup-Linge clg(X) = k, andernfalls clp(X) = oc.
Wenn es ein k& > 0 gibt, so dass clg(X) < k fiir alle multiplikativen Kohomologiefunktoren E*
und clg(X) = k fiir mindestens einen, dann hat X die Cup-Lénge cl(X) = k, andernfalls c1(X) = oo.

Wir miissen in der obigen Definition auf jeden Fall mit der reduzierten E-Kohomologie arbeiten,
anderfalls erhielten wir beliebig lange Produkte der Form 1---1 # 0.

6.88. BEISPIEL. Die Cup-Lénge ist ein sehr grobes Maf3 fiir die Komplexitét eines topologischen
Raumes.

(1) Jeder zusammenziehbare Raum X hat Cup-Lénge cl(X) = 0. Sei umgekehrt X ein zu-
sammenhéngender, einfach zusammenhéngender CW-Komplex mit clg(X) = 0 fiir die
ganzzahlige Kohomologie, dann ist X zusammenziehbar nach Ubung 6.99.

(2) Nach Bemerkung 6.86 gilt cI(SX) <1 fiir alle Suspensionen.

(3) In Ubung 6.115 sehen wir, dass cl(CP") = cl(HP™) = n.

6.89. PROPOSITION. Es sei X ein zusammenhdngender CW-Komplex der Dimension m. Dann
gilt cl(X) < m.

BEWEIS. Wir nehmen an, dass das 0-Skelett X? nur aus dem Basispunkt besteht, indem wir
Satz 4.51 auf (X, {zo}) anwenden. Seien jetzt 1 < p, ¢ < m, und sei A/X;prl,qul eine zellulédre
Approximation der Diagonalen A y.xp-1 yq-1. Wir betrachten das Diagramm

A

X XANX
i A/x-xpfl xq—1 i
X/xpte-l 2 (XAX)/(XPIAXUXAXTH — (X/XP~) A (X/X97Y) .

Fir o € E¥(X/XP7') und B € EY(X/X97!) folgt o — B € EMY(X/XPTa71). Da E*(X) =
E*(X/XY), liegen induktiv alle p-fachen Produkte in E®(X/XP~1). O

6.1. Ubungen zu Kapitel 6
Ubungen zu Abschnitt 6.a.

6.90. UBUNG. Beweisen Sie die Exaktheit der Mayer-Vietoris-Sequenz 6.3 fiir Kohomologie-
Funktoren.

Ubungen zu Abschnitt 6.b.

6.91. UBUNG. Es seien inverse Systeme (4;, fi), (A%, f/) und (AY, f') wie in Bemerkung 6.12
gegeben.
(1) Zeigen Sie, dass alle f/ surjektiv sind. Folgern Sie daraus
lim* A4} =0 .
(2) Zeigen Sie, dass fiir jedes i ein j > i existiert mit f'; o---o f/ = 0 fiir alle k& > 7,
falls (A, f;) die Mittag-Leffler-Bedingung erfiillt. Folgern Sie, dass dann
lim' A} = 0.
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6.92. UBUNG. Schreiben Sie das inverse System aus Beispiel 6.8 als
(A, fo) = (3°Z+—3'Z«— 3*Z+— --+)
mit den offensichtlichen Inklusionen und betrachten Sie die inversen Systeme 4; = R, AY = R/3'Z,
so dass Sie eine kurze exakte Sequenz
0— (A/.,f:) - (A.,fo) — (A/o,a :/) —0
von inversen Systemen erhalten.
(1) Zeigen Sie, dass (A, fo) und (AJ, f!) die Mittag-Leffler-Bedingung erfiillen.
(2) Berechnen Sie lim! A} mit der langen exakten Sequenz aus Satz 6.10.

Ubungen zu Abschnitt 6.c.

6.93. UBUNG. Es seien X = RP? x S3 und Y = S? x RP3.

(1) Zeigen Sie, dass X und Y isomorphe Homotopiegruppen haben.
(2) Bestimmen Sie die ganzzahligen Homologiegruppen von X und Y.
(3) Bestimmen Sie die ganzzahligen Kohomologiegruppen von X und Y.

6.94. UBUNG. Konstruieren Sie die Stabilisierungs-Isomorphismen fiir zellulire Homologie und
Kohomologie.

(1) Geben Sie zuerst mit Hilfe von Proposition 5.65 Isomorphismen
bn: COV(X; A) — CN’S_X\{(SI ANX;A)
mit ¢, 1 o dgw = —dg_‘ﬁ o ¢ an.
(2) Zeigen Sie, dass diese mit den Isomorphismen aus Satz 5.10 beziehungsweise Folgerung 6.4

iibereinstimmen. Hinweis: Betrachten Sie die Kofaserung X — CX = (I,0) A X und
gehen Sie vor wie im Beweis von Satz 3.42 (4).

6.95. UBUNG. Bestimmen Sie fiir 1 < k < n die folgenden Kronecker-Produkte.

HEw(CP™,z) x HOW(CP%:Z) — 7, (a)
HEw(RP™,Z) x HOW(RPZ) — 7, (b)
HEw(RP™,Z/2) x HSW(RP™Z) — 7./2 (c)
HEw(RP™,2)2) x HAW(RP™,7./2) — 7)2 . (d)

6.96. UBUNG. Wir betrachten den Moore-Raum MA;, zur Gruppe A = Z/n und die Abbildun-
gen f, g: MA;, — S**1 aus Ubung 5.94. Bestimmen Sie H2 (MAy; Z) und die Abbildungen f*,
g*: H*(S*1,7) — H*(MAy; 7). Vergleichen Sie das Ergebnis mit Ubung 5.94 (1).

6.97. UBUNG. Es sei R ein Hauptidealring und A ein R-Modul. Dann existiert fiir jeden topo-
logischen Raum X eine natiirliche exakte Sequenz

0 — Hi(X;R) ®p A — H(X; A) — Torg(Hy—1(X;R), A) — 0

wie in Satz 5.57. Diese Sequenz spaltet (allerdings nicht natiirlich).

Hinweis: Beweisen Sie diese Aussage zunéchst fiir CW-Komplexe mit den Methoden aus dem
Beweis von Satz 6.16. Beutzen Sie dann Natiirlichkeit und die Invarianz der gewdhnlichen Homologie
unter schwachen Aquivalenzen.

6.98. UBUNG. Es seien X, Y CW-Komplexe und R ein Hauptidealring. Formulieren und be-
weisen Sie eine Kiinneth-Formel fiir Hy, (X A Y; R). Nehmen Sie dazu an, dass einer der beiden
Faktoren von endlichem Typ ist, das heifit, in jeder Dimension nur endlich viele Zellen besitzt.
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6.99. UBUNG. Es sei X ein zusammenhingender CW-Komplex mit H*(X) = 0.

(1) Folgern Sie aus dem universellen Koeffiziententheorem 6.16, dass He(X) = 0.
(2) Sei X auBlerdem einfach zusammenhéngend. Folgern Sie aus dem homologischen Satz 5.50
von Whitehead, dass X zusammenziehbar ist.

Ubungen zu Abschnitt 6.d.

6.100. UBUNG. Beweisen Sie einige der fehlenden Aussagen in Proposition 6.22.

(1) Zeigen Sie zunichst einige der Aussagen in (3) und (5) zum Smashprodukt.
(2) Beweisen Sie dann die zweite Aussage in (4) auf Ketten- / Kokettenniveau.
(3) Leiten Sie daraus alle anderen Aussagen iiber das Schragprodukt ab.

6.101. UBUNG. Bestimmen Sie fiir alle n > 1 die Kohomologieringe (insbes. ihre multiplikative
Struktur) . )

Hew(®P™Z)  wnd  Hew(RP™Z/2).

6.102. UBUNG. Es bezeichne [CP"] € Ha,(CP™; R) die von der 2n-Zelle erzeugte Homologie-
klasse. Zeigen Sie, dass (He(CP™; R),~) ein freier (H*(CP"; R),—)-Modul mit Erzeuger [CP"]
ist.

Hinweis: Bestimmen Sie zuniichst das Kronecker-Produkt ([CP"],w").

6.103. UBUNG. Wir betrachten die Raume aus Beispiel 5.69.

(1) Berechnen Sie die Kohomologie-Algebra von S? x S* mit Koeffizienten in Z oder einem
Korper k, und zeigen Sie insbesondere, dass das Cup-Produkt von zwei Kohomologieklas-
sen von Grad 2 verschwindet.

(2) Folgern Sie, dass CP? und S? x $* nicht homotopiesquivalent sind.

Ubungen zu Abschnitt 6.e.

6.104. UBUNG. Es bezeichne H*( -;Z) die unreduzierte Kohomologie zum Eilenberg-Mac Lane-
Spektrum HZ. Zeigen Sie, dass fiir jeden topologischen Raum X gilt

HY(X;7Z)=[X,Z] ud HY(X;Z)=[X,S".
6.105. UBUNG. Zeigen Sie: die radiale Projektion vom ,,topologischen Huhn“ X aus Beispiel 4.52

auf S* ist nicht zusammenziehbar. Folgern Sie, dass H'(X) = [X, HZ1] # 0 mit der ,naiven®
Interpretation von |-, -] gilt, obwohl X schwach zusammenziehbar ist.

6.106. UBUNG. Sei E ein Q-Spektrum und B C A C X seien beliecbige Réume. Beweisen Sie die
Exaktheit einer der Sequenzen

o — E¥(X, A) — E¥(X,B) — E¥(A,B) - EFFL(X, A) — - -
Orientieren Sie sich dazu an Ubung 3.112.

Ubungen zu Abschnitt 6.f.

6.107. UBUNG. Zeigen Sie: Die Konstruktionen vor Definition 6.46, die jeder Gruppe G einen
schwach zusammenziehbaren Raum EG mit freier G-Wirkung und einen klassifizierenden Raum BG
zuordnen, so dass BG = EG/G, sind Funktoren von der Kategorie der topologischen Gruppen in
die Kategorie kwH.

6.108. UBUNG. Es sei H C G Untergruppe einer topologischen Gruppe. Zeigen Sie, dass der
Raum EG/H zu BH homotopiedquivalent ist. Folgern Sie, dass der Quotient G/H die Homoto-
piefaser der natiirlichen Abbildung BH — BG ist.
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6.109. UBUNG. Uberlegen Sie sich, dass die Menge der positiv definiten selbstadjungierten
Matrizen iiber k = R, C oder H konvex ist. Folgern Sie, dass jedes k-Vektorbiindel vom Rang r {iber
einem CW-Komplex eine U(r, k)-Struktur trigt. Da BGL, (k) als CW-Komplex dargestellt werden
kann, gibt es daher eine klassifizierende Abbildung BGL,(k) — BU(r,k) fiir das tautologische
Biindel.

6.110. UBuNG. Wir betrachten die Gruppe O(1) = Z/2 = S°. Zeigen Sie:
(1) Der Raum S™~! C R" ist homdomorph zum Verbund von n Kopien der S°.
(2) Der Raum BO(1) ist homotopiedquivalent zu RP* = K(Z/2,1), siche Beispiel 5.42 (4).
(3) Fiir jeden topologischen Raum gilt Bung()(X) = H'(X,Z/2).
Die einem reellen Vektorbiindel V' — X vom Rang 1 entsprechende Kohomologieklasse wy (V') €
HY(X,Z/2) heiBt auch erste Stiefel-Whitney-Klasse.

6.111. UBUNG. Wir betrachten die Gruppe U(1) = SO(2) = S C C. Zeigen Sie:
(1) Der Raum $?"~! c C" ist homdomorph zum Verbund von n Kopien der S?.
(2) Der Raum BU(1) ist homotopiedquivalent zu CP> = K(Z, 2), siche Beispiel 5.42 (5).
(3) Fiir jeden topologischen Raum gilt Bung(1)(X) = H?(X, Z).
Die einem komplexen Vektorbiindel V' — X vom Rang 1 entsprechende Kohomologieklasse ¢1(V') €
H?(X,Z) heiBt auch erste Chern-Klasse.
Ubungen zu Abschnitt 6.h.
6.112. UBUNG. Die iibliche Wirkung von U (n + 1) auf $2"*+! ¢ C"*! induziert eine Abbildung
p:Un+1)3g—g-e €8,

(1) Zeigen Sie, dass p ein Faserbiindel mit Faser U(n) C U(n + 1) ist.

(2) Folgern Sie, dass t,,: U(n) < U(n + 1) eine (2n)-zusammenhingende Abbildung ist.
(3) Bestimmen Sie m(U(n)) fiir £ =0, 1 und alle n.

(4) Aufgrund von Bott-Periodizitdt gilt

lim (U (n)) = lim g (U (1))

fiir alle k, wobei der Limes iiber n 1duft. Welche 7, (U (n)) konnen Sie mit dieser Information
bestimmen?

Ubungen zu Abschnitt 6.i.

6.113. UBUNG. Es seien V — X, W — Y Euklidische Vektorbiindel. Zeigen Sie:
(1) Eine Abbildung Euklidischer Vektorbiindel im Sinne von Definition 6.38 induziert eine
Abbildung von Thom-Radumen MV — MW.
(2) Das kartesische Produkt V' x W ist ein Euklidisches Vektorbiindel iber X x Y mit Thom-
Raum MV AMW.

6.114. UBUNG. Es sei N eine Mannigfaltigkeit mit Untermannigfaltigkeiten My, M;. Beweisen
Sie die folgenden Behauptungen aus Bemerkung 6.74:
(1) Die Diagonalabbildung A: N — N x N ist genau dann zu My x M; C N x N transversal,
wenn My zu M; transversal ist.
(2) In jedem Fall gilt A=Y (Mg x My) = Mo N M.

6.115. UBUNG. Es sei k = R, C oder H.

(1) Zeigen Sie, dass cl(kP™) > n, indem Sie ein nicht verschwindendes Cup-Produkt in einem

geeigneten reduzierten multiplikativen Kohomologiering von kP™ angeben.
(2) Zeigen Sie, dass LS(kP") < n.
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KAPITEL 7

Dualitat

In allgemeinen monoidalen Kategorien gibt es einen Begriff von starker Dualitéit. In der sta-
bilen Homotopiekategorie HSCW der CW-Spektren ist das die sogenannte Spanier-Whitehead-
oder S-Dualitéit. Beim Ubergang von einem Raum zu seinem Dualraum vertauschen Homologie
und Kohomologie ihre Rollen. Motiviert von unseren Uberlegungen zur Poincaré-Dualitét in der
Bordismustheorie fithren wir Orientierungen und Fundamentalklassen ein. Anschlieflend beweisen
wir den Thom-Isomorphismussatz und Poincaré-Dualitit, indem wir den Thom-Isomorphismus mit
Spanier-Whitehead-Dualitéit kombinieren.

7.a. Spanier-Whitehead-Dualitit

In diesem Kapitel fithren wir eine stabile Dualitét zwischen topologischen Rdumen X und X*
ein, so dass die Homologie von X genau die Kohomologie von X* ist und umgekehrt. Streng
genommen handelt es sich um eine Dualitét zwischen (Einhdngungs-) Spektren. Sie funktioniert
besonders gut fiir endliche Spektren, oder dquivalent fiir endliche CW-Komplexe. Kompakte glatte
Mannigfaltigkeiten sind typische Beispiele hierfiir, und wir kénnen das Dual einer kompakten Man-
nigfaltigkeit explizit angeben als Thom-Spektrum ihres stabilen Normalenbiindels; dazu folgen wir
Dold und Puppe [DP].

Es sei (C,®, F) eine monoidale Kategorie, siehe Abschnitt 4.c. Wir erinnern uns auch an die
natiirlichen Isomorphismen A und p aus Definition 4.26. Der Beweis der folgenden Behauptung ist
Standard.

7.1. PROPOSITION UND DEFINITION. Es sei (C,®, E) eine monoidale Kategorie. Fiir zwei Ob-
jekte A, B von C sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(1) Es gibt Abbildungene: B A — E undn: E — A® B, so dass

idi: A2 E@AS AeBo A% AgE 254, (1a)
1 i .
idg: BLsBoE Y BeAeB 2 EeB - B. (1b)

(2) Es gibt eine Adjunktion - @ A+ - ® B.

Falls eine dieser Aussagen gilt, heifit A (stark) dualisierbar mit starkem Dual B. Wenn auflerdem A
starkes Dual von B ist, heifit B reflexiv.

Die Abbildungen ¢ und 7n sind gerade Einheit und Koeinheit der Adjunktion aus (2), sieche
Bemerkung 4.2. Spéter benutzen wir Eigenschaft (1) zum Nachweis der starken Dualitéit. In den
Anwendungen arbeiten wir oft mit (2), siche Bemerkung 7.4.

In einer symmetrischen monoidalen Kategorie spielen A und B die gleiche Rolle. Also ist A
genau dann starkes Dual von B, wenn B starkes Dual von A ist, und stark dualisierbare Objekte
sind automatisch reflexiv.

7.2. BEISPIEL. Die folgenden Beispiele lassen sich leicht iiberpriifen (Ubung).
(1) Ein k-Vektorraum ist genau dann stark dualisierbar, wenn er endlich-dimensional ist.
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(2) Sei R kommutativer Ring mit Eins. Dann ist ein R-Modul genau dann stark dualisierbar,
wenn er endlich erzeugt und projektiv ist.

Da Vecy und Modg symmetrisch monoidal sind, ist Dualitét hier eine symmetrische Relation.

In der topologischen Kategorie (75, A, S°) gibt es nicht viele dualisierbare Objekte. Erst wenn
wir zur stabilen Homotopiekategorie HoST, iibergehen, erhalten wir einen interessanten Dualitéts-
begriff. Da wir das reduzierte Produkt auf S7; nicht eingefiihrt haben, geben wir hier eine Ad-
Hoc-Definition. Dazu sei 7y die ,naive* Transposition aus Bemerkung 3.70 (2). Wie schon zuvor
realisieren wir (—1) durch eine Selbstabbildung einer Sphére.

7.3. DEFINITION. Seien X, Y in 7;. Dann heifit Y ein Spanier- Whitehead-Dual oder S-Dual
von X vom Grad n € N, wenn es eine Auswertungsabbildung ,: Y A X — 5" und eine Koauswer-
tungsabbildung 7, : S™ — X A'Y gibt, so dass die Abbildungen

SPAX TN X Ay A X W A gn Ty gna X (12))
Ay Ty A gn Ay ) Ay 0 gy (b))

jeweils homotop zur Identitéit von S™X beziehungsweise S™Y sind.

7.4. BEMERKUNG. Da das reduzierte Produkt symmetrisch ist, ist jeder stark dualisierbare
Raum auch reflexiv, allerdings miissen wir etwas mit den Vorzeichen aufpassen. Es sei Y ein Spanier-
Whitehead-Dual von X vom Grad n, dann fassen wir Y und S” als Rdume vom Grad n auf, daher
rithrt das Vorzeichen (—1)" bei der zweiten Abbildung. Man kann iibrigens zeigen, dass jeder
endliche CW-Komplex stark dualisierbar ist, wir werden jedoch etwas anders vorgehen.

Anstelle der Adjunktion aus Definition 7.1 (2) erhalten wir nur Abbildungen
Pup: [ANX,B] — [ANS", BAY] und Uap: [A,BAY] — [ANX,BAS"]

mit @A,Bf:AAS”MA/\X/\YMA/\S” fir f:AANX — B

und  Uapgi ANX LS BAYAX NS BASY fir g: Ao BAY .

Diese Abbildungen sind immerhin stabil invers zueinander. Dazu betrachten wir fiir beliebige punk-
tierte Rdume A, B die bis auf Homotopie kommutativen Diagramme

fAid

ANX NS BAS"
w VA BPaABS
idAidAe ANSTAX idAe
AldAid
AAXAY AX fridni BAY AX
id
AN S™ 9N BAY A S
W,Bg id/\y/
und idAn BASTAY idAidAn
VA, BY idAeAid
gAidAid
ANXAY BAYANXAY.

Es folgt \PA,B(I)A,Bf ~ (f A\ idsn) o (id A 7'0) und (I)A,B\I/A,Bg ~ (id A (—1)”7‘0) o (g A idsn).
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7.5. LEMMA. FEs Y ein Spanier- Whitehead-Dual von X vom Grad n, und es sei E ein Q-
Spektrum. Fiir alle k existieren natiirliche Isomorphismen

E¥X) = E, (YY) und  Ep(X)=E"FY).
Beweis. Mit Hilfe der obigen bijektiven Abbildungen ®4 p erhalten wir einen Isomorphismus

[
S By,

E*(X) = colimy_s0[S*X, Epv4] (Y By AY] = E,_1(Y) .

Da auch X ein Spanier-Whitehead-Dual von Y vom Grad n ist, folgt die zweite Behauptung. [
Um Spanier-Whitehead-Duale zu konstruieren, benttigen wir noch einen neuen Begriff.

7.6. DEFINITION. Kine abgeschlossene Teilmenge Y C X heifit Umgebungsretrakt, wenn es
eine Umgebung U C X von Y und eine Retraktion p: U — Y gibt. Letztere heifit dann auch
Umgebungsretraktion.

Wir erinnern uns an die Schreibweise X |z = (X, X \ {z}) aus Abschnitt 3.e. Allgemeiner
sei X|A = (X4, X4\ A) fiir jede Teilmenge A C X. Mit C(X|z) = X /(X \ {z}) und C(X|A) =
X JJ(X\ A) bezeichnen wir die zugehdrigen Homotopiequotienten. Da wir einen externen Basispunkt
gewdhlt haben, kleben wir also einen unreduzierten Kegel iiber X \ A and X an.

7.7. SATZ (Spanier-Whitehead-Dualitit). Es sei K C R™ ein kompakter Umgebungsretrakt.
Dann ist C(R"|K) ein Spanier- Whitehead-Dual von K4 vom Grad n.

Im Beweis des Satzes wiirden wir gern die Kegel weglassen und stattdessen nur mit Paaren
arbeiten. Dabei hilft die folgende Uberlegung.

7.8. PROPOSITION. Es seien (X, A) und (Y, B) Kofaserungen. Dann gibt es eine natiirliche
Homotopiedquivalenz ®: C(X|A) ANC(Y|B) — C(X x Y|A x B) mit
O((2,8) A (yw) = (& % g ut)

BEWwWEIS. Nach Proposition 3.59 finden wir stetige Funktionen v: X — I und w: Y — [
mit v71(0) = A und w~!(0) = B. Als Umkehrabbildung betrachten wir

s + max(0,w — v) )A( s + max(0,v — w) )

"v+ s+ max(0,w — v) "w + s+ max(0,v — w)

U(r xy,s)= (l‘

Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn

e falls v =w = 0 folgt (x,y) € A x B, also s = 1, insbesondere sind beide Nenner positiv,
e im Fall s = 0 ist mindestens einer der beiden Kegelparameter im Bild null, das heifit, der
Basispunkt wird auf den Basispunkt abgebildet,

s+max(0,w—v) __
v+s+max(0,w—v)

Die Abbildungen ® o ¥ und ¥ o ® lassen die Punkte x und y jeweils unveréndert. Wir erhalten
Homotopien zur Identitdat durch Verschieben der jeweiligen Kegelparameter. U

e aus x € A folgt v =0, also 1, und entsprechendes gilt fiir y € B.

BEWEIS VON SATz 7.7. Wir folgen dem Beweis von Dold und Puppe, siehe [DP, Chapter 3]
und [tD2, Section 7.5]. Die Differenzabbildung —: R"|K A K — R"|0 induziert eine Auswertungs-
abbildung &,,: C(R"|K) A Ky — S™ mit

en((z,t) NE) = (xz — k,t) € C(R"|0) = ™.
Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn sie bildet Basispunkt auf Basispunkt ab, und x — k = 0

kann nur fiir x € K auftreten, und dann gilt ¢ = 1.
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Es sei R > 0 so grof}, dass K C Br(0). Setze D = Br(0). Wir wollen die Koauswertungsabbil-
dung 7 aus dem Diagramm

R"|D — R K +— U|K - U|K ANUIK 2% K. AUIK

ablesen, dabei bezeichne ,A“ das reduzierte Produkt von Paaren aus Definition 3.68. Da wir U
bei Bedarf verkleinern kénnen, diirfen wir U C B annehmen. Mit dem Lemma 1.29 von Urysohn
finden wir eine stetige Abschneidefunktion ¢: R® — I mit ¢|x = 1 und suppy C U. Auflerdem
sei p: U — K die Umgebungsretraktion. Die Abbildung R"|K < U|K lésst sich auf Kegeln
umkehren durch
C(R"K) > (z,t) — (z,¢(2)t) € C(U|K) ,
denn alle Punkte z ¢ U werden auf den Basispunkt abgebildet. Solche Konstruktionen nennt
man Ausschneidung: Man kann einen Teil eines Paares (hier R™ \ U) ,ausschneiden“, ohne die
Kohomologie zu verindern. Voraussetzung ist, dass sie die Abschliisse der betroffenen Mengen
(hier K und R™\U) disjunkt sind. Wir konstruieren n,,: S™ — K, AC(R"|K) fur (z,t) € C(R"|B) ~
S™ also durch
(2, t) = p(z) A (z,9(2)t) .

Wir iiberpriifen die Bedingungen aus Definition 7.3. Zu (1a’) betrachten wir das Diagramm

R DAK = R"|KAK, ~—U|KANK,

|

n n n
K ARM0 < Uy AR™0 < U ARTE A K

Der duere Rundweg beschreibt gerade die Verkettung (id Ae) o (nAid). Betrachte die Abbildungen
Ol(.fL‘,y) = (y,x) ) ﬁ(x’y) :(y’xiy) und ’Y(:an) = (ZE,.’Efy) .

Dann kommutieren die zwei unteren Dreiecke strikt, und fiir die anderen beiden betrachten wir von
links nach rechts die Homotopien

(z,y,8) — (y,x — sy) und (z,y,8) — (1 = s)y + sz,x —y) .

Um daraus Abbildungen C(R"|D) A Ky — K4 A C(R"]0) zu erhalten, bendtigen wir eine
zusitzliche Abschneidefunktion. Wir wéhlen r > 0 so klein, dass B, (k) C U fir alle k € K. Es
sei p: [0,00) — R stetig mit p(0) = 1 und p(u) = 0 fiir u > r. Mit Hilfe der Homotopien

(x,t) Nk — kA (:U—sk:,t) ,

a ) Nk kA (z—k, (1 — s+ sp(|z — k|))t)

) Ak — p((1— s)k + sz) A (z — k, p(| — k|)t)

) Ak p(x) A (z =k, (1= s)p(|lz — k) + s1(2))t)

(
(x,t
und (x,t

)

beweisen wir (1a’).
Zu (1b’) betrachten wir zunéchst das Diagramm

R"|K AR"|DC—— > R"|K AR"|K < OR"|K AU|K

R"|0 A R?| K R"| K A Ky AR K R"|K AU|K ANU|K

—Aid idApAL
Der duflere Rundweg beschreibt gerade (¢ A id) o (id A 7). Betrachte die Abbildungen
a(r,y) = (-y,z), By =@-yz) uwd A=y =(@-yy),
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dann repriisentiert o gerade die Abbildung (—1)"7y. Fiir die Dreiecke im Diagramm benutzen wir
von links nach rechts die Homotopien

(x,y,8) — (sx —y,x),
(x,y,s) —> (az —y,(1—s)x+ sy)
und (x,y,8) — (:c — (1 —s)y — sp(y), y) )

Wie oben konnen wir zu Abbildungen zwischen reduzierten Produkten von Kegeln iibergehen.
Dabei benutzen wir Proposition 7.8, um nur Abbildungen C(R"|K A R"|D) — C(R"|0 A R"|K)
betrachten zu miissen. O

Wir erinnern uns an den Whitney-Einbettungssatz 6.61, den Satz 6.69 von der Rohrenumge-
bung, die Definition 6.68 des Thom-Raumes eines Vektorbiindels und die Definition 6.62 des stabilen
Normalenbiindels.

7.9. DEFINITION. Es sei f: M — R" eine Einbettung einer m-dimensionalen glatten geschlos-
senen Mannigfaltigkeit. Das normale Thom-Spektrum My von f ist als Einhdngungsspektrum de-
finiert durch

_pt falls kK < n, und

My, = 1
Yk {Sk_"MV falls &£ > n. (1)

Wenn M einen Rand hat, definieren wir das relative normale Thom-Spektrum Mvp durch
MDkZMVk/M(Z/‘aM)k . (2)

Der Raum My, heifit auch relativer Thom-Raum. Aus den Voriiberlegungen zu Definition 6.62
folgt, dass My und Mw bis auf stabile Isomorphismen nicht von der Wahl der Einbettung f
abhéngen.

7.10. FOLGERUNG. Das relative normale Thom-Spektrum einer glatten kompakten Mannigfal-
tigkeit M mit Rand ist Spanier- Whitehead-dual zu M. Dabei faktorisiert die Koauswertungsabbil-
dung nn: S™ — My AN MD, zu einer Einbettung f: M — R™ dber die Kollaps-Abbildung S™ — M.

BEWEIS. Es sei f: M — R” eine Einbettung gemé&fl Satz 6.61, und es sei Dvgn M C R” eine
Rohrenumgebung geméfl Satz 6.69. Dann ist M Deformationsretrakt von Dvgn M, also ist M C R
insbesondere ein Umgebungsretrakt. Wie im Beweis von Satz 7.7 ist C(Dvgn M |M) ein Spanier-
Whitehead-Dual von M vom Grad n, und C(Dvgn M|M) ist homotopiedquivalent zum Thom-
Raum Muvgn M = Muv,.

Wenn M einen Rand hat, kénnen wir jede Einbettung f: M — R" zu einer Einbettung

Fi M =M Uy (OM % [0,¢]) — R”

fortsetzen, da OM kompakt ist. Dann ist M Retrakt einer Réhrenumgebung Dv des Norma-
lenbiindels 7 — M, und C(Dv|M) ist homotopieiiquivalent zu M,. Die Abbildung 7, aus dem
Beweis von Satz 7.7 lésst sich zerlegen als

id)oA
i C(R?D) — s M — 2%y A Mo, O

(2,t) — (z,9(2) t) —p(2) A (2,9(2) 1) |

dabei ist ¢: 8™ — M, die Kollaps-Abbildung.
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7.b. Orientierungen und Thom-Isomorphismen

Wir definieren einen geeigneten Orientierungsbegriff fiir topologische Mannigfaltigkeiten, und
fiir eine bestimmte Art ,Biindel*, und zwar als ganzzahlige Kohomologieklasse. Anschlielend verall-
gemeinern wir diesen Begriff auf allgemeine multiplikative Kohomologiefunktoren. Danach beweisen
wir den Thom-Isomorphismus-Satz.

Zur Motivation sei zunéchst V ein reeller Vektorraum. Unter einer Orientierung von V versteht
man eine Aquivalenzklasse gleich orientierter Basen, dabei heifien zwei Basen gleich orientiert,
wenn die zugehorige Basiswechselmatrix positive Determinante hat. Ein Vektorraum mit Orientie-
rung heifit orientierter Vektorraum. Der Raum R” trage fortan diejenige Orientierung, fiir die die
Standardbasis (eq, . . ., e,) positiv orientiert ist. Ein linearer Isomorphismus ¢: V' — W orientierter
Vektorrdume heiflt orientiert, wenn er orientierte Basen auf orientierte Basen abbildet.

Sei jetzt p: V. — X ein reelles Vektorbiindel vom Rang r wie in Abschnitt 6.f. Unter einer
Orientierung von V verstehen wir eine Orientierung jeder einzelnen Faser, so dass es einen At-
las A = {(Us, ;) | i € I'} wie in Definition 6.35 gibt, fiir die alle (p;]y,)~!: R® — V, orientierte
Isomorphismen sind, siehe Bemerkung 6.41 (1).

Fiir eine topologische Definition betrachten wir ¢ € GL(r,R) als Abbildung ¢g: R"|0 — R"|0.
Wir erhalten ein kommutatives Diagramm

02 A (RT) —> A (R {0}) 2> H(R7]0) — H"(R") = 0

1

02 A" (R') —— H™Y(R"\ {0}) —2> H"(R"|0) — H"(R") 20

fiir ganzzahlige Kohomologie. Die beiden mittleren Kohomologiegruppen sind jeweils isomorph
zu Z, da (D", S™"!) ein Deformationsretrakt des Paares R”|0 ist. Nach Beispiel 3.47 hat die lin-
ke Abbildung ¢ den Abbildungsgrad degg = signdet g, somit ist ¢g* = =id, je nachdem, ob g¢
orientierungserhaltend ist oder nicht. Also verhalten sich die zwei Erzeuger von H"(R"|0) = Z als
Z-Modul unter linearen Isomorphismen genau wie Orientierungen. Daher nennen wir einen Erzeuger
von H"(R"|0) eine Orientierung des R".

Um Orientierungen auf V' zu erhalten, die stetig von Faser zu Faser variieren, identifizieren
wir X mit dem Nullschnitt von V und erinnern uns, dass der Thom-Raum MV zu C(V|X) ho-
motopiedquivalent ist. Wir definieren eine Z-Orientierung von V als eine Klasse w € H*(V|X),
so dass tjw € H*(V;|0) den Z-Modul H*(V,|0) = H*(R"|0) = Z fur alle x € X erzeugt; dabei
sei t;: V — V die Inklusionsabbildung.

Diesen Orientierungsbegriff verallgemeinern wir fiir beliebige multiplikative Kohomologiefunk-
toren. Sei E ein Ringspektrum. Wir nennen ein Element a € E*(R"|0) einen Erzeuger, wenn die
Abbildung

E*(S%) — E*(R"|0) mit BraAfB

ein Isomorphismus ist. Zwei Erzeuger unterscheiden sich um eine Einheit des Koeffizientenrings E*°.
Im Falle gewohnlicher Kohomologie ist o vom Grad r, aber das muss fiir allgemeine E nicht so sein.

7.11. DEFINITION. Es sei F ein multiplikativer Kohomologiefunktor und V' — X ein Vek-
torbiindel vom Rang r. Eine E-Orientierung oder auch Thom-Klasse von V im Grad n ist ein
Element w € E™(V|X), so dass (fw fiir alle x € X den E*-Modul E*(V,|z) erzeugt. Wenn es eine
E-Orientierung gibt, heifit V' ein E-orientierbares Vektorbiindel.

Fiir einen Ring R sprechen wir von R-Orientierbarkeit, wenn Orientierungen beziiglich des
Eilenberg-Mac Lane-Spektrums HR gemeint sind. Im Fall R = Z sagen mir nur ,,orientierbar*.

290



7.12. BEMERKUNG. Nicht jedes Vektorbiindel ist orientierbar. Beispielsweise ist das M&biusband
nicht Z-orientierbar, denn bei einem Umlauf um die Basis S' geht jeder Erzeuger in sein Negatives
iiber.

Die obige Voriiberlegung legt nah, eine Uberlagerung Xyr — X der punktweisen E-Orientie-
rungen von V einzufithren. Als Faser Xy g, wihlen wir die Menge aller Erzeuger von E*(V,|x) =
E**™ und lokale Trivialisierungen von Xy g konstruieren wir mit Hilfe von lokalen Trivialisierungen
von V. Dann liefert jede E*-Orientierung w von V' einen Schnitt 0: X — Xy g mit o(z) = tjw; diese
Abbildung ist fiir allgemeine E aber werder injektiv noch surjektiv. Fiir gewohnliche Kohomologie
erhalten wir Bijektivitiat mit Hilfe des Dimensionsaxioms, vergleiche [H1, Theorem 3.26].

Im folgenden Satz nutzen wir aus, dass p: V — X eine Homotopiedquivalenz ist. In der relativen
Situation V' — (X,Y") betrachten wir wie in Definition 7.9 den relativen Thom-Raum

MV = MV/M(p~1(Y)) .

7.13. SATZ (Thom-Isomorphismen). Es sei E ein Ringspektrum. Es sei p: V. — X ein Vek-
torbiindel vom Rang r, und X sei ein endlicher CW-Komplex oder eine kompakte Mannigfaltigkeit.
Es sei w € E"(MV) = E™(V|X) eine E-Orientierung. Fiir jeden Unterkomplex beziehungsweise
jede abgeschlossene Untermannigfaltigkeit Y C X gibt es Isomorphismen

Optn: Epgn(MV) =% B (V,V]y) 25 EL(X/Y) (1)
und 9% BR(X)Y) Lo BR(V,V]y) =% EvHR(MV) (2)

Wenn B graduiert kommutativ ist, gilt fiir alle B € E*(X), dass
Op—tinla ~p*B) = (—1)"pin(a) ~ 8 und (o — B)= (-1 () = p*B. (3)

Die Voraussetzungen an X konnen weiter abgeschwécht werden; das erfordert allerdings zusétz-
liche Argumente. Wenn E graduiert kommutativ ist, erhalten wir E*(X)-Modulisomorphismen,

indem an Stelle von ¢ Thom-Isomorphismen © definieren durch
Okin = (=) Oy Epyn(MV) = ER(X/)Y) 1)
und  OF = (—1)Frgk: BR(X)Y) = EFMTY(MV)

BEwEIS. Wir beginnen mit dem Fall Y = (). Wenn das Biindel V = R" x X trivial ist, dann ist
der Thom-Raum homotopiesiquivalent zu S” X . Es bezeichne A: MV = DV/SV — MV A DV,
die relative Diagonalabbildung. Die zusammengesetzte Abbildung

idApy

MV = DV/SV 25 (DV/SV) A DV, <25 (DV/SV) A X,

ist gerade die r-fache Einhéngung der Diagonalabbildung Ax, : X| — X, A X = (X x X),.
Es sel w = 0"wp mit wy € E""(X). Zusammen mit der Definition des Cap-Produktes und der
Natiirlichkeit des Schrég-Produktes liefert Proposition 6.83 (3) ein kommutatives Diagramm

- A* - /OJ
Epn(S"X4) — Epn(S" Xy A DV, ) —— Ei(DV)

Nl(mm)* Nlp*
- . /o wo
x| gr Epin(S" X4 N Xy) —— ER(X)



Insbesondere ist ¥4, genau dann ein Isomorphismus, wenn das Cap-Produkt mit wg in der unteren
Zeile ein Automorphismus von E,(X) ist. Genauso ist 9* genau dann ein Isomorphismus, wenn das
Cup-Produkt mit wp ein Automorphismus von E®(X) ist.

Fixiere g € X und ¢: {9} — X. Da

Cw = (Fo"wy) € E"(Vy,|0) = E™(ST)
nach Voraussetzung ein Erzeuger vom Grad n ist, und ¢” mit ¢* vertauscht, ist
thwo € E" " ({xg, %}) = E"7(S0)

eine Einheit. Daher ist das (Cap- oder Cup-) Produkt mit wy genau dann ein Automorphismus,
wenn das Produkt mit wy A (¢4 wp)™! ein Isomorphismus ist. Wir diirfen ab jetzt daher n = r
und ¢} wp = 1 annehmen. Es folgt wy = 1+« € E%(X) mit o € ker ¥ = E%X) und w = s"(1+a).

Wir nehmen zunéchst an, dass X ein zusammenhéngender, m-dimensionaler CW-Komplex ist.
Nach Proposition 6.89 gilt a*! = 0, daher ist (1 + «) invertierbar mit

1+a)t=1-a+ -+ (—a)™,

und die Abbildungen (1), (2) sind Isomorphismen. Wenn X eine zusammenziehbare Teilmenge
einer kompakten Mannigfaltigkeit ist, ist das Argument sogar noch einfacher. Wenn X nicht zu-
sammenhéngend ist, betrachten wir jede Zusammenhangskomponente einzeln und erhalten das
gleiche Ergebnis.

Falls V' — X nicht trivial und X ein CW-Komplex ist, konnen wir die CW-Struktur durch
Unterteilen verfeinern und X als Vereinigung endlich vieler CW-Komplexe X, ..., Xy schreiben,
auf denen V trivial ist. Falls X eine kompakte Mannigfaltigkeit ist, iiberdecken wir M dann durch N
zusammenziehbare offene Teilmengen. Wir schliefflen durch Induktion iiber N; den Fall N = 1 haben
wir bereits behandelt. Seien also ¥, und ¥* Isomorphismen fiir alle U C X, die als (N — 1)-fache
Vereinigung U = X1 U --- U X,—1 von Teilmengen X; wie im ersten Schritt geschrieben werden
kénnen. Dann trifft das auch auf W = UNX,, zu. Wir schreiben V; und Vjy fiir die Einschrinkungen
von V und betrachten ein kommutatives Diagramm aus Mayer-Vietoris-Sequenzen

— Epn (Vi |[W) —= B (Vo U) ® Epsn (Vi | Xn) — Epgn(VIX) 2 Bppn1 (Vig|[W) —

ﬂkﬁ»nlg ﬂk«%nig ﬂk«knl ﬁk+nlg

— B (W) Ex(U) @ Ex(X,) Ey(X) Ex  (W)—— .

Aus dem Fiinfer-Lemma folgt die Behauptung.
Fiir Y # () folgt die Behauptung mit dem Fiinferlemma aus dem Diagramm

= B (M(V]y)) — Epyn(MV) —— By y(MV) —2> By (M(V]y)) ——

Dhoin i~ Ihoin J/~ . i 8 . lw
Ep(Y) Ep(X) Ep(X,Y) Er1(Y)

Genauso beweist man (2). Schliefllich folgt (3) aus der Konstruktion der Thom-Isomorphismen, da
man jeweils p*8 und w vertauschen muss. O

Ublicherweise nennt man eine glatte Mannigfaltigkeit E-orientiert, wenn ihr Tangentialbiindel
eine F-Orientierung tragt. Wir haben bisher aber nur mit dem Normalenbiindel gearbeitet. Sei M —
R™ eine Einbettung mit Normalenbiindel vM — M. Dann zerfallt R™ fiir alle x € M als direkte
Summe in v, M und T, M. Fir die Whitney-Summe gilt daher

vM & TM =R — M .
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Das reicht, um mit Hilfe des Thom-Isomorphismus normale und tangentiale Orientierungen zu
vergleichen. Denn das triviale Biindel ldsst sich immer orientieren, indem man einen Erzeuger
von E* mit der Abbildung ¢: C(R"|X) — C(R"|0) zuriickzieht. Wenn nichts anderes gesagt wird,
wihlen wir dazu die Standardorientierung wgn = ¢*(s"¢).

7.14. FOLGERUNG. Es sei X wie in Satz 7.13, es sei E ein Ringspektrum, und es seien p: V —
X, q: W — X reelle Vektorbiindel. Wir bezeichnen die Projektion von U =V @ W auf die Sum-
manden mit p: U — W und q: U — V. Wenn zwei der drei Bindel V, W und U =V & W
E-Orientierungen wy, wy beziehungsweise wy tragen, dann ldsst sich die dritte Orientierung ein-
deutig so festlegen, dass

wy = Jfwy — prww € E'(MU) .

BEWEIS. Das faserweise Produkt DV xx DW is homoomorph zu DU. Wir betrachten das
kommutative Diagramm

DU —1. DV

ﬁl ip
DW -1 . x|

Es gilt DU = p*DW = ¢*DV und SU = ¢*SV U p*SW. Es folgt, dass DU, /SU, = DV, /SV, A
DW, /SW, fiir alle z € X. Der Thom-Raum MU = DU/SU ist zu den relativen Thom-Raum-
en von p*W — (DV,SV) und von ¢*V — (DW,SW) homéomorph. Wir ziehen eine gegebene
Orientierung wy € E™(MW) lings §: DU/q*SV — MYV zuriick und betrachten den relativen
Thom-Isomorphismus

I =G () — (pPww): EF(MV) — EF™(MU) .

Gegeben wy erhalten wir ein eindeutiges wy wie in der Proposition und umgekehrt. Indem wir auf
die Fasern an der Stelle x € X einschrinken, sehen wir, dass mit zweiten auch die dritte Klasse
eine Orientierung ist. U]

7.15. BEMERKUNG. Wir wollen noch kurz begriinden, dass ein orientiertes reelles Vektorbiindel
vom Rang r im Sinne von Bemerkung 6.41 (1), nach Wahl einer Metrik also ein SO(r)-Vektorbiindel,
stets eine eindeutige zugehorige Z-Orientierung besitzt. Dazu gehen wir dhnlich vor wie im Beweis
von Satz 7.13, dabei benutzen wir mehrfach das Dimensionsaxiom. Insbesondere iibertragen sich
die folgenden Argumente nicht ohne weiteres auf andere Kohomologiefunktoren wie beispielsweise
K-Theorie. ~

Im ersten Schritt sei also V — X trivial, so dass MV = S"X . Es folgt H"(MV) = H"(5") x
HO(X). Auf jeder Zusammenhangskomponente Xg legt die gegebene Orientierung einen Erzeuger
von H'(S") fest, und wir erhalten als Thom-Klasse das #uBere Produkt mit 1 € H%(X;). Der einzige
weitere Erzeuger von H "(S" Xo4) entspricht der entgegengesetzten Orientierung, mithin haben wir
Existenz und Eindeutigkeit.

Im zweiten Schritt sei Existenz und Eindeutigkeit der Thom-Klasse iiber Vereinigungen von
bis zu n trivialisierenden Teilmengen bereits gezeigt. Wir betrachten die Einschriankung von V
auf U = Ug U - - - U U, und erhalten eine Mayer-Vietoris-Sequenz

o MV ot ye) — B (MV|gy0e00,) —
— H"(MV|yyuvv,_,) ® H (MV]|y,) — H (MV| o000, onv,) — -

Nach Induktionsvoraussetzung existieren Thom-Klassen fiir Vy,u..uu, , und Vl]y,. Wegen der
Eindeutigkeitsaussage stimmen Sie auf V(y,u...uv,_,)nu, iberein, somit existiert eine Thom-Klasse
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fiir V|(vyu...uv,_1)nu, - Nach Induktionsvoraussetzung gilt Satz 7.13 bereits fiir V|,u...uv,_ 1),
insbesondere gilt 0 = A" (M V’(UoumuUn,l)mUn)a und wir erhalten auch Eindeutigkeit.

7.16. BEISPIEL. Sphéren, Tori, komplex und quaternionisch projektive Rédume sind stets Z-
orientierbar.

Der reell projektive Raum R P™ ist nach Beispiel 5.21 genau dann orientierbar, wenn m ungerade
ist.

7.c. Poincaré-Dualitit

Aus Spanier-Whitehead-Dualitédt leiten wir mit Hilfe des Thom-Isomorphismus Poincaré-Dua-
litdt ab. Wir diskutieren einige Schlussfolgerungen. Insbesondere betrachten wir die Schnittform.

Es sei jetzt M eine glatte kompakte, m-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand und f: M —
R"™ sei eine Einbettung. Zu einer F-Orientierung des Tangentialbiindels vom Grad r, gibt es gemaf
Folgerung 7.14 eine E-Orientierung w, € E" "(Mv) des Normalenbiindels p: v — M, wenn
wir die triviale Orientierung vom Grad n auf dem trivialen Biindel TM & v festlegen. In vie-
len Féllen » = m wird gelten, das muss aber nicht zwangsldufig so sein. Wir erinnern uns an
die Koauswertung n: S™ — M4 A My zur Spanier-Whitehead-Dualitdt. Mit Hilfe des Hurewicz-
Homomorphismus ordnen wir 1 eine F-Homologieklasse zu, die wir wieder mit [n] bezeichnen:

(7] = n[o™1] € En(My A MD) .

7.17. PROPOSITION UND DEFINITION. Es sei M eine glatte, kompakte, m-dimensionale Man-
nigfaltigkeit mit Rand mit einer tangentialen E-Orientierung vom Grad €. Es sei f: M — R™ eine
Einbettung und w, € E"Y(Mv) die zugehirige normale Orientierung. Mit Spanier- Whitehead-
Dualitit erhalten wir eine Fundamentalklasse [M] € E¢(M,0M), dargestellt durch [M] = 0,([n]/1),
unabhdngig von der Wahl von f.

BEWEIS. Man beachte, dass zur Konstruktion von [M] an Stelle der vollen Koauswertungsab-
bildung 1 nur die Kollaps-Abbildung q: S™ — M gebraucht wird, da die Klasse 1 € EY(M_) lings
der Projektion M, — S° zuriickgezogen wird.

Es reicht, der Abbildung f die Einbettung R® — R"** hinterherzuschalten, da verschiedene
Einbettungen nach Verléngerung in einen hinreichend grofien Euklidischen Raum homotop werden.
Wir erhalten als Kollaps-Abbildung jetzt

Aid
g S"H 5SS Ao A SR = M(v e RF)

Da M©7 nach Vereinbarung Grad n hat, folgt [¢/] = (—1)*"¢c¥[q]. An die normale Thom-Klasse w,
wird wie in Folgerung 7.14 von rechts die triviale Orientierungsklasse des R* multipliziert, was die
neue Thom-Klasse (—1)¥"~9gkw, € EPHF={(Sk M) liefert. Es folgt

Ontr([q]) = (1) (—1)*aF[g] ~ (—=1)F Doy,
= (-1)" ', ([q] ~ w,) = On(lq)) = [M] . O

7.18. SATZ (Poincaré-Dualitit). Es sei M eine glatte, kompakte, m-dimensionale Mannigfal-
tigkeit mit Rand mit einer tangentialen E-Orientierung vom Grad ¢, und es sei [M] € E¢(M,0M)
die zugehorige Fundamentalklasse. Dann gibt es einen E®(M)-Modulisomorphismus

p=[M]~ -: B*(M) = Ep_y(M,0M) .

Wir nennen p eine Poincaré-Dualitidt vom Grad £. In den meisten Féllen wird ¢ = m sein, und

wir brauchen den Grad nicht zu erwéhnen.
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BEWEIS. Wir betrachten eine Einbettung f: M — R" wie oben mit zugehoriger Koauswer-
tungsabbildung n: S™ — M, A M7 und schreiben

[M] ~ o= On([n]/1) ~ a = On(nl/a) .

Dann ist g einfach die Verkettung des Isomorphismus aus Lemma 7.5 zur Spanier-Whitehead-
Dualitét mit dem Thom-Isomorphismus. Wegen der Konstruktion von © in (7.1) ist o ein E®(M)-
Modulisomorphismus. O

Streng genommen ist die obige Aussage bereits ein Spezialfall der Poincaré-Lefschetz-Dualitét
falls OM # (), diese behandelt den Fall 9M = AU B, wobei A und B Untermannigfaltigkeiten mit
gemeinsamem Rand 0A = 9B = AN B seien. Dann gilt

[M] ~ -: E*(M,A) —» E;_o(M,B) .

Wir wollen noch einen weiteren wichtigen Spezialfall diskutieren, nimlich A = M und B = (. Fiir
das folgende betten wir ihn in ein kommutatives Diagramm langer exakter Sequenzen ein.

7.19. SAaTz. Es sei M eine glatte, kompakte, m-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand mit
einer tangentialen E-Orientierung vom Grad {, und es sei [M] € E¢(M,0M) die zugehorige
Fundamentalklasse. Dann ezistiert eine Orientierung auf OM mit zugehoriger Fundamentalklas-
se [OM] = 0[M] € Ey_1(0M), so dass das folgende Diagramm bis auf das Vorzeichen kommutiert:

o —— EFY(9M) —2= EF(M, M)

ER(M) EROM) —— - ..

~l[aM]A NJ{[M}A Nl[M]A ~l[aM]A
o By 4 (OM) —— By (M) —— Ey_j(M,0M) —2~ Ey_j_1(OM) — - --
BEWEIS. Dual zum Auschnitt
oMy — My — M/OM — SOM,
des Paares (M, 0M, ) ist die Kofasersequenz
SMuv|gns «— Mv <— Mv «— Mvlgps -

Dies zeigt man entweder allgemein wie in [Sw, Lemma 14.31] oder geometrisch wie im Beweis von
Satz 7.7. Fiir den geometrischen Beweis kénnen wir benutzen, dass SMv|sy gerade der Thom-
Raum des Normalenbiindels von 0M C S™ ist. Die obige Sequenz ist wiederum eine Sequenz von
Thom-Riumen zum Normalenbiindel von M C S™ iiber der Kofasersequenz

Das mittlere Quadrat im obigen Diagramm kommutiert wegen der Natiirlichkeit des Schrig-
Produktes. Fiir die beiden dufleren Quadrate benutzen wir zusitzlich die Konstruktion der Ver-
bindungshomomorphismen fiir die (Ko-) Homologiesequenzen von Paaren in Proposition 5.34 und
Satz 6.29. Fiir das rechte Quadrat betrachten wir dazu das Diagramm

E*(M) B n(M3) —2> By (M/OM) 0

P T

- 0, =~ o =
EFOM) —— En_x(Mvgnr) — Er k(SOMy) <Z— Er 1 (M) .
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In den folgenen Uberlegungen diirfen wir Z durch einen beliebigen Hauptidealring R ersetzen.
Es sei A ein endlich erzeugter Z-Modul. Aus den Ubungen 5.90-5.92 schlieffen wir, dass es eine
kurze exakte Sequenz

0— Torg A— A—» A/ Torz A — 0

gibt, in der A/ Torz A ein freier Modul ist. Mit dem universellen Koeffiziententheorem 6.16 erhalten
wir natiirliche Isomorphismen

HF(M)/ Torg H*(M) ANRE homy (Hy(M),Z) "? homyz (H™ *(M)/ Tory H™*(M),Z) (7.2)

ye
(a2

[o] (- ) ((M] ~ - ) =([M], - — ).

Im mittleren Schritt haben wir ausgenutzt, dass jeder Homomorphismus nach Z auf dem Torsi-
onsuntermodul verschwindet. Dabei heifit ,natiirlich® hier allerdings nur, dass die Isomorphismen
vertriglich sind mit Abbildungen f: M — N zwischen orientierten Mannigfaltigkeiten gleicher
Dimension vom Abbildungsgrad 1, das heiit, mit f.[M] = [N].

7.20. FOLGERUNG. [aus Satz 7.18] Es sei M eine glatte, geschlossene, orientierbare, zusam-
menhdingende Mannigfaltigkeit. Wenn eine Klasse o € H¥(M) \ {0} primitiv ist in dem Sinne,
dass es keine Klasse v und kein n € Z \ {—1,0,1} mit o = n~y gibt, dann existiert eine Klas-
se B € H"*(M), so dass a— B ein Erzeuger von H™(M) = 7, ist.

BEWEIS. Als erstes iiberlegt man sich, dass Torsionsklassen nie primitiv sind, denn aus na = 0
folgt (n + 1)a = a. Wenn « primitiv ist, dann kann man « zu einer Basis von H¥(M)/ Torz(M)
erganzen. Aufgrund der obigen Isomorphismen gibt es ein Element S in der dazu dualen Basis
von H™=*(M)/ Torz H™*(M), so dass ([M], B — «) = 1. Aufgrund von Poincaré-Dualitit ist 5 —
a = +a — f dann ein Erzeuger des Z-Moduls H™(M). O

7.21. BEMERKUNG. Es sei k ein Korper. Wir erinnern uns an die Definition der Betti-Zahlen und
der Eulerzahl aus Definition 5.30, betrachten hier allerdings unreduzierte Betti-Zahlen by (M;k) =
dim Hy(M;k).

(1) Nach dem universellen Koeffiziententheorem 6.16 gilt
bi(M;k) = dim Hy(M;k) = dim H*(M;k) .
Wenn M orientiert ist, ist wegen Folgerung 7.20 die Paarung H*(M;k) x H™*(M;k) — k
mit (o, B) — ([M], « — () nicht ausgeartet. Folglich gilt
b (M K) = b (M k) .

(2) Wenn M auBerdem zusammenhingend ist, gilt Hy(M;k) = 0 fiir alle & < 0 nach Propo-
sition 5.45. Wegen Bemerkung 5.5 (3) folgt Hy (M) = 0 fiir £ < 0 und Ho(M) = Z. Somit
gilt

bi(M;k) =0 fir alle £ < 0 und alle k > m, und
bo(M;k) = by (M;k) =1 .
Wir diirfen ([M], - — -) auf H*(M) x H™ k(M) betrachten. Wegen Proposition ?? (??) gilt
(M), 8 — a) = (=) H([M], 0 — B)

fir « € H¥(M;R) und 8 € H™ *(M;R). Das Produkt verschwindet, wenn einer der beiden
Faktoren ein Torsionselement ist. Auch dieses Produkt ldsst sich fiir geschlossene orientierbare
Mannigfaltigkeiten definieren, die nicht glatt sein miissen.
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7.22. DEFINITION. Es sei M eine orientierte, geschlossene, glatte m-dimensionale Mannigfaltig-
keit, und R ein Hauptidealring oder ein Korper, dann heif3t
(IM], - — -): H*(M)/ Torg H*(M) x H™ *(M)/ Torg H™" *(M) — R

das Schnittprodukt auf H*(M; R)/ Torr H*(M; R).

Es sei m = dim M = 2n gerade, dann ist die Schnittform QQr von M gerade die Einschrénkung
des Schnittproduktes auf H"(M; R)/ Torg H™(M; R). Wenn 4|m gilt, seien b;" (M) = b (M;R) die
maximalen Dimensionen von Unterrdumen von H"(M;R), auf denen Qg positiv beziechungsweise
negativ definit ist. Dann heiit (M) = b} (M) — b, (M) die Signatur von M.

Man beachte, dass Qr nach dem Sylvesterschen Trégheitssatz durch o(M) bis auf Isomorphie
eindeutig festgelegt ist.

7.23. BEMERKUNG. Es sei M eine orientierbare, geschlossene, glatte Mannigfaltigkeit der Di-
mension m.

(1) Wenn m ungerade ist, verschwindet die Eulerzahl, denn

[un

m o
X(M) = (=1Fo(M;k) = ) ((=1)F + (=1)™ %) bp(M3k) = 0.
k=0 k=0
In Bemerkung 7?7 sehen wir, dass M dafiir noch nicht einmal orientierbar sein muss.
(2) Wenn m = 2n und n gerade ist, haben x(M), o(M) und b,(M;R) die gleiche Paritiit,

denn
n—1
X(M)—bn(M;R):2Zbk(M;R) und bp(M;R) — o(M) =2b, (M) .
k=0

(3) Wenn m = 2n und n ungerade ist, ist b, (M; R) gerade, denn nur auf gerade-dimensionalen
R-Vektorrdumen gibt es nicht-ausgeartete antisymmetrische Bilinearformen.

Die zusammenhdingende Summe M = Mi# My zweier m-dimensionaler glatter Mannigfaltigkei-
ten My, My wird konstruiert, indem man aus jeder Mannigfaltigkeit eine zu D™ C R™ diffeomorphe
Teilmenge wéhlt, ihr Inneres B™ entfernt, und beide Mannigfaltigkeiten entlang der entstandenen
Rinder S™! mit einer Isometrie verklebt. Das Resultat ist wieder eine glatte Mannigfaltigkeit.
Wenn M; und Ms zusammenhéngend sind, hdngt das Resultat bis auf Diffeomorphie nicht von der
Wahl der Teilmenge D™ ab, jedoch unter Umsténden davon, welche der beiden Homotopieklasse
von Isometrien S™~! — S™~! man wihlt. Deshalb fixiert man Orientierungen von M; und M, und
verklebt so, dass M eine Orientierung triigt, die sich zu der gegebenen Orientierung auf M; \ D™
einschrénkt.

7.24. FOLGERUNG (aus Satz 7.19). Die Signatur ist invariant unter orientierten Bordismen.
Insbesondere verschwindet die Signatur fir nullbordante Mannigfaltigkeiten und ist additiv unter
zusammenhdngenden Summen.

BEWEIS. Es sei m = dim M = 2n, und n sei gerade. Auflerdem sei M = OW, und W sei so
orientiert, dass M die Randorientierung tragt. Wir arbeiten der Einfachheit halber {iber Q und
betrachten einen Ausschnitt

H™(W;Q) —“— H"(M;Q) —~ H"(W, M; Q)

|

H™ (W, M;Q)* —X= H™(M;Q)* ——— H™(W;Q)*
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aus dem Diagramm aus Satz 7.19, wobei die senkrechten Pfeile jeweils Einsetzen in die Schnittform
bezeichnen. Es folgt, dass die Schnittform einen Isomorphismus

im(c*) = (H"(M;Q)/im(:*))"
induziert. Wir konnen eine Basis von im(¢*) so zu einer Basis von H*(M;Q) ergénzen, dass die
Schnittform durch eine Matrix der Form
0 A*
A 0

dargestellt wird, wobei A: im(.*) — H"(M;Q) ein Isomorphismus auf sein Bild ist. Hieraus
folgt sign(M) = 0 fiir alle orientiert nullbordanten glatten Mannigfaltigkeiten.

Sei My zu M; orientiert bordant, dann ist M; U (—Mp) nullbordant, wobei —Mj die Mannig-
faltigkeit My mit der entgegengesetzten Orientierung bezeichne. Da die Signatur unter disjunkter
Vereinigung offensichtlich additiv ist, folgt

sign(My) = sign(M; U (—Moy)) + sign(Mo) = sign(Mo) .
AuBlerdem ist My # My zu M7 M, orientiert bordant, so dass sign(My#Ms) = sign(Mi)+sign(Ms).
O

7.25. BRISPIEL. Es sei CP? die komplex projektive Ebene mit einer festen Orientierung, so
dass CP? Signatur 1 hat. Mit TP bezeichnen wir die entgegengesetzt orientierte projektive Ebene.
Es gibt keinen orientierungserhaltenden Diffeomorphismus zwischen ihnen, da TP’ Signatur —1 hat.

Wir betrachten M = CP?#CP? und M’ = CPQ#@2. Mit der Mayer-Vietoris-Sequenz 6.3
tiberpriift man, dass

Z  falls k=0 oder k =4,
H*(M) = H¥(M') = {72 falls k = 2, und
0  sonst.

Dennoch sind M und M " nicht diffeomorph, denn M hat eine definite und M’ eine indefinite
Schnittform (Ubung).

Es gibt auch ein Analogon zu (7.2) fiir Torsions-Elemente. Dazu sei A ein Z-Modul und « €
Ext(A,Z). Wir betrachten die kurze exakte Sequenz 0 — Z — Q — Q/Z — 0 und stellen M mit
Satz 77 als endlichen CW-Komplex dar. Wir erhalten eine kurze exakte Sequenz

0—— CH(M;2) CH(M; Q) CH(M;Q/Z) —0

| | |

0 CIH_I(M;Z) HC"H_I(M;Q) *>Ck+1(M; Q/Z) —0.

von Kokettenkomplexen. Es sei jetzt 8 € CF1(M;Z) geschlossen mit [3] € Torz H*1(M;Z), und
es sei n > 0 minimal mit n[3] = 0. Dann existiert v € C*(M;Z) mit 6y = nj3, und wir betrachten
das Bild 8 von I in CH(M;Q/Z). Es gilt 638 = 0 € C*Y(M;Q/Z). Somit repriisentiert [3] €
H*(M;Q/Z) ein Urbild von [3] unter § in der Kohomologie-Sequenz
< — HY(M;Q) — HNM;Q/2) = HMY(M:2) —  HM(M;Q) — -+
—_—
%homZ(Hk+1(M),Q)

Da Q und Q/Z divisibel sind, gilt nach Proposition ?? und dem universellen Koeffiziententheo-
rem 6.16, dass

H*(M;Q) = homy(H(M),Q)  und  H¥(M;Q/Z) = homy(H(M),Q/Z) .
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Nun ist 4 nur bis auf ein Element von homgz(Hy(M),Q) bestimmt, aber diese Abbildungen ver-
schwinden auf Toryz Hy(M). Zusammen mit Poincaré-Dualitéit 7.18 erhalten wir ein wohldefiniertes
Produkt

(-,-): Torg H" *(M) x Tory H**\(M) - Q/Z  mit  (a,8) = (M] ~o,B8).  (7.3)

7.26. DEFINITION. Es sei M eine glatte, geschlossene, orientierte m-dimensionale Mannigfaltig-
keit. Dann heifit das obige Produkt (-, -): Torg H™*(M) x Torg H**1(M) — Q/Z das Verschlin-
gungsprodukt auf Tory H®*(M). Falls dim M = 2n — 1 ungerade ist, ist die Verschlingungsform q
von M die Einschrinkung des Verschlingungsproduktes auf Tory H"(M).

7.27. PROPOSITION. FEs sei M eine glatte, geschlossene, orientierte Mannigfaltigkeit. Das Ver-
schlingungsprodukt ist nicht ausgeartet, das heifit, zu jedem o € Tory HFt1(M) \ {0} existiert
ein B € Torg H™*(M) mit (a,B) # 0. Seien p, ¢ > 0 minimal mit poc = qB = 0, dann
gilt (o, B) € (%%MZ)/Z C Q/Z. Fiir o € H*Y(M) und B € H™*(M) gilt

(B,0) = =(~=1)""(a, B) -

Insbesondere ist die Verschlingungsform symmetrisch, wenn m = 3 mod 4, und antisymmetrisch,
wenn m = 1 mod 4. Anstelle des ,unnatiirlichen“ Isomorphismus zwischen Tory H m_k(M ) =
Torz, Hy, (M) und Toryz H*+1(M) liefert das Verschlingungsprodukt eine nicht ausgeartete Paarung,

ghnlich wie es das Schnittprodukt fiir die freien Anteile tut.
BEWEIS. Als erstes iiberlegt man sich, dass es eine wohldefinierte Abbildung
H*(M;Q/Z)/im H*(M; Q) = homy,(H,(M),Q/Z) / imhomgz (Hy(M),Q)
— homyg (Torz, Hy(M),Q/Z)

gibt, da Q-wertige Abbildungen auf Torsionselementen verschwinden. Dann iiberpriift man, dass
die Abbildung ein Isomorphismus ist. Da 0 # a € H*(M;Q/Z)/im H*(M;Q), existiert also ein b €
Tory Hy, (M) mit (b, &) # 0, und wir withlen 8 = p~1b.

Es seien o € CKY(M;Z), B € C™*(M;Z) und p, ¢ wie oben gegeben. Wir betrachten a €
CK(M:;Q) und 3 € C™ %1 (M;Z), so dass pa und ¢ ganzzahlig sind mit §(pa) = pa und §(qf3) =
qB. Dann gilt

0= ([M],8(a — B)) = (M), — B) + (=1)([M],a — B) = (a, ) + (~)*"*V(5,a)

auBerdem ist (—1)F¢+D = 1.
Um die letzte Behauptung zu zeigen, schreiben wir ggT(p,q) = ap + bg mit a, b € Z und
berechnen

geT(p,q) - (o, B) = a(pa, B) + b(a,qB) =0 . 0

7.28. BEMERKUNG. Wir kénnen aulerdem den Satz 5.47 von Hurewicz benutzen, um die erste
nichtverschwindende reduzierte Homologiegruppe zu bestimmen. Sei etwa M eine geschlossene,
orientierbare, zusammenhingende 3-Mannigfaltigkeit. Dann gilt Hy (M) = 7 (M) = H?(M),
und H'(M) = Hom(m(M),Z) = Hy(M) sind isomorph zum freien Anteil Hq(M)/ Torgy Hy(M).
Also werden alle (Ko-) Homologiegruppen bis auf Isomorphie von m1(M) festgelegt. Ein gutes
Beispiel ist RP? mit 71 (RP3) = Z/2, siehe Ubung ?? und Beispiel 5.21.
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