2. UBUNGSBLATT
LINEARE ALGEBRA I
IM SS 2026 BEI PROF. DR. S. GOETTE

Abgabe bis D tag 7.4, 10:15 wn d

gane o LONnersiag. 4 , mesen Begriinden Sie alle Aussagen. Sie dirfen Be-
Briefkisten. Bitte schreiben Sie Ihren Na-
hauptungen aus der Aufgabenstellung vor-

angegangener Teilaufgaben benutzen, auch
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abgeben.

Aufgabe 1

Berechnen Sie die Eigenwerte und die zugehorigen Eigenrdume der Matrix

(_11 _12> € My(R).

Machen Sie, wenn méglich, die Probe. Skizzieren Sie die Eigenrdume.

Aufgabe 2
Es seien aq,...,a, € K und
0 -+ -+ 0 —a,
1 —Qp—1
A=|o € M,(K)
: . 0 —as
o - 0 1 -—-a

Bestimmen Sie das charakteristische Polynom von A.

Aufgabe 3

Es seien R und S Ringe mit Eins, und R sei kommutativ. Es sei ¢ : R — S eine Abbildung,
die die Bedingungen (2)—(5) aus Bemerkung 5.18 erfiillt. Zeigen Sie: dann ist (S,-) eine
assoziative Algebra iiber R mit a.r = a - ¢(r) fiir alle a € S,r € R.

Aufgabe 4 (4+4+2 Punkte)

Es sei K ein Korper und V = {37  a; X" | ag,...,a, € K} C K[X] der Vektorraum der
Polynome vom Grad < n. Es seien xy, ..., z, € K paarweise verschieden.

(a) Finden Sie Polynome 5, ..., P, € V, so dass P;(z;) = 0 genau dann, wenn i # j.



(b) Zeigen Sie, dass Py, ..., P, linear unabhéngig sind.

(c) Folgern Sie: wenn ein Polynom P € V mehr als n paarweise verschiedene Nullstellen hat,
gilt P = 0.



2. PRASENZAUFGABEN
LINEARE ALGEBRA II
IM SS 2026 BEI PROF. DR. S. GOETTE

Aufgabe 1

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Fiir eine quadratische Matrix A = (a;;);; € M, (R)
definieren wir die Spur als tr(A) = >_" | a;;. Zeigen Sie:
(a) Es gilt tr(AB) = tr(BA) fir alle A € M,, ,(R) und B € M, ,(R).

(b) Fir B € M, ,,(R) und C € M,,,(R) gilt: wenn BC = E,, ist, dann gilt fiir alle A €
M, (R) die Gleichung tr(CAB) = tr(A).

(c¢) Sei nun R = K ein Korper, V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit Basis B und
F :V — V eine lineare Abbildung mit darstellender Matrix A beziiglich der Basis B.
Dann ist tr(F) := tr(A) unabhéngig von der Wahl der Basis B.

Aufgabe 2

(a) Sei R ein Integritatsbereich. Wir identifizieren R mit den konstanten Polynomen in R[X].
Zeigen Sie, dass R[X|* = R* gilt. Die Einheiten im Polynomring iiber R sind also genau
die Einheiten von R.

(b) Finden Sie eine Einheit vom Grad 1 in Z/4Z[X].



