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Einleitung

Die Lineare Algebra ist die Lehre von Vektorrdumen und linearen Abbil-
dungen. In der Schule haben Sie bereits Vektorrechnung in der Ebene und im
Raum kennengelernt; dieser Stoff wird hier ausgebaut. In vielen weiterfithrenden
Vorlesungen werden Ihnen immer wieder Vektorrdume und lineare Abbildun-
gen begegnen, so dass es sicher sinnvoll ist, sie bereits am Anfang des Studiums
kennenzulernen.

Wir beginnen im ersten Kapitel mit einer allgemeinen Einfithrung, bei der
wir Grundlagen und erste Beispiele kennenlernen. Dazu wiederholen wir die
Zahlbereiche N, Z, Q und R, die Sie aus der Schule kennen. Dann fithren wir
die komplexen Zahlen C und die Quaternionen H ein. Als ersten Vorgeschmack
auf den Inhalt der Vorlesung beschreiben wir die Euklidische Geometrie der
Ebene R? und des Raumes R? mit Hilfe der komplexen Zahlen beziehungsweise
der Quaternionen.

Im zweiten Kapitel fiihren wir systematisch die Grundbegriffe ein. An die
Stelle konkreter Zahlbereiche treten Ringe (wie Z), Korper (wie Q, R oder C)
und Schiefkérper (wie H). Die Ebene R? und der Raum R? sind die einfachsten
Beispiele von Vektorrdumen. Abbildungen, die mit der Vektorraum-Struktur
vertriglich sind, heiflen linear. Allgemeiner lernen wir, wie man Elemente in
freien Moduln iiber einem gegebenen Ring durch Koordinaten und lineare Ab-
bildungen zwischen solchen Moduln durch Matrizen beschreibt.

In jedem Kapitel ab dem zweiten werden wir nur die Grundannahmen ma-
chen, die wir fiir den jeweiligen Stoff bendtigen. Beispielsweise miissen wir in
Kapitel 2 nicht dividieren und auch die Faktoren in Produkten nicht vertau-
schen, so dass wir statt iiber Kérpern auch iiber nichtkommutativen Ringen
arbeiten kénnen. Wir werden aber immer nur dann allgemeinere Objekte als
Vektorraume iiber Kérpern betrachten, wenn das ohne zusétzlichen technischen
Aufwand moglich ist. Aus diesem Grund ist das vorliegende Skript auch nicht
schwerer zu verstehen als andere Skripten zur linearen Algebra.

Im dritten Kapitel konzentrieren wir uns auf Vektorrdume iiber Kérpern
und Schiefkérpern. Wir zeigen, dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt, und
dass die Dimension eine Invariante des Vektorraums ist, die ihn bis auf Iso-
morphie bestimmt. Auflerdem betrachten wir die Struktur einer allgemeinen
linearen Abbildung und lernen ein universelles Verfahren zum Losen linearer
Gleichungssysteme.

Im vierten Kapitel beschéftigen wir uns mit Endomorphismen freier Moduln
iiber kommutativen Ringen und lernen die Determinante als wichtige Invariante
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2 EINLEITUNG

kennen. Anschliefend betrachten wir Eigenwerte und das charakteristische Po-
lynom, und lernen erste Strukturaussagen iiber lineare Abbildungen von einem
festen Vektorraum in sich selbst kennen.



KAPITEL 1

Zahlen

In diesem ersten Kapitel legen wir dazu die Grundlagen. Zuerst fithren wir
Sprechweisen fiir Mengen, Abbildungen und natiirliche Zahlen ein. Danach kon-
struieren wir ganze und rationale Zahlen, wohingegen wir die reellen Zahlen als
gegeben annehmen werden — ihre Konstruktion fillt in den Bereich der Ana-
lysis. Aus den reellen Zahlen konstruieren wir die komplexen Zahlen und die
Quaternionen. Zum einen sind beides wichtige Beispiele fiir Kérper beziehungs-
weise Schiefkorper. Auf der anderen Seite besteht ein enger Zusammenhang zur
Euklidischen Geometrie in den Dimensionen 2 und 3, und euklidische Geome-
trie ist sicher einer der wichtigsten Vorlaufer fiir den Vektorraum-Kalkiil, um
den es in dieser Vorlesung schwerpunktméflig gehen wird.

1.1. Mengen und Abbildungen

Wenn man méchte, kann man fast die gesamte Mathematik auf das Studi-
um von Mengen und ihren Elementen zuriickfithren. Das ist aber leider recht
miihsam, und man muss sehr sorgfiltig sein, um nicht in Widerspriiche zu gera-
ten. Wenn Sie wissen mochten, wie das geht, sollten Sie spéter im Verlauf Thres
Studiums eine Vorlesung iiber Mengenlehre besuchen. Wir wollen die Mengen-
lehre als eine Sprache benutzen, in der man sehr elegant iiber mathematische
Sachverhalte sprechen kann. Dazu lernen wir jetzt die ersten Vokabeln und
grammatikalischen Regeln.

Georg Cantor hat den Mengenbegriff als erster eingefiihrt.

»HEine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterschiede-
nen Objekten unseres Denkens oder unserer Anschauung zu einem Ganzen.

1.1. BEISPIEL. Zahlen sind Objekte unserer Anschauung, also ist {1,2,3}
eine Menge. Die Menge N = {0,1,2,...} der natiirlichen Zahlen lernen wir im
Abschnitt 1.2 kennen.

Die ,,Objekte* in einer Menge heiflen Elemente. Wenn ein Objekt a in einer
Menge M enthalten ist, schreiben wir

a€ M,

ansonsten a ¢ M.

1.2. DEFINITION. Zwei Mengen heiflen gleich, wenn sie die gleichen Elemente
enthalten.
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1.3. BEMERKUNG. Wenn man Mengen als Aufzdhlung M = {ai,...,a,}
angibt, kann es passieren, dass a; = a; fiir zwei Indizes 7 und j. Trotzdem ist
a; dadurch nicht ,,zweimal“ in M enthalten. Also zum Beispiel

{1,1,2} ={2,1} = {1, 2},

denn alle drei Mengen enthalten die gleichen Elemente, ndmlich 1 und 2. Aber

natiirlich gilt
{12} # {1,2,3}.

1.4. BEISPIEL. Besonders wichtig ist die leere Menge, die gar kein Element
enthilt. Wir schreiben
0={}

Inzwischen sind auch Mengen ,,Objekte unseres Denkens oder unserer Anschau-
ung* geworden. Also kann man auch Mengen betrachten, deren Elemente selbst
wieder Mengen sind. In der Tat kann man ausgehend von der leeren Menge be-
reits sehr viele andere Mengen konstruieren, etwa

D={}, {0}, {{0},0}  usw...,

genug, um alle Objekte dieser Vorlesung zu beschreiben.

Wir stoflen jetzt auf das erste Problem mit Cantors Mengenbegriff.

1.5. SATZ (Russellsche Antinomie). Es gibt keine Menge M, deren Elemente
genau diejenigen Mengen sind, die sich nicht selbst enthalten.

Wir formulieren die Russellsche Antinomie hier wie selbstverstindlich als
einen Satz, also als eine bewiesene mathematische Aussage. Zu ihrer Zeit war
die Russellsche Antinomie ein Widerspruch im mathematischen Denkgeb#ude
— so etwas darf es nicht geben, denn aus einem Widerspruch ldsst sich alles fol-
gern, man konnte als Mathematiker nicht mehr zwischen , richtig” und ,,falsch*
unterscheiden, und dadurch wiirde Mathematik als Ganzes bedeutungslos. Man
hat einige Zeit gebraucht, um eine handhabbare Version der Mengenlehre zu
formulieren, in der aus dem fatalen Widerspruch ein harmloser Satz wird.

BeEwEIs. Wiirde es eine solche Menge M geben, dann miisste entweder M €
M oder M ¢ M gelten. Aber nach Definition von M gilt M € M genau dann,
wenn M ¢ M, und das ist ein Widerspruch. Also gibt es keine Menge M. O

1.6. BEMERKUNG. Wir haben gerade unseren ersten indirekten Beweis ken-
nengelernt. Bei einem indirekten Beweis nimmt man an, dass die Aussage, die
man beweisen mochte, falsch ist, und leitet daraus einen Widerspruch her.
Manchmal ist das die einfachste Weise, einen Satz zu beweisen. Der Nachteil ist
aber, dass man — wie im obigen Beweis — nicht auf Anhieb versteht, warum
der Satz gilt. Wenn moglich, wollen wir daher indirekte Beweise vermeiden.

Zuriick zu Cantors Mengenbegriff und zur Russellschen Antinomie. Wir se-
hen, dass nicht jede ,,Zusammenfassung von Objekten unseres Denkens und
unserer Anschauung® eine Menge sein kann. Wir werden daher die Existenz
einiger niitzlicher Mengen annehmen, und wir werden einige Konstruktionen
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angeben, die neue Mengen aus alten erzeugen. Die gesamte Mathematik ba-
siert auf der Annahme, dass man das ohne Widerspriiche machen kann — aber
aus prinzipiellen Griinden ldsst sich die Widerspruchsfreiheit der Axiome der
Mengenlehre nicht beweisen.

1.7. DEFINITION. Seien M und N Mengen, dann heifit M eine Teilmenge
von N, wenn alle Elemente a von M auch in N enthalten sind. Dafiir schreiben
wir

MCN.

1.8. BEMERKUNG. (1) Die leere Menge ist Teilmenge jeder Menge M.
(2) Es gilt {x} C M genau dann, wenn z € M.
(3) Es gilt immer M C M.
(4) Wenn M C N und M # N gilt, heiit M auch echte Teilmenge von N.

1.9. BEMERKUNG. Angenommen, wir wollen zeigen, dass zwei Mengen M
und N geméf Definition 1.2 gleich sind. Dazu werden wir oft erst M C N und
dann N C M beweisen; aus beiden Aussagen zusammen folgt M = N.

Es sei () die leere Menge aus Beispiel 1.4. Gilt dann () = {}?

e Da () nach Konstruktion keine Elemente enthilt, liegt jedes Element
von @) in {@}. Also gilt § C {0}.

e Die Menge {0} enthilt das Element (), aber § ¢ (), denn () enthéilt ja
gar keine Elemente. Also gilt {0} ¢ 0.

Und somit gilt § # {0}.

In den meisten Mathebiichern wird das Symbol ,,C*“ so verwendet wie hier.
Es gibt zwar eine internationale Norm, nach der nur echte Teilmengen mit ,,C*
bezeichnet werden sollen, aber in der Mathematik benéttigt man das Symbol
fiir beliebige Teilmengen weitaus haufiger, und schreibt daher ,,C*. Fiir echte
Teilmengen verwenden wir das Symbol ,,;Cé“. Falls Sie ein Mathebuch zur Hand
nehmen, in dem das Symbol ,,C* vorkommt, sollten Sie zur Sicherheit trotz-
dem herausfinden, ob der Autor damit beliebige oder nur echte Teilmengen
bezeichnet. Genauso vorsichtig sollten Sie eigentlich mit allen Definitionen und
Bezeichnungen verfahren.

Kommen wir jetzt zur Konstruktion neuer Mengen aus alten.

1.10. DEFINITION. Seien M und N Mengen.

(1) Der Durchschnitt M NN enthélt genau die Elemente, die sowohl in M
als auch in N enthalten sind.

(2) Die Vereinigung M U N enthilt genau die Elemente, die in M oder in
N enthalten sind.

(3) Wenn M NN = () gilt, heissen M und N disjunkt, und M U N ist eine
disjunkte Vereinigung. Um zu zeigen, dass eine Vereinigung disjunkt
ist, schreiben wir M U N.
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(4) Die (Mengen-) Differenz N \ M enthélt genau die Elemente, die in N,
aber nicht in M enthalten sind. Ist M Teilmenge von N, so nennt man
N\ M auch das Komplement von M in N.

(5) Das kartesische Produkt M x N besteht aus allen Paaren (x,y) von
Elementen x € M und y € N.

Insbesondere sind MNN, MUN, N\M und M x N auch wieder Mengen. Fiir
den Anfang reichen uns diese Konstruktionen. Spéter werden wir Vereinigungen
und Durchschnitte beliebig vieler Mengen benétigen.

1.11. BEMERKUNG. Die Notation (x,y) bezeichnet ein (geordnetes) Paar,
allgemeiner bezeichnet (z1,...,x,) ein n-Tupel. Hierbei kommt es auf die Rei-
henfolge der Eintrége (nicht ,Elemente“!) an, und ein und derselbe Eintrag
kann mehrfach auftreten. Zum Beispiel:

(1,1) e {1,2} x {1,2,3}
und
(1,2) # (2,1) # (2. 1,1).

1.12. DEFINITION. Die Menge aller Teilmengen von M heifit Potenzmenge
P(M). Auch die Potenzmenge einer Menge ist wieder eine Menge.

1.13. BEISPIEL. Sei M = {1,2}, dann gilt
P(M) = {0,{1},{2},{1,2}}.

Es sei M eine Menge. Man betrachtet oft die Teilmenge aller Elemente z
von M, die eine bestimmte Eigenschaft £ haben, und schreibt dafiir

{#z € M | z hat die Eigenschaft E'}.

Wenn FE eine mathematisch wohldefinierte Eigenschaft ist, dann erhalten wir
wieder eine Menge.

1.14. FOLGERUNG (aus der Russellschen Antinomie 1.5). Die Gesamtheit
aller Mengen ist keine Menge.

BEWEIS. Noch ein indirekter Beweis: Wire die Gesamtheit aller Mengen
selbst eine Menge N, dann wére auch

M={XeN|X¢X}
wieder eine Menge, was nach Satz 1.5 aber nicht sein kann. (|

1.15. DEFINITION. Es seien M und N Mengen. Eine Abbildung F: M — N
(lies ,, F' von M nach N“) ordnet jedem Element x € M ein Element F'(z) € N
ZU.

Formal betrachten wir Teilmengen X C M x N. Wir fordern, dass zu jedem
x € M genau ein y € N mit (x,y) € X existiert, und setzen F(z) = y. Also
ist X der Graph T'(F) = { (¢, F(z)) |z € M } von F.
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1.16. DEFINITION. Es sei F': M — N eine Abbildung. Dann heifit M der
Definitionsbereich von M und N der Wertebereich. Die Menge aller Abbildun-
gen von M nach N wird mit Abb(M, N) bezeichnet .

Zwei Abbildungen sind gleich, wenn sie den gleichen Definitions- und den
gleichen Wertebereich haben, und jedem Element des Definitionsbereichs jeweils
dasselbe Element des Bildbereichs zuordnen.

1.17. DEFINITION. Es sei F': M — N eine Abbildung. Dann heifit die Teil-
menge

imF={yeN| Esgibtc € M mit F(z) =y} ={F(z) |z M}
das Bild von F'.
Sei V' C N eine Teilmenge, dann heift
FlV)={zeM|F(z) eV}
das Urbild von V unter F.
Fiir das Urbild der einelementigen Menge {y} schreibt man manchmal kurz

F~Y(y) statt F~1({y}). Da das zu Missverstindnissen fiihren kann, bleiben wir
erst einmal bei F~1({y}).

1.18. DEFINITION. Eine Abbildung F': M — N heifit

(1) injektiv, wenn fiir alle x1,x9 € M aus F(z1) = F(x3) schon 1 = x2
folgt,

(2) surjektiv, wenn fiir alle y € N ein € M existiert mit F'(x) = y, und

(3) bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.

1.19. BEISPIEL. (1) Fiir alle Mengen M ist die Abbildung idas: M —
M mit idps(x) = z definiert. Sie heifit die Identitdt und ist stets bijek-
tiv.

(2) Die Abbildung F: R — R mit F(z) = 22 ist weder injektiv noch
surjektiv, denn
F(-2)=F(2)=14 und —1¢im(F).

(3) Die Abbildung F: N — N mit F(x) = 22 ist injektiv. Die Abbildung
G:N — {22 | 2 € N} mit G(z) = 22 ist bijektiv. Diese Abbildungen
sind verschieden, da sie andere Wertebereiche haben.

Trotzdem werden wir spiter manchmal beide Abbildungen mit
dem gleichen Symbol bezeichnen.

1.20. DEFINITION. Seien L, M,N Mengen und F: M — N, G: L - M
Abbildungen. Die Verkettung F'o G: L — N (lies ,,F' nach G*) ist die durch

(FoG)(x) = F(G(x))
definierte Abbildung.
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1.21. BEMERKUNG. Die Buchstaben in ,,F' o G* scheinen ,,falsch herum® zu
stehen, denn die Abbildungen verlaufen von links nach rechts geschrieben so:

L % v 5 N

Aber in ,(F o G)(z) = F(G(z))“ stimmt die Reihenfolge wieder. Beispielsweise
seien F,G: R — R definiert durch
F(x) = 2* und Gz)=z+1,
dann ist
(FoG)(z)=(xr+1)%* und (GoF)=z>+1.
Insbesondere gilt Go F # F o G.

1.22. BEMERKUNG. Sei F': M — N eine Abbildung, und sei U C M eine
Teilmenge. Die Abbildung G: U — M mit G(z) = =z fiir alle x € U heifit
Inklusion. Sie ist stets injektiv. Die Verkettung

Fly=FoG:U—N
(lies ,, F" eingeschrankt auf U“) heit Einschrinkung von F auf U.

1.23. SATz. Seien L,M,N Mengen und F,F': M — N, G,G': L — M
Abbildungen. Dann gilt

(1) Sind F,G ingektiv, so ist auch F o G injektiv.

(2) Sind F,G surjektiv, so ist auch F o G surjektiv.

(3) Sind F,G bijektiv, so ist auch F o G bijektiv.

(4) Ist F o G injektiv, so auch G.

(5) Ist F o G surjektiv, so auch F.

(6) Ist F injektiv, so folgt aus F o G = F o G’ bereits G = G'.
(7) Ist G surjektiv, so folgt aus F'o G = F' o G bereits F' = F’.

Hierbei bezeichnen F’ und G’ beliebige Abbildungen und nicht die ,,Ablei-
tungen® von F und G.

BEWEIS. Zu (1) seien z,y € L. Aus (F o G)(z) = (F o G)(y) folgt
F(G(z)) = F(G(y)), also G(z) = G(y) wegen Injektivitit von F, also xz = y
wegen Injektivitdt von G, also ist F' o G ebenfalls injektiv. Der Beweis von (2)
verlduft &hnlich wie (1), und (3) folgt sofort aus (1) und (2).

Die Punkte (4), (5) sind Ubungsaufgaben zur Vorlesung “Analysis I” und
werden hier daher nicht bewiesen.

Aussage (6) folgt dhnlich wie (7). Zu (7) sei y € M. Wegen Surjektivitéit
von G existiert x € L mit G(z) =y. Aus Fo G = F' o G folgt
F(y) = (FoG)(z) = (F o G)(z) = F'(y).
Da das fiir alle y € M gilt, folgt F = F". O

1.24. SaTz. Sei F': M — N bijektiv. Dann existiert genau eine Abbildung
G:N— M mit GoF =idy; und F o G =idy.
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1.25. DEFINITION. Die Abbildung G aus Satz 1.24 heifit die Umkehrabbil-
dung von F.

Die Umkehrabbildung von F wird manchmal mit F~! bezeichnet. Auch das
kann zu Missverstdndnissen fithren, so dass wir auf diese Bezeichnung verzichten
wollen.

BEWEIS VON SATz 1.24. Wir miissen zeigen, dass G existiert, und dass G
eindeutiq ist.

Zur Eindeutigkeit nehmen wir an, dass G: N — M eine Umkehrfunktion ist.
Dann sei y € N beliebig, und sei z € M das eindeutige Element mit F'(z) = y.
Aus G o F = idy; folgt

Gy) =G(F(z)) == .
Wenn eine Umkehrfunktion existiert, sind ihre Werte durch diese Gleichung
eindeutig bestimmt. Also ist die Umkehrfunktion eindeutig.

Zur Existenz sei T'(F) der Graph von F. Gemif der obigen Uberlegung
betrachten wir

X={(yx) e NxM|(z,y) eT(F)},

das ist eine Menge, da M, N Mengen sind und (z,y) € I'(F) eine wohldefinierte
Eigenschaft ist. Zu jedem y € N existiert genau ein x € M mit F(z) = y, also
mit (x,y) € I'(F), also auch mit (y,z) € X. Also ist X nach Definition 1.15 der
Graph einer Funktion G: N — M.

Fiir alle z € M ist (F(z),z) € X = I'(G), also G(F(z)) = x, und so-
mit G o F' = idys. Umgekehrt sei y € N, und sei x € M das eindeutige Ele-
ment mit F(z) = y, also G(y) = z und F(G(y)) = F(z) = y. Somit gilt
auch F o G =idy. Also existiert eine Umkehrfunktion, ndmlich G. ([l

1.26. DEFINITION. Zwei Mengen M und N heissen gleichmdchtig, wenn es
eine bijektive Abbildung F': M — N gibt.

1.27. BEMERKUNG. Gleichméchtige Mengen haben ,gleich viele* Elemente.
Fiir alle Mengen L, M und N gilt (Ubung):

(1) M ist gleichméchtig zu M,

(2) N ist genau dann gleichméchtig zu M, wenn M zu N gleichméchtig
ist;

(3) sind L zu M und M zu N gleichméchtig, so ist auch L zu N
gleichméchtig.

Das heiBt, Gleichmichtigkeit verhilt sich wie eine Aquivalenzrelation, siehe
Definition 1.42. Allerdings sollte eine Relation immer auf einer Menge definiert
sein, und die Menge aller Mengen gibt es nach Folgerung 1.14 nicht.

1.28. BEISPIEL. (1) Die Mengen M = {1,2,3} und N = {4,7,15} sind
gleichméchtig. Definiere z.B. F': M — N durch

F(1)=7, F(2)=4, F(3)=15.
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(2) Sei M = {n? | n € N} C N die Menge der Quadratzahlen. Da F': N —
M mit F(n) = n? bijektiv ist, sind M und N gleichméchtig, obwohl
M eine echte Teilmenge von N ist.

1.2. Natiirliche Zahlen

Die natiirlichen Zahlen sind uns bereits seit unserer Kindheit vertraut — wir
benutzen sie zum Zahlen. Fiir den Fall, dass es nichts zu zéhlen gibt, haben wir
die Zahl 0. Es ist erstaunlich, dass die Zahl 0 selbst erst spét als eigenstidndige
Zahl eingefiihrt wurde. Wenn wir schon ein Stiick weit gezéhlt haben, etwa bis
zu einer Zahl n, und weiterzéhlen wollen, brauchen wir die nichste Zahl. Wir
nennen Sie den Nachfolger von n und schreiben Nf (n) = n+1. Schlielich wollen
wir, dass die natiirlichen Zahlen eine Menge bilden, die sonst keine weiteren
Objekte enthilt.

1.29. ANNAHME (Peano-Axiome). Wir nehmen an, dass es eine Menge N
mit einem ausgezeichneten Element 0 € N und einer Abbildung Nf: N — N
gibt, die die folgenden Peano-Axiome erfiillt:

(P1) Die Nachfolger-Abbildung ist bijektiv als Abbildung Nf: N — N\ {0}.

(P2) Prinzip der vollstdandigen Induktion. Sei M C N mit 0 € M, so dass fiir
alle m € M auch Nf(m) € M gilt, dann ist bereits M = N.

Axiom (P1) besagt, dass jede Zahl genau einen Nachfolger hat, und jede
Zahl aufler 0 selbst Nachfolger genau einer anderen Zahl ist. Axiom (P2) be-
sagt, dass die Menge N die “kleinste” Menge ist, die (P1) erfiillt. Trotzdem
bestimmen die Peano-Axiome die natiirlichen Zahlen nicht eindeutig — warum
das so ist, lernen Sie aber erst in einer Vorlesung iiber Logik. Wir wollen immer-
hin annehmen, dass N nur die Zahlen 0, 1, 2, ... enthélt, aber keine weiteren
Elemente. Ubrigens gibt es Autoren, fiir die 0 nicht zu N gehért. Zur Sicherheit
konnen Sie beide Versionen mit Ny und Ns bezeichnen.

1.30. BEMERKUNG. Wir kénnen natiirliche Zahlen als Mengen 0, 1, 2, ...
konstruieren. Dazu setzen wir 0 = () und konstruieren Nachfolger als

Nf(n) =n+1={0,...,n} =nuU{n}.

Diese Definition ist rekursiv, das heiffit, man muss alle Zahlen bis n kennen, um
den Nachfolger n + 1 zu konstruieren. Wir schreiben N = {0,1,2,...}.

Die ersten ,,Zahlen“ sehen so aus:
0=10
1={0} = {0}
2={0,1} = {0, {0}}
3=10,1,2} ={0,{0},{0.{0}}}

Auf diese Weise erhalten wir alle Zahlen mit elementaren Konstruktionen aus
der leeren Menge. Da das recht miihselig ist, werden wir natiirliche Zahlen
meistens als Zahlen und nicht als Mengen betrachten. Nur in diesem Abschnitt
werden wir die obigen Mengen manchmal benutzen.
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1.31. DEFINITION. Eine Menge M heifit endlich, wenn sie zu einer Men-
ge n gleichméchtig ist. In diesem Fall heiflt die Zahl n die Mdichtigkeit von M,
geschrieben n = #M. Ansonsten heifit M unendlich.

1.32. BEMERKUNG. (1) Man kann sich iiberlegen, dass zwei Men-
gen n und m genau dann gleichmichtig sind, wenn n = m. Wegen
Bemerkung 1.27 kann jede Menge M zu hochstens einer Menge n
gleichméchtig sein. Die Schreibweise #M fiir endliche Mengen ist also
sinnvoll.

(2) Endliche Mengen kann man immer als Aufzihlung angeben. Sei etwa
F': n — M bijektiv, dann schreibe

M = {F(0),...,F(n—1)}

Ist M umgekehrt als {x1,...,z,} gegeben, dann hat M hochstens n
Elemente, ist also endlich.

(3) Fiir unendliche Mengen M fithren wir die Schreibweise ,#M = oo
nicht ein, da nicht alle unendlichen Mengen gleichméchtig sind. Wir
schreiben aber ,#M < oo, wenn M endlich ist.

1.33. DEFINITION. Es seien m,n € N, dann gilt m < n genau dann,
wenn m C n. Es ist m kleiner als n, kurz m < n, wenn m < n und m # n gilt.

1.34. BEMERKUNG. Aus Bemerkung 1.30 folgt auch, dass m < n genau
dann gilt, wenn m € n. Man beachte den Unterschied in der Notation. Bei ,,C“
ist Gleichheit erlaubt, bei ,<“ jedoch ausgeschlossen.

Der Vergleich von Zahlen fithrt uns auf den Begriff der Ordnung. Eine Ord-
nung einer Menge M ist eine Relation, das heifit, eine Teilmenge R C M x M, die
einige zusétzliche Figenschaften besitzt. Wir sagen ,es gilt zRy“ fir z,y € M,
wenn (x,y) € R.

1.35. DEFINITION. Eine Relation R auf eine Menge M heifit Halbordnunyg,
wenn fiir alle x,y,z € M gilt:

(01) xRx (Reflezivitit),
(02) zRyund yRx — uz=y (Antisymmetrie),
(03) xRy und yRz = xRz ( Transitivitdt).

Eine Halbordnung heifit Ordnung, wenn ausserdem fiir alle z,y € M gilt:
(04) xRy oder yRx (Totalitit).

Die Eigenschaften (O1)-(04) heilen auch Ordnungsaziome.

1.36. BEISPIEL. (1) Sei M eine Menge, dann definiert ,,C* eine Hal-
bordnung auf der Potenzmenge P(M), denn fiir alle A, B, C € M
gilt

ACA,

ACBund BCA=— A=B,
ACBund BCcC= AcCC(C.
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(2) Die Relation ,,€“ ist nicht transitiv und daher keine Halbordnung,
denn es gilt zum Beispiel a € {a,b} und {a,b} € {{a},{a,b}}, aber
nicht a € {{a}, {a,b}}.

(3) Die Relation ,,<* auf N ist eine Ordnung. Nach Bemerkung 1.30
gilt N € P(N), und nach Definition 1.33 entspricht ,<“ der Ein-
schrinkung von ,,C* auf N. Wegen (1) ist ,,C“ eine Halbordung auf N,
also ist ,,<“ eine Halbordnung auf N. Zu zeigen wére noch, dass fiir
alle m, n € N gilt

n<mundm<n — m=n.

(4) Sei M eine Menge. Die Relation ,hat hochstens so viele Elemente wie®
ist keine Ordnung auf der Potenzmenge P(M), denn sei M = {1, 2, 3},
dann hat {1, 2} hochstens so viele Elemente wie {2, 3} und umgekehrt,
aber beide Mengen sind nicht gleich. Also ist die Antisymmetrie ver-
letzt.

Das zweite Peano-Axiom 1.29 (P2) fithrt uns zur Beweismethode durch
vollsténdige Induktion. Wir benétigen sie bald zum Rechnen.

1.37. SaTz (Vollsténdige Induktion). Fiir jedes n € N sei A(n) eine Aussa-
ge. Wenn gilt

(1) A(0) ist wahr, und
(2) aus A(n) folgt A(n+1) fir alle n € N,

dann ist A(n) fir alle n € N wahr.

BEWEIS. Betrachte
M = {n € N | die Aussage A(n) ist wahr }.

Nach unseren Annahmen in Abschnitt 1.1 ist das wieder eine Menge, also M C
N. Aus den Voraussetzungen folgt

(1) 0 € M, und
(2) firallene M gilt n+ 1€ M.

Aus dem Axiom (P2) folgt dann M = N. Nach Definition von M gilt A(n) also
fiir alle n € N. O

Eine andere Art der vollstéindigen Induktion funktioniert so: Wenn gilt
(1) A(0) ist wahr, und
(2) aus A(0) A--- A A(n) folgt A(n+ 1) fiir alle n € N,
dann gilt A(n) fiir alle n € N. Das zeigt man, indem man die Aussage
B(n) = A0)A---ANA(n)
induktiv mit Satz 1.37 beweist.

Wir haben in Bemerkung 1.30 Zahlen als Mengen rekursiv eingefiihrt. Re-
kursive Definitionen funktionieren dhnlich wie vollstdndige Induktion: um eine
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Abbildung F' von N in eine Menge M anzugeben, reicht es F'(0) € M festzulegen
und eine Vorschrift anzugeben, die F'(n + 1) aus F(0), ..., F(n) bestimmt.

Wir fithren jetzt die Grundrechenarten auf N rekursiv ein. Hierbei handelt
es sich um Verknipfungen, das heifit, um Abbildungen N x N — N, etwa

+:NxN—=N mit 4+ (m,n)=m+n.

1.38. DEFINITION. Die Addition, Multiplikation und Potenzierung sind fiir
m, n € N definiert durch

(1) m+0=m und m—+ Nf(
(2) m-0=0 und m - Nf(

(3) m® =1 und mM ) = om

n) = Nf(m+n),

n)=m-n+m,

BEISPIEL. Zwei einfache Rechnungen:
3+2=34+Nf(1)=NfB+1)=Nf(B+NSf(0)) =Nf(Nf(3)) =Nf(4) =5,
3:2=3-Nf(1)=3-143=3-Nf(0)+3=3-0+3+3 =0+3+3=6.

1.39. PROPOSITION. Seien M, N endliche Mengen.
(1) Falls M NN =0 ist, gilt #(M UN) = #M + #N.

(2) Es gilt #(M x N) = #M - #N.
(3) Es gilt #+#Abb(N, M) = #M7*N .

BEWwEIs. Wir beweisen (1) zur Illustration durch vollsténdige Induktion
iiber die Méchtigkeit n = #N. Es sei m = #M.

Induktionsanfang: Es sei n = 0. Nach den Definitionen 1.26 und 1.31 exi-
stiert eine bijektive Abbildung von () = 0 nach N, also gilt N = (). Somit
HMUN)=#MUD) =#M =m=m+0=#M + #N .
Induktionsschritt: Es sei #N = n + 1. Dann existiert eine bijektive Abbil-
dung F: n+1=nU{n} — N. Setze
N’ =im(F[) ={F(0),...,F(n=1)} und z=F(n),

so dass #N’ = n. Nach Induktionsvoraussetzung gilt #(M U N’) = m + n,
also existiert eine bijektive Abbildung G': m+n — M U N’. Wir definie-
ren G: (m+n)+1— MUN durch

Glk) = G'(k) falls k € m+n, also k < m +n, und
T falls Kk = m +n, also k = m + n.
Man {iberzeugt sich leicht, dass G bijektiv ist. Mit Definition 1.38 (1) folgt
#MUN)=(m+n)+1=m+(n+1)=#M + #N . O

1.40. BEMERKUNG. Die Grundrechenarten hétten wir auch iiber die Eigen-
schaften (1)—(3) definieren kénnen. AuBerdem folgt aus (1), dass m < ¢ genau
dann gilt, wenn ein n € N mit m + n = £ existiert.
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Bevor wir das Assoziativgesetz kennenlernen, iiberlegen wir uns, was ,, Klam-
mern® eigentlich bewirken. Fassen wir +: N x N — N als Abbildung auf, dann
bedeutet (¢4 m)+n gerade +(+(¢,m),n), £+ (m+n) bedeutet +(¢, +(m,n)).

1.41. SATZ. Fiir £,m,n € N gelten die Rechenregeln

(1) Assoziativgesetze
(l+m)+n=~0+(m+n)
(£-m)-n=4L-(m-n)
(2) Neutrale Elemente
n+0=n
n-l=n
(3) Kommutativgesetze
n+m=m-+n
n-m=m-n
(4) Distributivgesetz
C-(m+n)=L-m+/l-n
(5) Kiirzungsregeln
l4+n=m+n — {=m

- n=m-n — f=m odern=20.

BeEwEIS. Die Aussagen (2) folgen leicht aus Definition 1.38. Alle ande-
ren lassen sich durch vollstdndige Induktion beweisen. Der Beweis von (5) ist
Ubung. O

1.3. Ganze und Rationale Zahlen

In diesem Abschnitt ,,16sen* wir zwei Probleme: man kann in N nicht subtra-
hieren, und man kann in N auch nicht durch Zahlen n # 0 dividieren. Um diese
,Grundrechenarten® einfiihren zu koénnen, werden wir N erst zu den ganzen
Zahlen Z, und dann zu den rationalen Zahlen Q erweitern. Dazu ist zunéchst
etwas Vorarbeit notig.

1.42. DEFINITION. Eine Relation R auf einer Menge M heifit A quivalenzre-
lation, wenn fiir alle =, y, z gilt:

(A1) rRx (Reflexivitit),
(A2) tRy = yRx (Symmetrie),
(A3) xRy und yRz = xRz ( Transitivitdt).

Im Unterschied zu Halbordnungen (Definition 1.35) sind Aquivalenzrelatio-
nen symmetrisch und nicht antisymmetrisch. Das erlaubt uns, Aquivalenzklas-
sen und Quotientenmengen zu definieren. Wir erinnern uns an die Potenzmen-
ge P(M) von M aus Definition 1.12.
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1.43. DEFINITION. Es sei R eine Aquivalenzrelation auf M. Fiir alle z € M
definieren wir die (R-) Aquivalenzklasse [z] von x als

2] ={yeM|zRy} .

Die Gesamtheit aller Aquivalenzklassen bildet die Quotientenmenge (kurz: den
Quotienten) M /R, also

M/R={[z] |z e M} CPM),

und alle Elemente y € [z] heilen Reprisentanten von [x] € M/R. Die Abbil-
dung p: M — M /R mit p(x) = [z] heifit Quotientenabbildung.

Das einfachste Beispiel fiir eine Aquivalenzrelation ist die Gleichheit ,=*
auf einer beliebigen Menge M. Die Axiome (A1)-(A3) gelten offensichtlich. In
diesem Fall ist die Aquivalenzklasse von z € M gerade [z] = {2}, und die
Quotientenabbildung p: M — M/= ist bijektiv mit  — {x}. Allerdings gilt
strenggenommen nicht M = M /=, zum Beispiel ist

{1,2,3}/= = {{1}, {2}, {3}} -

Sei M eine beliebige Menge. Nach Bemerkung 1.27 definiert Gleichméchtig-
keit eine Aquivalenzrelation R auf der Potenzmenge P(M).

1.44. PROPOSITION. FEs sei R eine Aquivalenzrelation auf M.

(1) Fir alle x € M und alle y € [z] gilt [v] = [y], insbesondere liegt
jedes x € M in genau einer Aquivalenzklasse von R.

(2) Die Abbildung p: M — M/R ist surjektiv, und es gilt p(x) = p(y)
genau dann, wenn TRy gilt.

(3) Es sei F: M — N eine Abbildung. Dann existiert genau dann eine
Abbildung F: M/R — N mit F = F op, wenn fir alle z, y € M
aus TRy folgt, dass F(z) = F(y). In diesem Fall ist F eindeutig.

Die Aussage (3) heifit auch die universelle Eigenschaft des Quotienten. Wir
nennen F die von F' induzierte Abbildung. Wir stellen (3) als Diagramm dar:

ML N

7
)|
. F
M/R .
BEWEIS. Zu (1) seien y € [z] und z € [y] beliebig, dann gilt Ry und yRz.

Aus Transitivitét folgt Rz, also gilt z € [z] fiir alle z € [y], es folgt [y] C [z].

Aus zRy folgt yRx wegen der Symmetrie von R, also folgt « € [y] aus y €
[]. Nach obigem Argument gilt also auch [z] C [y], und somit [z] = [y].

Die Surjektivitéiit von p ist klar nach Definition von M/R, und aus (1) folgt,
dass p(z) = [z] = [y] = p(y) genau dann, wenn xRy gilt. Also stimmt (2).
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In (3) beginnen wir mit ,,==*. Sei also F': M/R — N gegeben mit F' = Fop,
und seien z, y € M gegeben mit xRy. Aus (2) folgt p(x) = p(y), also erst recht

F(z) = F(p(z)) = F(p(y)) = F(y) -

Zu ,<=" gelte F(z) = F(y) fur alle z, y € M mit xRy, also fiir alle x € M
und alle y € [z]. Seien also [x] € M/R und y € [z] beliebig, dann diirfen
wir F([z]) = F(y) setzen. Diese Konstruktion hiingt nach Voraussetzung nicht
von der Wahl von y € [z] ab. Dazu sagen wir, F' ist wohldefiniert.

Die Eindeutigkeit von F folgt mit Satz 1.23 (7) aus der Surjektivitit von p.
O

In der Schule definiert man Z, indem man zu N noch negative Zahlen hin-
zunimmt:
Z=NU{-n|neN\{0}}.
Anschlielend definiert man Addition, Subtraktion und Multiplikation. Dabei

muss man immer einige Félle unterscheiden. Wir beschreiben ganze Zahlen
stattdessen als Differenzen natiirlicher Zahlen, also als m — n fiir m,n € N.

1.45. BEMERKUNG. Um die folgenden Konstruktionen zu verstehen, hier
ein paar Voriiberlegungen. Fiir alle m, n, p, ¢ € N gilt in Z:

(1) (m—n)=pP—-q€Z < m+qg=n+peN,

(2) (m—n)+{p-q) =(m+p)—(n+q),

3) —(m—-n)=n-m,

(4) (m—=n)-(p—q)=(m-p+n-q)—(m-q+n-p),
(5) (m—n)<(p—q) <= m+q<n+p.

Fiir eine Menge M und n € N bezeichne M™ das n-fache kartesische Produkt
von M mit sich selbst, etwa M? = M x M. Anstelle von m—n € Z betrachten wir

das Paar (m,n) € N2. Gem:fl Bemerkung 1.45 (1) definieren wir eine Relation
~ auf der Menge N? durch

(m,n) ~(p,q) <= m+qg=n+pelN

AuBlerdem definieren wir Addition, Negatives, Multiplikation und eine Relati-
on < geméf Bemerkung 1.45 (2)—(5) durch
(m,n) + (p,q) = (m+p,n+q),
—(m,n) = (n,m),
(m,n)-(p,q) =(m-p+n-q,m-q+n-p),
(m,n) <(p,q) <= m+qg<n+p

1.46. PROPOSITION. FEs seien m, n, p, q, 7, S, t, u € N. Dann gilt

(1) ,~“ist eine Aquivalenzrelation.
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(2) Aus (m,n) ~ (p,q) und (r,s) ~ (t,u) folgt
(m,n) + (r,8) ~ (p,q) + (¢, u),
(m,n) - (r,8) ~ (p,q) - (£, u)
und — (m,n) ~ —(p,q).
(3) Aus (m,n) ~ (p,q) und (r,s) ~ (t,u) folgt
(m,n) < (r,s) = (p,q) < (tu).

2

BEWEIS. Zu (1): ,~ ist reflexiv und symmetrisch nach Konstruktion und
dem Kommutativgesetz 1.41 (3). Zur Transitivitdt benutzen wir zusétzlich die
Kiirzungsregel 1.41 (5):

(m,n) ~ (p,q) und (p,q) ~ ()
m+qg=n+pundp+s=qg+r
m+q+pts=n+ptq+r

m-+s=n-+r

LEel

(m,n) ~ (r,s).
Zu (2): Seien (m,n) ~ (p,q) und (r,s) ~ (t,u), also m + ¢ = n + p und
r+u=s+t. Wegenm—+qg+r4+u=n+p+ s+t folgt
(m,n)+ (r,s) =(m+r,n+s)~(p+tqg+u) =(p,q) + (tu).
Wir zeigen als néchstes (m,n) - (r,s) ~ (p,q) - (r,s) mit der Rechnung
mr+ns+ps+qr=(m+q)-r+(n+p)-s
=(n+p)-r+(m+q)-s=pr+qs+ms+nr,
also
(m,n)(r,s) = (mr 4+ ns,ms +nr) ~ (pr + qs,ps + qr) = (p,q)(r, s).

Genauso zeigt man (p,q)(r,s) ~ (p,q)(t,u), und wegen Transitivitit gilt
(m,n)(r,s) ~ (p,q)(t,u). Die Behauptung —(m,n) = (n,m) ~ (¢,p) = —(p,q)
ist leicht einzusehen.

Zu (3): Mit (m,n) ~ (p,q) und (r,s) ~ (t,u) wie oben: Aus (m,n) < (r,s)
folgt m + s < n 4+ r, also existiert nach Bemerkung 1.40 ein k£ € N mit
m+s+k=n+r
= m+p+tstutk=n+p+r+u=m+qg+s+t
— ptutk=q+t = ptuqg+t
= (p,q) < (). O

Wir definieren also Z als Quotienten

Z=N[~={[(m,n)]| (m,n) e N*}.
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Proposition 1.46 garantiert wegen der universellen Eigenschaft aus 1.44 (3),
dass wir mit Aquivalenzklassen rechnen diirfen:

[(m,n)] + [(p,@)] = [(m +p,n + q)],
[(m,n)] - [(p, @)] = [(mp + ng, mq + np)],
=[(m,n)] = [(n,m)],
(m,n) € [(m,n)], (p,q) € [(p,;q)]- Auch

unabhéngig von den Reprasentanten
[(m,n)] < [(p,q)] ist wohldefiniert.

Konkreter sei p: N?> — Z die Quotientenabbildung. Wir halten zunichst das
Paar (r,s) € N? fest und betrachten die Abbildung F = po (- + (r,s)) wie im
folgenden Diagramm:

N2 - +(r,s) N2
|
P V4
Z-—-—-——-%17
F

Also koénnen wir zu einer ganzen Zahl ein festes Paar (r,s) addieren. Jetzt
halten wir die ganze Zahl [(m,n)] fest und betrachten die Abbildung G =
[(m,n)] + - : N> = Z wie im folgenden Diagramm:

N2
l (m.n))+
P
7—-—-—-—-— >7
Wir setzen das zu einem grofleren Diagramm zusammen
2 2
A —
pxidNQl N?
2
Z x N* _ o+ p
idZ Xpl h : : Z N
Zxz~ 7

dabei bleibt im oberen Parallelogramm das zweite Argument in N2 unverindert,
und im unteren das erste Argument, jetzt aber in Z. Also diirfen wir zwei
ganze Zahlen addieren. Mit den analogen Diagrammen erhalten wir auch die
Multiplikation.

1.47. DEFINITION. Die Menge Z = N2/~ heiit Menge der ganzen Zahlen.
Wir identifizieren n € N mit [(n,0)] € Z und schreiben —n fiir [(0,n)] € Z.
Insbsondere schreiben wir 0 = [(0,0)] und 1 = [(1,0)].

1.48. SATZ. In Z gelten Assoziativ- und Kommutativgesetz sowohl fiir die
Addition als auch fiir die Multiplikation. Neutrale Elemente sind 0 fir die Ad-
dition und 1 fiir die Multiplikation. Es gilt das Distributivgesetz. Jedes Element
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[(m,n)] besitzt ein additives Inverses —[(m,n)] = [(n, m)], das heifst, es gilt

[(m,n)] + (=[(m,n)]) = [(m,n)] + [(n,m)] = [(0,0)].
Es gilt die Kiirzungsregel fiir die Multiplikation.

Die Relation ,<“ auf Z ist eine Ordnung, und fir alle a, b, ¢ € Z gilt:

a<b = a+c<b+c,
0<aund0<b = 0<ab.

BEWEIS. Das meiste folgt direkt aus Satz 1.41 und den obigen Definitionen.
Die neue Gleichung

[(m,n)] + (=[(m,n)]) = [(m,n)] + [(n,m)] = [(0,0)]
ergibt sich aus
(m,n) + (n,m) = (m+n,n+m) ~ (0,0).
Ahnlich zeigt man die Eigenschaften von ,,<“. O

Wir haben die natiirlichen Zahlen N zu den ganzen Zahlen Z erweitert, um
additive Inverse zu finden, also Zahlen —n mit n + (—n) = 0. Dazu haben
wir natiirliche Zahlen durch Paare (m,n) € N x N ersetzt, die fiir die Zahl
m — n € Z stehen. Die Zahlen —n = [(0,n)] sind gerade die negativen Zahlen
aus der Schule. Der Einfachheit halber schreiben wir ab sofort a,b,c,--- € Z,
nicht mehr [(m,n)].

Um nun auch multiplikative Inverse 2 mit n- L =1 fiir alle n € Z \ {0} zu
erhalten, ersetzen wir ganze Zahlen durch Paare (p,q) € Z x (N '\ {0}), die fiir
Briiche % stehen. Das ist die Bruchrechnung, wie wir sie aus der Schule kennen.

Dazu definieren wir fiir (p,q), (r,s) € Z x (N\ {0}):

(@)~ (rs) < ps=qr (<:> p=r>,

q S
(1) + () = (s + qr, s) (dap+’”:p”q’") ,

q S qs
_ p r_pr

0.0)- (r5) = (07,09 (a2
D —p

—(p,q) = (—p,q da—=>,
.0) = (=p.0) ( L=

(p,q) £ (r,s) <= p-s<q-r <<:> Zﬁz,daq,8>0>

Beachte, dass ¢s € N\ {0}, denn aus gs = 0 = 0- s wiirde mit der Kiirzungsregel
entweder ¢ = 0 oder s = 0 folgen. Fiir p # 0 definieren wir:

-1 _ ) (ap) falls p > 0,
(pg)™ = { (—q,—p) falls p<O.

Beachte: die rechte Seite (¢, £p) liegt immer in Z x (N'\ {0}).
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1.49. PROPOSITION. (1) Die Relation ,~* ist eine Aquivalenzrelation.

(2) Es seiem (m,n),(p,q), (r,s),(t,u) € Z x (N\ {0}) mit (m,n) =~ (p,q)

und (r,s) =~ (t,u) gegeben, dann gilt

(m,n) + (r,s) = (p, q) + (t,u),
(m¢n) ’ (’I", S) ~ (pa q) ’ (tau)7
und es gilt m # 0 = p # 0, und in diesem Fall
(m,n) ™" = (p,q) "

(3) Unter den gleichen Voraussetzungen wie in (2) gilt

(m,n) < (r,s) = (p,q) < (t,u).

BEWEIS. Die Beweismethode ist die gleiche wie bei Proposition 1.46, wir
lassen den Beweis daher aus, ein Teil ist Ubung. U

1.50. DEFINITION. Der Quotient Z x (N\{0})/~ heifit Menge der rationalen

Zahlen und wird mit Q bezeichnet. Fiir die Aquivalenzklasse [(p, ¢)] schreiben
P

wir £.
q

Wie zuvor schlieflen wir aus Proposition 1.49 (2), dass wir mit Briichen so
rechnen diirfen, wie wir es aus der Schule kennen. Proposition 1.49 (3) besagt,
dass wir zwei Briiche vergleichen kénnen.

Wir identifizieren eine ganze Zahl n € Z mit dem Bruch § € Q und fassen
Z als Teilmenge von Q auf. Insbesondere liegen 0 = % und 1 = % in Q.

1.51. SATZ. In Q gelten die folgenden Rechenregeln:

(1) Assoziativgesetz fiir Addition und Multiplikation

(2) neutrale Elemente: % +0= g, % 1= g fiir alle g € Q;,

(3) inverse Elemente: £ + =2 =0 fir alle £ € Q, L - (%)_1 =1 fiir alle
LeQ\{0};
4) Kommutativgesetz fir Addition und Multiplikation;

)
5) Distributivgesetz;

6) Die Relation ,<“ ist eine Ordnung;
7) S u — S

)

AusogsundoggfolgtOgg-z.

S

P<r Pty t.
Ausq§ folgtq—i— <ttt

P

8

BEWEIS. Diese Aussagen folgen aus den Sétzen 1.41 und 1.48, und aus der
Konstruktion von Q. Seien etwa p,r,t € Z, q,s,u € N\ {0}, dann ergibt sich
das Assoziativgesetz fiir die Addition aus

p+r n t 7ps—|—qr+ t  (ps+qr)-u+gqst  psu+qru+gst
T u qsu N qsu

su + q(ru + st ru 4+ st r t
_P q( ) 2—1— :p—|—<$+u>.

qsu q su q




1.4. ETWAS EUKLIDISCHE GEOMETRIE 21

Betrachten wir das multiplikative Inverse (g)fl von £ € Q\ {0}. Wir un-
terscheiden zwei Falle:

Falls 0 < p, gilt (g)_l —Zund 2. (%)_1 ==

. 1 -1 _ _
Falls p < 0, gilt (%) = jg und g . (g) = Z’E_Z; = ng -1

Alle anderen Aussagen lassen sich dhnlich beweisen. O

1.4. Etwas Euklidische Geometrie

Der néchste Schritt wire jetzt die Einfithrung der reellen Zahlen R. In der
Schule definiert man reelle Zahlen als Dezimalbriiche. Diese Konstruktion hat
einige Probleme, eines davon ist 0,99... = 1. Andere Konstruktionen benut-
zen (Aquivalenzklassen von) Cauchy-Folgen oder Dedekindsche Schnitte, jeweils
in Q. Die reellen Zahlen haben folgende Eigenschaften.

(1) Die reellen Zahlen bilden einen angeordneten Korper, das heifit, es
gelten alle Rechenregeln aus Satz 1.51.

(2) Die reellen Zahlen sind archimedisch angeordnet, das heifit, die natiirli-
chen Zahlen N sind in R enthalten, und zu jeder reellen Zahl r» € R
gibt es eine natiirliche Zahl n € N mit » < n.

(3) Die reellen Zahlen sind wvollstindig, das heifit, es ist der grofite Korper,
fiir den (1) und (2) gelten. Genauer: wenn es einen anderen Korper k
gibt, der (1) und (2) erfiillt, dann ist k zu einem Teilkérper von R
isomorph. Noch genauer: es existiert eine eindeutige Abbildung f: k —
R, so dass fiir alle z, y gilt, dass f(x +vy) = f(z) + f(y), f(zy) =
f(x)- f(y), f(1) =1 und f(z) < f(y) genau dann, wenn x < y, und
diese Abbildung ist injektiv.

(4) Die rationalen Zahlen Q liegen dicht in R, das heifit, zu r, s € R
mit r < s existiert g €Qmitr < % < s.

(5) Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division sind stetig.

Die Eigenschaften (1)-(3) definieren R eindeutig (modulo der Probleme, die
wir mit der Eindeutigkeit von N hatten). Es ist nicht offensichtlich, dass Ei-
genschaft (3) zu der Definition von Vollstdndigkeit aus der Analysis dquivalent
ist. Aber es ist eine Moglichkeit, Vollstéindigkeit zu definieren, ohne analytische
Begriffe zu verwenden.

In der Schule haben Sie Vektorrechnung moglicherweise wie folgt kennen-
gelernt (meist mit n = 2 oder n = 3). Es sei
R'"=Rx---xR= {ﬂ:: (X1, ., 2n) ’ T1,..., Ty GR} ,
n Faktoren

dann definiert man eine Vektoraddition R™ x R™ — R", eine skalare Multipli-
kation R x R" — R™ fiir x = (21,...,2n), ¥y = (Y1,---,yn) € R” und a € R und
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einen Nullvektor 0 durch
x—i_y:(':vl_‘_yla"'vxn_‘_yn)a
ar = (ary,...,ax,) ,
0=(0,...,0).

Ubrigens werden wir in dieser Vorlesung nicht zwischen Orts- und Richtungs-
vektoren unterscheiden — ein n-Tupel kann immer beides bedeuten.

Um Euklidische Geometrie zu betreiben, definiert man ein Skalarprodukt.
Daraus kann man Langen von Vektoren und Winkel zwischen Vektoren ab-
leiten. Fiir die folgende Definition erinnern wir uns daran, dass die Cosinus-
Funktion invertierbar ist als Funktion cos: [0, 7] — [—1,1] mit Umkehrfunkti-
on arccos: [—1,1] — [0, 7]. Hierbei messen wir Winkel grundsétzlich in Bogen-

maf. Insbesondere gilt
T

T80
1.52. DEFINITION. Wir definieren das Standard-Skalarprodukt auf R™ als
Abbildung (-, -): R" x R” — R fiir Vektoren z und y € R™ durch
(1) <$,y> =T1Y1+ -+ TnpYn -
Die Euklidische Norm |- || : R™ — R auf dem R" ist definiert durch

(2) 2l = vz, 2) = /2T + - + a7 .

Fiir zwei Vektoren z, y € R™ \ {0} definieren wir den Winkel durch

(z,y)
Tl <10

o

(3) £(x,y) = arccos

Wir sammeln einige wichtige Eigenschaften und Rechenregeln.

1.53. BEMERKUNG. Seien z, y, z € R™ sowie a, b € R, dann gilt

(1) (az + by, z) = a(z, z) + b{y, 2) ;

(2) (z,y) = (y, %) ;

(3) (x,z) >0 und (r,2) =0<=2=0.

All das rechnet man leicht nach; fiir (3) nutzen wir aus, dass 2, ..., 22 > 0. Man

sagt, das Skalarprodukt ist linear in der ersten Variablen (1), symmetrisch (2)
und positiv definit(3). Aus (1) und (2) folgt, dass das Skalarprodukt auch in
der zweiten Variable linear ist, denn

(1) (z,ay +b2) = (ay + bz, ) = aly,z) + b(z,z) = alz,y) + bz, 2) .
Fiir den folgenden Satz benétigen wir den reellen Absolutbetrag |-|: R — R,
definiert durch
Ir| = T falls » > 0, und
| =r fallsr<o0.

Insbesondere gilt immer |r| > 0, und |r| = V72
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1.54. SATz (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Fir alle Vektoren z, y € R™

gilt
[z, y)| < [l - [lyll -
Gleichheit gilt genau dann, wenn Zahlen a, b € R existieren, die nicht beide

Null sind, so dass
ar +by=0.

BEwEis. Wir machen eine Fallunterscheidung

Fall 1: Es sei z = 0. Dann gilt ||z|| = 0 und
(,y) =0=0-llyll =l - lyll -

Also gilt sogar Gleichheit, und mit a = 1 und b = 0 gilt ebenfalls
ax+by=1-0+0-y=0.

Fall 2: Es sei & # 0, dann ist auch ||z]|? % 0, und wir berechnen

OSHy_mgx 2:<y_<x,y>x _<x,y2>x>

] AT
_ z,) (@) o e (@)
= I = 25728 (. 9) 4 S ol = ol -

Da ||z||” > 0, folgt mit elementaren Umformungen
2 2
(@, y)? < Jl|” - |1yl

Waurzelziehen liefert die Behauptung.
Wegen z # 0 ist Gleichheit in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung dquivalent

H i i

) also auch zu

<gﬂ’y>ac:0.

o 2
]
Daraus folgt az + by = 0 mit b = ||z||* # 0 und a = —(z,y).

Umgekehrt sei ax 4+ by = 0. Ware b = 0, so wiirde aus az = 0 und z #
0 bereits a = 0 folgen, aber a und b diirfen nicht beide verschwinden. Also

aufgrund von Bemerkung 1.53 (

folgt b # 0 und
a <x,%x> (x,y)
y = ——r = — == s 9
b [El& ||l
i O

und es gilt Gleichheit in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

(z,y)

Der Vektor y — T
auf die Gerade durch 0 mit Richtung x. Insbesondere gilt Gleichheit, wenn der

z im obigen Beweis entspricht dem Lot vom Punkt y

Punkt y auf dieser Geraden liegt.
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1.55. BEMERKUNG. Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung 1.54 folgt
(z,y)

[yl

also ist der Arcuscosinus in Definition 1.52 (3) erklért und der Winkel wohlde-

finiert. Umgekehrt gilt also
(1) (z,y) = llz[| |yl cos £(z,y) .

Zur geometrischen Interpretation betrachten wir das Dreieck mit den Endpunk-
ten 0,  und y. Die dritte Seite ist x — y, und wir erhalten den Cosinussatz der
Fuklidischen Geometrie:

e[-1,1]CcR,

2) e —ylI* = lel® =202, 9) + lyl* = lel® + lly)* =2 eyl cos £(,y) -

1.5. Komplexe Zahlen und die Geometrie der Ebene

In den reellen Zahlen kénnen wir Wurzeln aus positiven Zahlen ziehen,
beispielsweise aus 2, was in Q nicht mdoglich ist. Man kann aber keine Wurzeln
aus negativen Zahlen ziehen. Diesen Missstand wollen wir jetzt beheben, indem
wir die reellen Zahlen zu den komplexen Zahlen erweitern.

Die Idee ist, eine neue Zahl i einzufiihren, deren Quadrat —1 ist. Wir
moéchten mit Zahlen a 4+ bt mit a, b € R rechnen, und alle von R vertrau-
ten Rechenregeln sollen gelten. Zum Beispiel sollten die folgenden Rechnungen
richtig sein:

(a+bi)+ (c+di)=a+c+bi+di=(a+c)+ (b+d)i,
und (a+bi) - (c+ di) = ac + adi + bei + bdi* = (ac — bd) + (ad + be)i .

Um das rigoros zu machen, betrachten wir eine komplexe Zahl als Paar aus zwei
reellen Zahlen, und definieren Addition und Multiplikation wie oben.

1.56. DEFINITION. Die komplexen Zahlen sind definiert als C = R?, mit
(a7b) + (C7d> - (a+cab+d)
und (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc)
fiir alle a, b, ¢, d € R.

1.57. SaTz. In C gelten Assoziativ- und Kommutativgesetz sowohl fiir die
Addition als auch fiir die Multiplikation. Neutrale Elemente sind Oc = (0,0) fiir
die Addition und 1¢c = (1,0) fiir die Multiplikation. Es gilt das Distributivgesetz.
Jedes Element (a,b) besitzt ein additives Inverses

—(a,b) = (—a, —b)

und, falls (a,b) # Oc, ein multiplikatives Inverses

1 a b
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BEwEIS. Alle Behauptungen lassen sich direkt mit den Formeln aus Defi-
nition 1.56 nachrechnen. Beispielsweise gilt

a b a>+b® —ab+ba
(a,0) <a2+bQ’ a2+b2> <a2+b2’ a2 + b2 > (1,0) = 1c

Wir sehen, dass die Abbildung R — C mit a — (a,0) vertréglich mit +
und - ist, und 0 und 1 € R auf Oc und 1¢ abbildet. Wir diirfen also R mit den
komplexen Zahlen der Form ( -, 0) identifizieren. Wenn wir aulerdem noch i =
(0,1) definieren, kénnen wir uns iiberzeugen, dass

(a.) = (a,0) + b-(0,1) = a + bi

fiir alle a, b € R gilt. Damit haben wir unsere Idee vom Anfang des Abschnitts
verwirklicht. Auflerdem diirfen wir jetzt auch 0 und 1 fiir O¢c und 1¢ schreiben.

1.58. BEMERKUNG. Auf C gibt es keine Ordnung ,,<“, die zu Satz 1.51 (7)
und (8) analoge Eigenschaften hat. Denn giibe es solch eine Ordnung, dann
gélte entweder 0 < x oder 0 > x fiir alle  # 0 wegen Totalitéit, aber wegen (7)
gilte 0 > = genau dann, wenn —z > 0. Also gilte 2 = (—2)? > 0 fiir al-
le x # 0 wegen (8), aber dann erhielten wir wegen (7) und Transitivitét einen
Widerspruch:

0=1"+i*>1*>0.
1.59. DEFINITION. Sei z = a + bi € C mit a, b € R, dann heifit a der
Realteil Re(z) von z und b der Imagindrteil Im(z) von z.
Der Imaginérteil ist also immer eine reelle Zahl, und es gilt
z=1Re(z) +Im(z) -7 .

1.60. DEFINITION. Die Abbildung C — C mit z — Z = Re(z) — Im(z) - 4
heifit komplexze Konjugation, z heifit das (komplex) Konjugierte von z.

1.61. BEMERKUNG. Die komplexe Konjugation ist vertréglich mit allen Re-
chenoperationen, das heifit, es gilt

z+w=z+w, Z-w=%z -w,
—Z=_z, =771
0=0, 1=1,
auch das rechnet man leicht nach.
Es gilt z = z fiir alle z, also ist die komplexe Konjugation ihre eigene

Umkehrabbildung. Fiir eine komplexe Zahl z gilt z = zZ genau dann, wenn z €
R cC.

Man kann die komplexen Zahlen dadurch charakterisieren, dass sie die klein-
ste Erweiterung der reellen Zahlen R ist, so dass alle Rechenregeln aus Satz 1.57
gelten und eine Zahl i mit 2 = —1 existiert. Aber i ist dadurch nicht eindeutig
bestimmt, denn offensichtlich sind i und i = —i gleichberechtigt.
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Die Zahl z = i 16st die Gleichung 22 4+ 1 = 0. In den Ubungen werden Sie
sehen, dass man 2% = w fiir alle komplexen Zahlen w 16sen kann. All das sind
Spezialfiille des folgenden Satzes.

1.62. SATZ (Fundamentalsatz der Algebra). Es seien n > 1 und aq, ...,
an € C, dann existiert z € C, so dass

M ta M+ 4 ap_1z+a,=0.

Mit rein algebraischen Methoden lésst sich dieser Satz nicht beweisen. Das
liegt daran, dass die reellen Zahlen, die den komplexen ja zugrundeliegen, mit
analytischen Mitteln konstruiert wurden. Einen Beweis fiir diesen Satz lernen
Sie daher erst spéter, zum Beispiel in einer Vorlesung {iber Funktionentheorie
oder Topologie.

Fir 2z =a + bi mit a, b € R ist

z-Z=(a+bi)(a—bi)=a®— (bi)2=a®>+b>>0
reell. Das ermdglicht folgende Definition.

1.63. DEFINITION. Wir definieren den Absolutbetrag (die Norm oder die
Linge) einer komplexen Zahl z € C als die reelle Zahl

|zl =Vz-2>0.

1.64. BEMERKUNG. Wir sammeln ein paar Eigenschaften des Absolutbetra-
ges.

(1) Da |a+ bi]* = a® + b2, entspricht |z| = ||z|| der euklidischen Norm
auf C = R? aus Definition 1.52 (1).
(2) Unsere Konstruktion von z~! = ﬁ wird jetzt etwas klarer, denn
z _ el
EIhE

(3) Der Absolutbetrag ist multiplikativ, das heif}t, fiir alle z und w gilt
|zw| = Vewzw = /(22)(ww) = V2Z - Vww = |2| |w| .

(4) Der Absolutbetrag ist subadditiv wegen (1) und der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung 1.54, das heif3t, fiir alle z, w € C gilt

|z +w| < |z + |w]
denn
|2+ wl” = ||z + w]|* = ||2]* + Jw]* + 2(z, w)
2 2
< 2l + [lwl® + 21zl kol = (12l + llwl)? = (2] + [w])? -
(5) Komplexe Konjugation ist mit dem Absolutbetrag vertréglich, denn

|Z| =Vzz =Vzz = |7] .
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Wir wollen uns Addition und Multiplikation in C jetzt mit Hilfe der zwei-
dimensionalen Euklidischen Geometrie veranschaulichen. Dazu machen wir ei-
nige Anleihen aus der Schulmathematik und identifizieren C mit dem Vektor-
raum R2.

Die Addition in C entspricht der Vektoraddition in R?. Die komplexe Kon-
jugation ist eine Spiegelung an der reellen Achse (also an der x-Achse).

Wir schreiben einen Vektor z € C\ {0} als
ol
z=lz| .
2|
Dann misst |z| = ||2|| die Lénge von z. Multiplikation mit |z| € R C C entspricht
offenbar der Streckung im R? mit dem Faktor |z|, denn

|2] - (a + bi) = (|z] + 0i)(a + bi) = |z|a + || bi .

Der Vektor ﬁ hat Linge 1, der zugehorige Punkt in C = R? liegt also auf
dem Einheitskreis
Slz{wEClezl}.
und beschreibt die Richtung von z. Es sei ¢ € [0,27) der Winkel zwischen der
reellen Achse (z-Achse) und & entgegen dem Uhrzeigersinn, dann folgt

B

z .. ..
m:cosgoJrz sin ¢ und z =|z| (cosp +1isingp) .
Spiter lernen Sie, dass cos p-+i sin ¢ = ¢/¥. Man nennt z = 7 ¢ mit r = |z| auch
die Polardarstellung der Zahl z # 0. Der Winkel ¢ heifit auch das Argument
von z, geschrieben ¢ = arg(z). Das Argument von 0 ist nicht definiert.

1.65. LEMMA (Geometrische Interpretation der komplexen Multiplikation).
Es sei z € C\ {0}, dann entspricht die Multiplikation mit z einer Streckung um
den Faktor |z| gefolgt von einer Drehung um den Winkel ¢ = arg(z) gegen den
Uhrzeigersinn.

BewEIs. Wir beweisen die Aussage durch Ahnlichkeitsiiberlegungen in der
Ebene. Dazu sei z = a + bi # 0 gegeben und w = ¢ + di # 0 ein beliebiger
Punkt. Wir betrachten das folgende Bild.
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Wir strecken das Dreieck AOcw um den Faktor a = Re(z) und erhalten das Drei-
eck AOPQ. Anschlieflend strecken wir AOcw um den Faktor b = Im(z), drehen
um einen rechten Winkel gegen den Uhrzeigersinn, und verschieben, so dass wir
das Dreieck AQRS erhalten. Dann hat der Punkt S die Koordinaten ac — bd
und ad + be, folglich ist .S der gesuchte Punkt zw.

Nach Konstruktion liegen die Punkte P, Q) und R auf einer Geraden. Da sich
die drei Winkel bei ) zu 7 ergéinzen, hat das Dreieck A0QS bei () einen rechten
Winkel. Die beiden Katheten haben die Lidngen a|w| beziehungsweise b|w],
folglich ist A0Q.S #hnlich zum Dreieck AOaz mit Streckfaktor |w|. Insbesondere
hat es bei 0 den Winkel ¢ = arg(z).

Wir sehen also, dass der Punkt S = zw einen um den Faktor |z| grofieren
Absolutbetrag (d.h., Abstand zum Nullpunkt) hat als w, und ein um ¢ = arg(z)
grofleres Argument als w. Der Punkt w = 0 hingegen bleibt unter Multiplikation
mit z unverédndert. g

Wir kénnen also komplexe Zahlen in Polardarstellung multiplizieren durch
rei? . s = pgellety)

Wir konnen auch Wurzeln ziehen (wobei wir uns auf das Vorzeichen einigen
miissen):

Vrew — et
Andererseits lassen sich komplexe Zahlen in Polardarstellung nicht so leicht
addieren.

Es féllt auf, dass der oben benutzte Winkelbegriff nicht ganz mit dem aus
dem letzten Abschnitt iibereinstimmt. Hier betrachten wir Drehungen gegen den
Uhrzeigersinn um beliebige Winkel, wobei der Winkel ¢ und der Winkel p+27mn
fiir alle n € Z die gleiche Drehung beschreiben. Alle Winkel im Intervall

(77T,7T]Z{IE€R‘*7T<$§7T}

stehen fiir verschiedene Drehungen, insbesondere entsprechen Winkel ¢ €
(—m,0) Drehungen im Uhrzeigersinn um |¢p|.

In Definition 1.52 (3) hingegen haben wir nur ,ungerichtete* Winkel im
Intervall [0, 7] betrachtet. Besser ging es nicht, da die Winkel ¢ und —¢ den
gleichen Cosinus haben, und der Arcus Cosinus sich nach unser Definition fiir
Winkel in [0, 7] entscheidet.

1.66. BEMERKUNG. Unter einer Isometrie verstehen wir eine abstands-
erhaltende Abbildung f. Eine Isometrie f: R? — R? der Ebene muss fiir alle z,
y € R? also

1 () = FW)ll = llz =yl

erfiillen. Aufgrund des Cosinussatzes 1.55 (2) erhélt f auch (unorientierte) Win-
kel, fiir alle z, y, z € R? gilt also

L@ fW)f(2) = £(f(@) = F(y), f(2) = f(y)) = L(& —y, 2 —y) = Layz .

Die Isometrien der Ebene werden erzeugt von
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(1) Verschiebungen w + a + w mit a € C,
(2) Drehungen um den Ursprung, w +— zw, wobei z € C mit |z| = 1, und
(3) der Spiegelung an der z-Achse, w — w.

Insgesamt kénnen wir also jede Isometrie F: R? — R? mit Hilfe komplexer
Zahlen schreiben als

Flw)=a+ zw oder Flw)=a+ zw,
wobei a und z € C mit |z] = 1 durch F eindeutig festgelegt sind.

1.6. Geometrie des Raumes und Quaternionen

Wir geben einen kurzen Abriss der Euklidischen Geometrie des Raumes,
inbesondere fithren wir das Kreuzprodukt ein. In Analogie zu den komplexen
Zahlen definieren wir die Quaternionen, bei denen sowohl Kreuz- als auch Ska-
larprodukt auf dem R? eine wichtige Rolle spielen. Die wichtigsten Eigenschaf-
ten der Quaternionen lernen wir spéiter kennen.

1.67. DEFINITION. Das Kreuzprodukt (Vektorprodukt) auf dem R? ist eine
Abbildung x: R? x R? — R3 mit
(u1,u2,u3) X (v1,v2,v3) = (U203 — Uzv2, U3VL — UIV3, ULV — U2V1) .
Beachten Sie, dass das Symbol “x” sowohl das kartesiche Produkt von Men-

gen (R3 x R3) aus Definition 1.10 (5) als auch das Kreuzprodukt von Vektoren
bezeichnet. Missverstdndnisse wird es deswegen voraussichtlich nicht geben.

1.68. BEMERKUNG. Fiir alle u, v, w € R? und alle a, b € R gilt
(1) (au + bv) X w = a(u x w) + b(v X w) ,
(2) UXV=—-vXu.

All dies folgt unmittelbar aus Definition 1.67. Man sagt, das Kreuzprodukt ist
linear im ersten Argument (1) und antisymmetrisch (2) .

Wegen (1) und (2) ist das Kreuzprodukt auch im zweiten Argument linear,
denn

(1) ux (av+bw) = —(av + bw) X u
= —a(vxu) —blw x u) =alu xv)+blu xw) .

1.69. SATZ. Fiir alle u, v, w, t € R? gilt

(1) (uxv,w) = (v xw,u) =(w X u,vy,

(2) (uxv)xw= (u,w) -v—(V,w) -u=wx (vXu),

(3) O=(uxv)xw+ (vxXw)xXu+(wxu)xXuv,
(4) (ux v,w xt) = (u,w)(v,t) — (u,t){v,w)

Die Gleichung (2) heifit auch Graffmann-Identitit, und (3) heifit Jacobi-
Identitit. Den Ausdruck (u x v,w) in (1) nennt man auch das Spatprodukt der
Vektoren u, v, w.
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BEWEIS. Zu (1) berechnen wir
(u X v, W) = UgV3W — UVWT + UVIW2 — UIVZW2 + UTV2W3 — UV WS ,
und dieser Ausdruck ist invariant unter zyklischer Vertauschung von u, v und w.

Die Grafmann-Identitét (2) iiberpriifen wir nur in der ersten Komponente
der ersten Gleichung:

((uxv)xw)lz(uxv)g-wg—(uxv)g-wg
= U3 V] W3 — U V3 W3 — UL V2 W2+ U2 V- W2
= (u1 - w1 +ug - w2 + ug - w3) - v1
— (v1 w1 +v2 w2 +v3-ws) Uy
= (u,w) - vy — (v, W) - Uy ;

die zweite und dritte Komponente ergeben sich, indem man oben die Indizes 1,
2 und 3 zyklisch vertauscht. Die zweite Gleichung folgt aus der ersten mit
Antisymmetrie.

Die Jacobi-Identitét (3) folgt, indem man u, v und w in (2) zyklisch per-
mutiert und dann alle drei Gleichungen addiert.

Behauptung (4) folgt aus (1) und (2) durch folgende Rechnung:

(uxv,wxt)=((wxt)xu,v)
= ((w,u) -t — (t,u) - w,v) = (u,w) (v, t) — (u,t)(v,w) . O

1.70. BEMERKUNG. Wir geben eine geometrische Interpretation.
(1) Satz 1.69 (4) und Bemerkung 1.55 (1) implizieren, dass
vl = 3/l ol = s, )2
= \/HUH2 [v][* (1 = cos? £(u,v)) = [Jull [[v] sin £ (u, v) ,

da sin? +cos? = 1 und sing > 0 fiir alle ¢ € [0,7]. Also ist ||u x v||
gerade der Flicheninhalt des von u und v aufgespannten Parallelo-
gramms. Aus Bemerkung 1.68 (2) und Satz 1.69 (1) folgt

(uxv,u) =(uxuv)y=0 und (uxv,v)=(vxv,u)y=0.

Also steht u x v senkrecht auf der Fliache dieses Parallelogramms. Da-
mit haben wir eine geometrische Beschreibung des Kreuzproduktes bis
auf das Vorzeichen. Das Vorzeichen ergibt sich durch die Wahl einer
Orientierung, wie wir spéter in Beispiel 4.28 lernen werden.

(2) Das Spatprodukt kénnen wir nun als Volumen des Parallelotops mit
den Kanten u, v und w interpretieren. Da u X v senkrecht auf der
Grundfldche steht, wird die Hohe dieses Parallelotops gerade gegeben
durch

|{u x v, w)| [{u x v, w)|

[w]leos £(u x v, w)| = [[w]] =
’ lu ol flwll - flux o]
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Als Produkt aus Grundflache ||u x v|| und Hoéhe erhalten wir das Vo-
lumen also als Absolutbetrag |(u x v, w)| des Spatproduktes. Das Vor-
zeichen des Spatproduktes ist wiederum eine Frage der Orientierung.

Wir erinnern uns an unsere Definition 1.56 der komplexen Zahlen. Dort
wurde eine Multiplikation auf R x R erklirt durch

(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + be) .

Wir fithren jetzt die etwas kompliziertere Quaternionen-Multiplikation ein. Die
Quaternionen wurden von Hamilton entdeckt, daher der Buchstabe H.
1.71. DEFINITION. Die Quaternionen sind definiert als H = R x R3, mit
(a,u) + (b,v) = (a + b,u+v),
(a,u) - (b,v) = (a-b—(u,v),a-v+b-u+ux0v)

und (a,u) = (a, —u)

fiir alle a, b € R und alle u, v € R3. Wir identifizieren a € R mit (a,0) € H
und v € R? mit (0,u) € H, und definieren Real- und Imaginirteil von (a,u)
durch

Re(a,u) = % ((a,u) + (a,u)) =a €R

und Im(a,u) = % ((a,u) — m) —ueR3.

1.72. SAaTz. InH gelten Assoziativ- und Kommutativgesetz fiir die Addition.
Die Multiplikation ist assoziativ aber nicht kommutativ. Es gilt das Distributiv-
gesetz

(1) p-(g+r)=p-q+p-r

fir alle p, q, r € H. Neutrale Elemente sind Oy = (0,0) fir die Addition
und 1y = (1,0) fir die Multiplikation. Jedes Element (a,u) besitzt ein additives
Inverses

(2) —(a,u) = (=a, —u)

und, falls (a,u) # Om, ein multipliktives Inverses

a u
e ()
) o a?+ Jlul® a? + [lul®

Fiir ein Quaternion p = (a,u) gilt

(4) pq=q-p

fir alle ¢ € H genau dann, wenn p € R, das heifit, wenn u = 0.
Fir die Quaternionen-Konjugation gilt

(5) PHq=p+1, —p=-7,

(6) P q

(=)
Il
S

'ﬁ?

<
Il
Sy
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fiir alle p, q € H, und fir p = (a,u) € H gilt

(7) pp=at+|ul’=p-5.

Die Quaternionen-Konjugation ist ein Anti- Automorphismus, das heift, sie
respektiert alle Verkniipfungen bis auf die Multiplikation, bei der sie die Rei-
henfolge der Faktoren vertauscht. Daher konnen wir aus (1) und (6) auch Dis-

tributivitdt im ersten Faktor folgern.

Anstelle von p/q schreiben wir sicherheitshalber pg~!, was ja nicht das glei-
che wie ¢~ !p sein muss. Wir erlauben Briiche von Quaternionen nur, wenn der
Nenner reell ist.

BEWEIS. Die Rechenregeln fiir die Addition sind leicht zu iiberpriifen. Das
Distributivgesetz (1) folgt aus den Bemerkungen 1.53 (1) und 1.68 (1):

(a,u) - ((b,v) + (c,w))
a,u) - (b+c,v+w)

= (a

= (a(b+c) — (u,v + w),a(v+w) + (b+ c)u+u x (v+w))

= (ab — (u,v),av + bu+u x v) + (ac — (u, w), aw + cu + u X w)
= (a,

u) - (b,v) + (a,u) - (¢, w) .

Das Assoziativgesetz fiir die Multiplikation folgt aus Satz 1.69 (1) und (2).
AuBerdem iiberpriift man leicht, dass

(a,u) 4+ (0,0) = (a,u) = (a,u) - (1,0) = (1,0) - (a,u) .
Auch die Formel (2) fiir das additive Inverse ist klar.

Es gelte (4) fiir ein Quaternion (a,u). Aus der Symmetrie des Skalarpro-
duktes und der Antisymmetrie des Kreuzproduktes folgt

0= (a,u) - (b,v) — (b,v) - (a,u)

= (0, u xv—vxu)=(0,2uxv).

Wir setzen fiir v die drei Einheitsvektoren e, es, eg ein und erhalten u; = us =
uz = 0 aus Definition 1.71. Also gilt u = 0, das heiit (a,u) € R.

Es gilt
(a,u) - (a,u) = (a,—u) - (a,u)

= (a2+<u,u),au—au—u xu)=a’+ |ul* eR,

und es folgt die erste Gleichung in (7). Die zweite erhalten wir, indem wir u
durch —u ersetzen. Aus (7) folgt (3), denn

( O 2)-(a,u)_(1(a,u)-(a,u)_1.

a2+ |ul*" a2+ ||u] a,u) - (a,u)
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Gleichung (5) ist wiederum klar, und (6) folgt aus der Antisymmetrie des

Kreuzproduktes, denn
(a,u) - (b,v) = (ab—( v), —av — bu — u X v)

= (ab — (—v, —u),b(—u) + a(—v) + (—v) x (—uw))

(,v)-(a,u). 0

Im Beweis sieht man, dass das Kreuzprodukt wichtig ist fiir das Assoziativ-
gesetz der Multiplikation.

1.73. DEFINITION. Wir definieren den Absolutbetrag eines Quaternions ¢ €
H als die reelle Zahl
lal = vaq -

Wegen Satz 1.72 (7) ist das moglich, und fiir ¢ = (a, u1, ug, u3) € H gilt
ja” = a® + uf +uj + uf ,

also stimmt |g| wiederum mit der Euklidischen Norm ||¢|| auf R* iiberein.

1.74. BEMERKUNG. So, wie wir den komplexen Zahlen (1,0) und (0,1) die
Namen 1 und ¢ gegeben haben, wollen wir hier die folgenden Bezeichnungen
einfiihren:

1=(1,0), i=1(0,e1), Jj=1(0,e2) und k= (0,e3) .
Wir erhalten die Multiplikationstabelle

ik
i | -1k —j
i | -k -1 i

k io—i —1.

Zusammen mit den Distributivgesetzen und 1y = (1,0) konnen wir jetzt alle
Quaternionen miteinander multiplizieren. Wir sehen, dass alle FEintréige aufler-
halb der Diagonalen vom Kreuzprodukt in der Definition der Multiplikation
in 1.71 herriihren.

So wie die komplexen Zahlen die Geometrie der Ebene beschreiben, be-
schreiben die imagindren Quaternionen die Geometrie des dreidimensionalen
Raumes. Wir sehen, dass sowohl das Standard-Skalarprodukt als auch das
Kreuzprodukt in der Definition auftauchen, und in der Tat erhalten wir die-
se zuriick als

(u,v) = Re((0,u) - (0,v)) und uxv=Im((0,u) - (0,v)) .
Jetzt wollen wir Isometrien des R? mit Hilfe von Quaternionen beschreiben.
1.75. SATZ. Es sei ¢ = (cosp,vsing) € H, wobei v € R® mit |jv]| = 1
und ¢ € R. Fiir ein imagindres w € R3 C H ist quq wieder imagindr. Die

Abbildung Fy: R3 — R3 mit w — qwq beschreibt eine Drehung um die Achse
durch 0 in Richtung v um den Winkel 2¢.



34 1. ZAHLEN

BeEwEIs. Ein Quaternion w ist imaginédr genau dann, wenn w = —w gilt.
Wenn w imaginér ist, ist auch qwqg imaginér, denn

qwq = quq = —quq .

Die Abbildung Fj ist R-linear wegen Satz 1.72 (1) und (4), das heift,
sie bildet Summen auf Summen ab und ist mit Streckungen vertréglich. Das
gleiche gilt fiir die Drehung R, 2, um die Achse durch 0 in Richtung v um
den Winkel 2¢. Wir zerlegen w € R? wie im Beweis der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung 1.54 als

w = (v,w)v + (w — (v,w)v) ,

so dass der zweite Vektor wegen ||v|| = 1 senkrecht auf v steht. Wegen Linearitt
reicht es, Fyv = Ry2,v und Fyw = R,p,w fiir alle Vektoren w mit |w| = 1
und (v, w) = 0 zu zeigen.

Betrachte zuniichst v. Wegen (v,v) =1 und v x v = 0 gilt in diesem Fall
quq = (cos @, vsinp) - (0,v) - (cos @, —vsin p)
= (—singp,vcosp) - (cos p, —vsin p)
= (- cos @ sin ¢ 4 cos psin g, vsin® ¢ +UCOSQ(,0) = (0,v),
2

da cos? ¢ + sin? ¢ = 1. Auch die Drehung R, 20 hilt v fest, es gilt also Fyv =
v = sz‘pv

Es gelte jetzt (v,w) = 0 und ||lw|| = 1. Wegen (v X w,v) = 0 und der
Grafimann-Identitét gilt in diesem Fall

quq = (cos p,vsiny) - (0,w) - (cos ¢, —vsin p)
(0 wCeos Y + v X wsmw) (cos @, —vsin @)
(0 W OS> p 4V X W COos YSin Y — w X v Cos psin g — (vxw)xvsin2<p)

0, wcos (p — sin <p)+v><w 2cosgosm<p)

Cosinus und Sinus des doppelten Winkels berechnen sich als
cos(2¢) = cos® p — sin? ¢ und sin(2¢) = 2cospsing .
Wenn wir ||w|| = 1 annehmen, dann folgt aus Bemerkung 1.70, dass die Vekto-
ren v, w und v X w aufeinander sekrecht stehen, und dass auch
lo X wl| = o] - [w]] - sin £(v,w) =1.
Insbesondere bilden w und v X w eine Orthonormalbasis der zu v senkrechten
Ebene. Die Drehung R, 2, bildet den Vektor w also ab auf

Ry pow = cos(2¢) w +sin(2p) v x w = Fyw .

Wenn wir in der obigen Rechnung w durch v X w ersetzen, wird v X w wegen
der GraBmann-Identitét zu v x (v X w) = —w. Wir sehen jetzt, dass auch v x w in
der zu v senkrechten Ebene um den Winkel 2¢ gedreht wird. Wegen Linearitét
gilt das also fiir den gesamten R3. ([l
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Man beachte, dass ¢ und ¢ + 7 die gleiche Drehung beschreiben, da 27 ja
einer vollen Umdrehung entspricht. Zu einer Drehung gehoren also genau zwei
Quaternionen ¢ und —q; dieses Phénomen nennt man ,,Spin“. Es hat sowohl in
der Mathematik als auch in der Physik eine Bedeutung.

Die Drehrichtung ergibt sich aus einer “Rechte-Faust-Regel”. Sei 0 < ¢ <,
so dass wir um 2¢ € (0,27) drehen. Zeigt der Daumen der rechten Hand in
die Richtung von Im¢q = wsinp, dann erfolgt die Drehung in Richtung der
gekriimmten Finger. Ist ¢ rein imaginér, also beispielsweise ¢ = 7, dann wird
um 7 = 180° gedreht, so dass es auf die Drehrichtung nicht mehr ankommt.

Wir haben gesehen, dass Quaternionenmultiplikation nicht kommutativ ist.
Im Allgemeinen erschwert das den Umgang mit H. Aber Satz 1.75 funktio-
niert gerade, weil H nicht kommutativ ist. Wéare H kommutativ, dann wére
auch qug = qqu = |q|* w = w wegen |¢| = 1, und F, wére einfach die Identitét.

1.76. BEMERKUNG. Die Isometrien des Raumes werden erzeugt von
(1) Verschiebungen w + u + w mit u € R3,

(2) Drehungen um die Achse durch den Ursprung in Richung v mit Win-
kel ¢, also w — Fyw, wobei jetzt

—cos P in?
q—c082+v81n2,

(3) Die Punktspiegelung w — —w.

In Analogie zu Bemerkung 1.66 konnen wir also jede Isometrie schreiben als
F(w) =u+ quq oder F(w) =u+ quq .

Dabei sind v € ImH und ¢ € H mit |¢| = 1 durch F fast eindeutig festgelegt
— man kann nach wie vor ¢ durch —q ersetzen.

Die obige Darstellung hat zwei interessante Eigenschaften.
e Sei G(w) = v+ rwr eine weitere Isometrie, dann hat auch die Verket-
tung F o G die gleiche Form:
(FoG)(w)=u+q(v+rwr)g=(u+quq) + qrwqr .

e Anhand der obigen Formel kann man « und ¢ leicht bestimmen, wenn
man Drehachse und -winkel kennt. Umgekehrt kann man Drehachse
und -winkel ablesen, wenn u und ¢ bekannt sind.

Aufgrunddessen lassen sich Quaternionen in der Praxis einsetzen, zum Beispiel
in der Robotersteuerung und in der dreidimensionalen Bildverarbeitung.

1.77. BEMERKUNG. Analog zu den Bemerkungen 1.66 und 1.76 kénnen wir
auch alle Isometrien des R* beschreiben durch

F(w) =v+pwq oder F(w) =v+ pwq .

Hierbei ist w € R* = H, und die Quaternionen v, p, ¢ € H mit |p| = |q| =
1 sind durch F fast eindeutig festgelegt — man darf nur das Tripel (v,p,q)
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durch das Tripel (v, —p, —q) ersetzen. Es gibt also auch hier einen ,,Spin“. Der
Zusammenhang zwischen dem Paar (p, ¢) und der Gestalt der Isometrie ist nicht
so einfach zu erkldren wie in Satz 1.75 und Bemerkung 1.76.

Fiir R™® mit n > 5 gibt es leider keine so schénen Beschreibungen der Iso-
metrien mehr. Wir werden spéater sehen, wie man Isometrien generell durch
Matrizen darstellen kann.

1.7. Zusammenfassung

In diesem Kapitel haben wir noch einmal den Aufbau des Zahlensystems
Revue passieren lassen — von der Mengenlehre als Grundlage der natiirlichen
Zahlen bis hin zu komplexen Zahlen und Quaternionen. Gleichzeitig haben wir
gesehen, dass FEuklidische Geometrie — in ihrer analytischen Auspriagung als
Vektorgeometrie — zumindest in kleineren Dimensionen — eng mit Erweite-
rungen der reellen Zahlen verkniipft ist.

In der folgenden Tabelle gehen wir die Zahlbereiche noch einmal durch.
Ganz links steht jeweils der Zahlbereich. Direkt daneben geben wir ein ,,Modell*
an, das heiflt, eine Konstruktion des jeweiligen Zahlbereichs aus , bekannten*
Objekten. Es folgen in Spalte 3 die entscheidenden Neuerungen, und in der
letzten Spalte Stichworte zu wichtigen Konzepten.

N N Rekursive Definitionen, vollstéandige Induktion
Z N x N/~ — ,Differenzrechnung*

Q Zx (N\{0})/~ / Bruchrechnung

R 777 Vollstéandigkeit

C R? i Fundamentalsatz der Algebra, ebene Geometrie
H R x R3 j, k& Nichtkommutativ, Geometrie des Raumes




KAPITEL 2

Vektorraume und Moduln

In diesem Kapitel lernen wir mit Vektoren zu rechnen, indem wir Koordi-
naten angeben und lineare Abbildungen als Matrizen schreiben. Einem Vektor
in Koordinaten entspricht ein Element in einem freien Modul, und einer Ma-
trix entspricht eine lineare Abbildung zwischen freien Moduln. Anschliefend
iiberlegen wir uns, warum und wie Matrixrechnung funktioniert.

Fiir das Rechnen mit Matrizen reicht uns zunéchst einmal ein Ring, obwohl
wir spéter meistens einen Korper, zum Beispiel R, zugrunde legen werden. Die
etwas groflere Allgemeinheit verursacht keinen zusétzlichen Aufwand; auflerdem
miissen wir spéter gelegentlich mit Matrizen iiber Ringen arbeiten. Die zahlrei-
chen Vorteile, die die Arbeit {iber Kérpern (auch Schiefkérpern) mit sich bringt,
lernen wir dann im nichsten Kapitel kennen.

Als erstes fithren wir ein paar algebraische Grundbegriffe ein: Vektoren sind
Elemente von Vektorrdumen iiber Koérpern oder Schiefkdrpern. Etwas allge-
meiner ist der Begriff eines Moduls iiber einem Ring. Und sowohl Ringen als
auch Moduln liegen abelsche Gruppen zugrunde, mit denen wir daher begin-
nen werden. Nachdem wir Moduln eingefiihrt haben, betrachten wir spezielle
ystrukturerhaltende“ Abbildungen.

2.1. Gruppen, Ringe, Korper

Wir definieren eine Reihe wichtiger algebraischer Strukturen. Unser Haupt-
ziel sind Korper. Aber auch Gruppen und Ringe werden uns noch haufiger
begegnen.

2.1. DEFINITION. Eine Gruppe (G,x) ist eine Menge G mit einer Ver-
kniipfung *: G x G — G, fiir die ein neutrales Element e € G und fiir alle g € G
ein inverses Element ¢g~' € G existiert, so dass fiir alle g, h und k die folgenden
Gruppenaxiome gelten:

(G1) gx(h+xk)=(g*xh)x*k (Assoziativgesetz),
(G2) exg=4g (linksneutrales Element),
(G3) g lxg=e (linksinverse Elemente).

Eine Gruppe heifit kommutativ oder abelsch, wenn auflerdem fiir alle g, h € G
gilt
(G4) gxh=hxg (Kommutativgesetz).

37
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2.2. BEISPIEL. Wir kennen schon Beispiele von abelschen Gruppen. Dazu
ersetzen wir ,,x“ durch eine bekannte Operation, hier ,,+“.

(1) Die ganzen Zahlen Z bilden eine abelsche Gruppe (Z, +), genannt die
unendliche zyklische Gruppe, siehe auch Satz 1.48.

(2) Sei k = Q, R, C oder H. Dann ist (k,+) eine abelsche Gruppe, die
sogenannte additive Gruppe von k, siehe dazu die Sétze 1.51, 1.57
und 1.72, sowie Punkt (1) am Anfang von Abschnitt 1.4.

(3) Die natiirlichen Zahlen N bilden keine Gruppe, denn es fehlen die in-
versen Elemente.

Die Gruppenaxiome sind bewusst sparsam formuliert. Dadurch hat man
relativ wenig zu tun, um nachzuweisen, dass eine bestimmte Verkniipfung auf
einer Menge eine Gruppe definiert. Beim Rechnen in Gruppen hilft die folgende
Proposition.

2.3. PROPOSITION. Sei (G, *) eine Gruppe, dann sind das neutrale Ele-
ment e und das Inverse g~* zu jedem g € G eindeutig bestimmt. Auferdem gilt
fir alle g € G, dass
(G27) gre=g,

(G3) gxg =e

Insbesondere muss man das neutrale Element und die Abbildung, die einem
Gruppenelement sein Inverses zuordnet, in der Notation ,,(G, *)* nicht mit an-
geben, da beide eindeutig festgelegt sind. Das spart etwas Schreibarbeit. Und
wir diirfen tatséchlich von neutralen und inversen Elementen reden, nicht von
linksneutralen und linksinversen Elementen.

BEWEIS. Wir leiten aus den Gruppenaxiomen der Reihe nach einige inter-
essante Rechenregeln ab. Fiir alle g, h, k € G gilt

1) Linkskiirzungsregel: aus g x h = g x k folgt h = k, denn
(1) gsreg g g g
h=exh= (g xg)xh=g t%(gxh)
:g_l*(g*k;):(g_l*g)*kze*k:k‘.

(2) Die Aussage (G2’) folgt aus der Linkskiirzungsregel (1) und

gil*(g*e):(gfl*g)*e:e*e:e:gfl*g.

(3) Eindeutigkeit des neutralen Elements: Es gelte fxg = g fiir alle g € G,
dann folgt aus (G2’) insbesondere

f=frxe=e.
Umgekehrt gelte g* f = ¢ fiir alle g € G, dann folgt aus (G2) ebenfalls

f=exf=e.
(4) Aussage (G3’) folgt aus der Linkskiirzungsregel (1) und
g

gl x(gxg ) =(g"xg)xg t=exgl=gt=g"
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(5) Rechtskiirzungsregel: aus h * g = k x g folgt h = k, denn
h=hxe=hx(gxg )= (hxg)xg "

:(k:*g)*g’l:k*(g*g’l):k*e:k_

I wegen der

(6) Eindeutigkeit des Inversen: aus g *x h = e folgt h = g~
Linkskiirzungsregel (1) und

gxh=e=gxg ",

1

umgekehrt folgt k = g7 aus k * g = e wegen der Rechtskiirzungsre-

gel (2) und
kxg=e=g lxg. u
2.4. BEMERKUNG. Wir erinnern uns an die Verkettung ,,0“ von Abbildun-

gen aus Definition 1.20, an die Identitdt idy; aus Beispiel 1.19 (1) und an die
Umkehrabbildungen aus Satz 1.24.

(1) Es seien K, L, M, N Mengen und F: M — N, G: L — M
und H: K — L Abbildungen,
KLro S uvEDN.
Dann gilt F o (Go H) = (F oG)o H, denn fiir alle k € K ist
(Fo(GoH))(k) = F((G o H)(k) = F(G(H(K)))
= (FoG)(H(k)) = ((FoG)oH)(k).
(2) Fiir F: M — N gilt idy oF' = F = F oidy, denn fiir alle m € M gilt
(idy o F)(m) =idy(F(m)) = F(m) = F(idy(m)) = (F oidps)(m) .
(3) Es sei F' bijektiv. Dann existiert eine Umkehrabbildung S nach
Satz 1.24, und es gilt
SOF:idM und FOS:idN.
Diese Beziehungen sehen fast so aus wie die Gruppenaxiome (G1)-(G3). Man
sollte aber beachten, dass die Abbildungen F', G, H, idjs, idy und S im Allge-
meinen von verschiedenen Typen sind. Das heifit, wenn die Mengen K, L, M, N

paarweise verschieden sind, gehoren keine zwei dieser Abbildungen zur gleichen
Grundmenge, etwa F' € Abb(M, N), idys € Abb(M, M), und so weiter.

2.5. BEISPIEL. Es sei M eine Menge. Wir definieren die Menge der Auto-
morphismen von M als

Aut(M) = { F: M — M | F ist bijektiv } .
Dann bildet (Aut(M), o) eine Gruppe. Dazu iiberlegen wir uns

(1) Seien F' und G bijektiv, dann ist F' o G bijektiv nach Satz 1.23 (3).
Also ist die Verkniipfung ,,0“ auf Aut(M) wohldefiniert.

(2) Es gilt das Assoziativgesetz (G1) nach Bemerkung 2.4 (1).

(3) Die Identitét idps aus Beispiel 1.19 (1) ist bijektiv. Nach Bemer-
kung 2.4 (2) ist idys das neutrale Element in (Aut(M), o).



40 2. VEKTORRAUME UND MODULN

(4) Das Inverse zu F' € Aut(M) ist die Umkehrabbildung G aus Satz 1.24.
Aus Satz 1.23 (4) und (5) folgt, dass G wieder bijektiv ist, und das
Axiom (G3) folgt aus Bemerkung 2.4 (3).

Spéter werden uns héufiger Gruppen begegnen, die aus speziellen bijektiven
Abbildungen F einer Menge M in sich bestehen.

2.6. DEFINITION. Ein Ring (R, +, ) besteht aus einer Menge R mit einer
Addition +: Rx R — R und einer Multiplikation - : Rx R — R, so dass (R, +)
eine abelsche Gruppe bildet, und so dass fiir alle r, s, t € R die folgenden
Ringaxiome gelten:

(R1) (r-s)-t=r-(s-t) (Assoziativgesetz),
{r-(s—i—t) =r-s+r-t

(R2) (r+s)-t=r-t+s-t

(Distributivgesetze).

Ein Ring heifit unitdr oder Ring mit Fins, wenn es ein neutrales Element oder
Einelement 1g gibt, so dass fiir alle r € R gilt:
(R3) lp-r=r-lg=r (Einselement).

FEin Ring heifit kommutativ, wenn fiir alle r, s € R gilt:

(R4) r-s=s-r (Kommutativgesetz).

Man beachte, dass die Axiome (R3) und (R4) unabhingig voneinander
erfiillt sein konnen. Wir werden in dieser Vorlesung fast nur Ringe mit Eins
betrachten.

In allgemeinen Ringen haben wir kein Kommutativgesetz, daher brauchen
wir beide Gleichungen in (R2) und (R3). Wir haben auch keine Links- oder
Rechtskiirzungsregeln fiir die Multiplikation, da uns die multiplikativen Inversen
fehlen.

Die Gruppe (R, +) heifit die additive Gruppe des Rings (R, +, - ). Ihr neu-
trales Element heifit Nullelement (Null) und wird mit 0 oder Or bezeichnet,
und das additive Inverse von r € R wird —r geschrieben. Die Bezeichnung r~1
ist fiir multiplikative Inverse reserviert (wenn sie existieren). Das Symbol fiir
die Multiplikation wird héufig weggelassen, somit steht rs kurz fiir 7 - s.

2.7. BEISPIEL. Wir kennen bereits einige Ringe.

(1) Die ganzen Zahlen (Z, +, -) bilden einen kommutativen Ring mit Eins,
siehe Satz 1.48.

(2) Sei k = Q, R, C oder H. Dann ist (k,+, -) ein Ring mit Eins; siehe
dazu die Sétze 1.51, 1.57 und 1.72, sowie Punkt (1) am Anfang von
Abschnitt 1.4. Bis auf H sind diese Ringe auch kommutativ.

(3) Auf den natiirlichen Zahlen N sind zwar Addition und Multiplikati-
on erkldrt, und (R1)—(R4) gelten. Aber da (N, +) keine Gruppe ist,
ist (N, 4+, -) kein Ring, siehe Beispiel 2.2 (3).
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Auch aus den Ringaxiomen lassen sich Folgerungen ziehen.

2.8. PROPOSITION. Es sei (R,+, -) ein Ring. Dann gilt fir alle r, s € R,
dass

(1) Op-r=1r-0r=0g,
(2) r-(=s)=(-r)-s=-r-s.

In einem Ring mit Eins ist die Fins eindeutig, und es gilt entweder Op # 1g,
oder aber R = {0g}.

Aufgrund der letzten Aussage wird bei einem Ring mit Eins manchmal
zusitzlich Or # 1 gefordert.

BEWEIS. Aus dem Distributivgesetz (R2) folgt
Op-r=(0r+0gr)-r=0g-r+0g-r,
also Og = Og - r nach Kiirzungsregel fiir die Addition. Genauso folgt -0z = Og.
Aussage (2) folgt aus
Op=r-Op=r-(s+(=s))=r-s+r-(-s),
genauso erhilt man die zweite Gleichung.
Die Eindeutigkeit der Eins folgt wie in Proposition 2.3.

Wenn in einem Ring mit Eins 0p = 1 gilt, folgt aus (R3) und (1) fiir
alle r € R, dass
r=1rp-r=0gr-r=0g. ]

Der Ring R = {0} heiit auch Nullring oder ,trivialer Ring*®.

2.9. BEISPIEL. Sei n € N, n > 1. Wir definieren eine Relation ,,= mod n*
auf Z durch

a=b modn — es gibt k € Z mit a —b=kn
lies: ,,a ist kongruent zu b modulo n.

Wir wollen zeigen, dass es sich um eine Aquivalenzrelation handelt. Die
Relation is reflexiv (A1), denn @ — a = 0 - n fir alle a € Z. Fir a, b € Z
gelte a — b = kn mit k € Z, dann folgt b — a = (—k) - n, also ist die Relation
symmetrisch (A2). Schliefilich ist sie auch transitiv (A3), denn gelte a —b = kn
und b — ¢ = ¢n fiir a, b, ¢, k, ¢ € Z, dann folgt a —c= (£ + k) - n.

Die Aquivalenzklasse von a € Z heifit Restklasse von a und hat die Form

al| ={a+k-n|keZ}={..,a—n,a,a+n,...}.

Der Quotient heifit Menge der Restklassen modulo n und wird mit Z/n
oder Z/nZ bezeichnet. Indem wir a € Z mit Rest durch n dividieren, erhalten
wir b, k € Z mit 0 < b < n, so dass a = kn + b. Es folgt

Z/n={[0],...,[n—1]},

insbesondere hat Z/n die Méchtigkeit n.
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Analog zu Abschnitt 1.3 wollen wir zeigen, dass Addition und Multiplikation
in Z auf dem Quotienten Z/n wohldefinierte Rechenoperationen definieren. Es
sei etwa a — b = kn und ¢ — d = ¢n, dann folgt

(a+c)—(b+d)=(k+{)-n
(@-c)—(b-d)y=(a—b)-c+b-(c—d)=(kc+0bl)-n
und (—a) — (=b)=(=k)-n.

Somit erhalten wir Verkniipfungen +, -: (Z/nZ) x (Z/nZ) — Z/nZ so-
wie — - : Z/nZ — Z/nZ mit

ld+ld=latd, [a-[d=[a-¢ und  —[a]=[-d].

Schliefllich wollen wir die Axiome (G1)—(G4) und (R1)—(R4) iiberpriifen,
um zu zeigen, dass (Z/nZ,+, -) ein kommutativer Ring mit Eins ist. Dazu
setzen mit Oz/,z = [0] und 1z,,7 = [1]. Jetzt folgt jedes einzelne der obigen
Axiome aus der entsprechenden Rechenregel fiir (Z, +, -), zum Beispiel

(la] 4+ [0]) + [c] = [a + ] + [d] = [(a + b) + ]

=la+ (b+c)] =[a] + [b+ ] = la] + ([b] + [c]) ,
[a] - ([b] + [c]) = la] - [b+ ] =[a- (b+c)]

= [ab + ac] = [ab] + [ac] = [a] - [b] + [a] - [¢]
und (1] -[a] =[1-a] =[a] =[a-1] =a] - [1] .

Somit ist (Z/nZ,+, -) ein kommutativer Ring mit Eins. Seine additive Grup-
pe (Z/nZ,+) heifit auch die zyklische Gruppe der Ordnung n.

2.10. DEFINITION. Ein Schiefkorper (K,+, ) ist ein Ring mit Eins 1g
und Null O, in dem fiir alle k € K \ {Ox} ein k= € K existiert, so dass fiir
alle k € K\ {0k} die folgenden Kérperaxiome gelten:

(K1) El ok =1k (multiplikatives linksinverses Element),
(K2) g # Or (Nichttrivialitat).

FEin Schiefkorper heifit Korper, wenn die Multiplikation kommutativ ist.

2.11. BEeispiEL. Wir kennen bereits einige Korper und Schiefkérper.

(1) Es sei k = Q, R oder C, dann ist (k,+, -) ein Kérper, siehe dazu
die Sétze 1.51, 1.57 sowie Punkt (1) am Anfang von Abschnitt 1.4.
Insbesondere sind Q, R und C auch Schiefkorper.

(2) Die Quaternionen bilden einen “echten”, also nichtkommutativen
Schiefkorper, siehe Satz 1.72.

(3) Die natiirlichen Zahlen (N, +, -) sind kein (Schief-) Kérper, da sie noch
nicht einmal einen Ring bilden. Die ganzen Zahlen (Z, +, - ) sind zwar
ein kommutativer Ring mit Eins, aber kein (Schief-) Kérper, da mul-
tiplikative Inverse fehlen.
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Die Korperaxiome werden in der Literatur oft unterschiedlich formuliert.
Manchmal fasst man (G1)-(G4), (R1)-(R4), (K1) und (K2) (oder kleine Va-
riationen davon) zu Axiomen (K1)-(K10) zusammen. Es folgt eine weitere
Moglichkeit.

2.12. PROPOSITION. FEine Menge K mit Verkniipfungen +, - : K X K — K
und Elementen O, 1 € K bildet genau dann einen Schiefkorper (K, +, -) mit
Nullelement O und Einselement 15, wenn

(1) (K,+) eine Gruppe mit neutralem Element O bildet,
(2) (K \ {0k}, -) eine Gruppe mit neutralem Element 1k bildet, und
(3) die Distributivgesetze (R2) gelten.

Falls die Gruppe (K \ {0k}, -) abelsch ist, ist (K,+, -) ein Kérper.

BEWEIS. = Sei (K, +, -) ein Schiefkérper, dann ist (K, +) nach den De-
finitionen 2.6 und 2.10 eine abelsche Gruppe. Auch die Distributivgesetze (R2)
haben wir vorausgesetzt, somit gelten (1) und (3).

Zu (2) betrachte a, b # Ox. Es gilt a=! # 0, denn ansonsten wére
lK:a_l-a:()K,
im Widerspruch zu (K2). Es gilt auch a - b # O, denn sonst wire
b=(a"ta)-b=a' (a-b)=0g.

Somit definiert die Multiplikation eine Verkniipfung auf der Menge K \ {0k},
und auch 1x und die Inversen a~! liegen in K \ {Ox}. Die Gruppenaxiome
fiir (K \ {0k}, -) folgen jetzt aus (R1), (R3) und (K1).

<=: Wenn (1)—(3) erfiillt sind, gelten zunéchst einmal (G1)-(G3) und (R2)
wegen (1) und (3). AuBlerdem folgt Ox - k = Oxg = k - O fur alle £ € K mit
dem gleichen Beweis wie fiir Proposition 2.8 (1). Es gilt 1x -a =a =a- 1k fir
alle a € K nach der obigen Uberlegung, falls a = 0, und nach (G2) und (G2’)
aus Proposition 2.3 fiir (K \ {Ox}, - ), falls a # Og. Also gilt (R3).

Aus (R3) und dem Axiom (G2) folgt fiir (K \ {Ox}, -) mit den Distributiv-
gesetzen, dass
at+a+b+b=(1g+1g) - a+ (1x+1x)-b= 1+ 1x) - (a+b)
=lg-(a+b)+1x-(a+b)=a+b+a+b.
Die Kiirzungsregeln in (K, +) aus dem Beweis von Proposition 2.3 liefern (G4).
Das Assoziativgesetz (R1) folgt aus (G1) fir die Gruppe (K \ {0k}, -),

falls r, s, t € K \ {Ox}. Falls mindestens eines der drei Elemente O ist, sind
rechte und linke Seite von (R1) auch Og, siehe oben.

Das Axiom (K1) ist gerade (G3) fiir (K \ {0k}, -), und (K2) folgt, da 1x €
K\ {0g}. Also ist (K, +, -) ein Schiefkorper. O
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Wir schreiben K* = K\ {0Ox} und nennen (K*, -) die multiplikative Grup-
pe von K. Manche Autoren schreiben auch K*; wir wollen uns das Stern-
chen aber fiir andere Zwecke aufsparen. Aus (G3’) folgt fiir £ € K* auch,
dass k- k=1 = 1.

2.13. BEMERKUNG. In jedem Korper oder Schiefkérper (K, +, -) gilt Pro-
position 2.3 fiir die additive Gruppe (K, +) sowie fiir die multiplikative Grup-
pe (K*, -). Im Fall (K*, ) gelten manche der Aussagen in Proposition 2.3 und
ihrem Beweis immer noch, wenn einzelne Elemente O sind. Zur Begriindung
benutzen wir wieder Proposition 2.8 (1).

(1) Kiirzungsregeln: Aus a-b = a-c oder b-a = c-a folgt b = c oder a = O,
genau wie in Satz 1.41 (5).

(2) Nullteilerfreiheit: Aus a -b = O folgt a = Ox oder b = Og. Das ist
dquivalent zu (1).

(3) neutrales Element: Es gilt 1x -a =a-1g = a fir alle a € K

(4) PEindeutigkeit der Eins: aus a-b = a oder b-a = a fiir ein a € K* und
ein b € K folgt b = 1k;

(5) Eindeutigkeit des Inversen: aus a-b= 1k oder b-a = 1k fiir a, b € K
folgen a, b€ KX und b= a~ L.

Unter Nullteilern in einem Ring (R, +, - ) versteht man Elemente r, s € R\ {0}
mit 7-s = 0. Kérper sind also nullteilerfrei nach (2). In Ringen kann es Nullteiler
geben, zum Beispiel gilt
2]-B]=1[6]=[0] €Z/6Z.

2.14. DEFINITION. Sei R ein Ring mit Eins. Falls es eine Zahl n € N\ {0}
gibt mit
(*) lp+---+1g =0g,

—_——
n Summanden

dann heifit die kleinste solche Zahl die Charakteristik x(R) von R. Andernfalls
ist x(R) = 0.
Man beachte, dass aus x(R) = n bereits fiir alle r € R folgt:
P dp = (1R+"'+1R) r=0.

n Summanden n Summanden

2.15. BEISPIEL. Fiir einige Ringe kennen wir die Charakteristik.

(1) Aus dem ersten Peano-Axiom 1.29 (P1) folgt fiir alle n € N\ {0}, dass
1+---+1=n#0.
—_——

n Summanden

Da N eine Teilmenge von Z, Q, R, C und H ist, folgt

X(Z) = x(Q) = x(R) = x(C) = x(H) = 0.
(2) Der Ring (Z/nZ,+, -) aus Beispiel 2.9 hat Charakteristik n.
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Aus der Schule kenne wir den Begriff der Primzahl. Es sei 1 < n € N. Wir
nennen a € N einen Teiler von n, kurz a | n, wenn es b € N mit ab = n gibt.
Wir nennen eine Zahl p € Z mit p > 1 eine Primzahl, wenn fiir alle a, b € N
aus p | ab folgt, dass p | a oder p | b. Hieraus folgt, dass p keine Teiler aufler 1
und sich selbst hat. Die Zahl 1 selbst ist keine Primzahl.

2.16. PROPOSITION. Die Charakteristik eines Korpers ist entweder 0 oder
eine Primzahl.

Bewers. Wir wollen annehmen, dass x(K) # 0. Aus (K2) folgt 1x # Ox,
also ist x(K) # 1. Falls jetzt x(K) = a-b mit a, b > 1 gilt, betrachte die
Gleichung

Ok =1+ +1lxg=0x+ - +1g) - (Ix+---+ 1K) .

a-b Summanden a Summanden b Summanden

Da K als Korper nullteilerfrei ist, muss bereits einer der beiden Faktoren
oben Og sein. Ohne Einschrinkung diirfen wir annehmen, dass es sich um
den ersten handelt (ansonsten vertausche a und b). Nun ist aber a < a - b
da 1 < b, und gleichzeitig ist a - b nach Definition 2.14 die kleinste Zahl mit der
Eigenschaft (*). Aufgrund dieses Widerspruchs kann y(K') kein echtes Produkt
sein. ([l

2.17. BEISPIEL. Der Ring Z/nZ aus Beispiel 2.9 kann also nur ein Korper
sein, wenn n eine Primzahl ist.

Sei also p eine Primzahl und K = Z/pZ. Wir wissen schon, dass Z/pZ
ein kommutativer Ring mit Eins [1] # [0] ist. Wir wollen noch die Existenz
multiplikativer Inverser beweisen (K1). Jedes Element [a] € Z/p \ {[0]} hat
genau p verschiedene Vielfache in Z/pZ, denn sonst gibe es [b], [¢] € Z/p
mit [b] # [c] aber [a] - [b] = [a] - [¢], also a - (b —¢) = k- p fiir ein k € Z,
aber weder a noch b — ¢ enthalten den Primteiler p, Widerspruch. Also ist
die Abbildung F': Z/pZ — Z/pZ mit F([b]) = [a][b] injektiv, und daher auch
surjektiv (Ubung), somit existiert [b] € Z/pZ mit [a][b] = [1], das heiBt, [a] hat
ein multiplikatives Inverses. Es gibt also endliche Kérper, das heifit, Kérper mit
endlich vielen Elementen.

Man kann (K1) auch expliziter beweisen, indem man ein Inverses angibt.
Sei dazu 1 < a < p, dann gibt es keine Zahl ¢ > 1, die @ und p teilt. Nach
Satz 2.18 (2) unten fiir ag = p > a1 = a existieren Zahlen dy und dy € Z mit

1 =diag+ doa1 = dip+ dpa .

Dann ist dpa = 1 modulo p, also ist [do] = [a]™' € Z/pZ das multiplikative
Inverse von |[a].

Fiir den folgenden Satz brauchen wir Division mit Rest: Zu je zwei Zah-
len m, n € N mit n # 0 gibt es eindeutige Zahlen ¢, r € N mit 0 < r < n, so
dass

m=qn-+r.
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2.18. SaTZ (Erweiterter Euklidischer Algorithmus). Es seien ag, a1 € N\{0}
mit a1 < ag, Dann existieren eindeutige Zahlen ig € N, a1 > ag > -+ > a;, >
aip+1 =0 und by, ..., bj;+1 € N, so dass

(1) a;—1 = bjy1a; + ajiq fiir alle 1 <@ <1y .
Die Zahl a;, ist die grofite Zahl in N, die ag und a; teilt.

Setze d;y =0, d;jy—1 = 1 und bestimme d;,—2, ..., di1, do € Z so, dass
(2) di—1 = dit1 — dibiy1 firig>i>1.

Dann gilt eine sogenannte Bézout-Identitit a;, = diap + doay.

Die Zahl a;, heifit der grifste gemeinsame Teiler von ag und ay, kurz a;, =
ggT(ap, a1). Beachte, dass es auch andere dy, d; € Z geben kann, die (2) erfiillen.

BEwEIS. Nach Definition der Division mit Rest existieren die Zahlen a;
und b;, sind eindeutig bestimmt durch (1) und werden immer kleiner. Also
erreichen wir a;,4+1 = 0 nach ig < a; vielen Schritten.

Es sei 0 < ¢ € N eine Zahl, die ag und aq teilt, dann teilt ¢ auch alle
Zahlen ag, ..., a;, wegen (1). Also kann es keine Zahl grofler als a;, geben,
die ap und a; teilt. Aus (1) fiir ig folgt, dass a;, auch a;,—; teilt. Indem wir (1)
fiir immer kleinere 7 benutzen, folgt, dass a;, auch a;,—2, ..., a; und ag teilt.
Also ist a;, = ggT(ap,a1).

Seien jetzt d; wie in (2) gegeben. Betrachte die Gleichung
(3) iy = diy10; + diaiy
Wegen a;,+1 = 0 und d;,+1 = 1 gilt (3) fiir ¢ = 9. Aus den Gleichungen (1)—(3)
fiir ¢ erhalten wir
aiy = div1a; + di(a;—1 — bit1a;)
= dja;—1 + (dit1 — dibiy1)a; = dja;—1 + di—10; .

Also gilt (3) auch fiir i — 1. Fiir ¢ = 0 erhalten wir die Behauptung. O

2.19. BEMERKUNG. Es gibt einen Korper mit n Elementen genau dann,
wenn sich n = p® schreiben lédsst, wobei p eine Primzahl ist und a > 1. Die-
ser Kérper wird Fj« genannt und hat die Charakteristik p. Sie lernen ihn in
der Algebra-Vorlesung kennen. Es gibt auch Korper der Charakteristik p mit
unendlich vielen Elementen.

Wir sollten in der linearen Algebra immer vor Augen haben, dass es diese
endlichen Korper gibt; insbesondere Korper der Charakteristik 2 erfordern ein
wenig zuséitzliche Aufmerksamkeit.
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2.2. Moduln, Vektorridume und lineare Abbildungen

Gruppen, Ringe und Korper begegnen uns oft dadurch, dass sie auf anderen
Strukturen “wirken”. Uns interessiert hier zunéchst der Fall von Ring- und
Korperwirkungen; Gruppenwirkungen lernen wir spéter auch noch kennen.

2.20. DEFINITION. Sei (R, +, -) ein Ring. Ein (Rechts-) R-Modul (M,+, .)
besteht aus einer abelschen Gruppe (M,+) und einer skalaren Multiplika-
tion .: M x R — M, so dass fiir alle m, n € M und alle r, s € R die folgenden
Modulaxiome gelten

(M1) m.(r-s)=(m.r).s (Vertraglichkeit der Multiplikation),
M2) m.(r+s)=m.r+m.s (Erstes Distributivgesetz),
(M3) (m+n).r=m.r+n.r (Zweites Distributivgesetz).

Sei (R, +, - ) ein Ring mit Eins 1. Ein unitdrer (Rechts-) R-Modul (M,+, .) ist
ein Rechtsmodul (M, +, .), so dass zusétzlich gilt:
(M4) m.l=m (Wirkung der Eins).

Ist der Ring R = K ein Schiefkorper oder Korper, so heiflen unitidre Rechts- K-
Moduln auch (Rechts-) K- Vektorrdume oder (Rechts-) Vektorrdume iber K.

Man beachte, dass das Symbol ,,+* in (M2) zwei verschiedene Bedeutun-
gen hat. Die Punkte fiir die Multiplikation kann man oft weglassen. Wir spre-
chen von Rechts- R-Moduln, weil R durch skalare Multiplikation ,,von rechts®
auf M wirkt. Analog definiert man Links- R-Moduln mit einer skalaren Multi-
plikation -: R x M — M. In diesem Fall dreht sich in (M1)—(M4) jeweils die
Reihenfolge der Faktoren um, beispielsweise wiirde (M1) zu

(r-s)-m=r-(s-m).

Auf der anderen Seite folgt Kommutativitdt der Addition bei einem unitéren
R-Modul aus den restlichen Axiomen wie in Proposition 2.12.

2.21. BEispIEL. Wir konnen einige Moduln und Vektorrdume angeben.

(1) (M,+,.)=(R,+, -) ist ein Rechts-R-Modul, wobei “+” und “.” die
gleichen Verkniipfungen sind wie in R, aufgefasst als +: M x M — M
und .: M x R — M. Nach Definition 2.6 ist ndmlich (R,+) eine
abelsche Gruppe, (R1) liefert (M1), und die Distributivgesetze (R2)
liefern (M2) und (M3). Falls R eine Eins 1 besitzt, ist M auch unitér,
denn (M4) folgt dann aus (R3). Véllig analog kann man R zu einem
Linksmodul machen.

(2) Der ,kleinste“ Rechts-R-Modul ist ({0}, +, .) mit 0.7 = 0 fiir alle r €
R. Er heiit der Nullmodul.

(3) Jede abelsche Gruppe A wird zu einem Rechts R-Modul mit a.r =04
fiir alle a € A und alle r € R. Damit reduzieren sich (M1)—(M3) zur
trivialen Aussage 04 = 04. Dieser Modul ist allerdings nicht unitér, es
sei denn, er wire bereits der Nullmodul aus (2).
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(4) Die Vektorrdume R", speziell R? und R? aus den Abschnitten 1.4-1.6
sind Vektorrdume iiber R.

(5) In der Analysis lernen Sie viele R-Vektorrdume kennen. So sind die
Réaume der Folgen und der Nullfolgen mit Werten in R Vektorrdume
iitber R. Auch die Rdume der stetigen oder der differenzierbaren Funk-
tionen auf einem Intervall I C R sind R-Vektorrdume.

2.22. PROPOSITION. Es sei (M,+, .) ein (R,+, - )-Rechtsmodul. Dann gilt
fiir alle m € M und r € R, dass

(1) Op.r=m.0p =0p,
(2) m.(—=s)=(—m).s=—-m-s.

Analoge Aussagen gelten fiir Linksmoduln.

Bewers. All das folgt aus den Distributivgesetzen (M2), (M3) wie im Be-
weis von Proposition 2.8. O

Wir nennen 05y das Nullelement oder die Null, bei Vektorrdumen auch den
Nullvektor von M.

2.23. BEMERKUNG. Sei (R, +, -) ein kommutativer Ring, zum Beispiel ein
Koérper. Dann kann man aus jedem Rechts-R-Modul (M, +, .) einen Links-R-
Modul (M, +, -) machen und umgekehrt, indem man r-m = m.r fir aller € R
und m € M setzt. Das einzige fragliche Axiom ist (M1), und wir rechnen nach,
dass

s-(rrm)=(m.r).s=m.(r-s)=(r-s)-m=(s-r)-m
fiir alle r, s € R und m € M. Wir diirfen in diesem Fall also einfach von Moduln
reden.

Da wir im letzten Schritt das Kommutativgesetz (R4) benutzt haben, zeigt
diese Rechnung aber auch, dass wir bei einem nicht kommutativen Ring genau
zwischen Links- und Rechtsmoduln unterscheiden miissen.

Abbildung 1 gibt einen Uberblick iiber die bis jetzt definierten algebraischen
Strukturen. Der Ubersicht halber haben wir nicht-unitdre Moduln von (Schief-)
Kérpern und Ringen mit Eins weggelassen.

In den Abschnitten 1.4-1.6 haben wir uns viel mit linearen Abbildungen
eines Vektorraums in sich beschéftigt. Dieser Begriff ist bereits sinnvoll fiir
Abbildungen zwischen Moduln.

2.24. DEFINITION. Sei (R, +, -) ein Ring und seien (M, +, - ) und (N, +, -)
Rechts- R-Moduln, dann heiit eine Abbildung F: M — N ein (Rechts-R-)
Modulhomomorphismus oder (rechts-) R-linear (kurz: linear), falls fiir alle ¢,
m € M und alle r € R gilt
(L1) F(l+m)=F({)+ F(m) (Additivitit),

(L2) Fm.r)=F(m).r (Homogenitit).
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ABBILDUNG 1. Strukturen aus den Abschnitten 2.1 und 2.2
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Falls R ein (Schief-) Korper ist, nennt man lineare Abbildungen zwischen
(Rechts-R-) Vektorrdumen auch Vektorraumhomomorphismen. Die Menge al-
ler (rechts-) R-linearer Abbildungen von M nach N wird mit Homp(M, N)
bezeichnet. Analog definieren wir Links-R-Modulhomomorphismen. Die Menge
aller Links- R-Modulhomomorphismen von A nach B wird mit pr Hom(M, N)
bezeichnet.

Wir bemerken, dass die Addition in (L1) einmal in M und einmal in N statt-
findet. Genauso wird in (L2) einmal in M und einmal in N skalar multipliziert.
Aus diesem Grund ist es wichtig, dass beide Moduln iiber demselben Ring R
definiert sind. Wenn R kommutativ ist, gibt es nach Bemerkung 2.23 keinen Un-
terschied zwischen Links- und Rechts- R-Moduln. Wir sprechen dann nur noch
von Modulhomomorphismen, und schreiben Hom(M, N) oder Hompg(M, N) fur
die Menge aller linearer Abbildungen.

2.25. BEMERKUNG. Fiir lineare Abbildungen gilt wegen Proposition 2.22 (1)
insbesondere immer

(1) F(0p) = F(0pr.0g) = F(Opr) . 0p = Op

Aulerdem sind lineare Abbildungen vertraglich mit Linearkombinationen: Sei-
enm,n € Rund r, s € R, dann gilt

(2) Fim.r+n.s)=F(m.r)+ F(n.s)=F(m).r+F(n).s.

2.26. BEISPIEL. Wir kennen bereits Beispiele linearer Abbildungen.

(1) Wir haben bereits in den Abschnitten 1.5 und 1.6 benutzt (aber noch
nicht bewiesen), dass Isometrien des R? und des R?3, die den Nullpunkt
festhalten, R-linear sind. Dazu gehéren Drehungen um den Nullpunkt
und Spiegelungen an Achsen durch den Nullpunkt im R?, siche Be-
merkung 1.66, sowie Drehungen um Achsen durch den Nullpunkt, die
Punktspiegelung am Ursprung, sowie Spiegelungen an Ebenen durch
den Nullpunkte im R3, siche Bemerkung 1.76.

(2) Wir betrachten M = N = C zunéchst als Modul tiber C. Die kom-
plexe Konjugation entspricht der Spiegelung an der reellen Achse. Wir
iiberpriifen die Axiome (L1), (L2). Nach Bemerkung 1.61 gilt

z+tw=Z+w und Z.W=2Z2.W.

Also ist komplexe Konjugation additiv, aber nicht homogen, da im
allgemeinen w # w. Wenn wir aber C als R-Modul auffassen, dann gilt
auch (L2), da w = W genau dann, wenn w € R. Also kommt es bei
Linearitdt auf den zugrundeliegenden Ring oder (Schief-) kérper an.

(3) Sei M = R ein unitdrer Rechts-R-Modul wie in Beispiel 2.21 (1), so
dass m .r = mr fir m, r € R. Es sei f: M — M rechts R-linear
und p = f(1). dann folgt

flm) = f(1.m) = f(1).m=pm,
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also wird f durch Linksmultiplikation mit p = f(1) gegeben. Umge-
kehrt ist Linksmultiplikation mit einem beliebigen r € R eine rechts-
R-lineare Abbildung, denn fiir alle m, n, s € R gilt

r-(m+n)=r-m+r-n und r-(m.s)=(r-m).s.

2.27. BEMERKUNG. Auch in der Analysis spielen lineare Abbildungen eine
wichtige Rolle. Beispielsweise dient die Ableitung einer Funktion f: I — R auf
einem offenen Intervall I C R dazu, die Funktion an einer Stelle g € I zu
beschreiben als

(1) f(x) = f(xo) + f'(x0) - (x — x0) + o(x — w0)

dabei ist der zweite Term linear in z— ¢, und der Rest o(x—x¢) geht fir x — x¢
schneller gegen 0 als jede lineare Funktion in z — zy aufler der konstanten Funk-
tion 0. Viele wichtige Eigenschaften von f lassen sich bereits von der ,,Lineari-
sierung” f(xo) + f'(z0) - (x — x¢) (die in unserem Sinne im Allgemeinen nicht
linear, sondern Summe einer konstanten und einer linearen Abbildung ist) ab-
lesen: wenn f’(xzq) # 0 ist, ist o keine lokale Extremstelle von f, und f besitzt
nahe z( sogar eine differenzierbare Umkehrfunktion.

AuBlerdem rechnet man in der Analysis nach, dass Ableiten selbst eine linea-
re Abbildung ist, beispielsweise vom Vektorraum der differenzierbaren Funk-
tionen auf einem Intervall I in den Raum aller Funktionen auf I, denn fiir
differenzierbare Funktionen f und g und beliebige reelle Zahlen r € R gilt

(f+9) =f+¢ und (rf) =rf.

Auch aufgrund dieser spiteren Anwendungen lohnt es sich, lineare Abbildungen
und ihre Eigenschaften genauer zu studieren.

2.28. BEISPIEL. Es sei M, N Rechts-R-Moduln. Dann sind die folgenden
Abbildungen immer R-linear:

(1) Die Identitit aus Beispiel 1.19 (1), denn
idys (€ 4+m) =€+ m =idpy () +idpsr(m) ,
und  idy(m.7r)=m.r=idpy(m).7.
(2) Die Nullabbildung 0: M — N mit 0(m) = Oy fiir alle m € M, denn
0l+m) =0y =0n4+0x =0(¢)+0(m),
und O(m.7)=0n=0x.7=0(m).r.
2.29. PROPOSITION. Die Hintereinanderausfithrung von linearen Abbildun-
gen ist linear. Die Umkehrabbildung einer bijektiven linearen Abbildung ist li-

near. Die Summe linearer Abbildungen ist linear. Das Vielfache einer linearen
Abbildung ist linear, wenn R kommutativ ist.

BEWEIS. Seien L, M und N Rechts-R-Moduln, und seien F: M — N
und G: L — M R-linear. Dann folgt aus der Linearitdt von F' und G fiir
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alle £, m € L und alle r € R, dass
(FoG)(l+m)=F(G(l+m)) =F(G)+G(m))
= F(G(0) + F(G(m)) = (FoG)({) + (F o G)(m) ,
und (FoG)({.r)=F(G({.r)) =F(G(().r)
=F(G) .r=(FoG)(().r
Also ist auch F' o G linear.
Sei jetzt F': M — N eine bijektive lineare Abbildung und G: N — M ihre
Umkehrabbildung, siehe Satz 1.24. Es seien p, ¢ € N beliebig und ¢ = G(p),

m = G(q) € M, so dass F({) = p und F(m) = q. AuBlerdem sei r € R. Aus der
Linearitédt von F' folgt

G(p+q) ZG(F(€)+F(m)) :G(F(E—i-m)) ={l+m=G(p)+G(q),
und G(q.7)=G(F(m).r)=G(F(m.r))=m.r=G(q) .r.
Also ist die Umkehrabbildung G linear.
Seien jetzt F', G: M — N linear, dann ist auch F'4 G linear, denn fiir alle £,
m € M und alle r € R gilt
(F+G)(l+m)=F{l+m)+G{l+m)=F{)+ F(m)+G{)+G(m)
=(F+G)0)+ (F+G)(m),
(F+G)(m.r)=Fm.r)+Gm.r)=F(m).r+G(m).r
=(F+G)(m).r

Sei schlieBlich F': M — N linear, m € M und r, s € R. Dann gilt
(F.r)im.s)=F(m.s).r=F(m).s.r=F(m).(sr),
(F.r)(m).s=F(m).r.s=F(m).(rs). O

Achtung: wenn R nicht kommutativ ist, zeigt die obige Rechnung, dass F'.r
nicht automatisch linear sein muss.

2.30. DEFINITION. Es seien M, N Rechts-R-Moduln. Bijektive lineare Ab-
bildungen F': M — N heiflen (Rechts-R-) Modulisomorphismen. Lineare Abbil-
dungen F': M — M heiflen (Rechts-R-) Modulendomorphismen, und wenn sie
bijektiv sind, (Rechts-R-) Modulautomorphismen. Falls R ein Korper ist, spre-
chen wir von Vektorraumiso-, -endo- und -automorphismen. Die Menge aller
Modul- oder Vektorraumisomorphismen von M nach N wird mit Isop(M, N) C
Homp(M, N) bezeichnet, die Menge aller Modul- oder Vektorraumendo- oder
-automorphismen von M mit Endr(M) bezichungsweise Autg M C Endr M.
Analoge Bezeichnungen gIso(M,N), rEnd M und r Aut M fithren wir fiir
Links- R-Moduln oder -Vektorrdume ein.

Bei Autp und Endpg ldsst man gelegentlich die Klammern weg, es ist al-
so Endg M = Endg(M). Analoge Bezeichnungen (Hom, End, Iso und Aut)
werden in der Mathematik haufig fiir Abbildungen benutzt, die eine bestimmte
»Struktur® (hier die eines Moduls beziehungsweise Vektorraums) erhalten.
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2.31. FOLGERUNG (aus Proposition 2.29). Es sei R ein Ring, und M und N
seien Rechts-R-Moduln.

(1) Die Automorphismen von M bilden eine Gruppe (Autg M, o), die Au-
tomorphismengruppe von M.

(2) Die Endomorphismen von M bilden einen Ring (Endg M,+,0) mit
FEins idys, den Endomorphismenring von M.

(3) Der Modul M ist ein Links-Endr M-Modul, die skalare Multiplikation
wirkt fir alle F € Endg M und alle m € M durch F-m = F(m) € M.

(4) Die Homomorphismen Homp(M,N) bilden einen unitdren Recht-
Endg M -Modul, und einen unitdren Links-Endgr N-Modul.

Analoge Aussagen gelten, wenn M und N Links- R-Moduln sind.

BEWEIS. Der Beweis von (1) orientiert sich am Beispiel 2.5 der Automor-
phismengruppe einer Menge. Zunéchst einmal ist die Verkniipfung zweier Au-
tomorphismen ein Automorphismus nach Proposition 2.29, genauso wie die
Umkehrabbildung eines Automorphismus. Nach Beispiel 2.28 (1) ist auch die
Identitdt ein Automorphismus. Die Gruppenaxiome ergeben sich wieder aus
Bemerkung 2.4 (1)—(3).

Die Addition auf Endg(M) in (2) ist die gleiche wie in Proposition 2.29, ins-
besondere ist die Summe zweier Endomorphismen wieder ein Endomorphismus,
und das neutrale Element ist die Nullabbildung aus Beispiel 2.28 (2). Man iiber-
priift leicht die Axiome (G1)-(G4). Aus Bemerkung 2.4 (1) und (2) folgen (R1),
(R3). Als néchstes seien F, G, H € Endg(M), dann gilt

(*) (F+G)oH=FoH+GoH und Fo(H+K)=FoH+FoK,

wie man durch Einsetzen von m € M leicht iiberpriift. Es folgt (R2) in (2).
Also bildet (Endg M, +, 0) einen Ring mit Eins 1gna, i = ida.

Wir lassen den Beweis von (3) und (4) als Ubung. O

Es sei R ein Ring mit Eins. Wir betrachten Hompg (M, R) als Spezialfall
von (4), mit N = R als unitdrem Rechts-R-Modul. In Beispiel 2.26 (3) haben
wir gesehen, dass Endg R = R, wobei r € R = Endg R durch Multiplikation
von links wirkt. Also ist Hompg(M, R) ein Links-R-Modul mit (r - f)(m) =
r- f(m) € R. Wir iiberpriifen (M1): fiir f € Homg(M, R), mim M und r, s € R
gilt
((r-s)-f)(m) =(r-s)-f(m) =r-(s- f(m)) =7r-(s- f)(m) = (r-(s-f))(m).
Umgekehrt ist g Hom(M, R) ein Rechts-R-Modul mit (f.r)(m) = f(m)-r € R.

2.32. DEFINITION. Sei M ein Rechts-R-Modul, dann ist M* = Hompg(M, R)
der zu M duale Links-R-Modul, beziehungsweise der zu M duale Links-R-

Vektorraum, falls R ein (Schief-) Korper ist. Analog definieren wir den dualen
Rechts R-Modul *N zu einem Links-R-Modul N.
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2.3. Unterrdume und Quotienten

In diesem Abschnitt lernen wir, wie man aus gegebenen Moduln neue kon-
struieren kann. Der Einfachheit halber werden wir ab jetzt meistens nur noch
iiber Ringe mit Eins und unitédre Moduln sprechen.

2.33. DEFINITION. Es sei R ein Ring mit Eins, M ein unitédrer Rechts-R-
Modul und U C M eine Teilmenge. Dann heifit U ein (Rechts-R-) Untermodul,
falls fiir alle u, v € U und alle r € R die folgenden Untermodulaxiome gelten:

(U1) O eU (Neutrales Element) ,
(U2) ut+vel, (abgeschlossen unter Addition)
(U3) u.retl (abgeschlossen unter skalarer Multiplikation) .

Analog definieren wir Links-R-Untermoduln von Links- R-Moduln. Falls R ein
(Schief-) Korper ist, sprechen wir stattdessen von (Rechts-/Links-) Untervek-
torraumen, kurz Unterrdumen.

Anstelle von (U1) hitte es gereicht zu fordern, dass U # (). Denn sei u € U,
dann folgt 0py = u .0 € U aus (U3) und Proposition 2.22. Auflerdem ist
mit u € U stets auch

—u=u.(-1)eU.
Falls R keine Eins besitzt oder M nicht unitér ist, muss man in (U2) zuséitz-
lich —u € U fordern.

2.34. BEISPIEL. Wir kennen bereits Beispiele von Untervektorrdumen.

(1) Wir fassen die Quaternionen H als R-Vektorraum auf. In Abschnitt 1.6
haben wir die Unterrdume R C H der reellen und R? € H der ima-
gindren Quaternionen betrachtet.

(2) In der Analysis trifft man hiufig auf Untervektorrdume. Beispielsweise
bilden die Nullfolgen einen Unterraum des Vektorraums aller Folgen.
Fiir ein offenes Intervall I bilden die stetigen Funktionen auf I einen
Unterraum des Raumes aller Funktionen auf I, und die differenzierba-
ren Funktionen einen Unterraum des Raumes der stetigen Funktionen
auf I.

2.35. BEMERKUNG. Jeder Untermodul U eines unitédren Rechts-R-Mo-
duls (M, 4, .) ist selbst ein unitirer Rechts-R-Modul. Zun#chst einmal exi-
stiert ein Nullelement 0p; und die Verkniipfungen +: U xU — U, —: U - U
und .: U x R — U sind wohldefiniert dank (U1)-(U3). Da die Axiome (G1)—
(G4) und (M1)-(M4) gelten, wenn man fiir die Variablen Elemente aus M ein-
setzt, gelten sie erst recht, wenn man nur Elemente aus U zuldsst. Beispielsweise
gilt Ops + v = w in M fiir alle u € U, also auch in U.

Die Inklusion U — M aus Bemerkung 1.22 ist linear, da (L1) und (L2)
offensichtlich gelten.

Auf vollig analoge Weise kann man Untergruppen und Unterringe definie-
ren. Entscheidend ist, dass eine Teilmenge der urspriinglichen Struktur mit der
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FEinschriankung der vorgegebenen Verkniipfungen wieder alle Gruppen- bezie-
hungsweise Ringaxiome erfiillt. Beispielsweise sollte ein Unterring U C R das
Element O enthalten, und die Summe, das Produkt und das additive Inverse
von Elementen von U sollten wieder in U liegen. Bei Korpern bevorzugt man
aus sprachlichen Griinden den Begriff Teilkdorper.

2.36. DEFINITION. Es seien M und N Rechts-R-Moduln, und es sei F': M —
N rechts- R-linear. Dann definieren wir den Kern ker F' durch

ker F = F~'({Ony}) ={meM | F(m)=0}.

Wir erinnern uns auch an das Bild im F', siehe Definition 1.16.

2.37. PROPOSITION. Es seien M und N Rechts-R-Moduln, und F: M — N
set rechts-R-linear.

(1) Der Kern ker F' ist ein Untermodul von M, und F ist genau dann
injektiv, wenn ker F' = {0ps}.

(2) Das Bild im F ist ein Untermodul von N, und F ist genau dann sur-
jektiv, wenn im F = N.

Die letzte Aussage in (2) ist klar nach Definition 1.18.

BEwEIS. Die Untermodulaxiome fiir der Kern folgen aus der Linearitét
von F', denn fiir alle m, n € M und alle r € R gilt

F(0pr) =0n,
F(m)=F(n)=0xn — Fm+n)=F(m)+ F(n)=0,
F(m)=0xn == Fm.r)=F(m).r=0

Wenn F injektiv ist, hat insbesondere ker F' = F~1({0}) hochstens ein Ele-
ment. Aus F'(0p7) = Oy folgt dann ker F' = {0;/}.

Sei umgekehrt ker F' = {0y} und F'(m) = F(n) € N, dann folgt
F(m —n)=F(m)— F(n) =0y

aus der Additivitat (L1) von F, somit ist m — n € ker F', also nach Vorausset-
zung m —n = 0, das heifit m = n. Also ist F' injektiv, und (1) ist gezeigt.

Die Untermodulaxiome fiir im ¥ C N folgen wieder aus der Linearitét
von F: fir alle m, n € N, p, ¢ € N und r € R gilt

On = F(0pr)
p=F(m), q=F(n) = ptqg=F(m+n),
p=F(m) — p.r=F(p.r). O

Wir wollen nun Quotientenmoduln in Analogie zu Beispiel 2.9 konstruieren.
Dazu sei (M,~+, .) ein Rechts-R-Modul und U C M ein Untermodul. Dann
definieren wir eine Relation ,~“ auf M fiir alle m, n € M durch

m~n <— n—meU.
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Das ist eine Aquivalenzrelation, denn (A1)-(A3) folgen fiir £, m, n € M aus
m—-—m=0eU, n—-melU = m-n=—-(n—-m)elU,
sowie m—feUundn—-melU = n—Vl=n—-m)+(m—-0)eclU.

2.38. DEFINITION. Der Quotient M /U = M/~ heifit der Quotientenmodul

von M nach U (lies ,M modulo U*). Falls R ein Korper ist heifit M /U der
Quotientenvektorraum, kurz Quotientenraum.

[13

Man beachte hier, dass wir zur Definition der Aquivalenzrelation ,,~“ und
der Menge M /U nur die additive Struktur des Moduls M benutzt haben. Es
sei p: M — M/~ die Quotientenabbildung, siehe Definition 1.43.

2.39. PROPOSITION. Es sei (M, +, .) ein unitirer Rechts-R-Modul und U C
M ein Untermodul. Dann induzieren ,+“ und ,,.“ Verkniipfungen

+: M/Ux M/U = M/U  und  .: M/UxR— MU,

und (M/U,+, .) ist ein unitirer Rechts-R-Modul. Auferdem ist die Quotien-
tenabbildung p: M — M /U rechts-R-linear.

BeEwEIs. Wir gehen vor wie in Beispiel 2.9. Seien m, n, p, ¢ € M mit [m] =
[n] und [p] = [q] € M/U, alson —m € U und ¢ —p € U, und r € R, dann folgt

(n+q)—(m+p =n-m+@g-p) €U,
(n.r)y—(m.r)=(Mn—-—m).r eU
und (—n) — (=m) = —(n—m) eU,
also sind Addition und skalare Multiplikation auf M /U wohldefiniert durch
ml+pl=[m+pl, —[mj=[-m] und [m].r=[m.r].
Wir setzen 0p7/p = [On]. Jetzt kénnen wir (G1)-(G4), (M1)—(M4) auf die
entsprechenden Axiome in M zuriickfithren. Beispielsweise gilt (M1), denn
(Im].r).s=m.rl.s=[(m.r).s|]=[m.(r-s)]=[m].(r-s).
Schliefllich zur Linearitét der Quotientenabbildung: fiir alle m, n € M und r,
s € R gilt
pm.r+mn.s)=m.r+n.sj=[m].r+[n].s=pim).r+pn).s. O
2.40. BEispIEL. Wir betrachten M = Z als Z-Modul und
U=nZ= {an‘aEZ} ={...,—n,0,n,...}.

Dann ist U ein Untermodul, und der Quotient M /U = Z/nZ entspricht als
abelsche Gruppe dem Ring aus Beispiel 2.9. Wir diirfen Z/nZ also auch als
Z-Modul auffassen.

2.41. BEMERKUNG. In Bemerkung 2.35 haben wir gesehen, dass geeignete
Teilmengen von Gruppen, Ringen oder (Schief-) Kérpern selbst wieder Grup-
pen, Ringe beziehungsweise Korper sind. Die Quotientenkonstruktion ist leider
nicht so allgemein: Der Quotient einer Gruppe nach einer Untergruppe U bezie-
hungsweise eines Ringes nach einem Unterring ist nur dann wieder eine Gruppe
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beziehungsweise ein Ring, wenn U gewisse zusitzliche Bedingungen erfiillt (sie-
he Ubungen). Kérper und Schiefkérper haben keine Quotienten.

Der folgende Satz entspricht Proposition 1.44 (3).

2.42. PROPOSITION (Universelle Eigenschaft des Quotienten). Es seien M
und N Rechts-R-Moduln, es set U C M ein Untermodul mit Quotientenabbil-
dung p: M — M/U, und es sei F: M — N eine rechts-R-lineare Abbildung.
Dann existiert genau dann eine Abbildung F: M/U — N mit F = F op,
wenn U C ker F. In diesem Fall ist F eindeutig bestimmt und rechts-R-linear.
Es gilt

imF=imF und ker F' = ker F/U .

Es gilt U C ker F' genau dann, wenn F|y = 0. In diesem Fall erhalten wir
folgendes Diagramm:

U—ts M2 MU

F EI!//
0 L F

N .

BEWEIS. Zu,, = nehmen wir an, dass F existiert. Fiir alle u € U gilt [u] =
Oprr/u, somit

F(u) = F([u]) = F(0pm/) = F(Ou) = O
es folgt U C ker F.

Zu ,<=" nehmen wir an, dass U C ker F'. Seien m, n € M mit [m] = [n] €
M/U, dann folgt

m—-neUCkerF = F(m)—F(n)=F(m-—n)=0x,
also gilt F(m) = F(n), und F([m]) = F(m) ist wohldefiniert.

Die Eindeutigkeit von F folgt aus Proposition 1.44 (3). Auflerdem ist F
linear, denn

F([m] + [n]) = F(m +n) = F(m) + F(n) = F([m]) + F([n]) ,
F(m].r)=F(m.r)=F(m).r=F(m]).r
fiir alle m, n € M und alle r € R.

Wir sehen leicht, dass imF = im F. Es gilt [m] € ker F C M/U genau
dann, wenn m € ker F', somit folgt

ker F' = ker F/U . O

2.43. FOLGERUNG (Homomorphiesatz). Es seien M und N Rechts-R-
Moduln und F': M — N linear. Dann induziert F' einen Isomorphismus

F:M/ker F —imF .
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BEWwWEIS. Wir wenden Proposition 2.42 an mit U = ker F. Da im F = im F’
gilt, diirfen wir F als Abbildung mit Bildbereich im F auffassen. Dann ist F line-
ar. Da ker F' = ker F'// ker F' = {[0,/]}, ist F injektiv nach Proposition 2.37 (1).
Auflerdem ist F surjektiv, da im F' = im F. Also ist F' ein Isomorphismus. [

Wir kénnen also jede lineare Abbildung F': M — N wie folgt zerlegen:
F

A A

M/ker F 2~ imF’

M N

Dabei ist p die Quotientenabbildung und ¢ die Inklusion. Die Abbildung F
ist eindeutig dadurch bestimmt, dass das Diagramm kommutiert. Um F' zu
verstehen, bieten sich die folgenden Schritte an.

(1) Bestimme ker F' als Untermodul von M.
(2) Bestimme im F" als Untermodul von N.
(3) Bestimme den Isomorphismus F': M/ker FF — im F.

2.44. BEISPIEL. Wir betrachten eine Ebene V' C R3 und eine Gerade U C
R3, so dass sich U und V nur in einem Punkt schneiden. Wir wollen annehmen,
dass das der Nullpunkt ist; dann sind U und V Unterrdume. Unsere Anschauung
sagt uns, dass es durch jeden Punkt z € R? genau eine zu V parallele Gerade
gibt, und dass diese Gerade die Ebene U genau in einem Punkt schneidet. Wir
definieren F': R? — U so, dass F(x) gerade dieser Schnittpunkt ist.

Mit anderen Worten schreiben wir x = u 4+ v mit v € U und v € V,
und definieren F(z) = u. Folglich existiert F, wenn sich jeder Vektor im R?
als Summe von Elementen aus U und V schreiben lidsst. Und F' ist eindeutig
bestimmt, denn sei x = u+v = w + z mit u, w € U und v, z € V, dann folgt

Usu—w=z—-veV.
Da wir aber U NV = {0} angenommen haben, gilt v —w = 0, also u = w.

Man iiberpriift jetzt leicht, dass die Abbildung F' auch linear ist. Nach Kon-
struktion werden genau die Punkte auf der Geraden V auf den Schnittpunkt 0
von U und V abgebildet, also ist ker F' = V. Jeder Punkt in der Ebene U wird
auf sich abgebildet, also ist F' insbesondere surjektiv. Nach dem Homomorphie-
satz 2.43 induziert F' einen Isomorphismus

R3/V =R3/ker F 2 imF = U .

Das Besondere hier ist, dass U selbst ein Unterraum von R? ist mit F|y = idy.

Sei jetzt wieder 2 € R3 beliebig. Nach Konstruktion ist 2 — F(z) € V, da
eine zu V parallele Gerade durch x und F'(x) geht. Es folgt

r=u+v mit u=F(zx)eU und v=x—F(z)eV,

und wir haben oben gesehen, dass diese Darstellung eindeutig ist. Somit liefern
die Unterrdume U und V ein Beispiel fiir die folgende Definition.
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2.45. DEFINITION. Es sei M ein Rechts-R-Modul und U, V C M Untermo-
duln. Die Summe von U und V ist gegeben durch

U+V:{u+v‘uEU,v€V}CM.

Falls U NV = {0}, heifit die Summe direkt, und wir schreiben statt U + V
auch U @ V. Falls M die direkte Summe U @V ist, sagen wir, dass V ein Kom-
plement von U in M ist (und umgekehrt), oder, dass U und V' komplementire
Untermoduln sind. Wenn R ein (Schief-) Korper ist, sprechen wir analog von
komplementdren Unterrdumen.

Man beachte, dass wegen (Ul) stets 0py € U NV gilt. Einen kleineren
Durchschnitt als {0y} kénnen zwei Untermoduln also nicht haben.

2.46. BEISPIEL. Wir geben Beispiele von direkten Summen und kom-
plentéren Untermoduln an.

(1) In den Ubungen zeigen Sie, dass Z/37Z x Z /27 = 7.,/6Z. Also sind die
Untermoduln
U =22/6Z = {[0], [2], 4]} = Z/3Z
und V =3Z/6Z = {[0],[3]} = Z/2Z
von M = Z/6Z zueinander komplementér.
(2) Ahnlich wie in (1) betrachte
V =2Z/47Z ={[0],[2]} C M =Z/AZ .

Dann ist V = Z/2Z. Es gibt keinen komplementiren Untermodul U,
denn dieser miisste mindestens ein Element aus M \ V enthalten, also
entweder [1] oder [3]. In beiden Fillen wére [2] € U, denn [2] = [1] +
[1] = [3] + [3], und somit U NV # {[0]}. Also existiert nicht immer ein
komplementérer Untermodul.

Es sei V. C M ein Untermodul. Wir erinnern uns an die Quotientenabbil-
dung p: M — M/V aus Proposition 2.39.

2.47. PROPOSITION. Es seien U,V Untermoduln eines Rechts-R-Moduls M .
(1) Die Summe U +V C M ist ein Untermodul.
(2) Wenn die Summe direkt ist, existiert eine bijektive Abbildung
UxV ->UsV mit (u,v) »u+wv.

(3) Es seip: M — M/V die Quotientenabbildung. Wenn U und V' kom-
plementire Untermoduln sind, dann ist p|y: U — MV ein Moduliso-
morphismus.

BeEwEISs. Die Unterraumaxiome fiir U 4+ V gelten, da
Op =0 + 0y ceU+V,
t+v)+u+w)=(t+u)+@w+w) €eU4+V
und (u+v).r=u.r+v.r ceU+V
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fir allet,u e U, v, w € V und r € R.

Die Abbildung in (2) ist immer surjektiv nach Definition der Summe. Wenn
die Summe direkt ist, ist fiir jedes Element s € U & V die Zerlegung s = u + v
mit v € U und v € V eindeutig, denn aus s = v’ + v’ mit v’ € U, v' € V folgt

W—u=v—2elUnNV = v —-u=v—-1=0y.
Also ist die Abbildung in (2) auch injektiv.

Die Quotientenabbildung p: M — M/V ist linear nach Proposition 2.39.
Die Inklusion ¢: U — M ist linear nach Bemerkung 2.35. Also ist auch die
Abbildung p|y = po ¢ in (3) linear nach Proposition 2.29.

Sei [m] € M/V mit m € M, dann existieren v € U, v € V mit m = u + v,
da M =U & V. Da p(u) = [u] = [m], ist p|y immer surjektiv.

Aus p(u) = p(u') € M/V folgt, dass ein v € V existiert mit v’ = u+v. Wie
in (2) folgt aus v = u—u' € UNV, dass u = v/, wenn die Summe direkt ist.
Also ist p|y injektiv. O

2.48. BEMERKUNG. Wir konnen also den Quotientenmodul M /V mit Hil-
fe von p|y mit einem komplementiren Untermodul U identifizieren, falls ein
solcher existiert. Wenn U ein zu V komplementérer Untermodul ist, gibt es
meistens noch andere komplementére Untermoduln, siche etwa Beispiel 2.44,
wo man in Richtung von V auf verschiedene Ebenen in R3 projizieren kann.
Das bedeutet, dass diese Beschreibung von M/V als Untermodul von M von
der Wahl des Komplements U abhéngt. Obwohl man oft leichter mit einem
komplementéren Untermodul U als mit dem Quotienten M /V arbeiten kann,
ist es daher manchmal sinnvoll, den Quotienten M/V zu betrachten.

Wenn U und V' gegeben sind, konnen wir U x V' wie in Proposition 2.47 (2)
als Modul betrachten und U und V mit den komplementéren Untermoduln U x
{0}, {0} x V C M identifizieren. Wir nennen U x V die direkte Summe U &V
von U und V.

Die direkte Summe erfiillt gleich zwei ,universelle Eigenschaften®. Sei da-
zu M = U @V, dann betrachten wir die Inklusionsabbildungen tyy: U — M
und ty: V. — M. Wenn wir wie oben M/U = V und M/V = U identifizie-
ren, erhalten wir auch Projektionen py: M — U und py: M — V, so dass
insbesondere m = py(m) + py(m) fiir alle m € M.

2.49. PROPOSITION (Universelle Eigenschaften der direkten Summe). Es
set M ein Rechts-R-Moduln und U, V C M Untermoduln, so dass M = U ®V.
(1) Die Inklusions- und Projektionsabbildungen erfillen
py ow =idy , pvowy =0:V =>U,
pyoy=0:U—>V und py oty =idy .
(2) Universelle Eigenschaft des Koproduktes: Sei N ein weiterer Rechts-
R-Modul und seien F: U — N und G: V — N linear, dann existiert

genau eine lineare Abbildung H: U ®V — N, so dass F' = H oy
und G = H oy,
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(3) Universelle Eigenschaft des Produktes: Sei N ein weiterer Rechts-R-
Modul und seien P: N — U und Q: N — V linear, dann existiert
genau eine lineare Abbildung L: N — U @&V, so dass P = py o L
und QQ = py o L.

Wie eng diese beiden Eigenschaften miteinander verwandt sind, zeigen die
folgenden Diagramme, die sich nur in der Richtung der Pfeile unterscheiden.
Man sagt auch, die Diagramme sind zueinander dual.

N N

H L

F G P Q

A \

\ \

\ \

\ ¥
UV UeV

2 N2 N

U V.

BEWEIS. Zu (1) sei u € U, dann folgt
(pu o w)(u) =py(u+0y) =u=idy(u),
(pvow)(u) =py(u+0y)=0=0(u) V.

Also gilt py oty = idy und py oty = 0. Die beiden anderen Gleichungen folgen
genauso.

Zu (2) zeigen wir zunéchst die Eindeutigkeit. Sei also eine lineare Abbil-
dung H gegeben mit H oty = F und H oy = G. Fiir m = u + v folgt

H(m)=H(u)+ H(v) = H(wy(uw)) + H(ty(v))
= F(u) + G(v) = F(pu(m)) + G(pv(m)) ,
also ist H eindeutig bestimmt.

Auf der anderen Seite ist die Abbildung F' o py + G o py linear nach Propo-
sition 2.29. Sie leistet das Gewlinschte, denn wegen (1) gilt

(FOpU+GOpV)OLU:FOpUOLU+GOpVOLU:F,
SN—— N——
=idy =0
(Fopy+Gopy)ow =Fopyow +Gopyow =G.
Der Beweis zu (3) verlduft analog. Es sein € N und m = L(n) = u+v

mit v € U und v € V, dann folgt u = py(L(n)) = P(n) und v = py(L(n)) =
Q(n), also ist L eindeutig bestimmt.

Umgekehrt ist die Abbildung
tyoP+1yoQ: N>M=UV
linear nach Proposition 2.29. Mithilfe von (1) iiberpriift man wieder, dass

pUO(LUOP—i-LVOQ):P und va(LUOP+LVOQ):Q. 1
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2.4. Linearkombinationen, Basen und Koordinaten

Bisher haben wir Moduln sehr abstrakt betrachtet. Auf der anderen Seite
haben wir uns in den Abschnitten 1.4-1.6 die konkreten Vektorrdume R™ an-
geschaut, speziell fiir n = 2 und n = 3. Im Rest dieses Kapitels wollen wir eine
Briicke zwischen beiden Welten schlagen. Damit das alles reibungslos funktio-
niert, betrachten wir nur noch Ringe mit Eins und unitdre Moduln.

2.50. BEMERKUNG. Es sei I eine Menge und M ein Rechts- R-Modul. Dann
bilden die Abbildungen Abb(I, M) wieder einen Rechts-R-Modul M?’. Fiir al-
le f, g: I — M und alle r € R definieren wir f + g, f.r € M! durch

(f+9)(@) = f()) +9() wand  (f.r)(@)=f().reM.

Die Gruppenaxiome (G1)—(G4) und die Modulaxiome (M1)—(M4) lassen sich
fiir jedes Element i € I einzeln iiberpriifen. Beispielsweise folgt (M2) fiir M
aus (M2) fiir M, da

a(i). (r+s)=a(i).r+a(i).s.
Der folgende Spezialfall ist zentral fiir die Vorlesung.

2.51. BEISPIEL. Es sei R ein Ring mit Eins und n € N. Wir fassen R
als Rechts-R-Modul auf wie in Beispiel 2.21 (1) und bezeichnen das n-fache
kartesische Produkt von R mit R" = R x --- x R. Traditionell schreibt man

————

Elemente von R™ als Spaltenvektoren ., martoren

ai
(1) R" = : ai,...,an € R

Gn

Wir identifizieren a € R™ mit einer Abbildung a: {1,...,n} — M, indem wir
jedem i € {1,...,n} das Element a; € M zuordnen. Wie oben erhalten wir
einen Rechts-R-Modul mit den Rechenoperationen

al b1 a1 + by a1 ai-r
(2) R : und S or= :
a/n bn an + bn an an T

Fir alle 1 < 5 < n sei

(3) € R"

Q)

<

I

I

<
o--o—0-- O

Onj
der i-te Standardbasisvektor, hierbei heif3t

~_J1 fallsi=j, und
Y0 fallsi#

das Kroneckersymbol. Der Vektor e; hat also als j-ten Eintrag die 1, und sonst
iiberall 0. Wir nennen (eq,...,e,) die Standardbasis des R™. Wir konnen jedes
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Element a € R™ als Linearkombination der Standardbasis schreiben:

W (! AN
4) a=1|:|= : carte ] .an:Zei.ai.
an 0 1 i=1

Man iiberzeugt sich leicht, dass diese Darstellung auch eindeutig ist, das heif}t,
aus a =y e .1 mitry, ..., € R folgt r; = a,.

2.52. BEISpIEL. Wir konnen auf der Menge R™ analog die Addition wie
oben und eine Linksmultiplikation r - (a1,...,a,) = (rai,...,ra,) definieren,
wobei wir die Elemente jetzt als Zeilenvektoren schreiben. Dann erhalten wir
einen Links-R-Modul "R. Die Gruppen- und Modulaxiome werden wie oben
bewiesen. Als abelsche Gruppen sind R™ und "R isomorph, als Moduln jedoch
nur dann, wenn R kommutativ ist, siche Bemerkung 2.23. Als Standardbasis-
vektoren wihlen wir entsprechend

e1=(1,0,...,0), ..., e,=(0,...,0,1).

Auch in diesem Fall lisst sich jedes Element a € "R eindeutig darstellen als
n
(a‘lv"'aan) :Zai'gi .
i=1

Es sei (G,+) eine abelsche Gruppe, n € N, und ay, ..., a, € G. Wir
setzen s) = 0 € G und definieren rekursiv

Si=8i_1+a €G firi=1,...,n.

Dann ist die Summe der a,, fiir i von 1 bis n definiert als
n

(2.1) Zai:sn:al—}—---—i—anEG.
i=1

Diese Konstruktion ist die Grundlage fiir die folgende Definition.

2.53. DEFINITION. Sei M ein Rechts-R-Modul, n € N, und seien my, ...,
my, € M. Fir alle rq, ..., r, € R heifit

n
1) S miore M.
i=1

eine Linearkombination der Elemente m1,, ..., my.

2.54. BEMERKUNG. Linearkombinationen werden uns regelméflig begegnen.
Zum Beispiel haben wir im Beweis der Cauchy-Schwarz-Ungleichung 1.54 eine
Linearkombination y — ((x,y)/ ||z||*) 2 der Vektoren z und y betrachtet, die
senkrecht auf z steht. Im Beweis von Satz 1.75 haben wir einen Vektor w € R3
mit (v,w) =0 um die Achse durch v gedreht und das Ergebnis als Linearkom-
bination der Vektoren w und v X w geschrieben.

Die folgende Uberlegung ist die Grundlage fiir das Rechnen mit Matrizen.
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2.55. SATZ (Universelle Eigenschaft des freien Moduls). Es sei R ein Ring
mit Eins, n € N, und M sei ein unitirer Rechts-R-Modul. Dann existiert eine
bijektive Abbildung
®: Homp(R", M) — M"

mit  fes (e, flen)

Die Umkehrabbildung ¥ ordnet einem Tupel A = (a1, ...,a,) € M™ eine lineare
Abbildung V4: R™ — M zu mit

(1)

|

n
(2) \IJA = Zai Ty
i=1

Tn

Mit anderen Worten ist eine lineare Abbildung R™ — M genau durch die
Bilder der Standardbasisvektoren ej, ..., e, bestimmt, die wir frei vorgeben
diirfen. Das ist die universelle Eigenschaft des freien Moduls R™. Wir schreiben
das als Diagramm

{e1,...,en}——R"

\
\3! R
4
M .
Das Symbol ,,3!“ bedeutet ,es gibt genau ein“. Wir hatten Hompg(R"™, M) in Fol-
gerung 2.31 (4) als Links-Endg(M)- und Rechts-Endg(R"™)-Modul aufgefasst.
Auch M™ trégt solche eine Struktur, uns interessiert M™ aber im Moment nur

als Menge.

Bewers. Um die Bijektivitét in (1) zu priifen, definieren wir ¥ wie in (2).
Fiir ein beliebiges Tupel A = (aq,...,a,) € M™, r, s € R" und t € R gilt nach
Beispiel 2.51 (2), dass

1 S1 n n n
Uyl i)+ ] =D tits) =D aimi+d ais
T Sn i=1 i=1 i=1
71 S1
=Wy : + W4 :
Tn Sn
(a1 n n
und U4 N :Zai.(ri-t):Z(ai.n‘).t
Tn =1 =1
1
=0y || t
Tn

Das mittlere Gleichheitszeichen folgt jeweils durch vollstdndige Induktion. Also
ist ¥ 4: R™ — M linear, und wir haben ¥: M"™ — Hompg(R", M) konstruiert.
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Wir starten mit A € M™. Aus der Definition von e; in Beispiel 2.51 (3) und
der Konstruktion von ¥ ,4: R™ — M folgt, dass

n
\I/A(ej) = Zai . 5¢j = aj s
=1

also erhalten wir das urspriingliche Tupel zuriick.

Sei jetzt f: R"™ — M rechts-R-linear und A = ®(f) = (f(e1),..., f(en)).
Um ¥4 = f zu zeigen, benutzen wir Beispiel 2.51 (4). Durch Induktion iiber n
folgt aus Linearitédt von W4 und f, dass

T1 n n n
\I/A —\I/A<Z€Z'.Ti)—Z\I/A(ei).m—z.f(ei).m
Tn i=1 i=1 i=1
n T1
~o(Sen) = (())
i=1 n
wir erhalten also f zuriick. Somit sind ® und ¥ zueinander invers. O

2.56. FOLGERUNG. Fs sei f: M — N eine lineare Abbildung zwischen

unitdren Rechts-R-Moduln, und es sei A = (ay,...,a,) ein n-Tupel in M. Fir
alle ri, ..., rp € R gilt dann
n n
f(Zaszi) = Zf(ai) TP
i=1 i=1

Wir sagen auch ,lineare Abbildungen sind mit Linearkombinationen ver-
triglich®, sieche Bemerkung 2.25 (2).

BeEwEIS. Wir bezeichnen das n-Tupel (f(a1), ..., f(ay)) in N mit B. Nach
Satz 2.55 erhalten wir eine lineare Abbildungen Vg: R™ — N. Nach Propo-
sition 2.29 ist f o W 4: R™ — N auch linear. Da beide Abbildungen die Stan-
dardbasisvektoren auf dieselben Elemente f(a;) € N abbilden, folgt UVp =
foWy: R® — N. Fiir ein konkretes Element von R™ bedeutet das, dass

1 A

f(Z%-H)‘(fO‘I/A) : =Up || : => fla).ri. O
i=1 i=1

n Tn

Mit Hilfe des Begriffs ,,Linearkombination“ konnen wir jetzt ganz klas-
sisch sagen, wann ein Tupel A von Elementen ein Modul M erzeugt, linear
unabhéngig ist, oder eine Basis bildet. Im Anschluss {iberlegen wir uns, was
das mit der Abbildung ¥ 4 zu tun hat.

2.57. DEFINITION. Es sei M ein unitédrer Rechts-R-Modul, n € N, und A =
(ai,...,ay,) ein n-Tupel in M. Ein Element m € M heifit als Linearkomination
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der a1, ..., ay darstellbar, wenn es r1, ..., r, € R gibt, so dass Z?Zl a;. T = m.
Das Erzeugnis von A (iber R) in M ist die Menge

UUZMMZ{X%%H
=1

Falls M = (A), heiit A ein Erzeugendensystem von M, und A erzeugt M
(iiber R). Wenn es ein A wie oben gibt, das M erzeugt, heifit M endlich erzeugt
(tiber R).

Tl,...,rnGR}CM.

Das Erzeugnis einer Menge E wird manchmal auch mit span(E) bezeichnet.

2.58. BEISPIEL. Als Vektorraum iiber C wird C selbst erzeugt von der Men-
ge {1}. Wir kénnen C = R? aber auch als Vektorraum iiber R auffassen. Uber R
erzeugt {1} nur die Teilmenge R C C, wihrend {1,i} eine Erzeugermenge
iiber R ist. Aus diesem Grund ist es manchmal wichtig, den zugrundeliegen-
den Ring oder Kérper mit anzugeben.

Noch schlimmer wird es, wenn wir C als Vektorraum iiber Q auffassen. Da QQ
abzahlbar und C tiberabzihlbar ist, ist C iiber Q nicht endlich erzeugt.

2.59. DEFINITION. Es sei M ein unitédrer Rechts-R-Modul, n € Nund A =

(ai,...,ay) ein n-Tupel in M Falls fir alle 1, ..., r, € R gilt, dass
n
Ozzai-n‘ = rn=--=r,=0,
=1

dann heifit A linear unabhingig. Andernfalls heifit A linear abhdngig.

Sei M ein Rechts-R-Modul. Eine (endliche) Basis von M ist ein linear
unabhingiges Erzeugendensystem A von M. Ein endlich erzeugter unitirer
Rechts-R-Modul M heifit frei (iber R), wenn er eine Basis besitzt.

Beachte, dass wir Basen immer als Tupel, nicht als Teilmengen von M
auffassen. Manche Autoren sprechen daher von ,,angeordneten Basen“. Spéter
benutzen wir fiir Basen den Buchstaben B anstelle von A.

2.60. BEISPIEL. Essein > 1 und M = Z/nZ der Z-Modul aus Beispiel 2.40.
Fiir alle [a] € Z/nZ gilt [a].n = [an] = [0], also ist jede nichtleere Teilmenge E C
Z/nZ linear abhéngig. Genauer: sei f = [a] € F, dann wéhle (r¢)ecr = (Oef -
n)eck; es folgt

Y e (b m)=[a].n=10],

ecl
da der Faktor d.; in einer Summe iiber e nach Definition des Kronecker-Symbols
nur den Summanden mit e = f iibriglasst.

Auf der anderen Seite erzeugt die leere Menge den Modul Z/nZ nur dann,
wenn n = 1. Somit hat Z/nZ keine Basis iiber Z, wenn n > 1.

Allerdings ist M = Z/nZ ein freier Modul iiber dem Ring R = Z/nZ mit
Basis E = {[1]}, denn E erzeugt M. Aus [0] = [1].r folgt r = [0], da [1] gleich-
zeitig das Einselement von R ist. Also ist £ auch linear unabhéngig iiber R. Es
ist also auch bei linearer Abhingigkeit wichtig, den Grundring mit anzugeben.
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2.61. BEISPIEL. Als Vektorraum iiber C hat C zum Beispiel die Basis (1).
Als Vektorraum tiber R bildet (1,7) eine Basis.

2.62. FOLGERUNG (aus Satz 2.55). Es sei M ein unitdirer Rechts-R-Modul,
n € N, es sei A = (a1,...,a,) ein n-Tupel in M und V4: R* — M die
zugehorige Abbildung aus Satz 2.55. Dann gilt
(1)  Wa: R"— M ist surjektiv <= Ae M" erzeugt M ,
(2)  Wyu: R"™— M ist injektiv <~ A€ M" ist linear unabhingig,
(3) Wa: R"— M ist bijektiv <= A€ M" ist eine Basis von M .

BEWEIS. Aussage (1) folgt unmittelbar aus Definition 2.57. Zu (2) benutzen
wir, dass U4 nach Proposition 2.37 (1) genau dann injektiv ist, wenn ker ¥ =
{0} C R™ gilt, was nach Definition 2.59 dquivalent zur linearen Unabhéngigkeit
von A ist. Schlielich folgt (3) aus (1) und (2). O

2.63. DEFINITION. Es sei M ein freier Rechts-R-Modul mit Basis B =
(b1,...,by), und es sei m € M. Dann heifit die Abbildung ¥ aus Satz 2.55 die
Basisabbildung von M zur Basis B, und ihre Umkehrabbildung die Koordina-

tenabbildung zur Basis B. Fiir m € M heiflen rq, ..., r, € R mit
™
D] =5 m)
Tn

die Koordinaten von m beziiglich der Basis B.

Aquivalent zu r = lllgl(m) € R" ist somit die Koordinatendarstellung

n
m = E bi.ri.
i=1

2.64. BEMERKUNG. Wir kommen noch einmal auf Satz 2.55 zuriick. Um
eine lineare Abbildung F' von einem freien Modul M mit Basis B = (by,...,by)
in einen beliebigen Modul N anzugeben, konnen wir die Bilder F(b;) = a; € N
der Basiselemente frei vorgeben. Sei ndmlich A = (a1, ...,a,) das zugehorige
n-Tupel und ¥4: R™ — N die entsprechende lineare Abbildung aus Satz 2.55.
Dann ist f = ¥y o \Ilél linear und bildet jeweils b; auf a; ab. Die universelle
Eigenschaft eines freien Moduls gilt in diesem Sinne also fiir jeden Modul, der
eine endliche Basis besitzt.

2.65. BEMERKUNG. Es sei R Ring mit Eins und M ein Rechts-R-Modul.
In Definition 2.32 haben wir den dualen Links-R-Modul M* = Hompg(M;R)
eingefiihrt. Im Spezialfall M = R™ folgt aus Satz 2.55, dass

(R™)* = Homgp(R™,R) = "R

(1) 1 m
mit (a1, ...,am) | - :Zai~ﬁ‘€R.
i=1

Tm
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Fiir a € ™R und s € R ist die Linkswirkung definiert durch (s-a)(r) = s- (a(r))
fir alle r € R™, genau wie in Beispiel 2.52. Somit ist der Links-R-Modul der
m-elementigen Zeilen dual zum Rechts- R-Modul der m-elementigen Spalten.

Es sei wieder (g;); die Standardbasis des Raumes ™R aus Beispiel 2.52.
Zwischen den Basen (e;j); von R™ und (g;); von ™R besteht die folgenden
Beziehung:

(2) ci(ej) = Z dikOkj = 0ij ;
=1

wir sagen dazu, dass die Basis (&;); dual zur Basis (e;); ist.

Fiir Links-Moduln N haben wir analog den Dualraum *N = p Hom(N, R)
definiert. Analog zu oben folgt *(™R) = R™, und wiederum ist die Basis (e;);
zur Basis (g;); dual.

2.66. PROPOSITION. FEs sei R ein Ring mit Fins und M ein freier Modul
mit Basis B = (by,...,by). Dann bilden die einzelnen Komponentenfunktio-
nen B; = ¢;0fB: M — R der Koordinatenabbildung § = \I/]_Bl: M — R™ 2u B
eine Basis 3 = (B;); des dualen Moduls B*. Sie ist dual zur Basis B, das heifst,
fir alle i, j gilt

(1) Bi(bj) = bij .

Wir diirfen die Koordinatenabbildung 8 = \Ilgl zu einer Basis B also als
Basisabbildung des dualen Moduls auffassen.

BEWwEIS. Die Abbildungen f; sind als Komponenten von 8 wieder linear
und somit Elemente des dualen Moduls M*. Aus b; = ¥p(e;) und 8 = Uy
folgt (1), denn

Bi(bj) = (i 0 B)(¥p(e))) = eile;) = dy;
nach Bemerkung 2.65 (2).

Fiir ein beliebiges o« € M* und j € {1,...,m} folgt

) = Do a(b) -3 =3 alb) (6 = (o)) )
i=1 i=1 i=1
Nach Bemerkung 2.64 wird « also dargestellt als Linearkombination
=1

und die i-te Koordinate von « ist gerade «a(b;) € R. Das Tupel (B1,...,0m)
erzeugt also M*. Es ist auch linear unabhéngig, denn aus 0 = r1-81+- - - +7m Bm
folgt fiir jedes j, dass

Tj:ZTi'(sij:<ZT,"5¢>(1)]’):0. ]
j=1 i=1
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2.5. Matrizen

Wir wollen jetzt lineare Abbildungen durch Matrizen beschreiben. Das ist
zum Beispiel dann wichtig, wenn man numerische Berechnungen durchfithren
will (also Berechnungen mit ,,echten“ Zahlen, nicht abstrakte Uberlegungen).
Es gibt Biicher, die Matrizen als den Hauptgegenstand der linearen Algebra
darstellen. Wir wollen Matrizen eher als niitzliche Rechenschemata verstehen.
Im Vordergrund des Interesses werden weiterhin lineare Abbildungen stehen.

2.67. DEFINITION. Es sei R ein Ring und m, n € N. Eine m X n-Matriz
iiber R ist eine Familie F' = (fij)i=1...m,j=1..n in R, geschrieben

fu o i
W F=| s
fml e fmn

Die Menge aller m x n-Matrizen iiber R wird mit M,, ,,(R) bezeichnet.

Wir definieren die Matrizaddition +: My, n(R) X Mpyn(R) — My n(R)
durch

(2) F+G = (fij+ 9ij)i=1..mj=1..n € Mmn(R)

fur alle G = (gij)i=1.mj=1.n. € Mmn(R), und die Matrizenmultiplikati-
on - Mym(R) X My n(R) = My ,(R) mit £ € N durch

(3) H-F = (Z hij - f]k> € My, (R)
j=1 i=1...0,k=1..n
fiir alle H = (hij)izl,__&j:lmm € Mg7m(R).
Wenn die Groe einer Matrix bekannt ist, schreiben wir (f;)i; € M n(R)
— daraus ergibt sich, dass 1 <i<mund 1 < j <n.

Die Matrixaddition erfolgt komponentenweise, genau wie in Beispiel 2.51.
Zwei Matrizen kann man nur addieren, wenn sie die gleiche Anzahl von Zeilen
und die gleiche Anzahl von Spalten haben.

Zwei Matrizen lassen sich multiplizieren, wenn die erste soviele Spalten hat
wie die zweite Zeilen. Die Matrixmultiplikation lédsst sich am besten am folgen-
den Schema verdeutlichen:

g1k
gnk

fio o fi | | fagie + o+ finGnk

Hierbei steht F' links, G oben, und das Produkt F - G unten rechts.
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2.68. BEMERKUNG. Wir betrachten die folgenden Spezialfille.

(1) Wenn m = 0 oder n = 0 ist, enthélt My, ,(R) nur ein Element, die
leere Matrix ().

(2) Fiir m = 1 = n identifizieren wir M; ;(R) mit R. Addition und Mul-
tiplikation von 1 x 1-Matrizen entsprechen genau der Addition und
Multiplikation in R:

(M +(s)=(+s) und  (r)-(s)=(r-s).

(3) Es sei n = 1, dann ist M,,1(R) = R™ der ,Raum der Spalten“ der
Lénge m, und Addition funktioniert genau wie in Beispiel 2.51. Wir
koénnen von rechts mit einer 1 x 1-Matrix aus (2) multiplizieren und
erhalten die skalare Multiplikation aus Beispiel 2.51 (2), denn

T K-S T1

Tm Tm S Tm
Aus diesem Grund ist es sinnvoll, Spalten von rechts mit Skalaren zu
multiplizieren.
(4) Fir m = 1ist M1 ,(R) = "R der ,Raum der Zeilen“ der Lénge n aus
Beispiel 2.52. Multiplikation mit einer 1 x 1-Matrix von links entspricht
der Multiplikation mit einem Skalar.

Wir kommen jetzt zu allgemeinen Matrizen.

2.69. FOLGERUNG (aus Satz 2.55). Es sei R ein Ring mit Eins und m,
n € N. Dann existiert eine natiirliche Bijektion
(1) ®: Homp(R",R™) = My n(R) .
Dabei steht das Bild des Standardbasisvektors e; von R™ unter f: R" — R™ in

der j-ten Spalte der Matriz (fij)i; = ®(f). Matrizmultiplikation -: My, n(R) X
R™ — R™ entspricht dem Anwenden einer linearen Abbildung, genauer

] 1
(2) )] =2 | | eRrR™.

Tn Tn

Die Matrizaddition entspricht der Addition linearer Abbildungen, fir f, g €
Hompg(R™, R™) gilt also

3) O(f +9) = 2(f) + 2(g) -

Fir ¢, m, n € N seien f: R™ — R’ und g: R® — R™ rechts-R-linear. Dann
gilt

(4) (fog)=2(f) (g) € Men(R) ,

die Matrixmultiplikation entspricht also der Verkettung linearer Abbildungen.

BEWEIS. Der Modul R" ist frei mit der Standardbasis {e1,...,e,}, siehe
Beispiel 2.51. Nach Satz 2.55 (1) existiert eine bijektive Abbildung

®: Homp(R",R™) — (R™)".
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Wir identifizieren (R™)"™ mit M,, ,,(R), indem wir das j-te Element des Tupels
in die j-te Spalte der Matrix (f;;);; eintragen, und erhalten (1).

Sei umgekehrt F' = (fij)i; = ®(f) € My n(R) gegeben, das heifit, die j-te
Spalte von F' ist genau f(e;). Mit Folgerung 2.56 erhalten wir

™

f : = f<zej-7"j> = (Zfij'?"j) = (fij)ij -
j=1 7j=1 i=1,....,m

Tn

1

Tn

Die letzte Gleichung ist gerade die Definition 2.67 (3) der Matrixmultiplikation
in dem Fall, dass der zweite Faktor (7;);=1,.. » eine Spalte ist.

Zu (3) seien F' = (fij)i; = ®(f), G = (gij)ij = ®(9) € My n(R). Wir
bestimmen ®(f + g) wie in (1), indem wir die Bilder der Vektoren e; € R"
berechnen. Nach Definition von f + g in Proposition 2.29 gilt

fik 91k Jik + 91k

S e B : €ER™,
Jmk Imk Jmk + 9mk
und das ist genau die k-te Spalte der Matrix F'+ G = ®(f) + ®(g).

Zu (4) sel F = (fij)i; = ®(f) € Mym(R) und G = (gju)jr = ®(g) €
My, n(R). Um die Matrix ®(f o g) zu erhalten, miissen wir wegen (1) die Bilder
der Vektoren e, € R™ bestimmen. Nach (1) ist g(ex) die k-te Spalte von G.
Nach (2) gilt

(f +9)(er) = flex) +gler) =

m fi1 91+ + fim Gmk .
Flater)) = | D fij - gin = : S
j=1 i=1,...0 fer-gie+ -+ fom - Gmi

Also hat ®(f o g) die gleiche k-te Spalte wie das Matrixprodukt ®(f) - ®(g).
Daraus folgt unsere Behauptung. O

2.70. BEMERKUNG. Nach Folgerung 2.69 bietet es sich an, Matrizen F' =
(fij)ij € Mpn(R) mit Hilfe von ® mit den zugehérigen Abbildungen f: R™ —
R™ zu identifizieren. Somit sei ab sofort

Homp(R",R™) = My n(R) .

Man beachte: auf die Rechts-R-Moduln R™ wirken Matrizen von links. Auf
diese Weise kommt die skalare Multiplikation der Matrix nicht ,;in die Quere®.
Homogenitét (L2) folgt jetzt aus dem Assoziativgesetz (R1) der Multiplikation,
siche auch Beispiel 2.26 (3) und Folgerung 2.31 (3).

Bei Zeilen ist es genau spiegelbildlich: hier wirken Skalare von links wegen
Bemerkung 2.68 (4) und Matrizen von rechts, es folgt also

rHom(™R,"R) = Mp, »(R) .

Wenn man die Verkettung linearer Abbildungen als Matrixprodukt schreibt,
dreht sich die Reihenfolge der Faktoren um. Aus diesem Grund ist es einfacher,
mit Rechts-R-Moduln zu arbeiten.
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Tatséchlich kann man einige Fehler vermeiden, wenn man Skalare konse-
quent von rechts wirken ldsst — selbst dann, wenn man iiber einem kommu-
tativen Ring oder Korper arbeitet, bei dem es nach Bemerkung 2.23 eigentlich
keinen Unterschied zwischen Rechts- und Linksmoduln gibt.

2.71. FOLGERUNG. Die Matrizmultiplikation ist assoziativ.

BEWEIS. Diese Behauptung kénnte man beispielsweise mit Hilfe der Defi-
nition 2.67 (3) der Matrixmultiplikation mit etwas Aufwand nachrechnen.

Einfacher ist es, Matrizen F' € My,,,(R) = Homg(R™, R*), G € My, ,(R) =
Hompg(R™,R™) und H € M, ,(R) = Hompg(RP, R") mit den entspechenden
linearen Abbildungen zu identifizieren. Da die Verkettung von Abbildungen
assoziativ ist nach Bemerkung 2.4 (1), folgt aus Folgerung 2.69 (4), dass

F- (G H)=Fo(GoH)=(FoG)oH=(F-G) H). O

2.72. DEFINITION. Es sei R ein Ring mit Eins. Eine m x n-Matrix iiber R
heilt quadratisch, wenn m = n. Der Raum der quadratischen n x n-Matrizen
iiber R wird mit M, (R) bezeichnet. Die quadratische Matrix E, = (0;;)i; €
M, (R) heit FEinheitsmatriz. Eine quadratische Matrix F' € M, (R) heifit in-
vertierbar, wenn es eine Matrix G € M, (R) mit G- F = E,, = F - G gibt. In
diesem Fall heiBt G die zu F inverse Matriz; sie wird auch mit F~! bezeichnet.
Die Menge aller invertierbaren n x n-Matrizen heif3t allgemeine lineare Gruppe
und wird mit GL(n, R) bezeichnet.

Wir iibersetzen jetzt Folgerung 2.31 in die Matrizensprache.

2.73. FOLGERUNG (aus Folgerungen 2.31 und 2.69). Es sei R ein Ring mit
Eins und m, n > 1.

(1) Die allgemeine lineare Gruppe (GL(n,R), ) ist eine Gruppe, und es
gilt GL(n, R) = Autg R"™.

(2) Die quadratischen n x n-Matrizen bilden einen Ring (M, (R),+, -) mit
FEins E,,, den Matrixring, und es gilt M,(R) = Endg R".

(3) Der Raum der Spalten R™ wird durch Matrizmultiplikation zu einem
unitiren M, (R)-Linksmodul.

(4) Der Raum My, ,(R) wird durch Matrizmultiplikation zu einem unitd-
ren Rechts-M,(R)-Modul und zu einem unitiren Links-M,,(R)-Modul.

Bewers. Nach Folgerung 2.31 (1) und (2) bilden die Endomorphismen
von R"™ einen Ring (Endg(R™),+,0) und die Automorphismen eine Grup-
pe (Autg(R"),0). Folgerung 2.69 liefert einen Ringisomorphismus

o)

D (EndR(Rn),+,O) — (Mn(R)a+7 ) :

Die Einheitsmatrix entspricht idgn, denn fiir alle m = (r;); € R" gilt

En cm = <Z(5¢j7’j> = (T’z)z =m.
j=1

%
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Sie ist die Eins in M, (R) und das neutrale Element in GL(n, R), es folgt (2).

Wegen Folgerung 2.69 (4) ist F' genau dann als lineare Abbildung umkehr-
bar, also ein Automorphismus, wenn F' als Matrix invertierbar ist. In diesem
Fall wird die Umkehrabbildung von F genau durch die inverse Matrix F~!
beschrieben. Einschrinken von @ liefert zu (2) den Gruppenisomorphismus

®: (Autp(R"),0) — (GL(n,R), -) .

Die Punkte (3) und (4) folgen aus den entsprechenden Punkten in Folge-
rung 2.31 und Folgerung 2.69 (2) und (4). O

Wir merken uns:

(1) Die Einheitsmatrix E,, entspricht der Identitét des R™.
(2) Inverse Matrizen entsprechen Umkehrabbildungen. Aus Propositi-
on 2.3 folgt, dass die inverse Matrix eindeutig bestimmt ist.

Wir haben in Definition 2.72 zur Invertierbarkeit von F' verlangt, dass so-
wohl F'- G = E, als auch G - F' = F,, gilt. In einer Gruppe reicht es, wenn F
ein Linksinverses besitzt, also G - F' = FE, fiir ein G gilt. Aber G muss selbst
invertierbar sein, um zu GL(n, R) zu gehoren, also kommen wir um die Forde-
rung F'-G = Ey nicht herum. Erst, wenn wir spater mit quadratischen Matrizen
iiber (Schief-) Korpern arbeiten, wird es reichen, nur G - F = E,, zu verlangen.

Zum Schluss dieses Abschnitts wollen wir auch in freien Moduln mit festen
Basen mit Koordinaten und Matrizen rechnen.

2.74. BEMERKUNG. Es sei M ein freier Rechts-R-Modul mit Basis B =
(b1,...,by). Fir die Basisabbildung ¥p5: R™ — M aus Definition 2.63 schrei-
ben wir kurz

T1 T m
Up : =B : | =) birmeM.
Tm Tm i=1
Wir benutzen hier den gleichen Buchstaben fiir die Basisabbildung wie fiir die
Basis, und tatséchlich verhélt sich die Basisabbildung oben formal wie die Ma-
trixmultiplikation der ,,Zeile“ B aus Modulementen mit der Spalte (r;); € R™.

Nach Folgerung 2.62 ist die Basisabbildung invertierbar. Thre Umkehrabbil-
dung nennen wir die Koordinatenabbildung 8 = \Ifgl und schreiben der Ein-
fachheit halber

™

=p(v)=pve R™.

T'm
Beide Abbildungen sind linear nach Proposition 2.29. Das bedeutet, dass wir
mit den Koordinaten genauso rechnen diirfen wie mit den Modulelementen
selbst. Es ist also egal, ob wir erst Vektoren addieren und mit Skalaren mul-
tiplizieren und dann Koordinaten bilden, oder erst Koordinaten der einzelnen
Modulelemente nehmen und dann mit ihnen weiterrechnen.
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2.75. FOLGERUNG. Es sei R ein Ring mit Fins, es set M ein freier Rechts-
R-Modul mit Basis B = (b1, ...,bm) und N ein freier Rechts-R-Modul mit Ba-
sis C' = (c1,...,¢n). Dann entspricht jeder linearen Abbildung f: N — M ge-
nau eine Matriv A = pfc € My, n(R), die Abbildungsmatrix oder darstellende
Matrix von f beziiglich B und C, so dass das folgende Diagramm kommutiert.

(1) N—T1 m
CT TB
R" A=pfc R™

Dabei stehen in der j-ten Spalte von A die B-Koordinaten p(f(c;)) des Bildes
des j-ten Basisvektors cj. Fir jedes Element v = C((r3);) € N hat das Bild f(v)
also die Koordinaten A - (r;);, somit

(2) B(f(v)) =Bfc-cv.

Wir kénnen uns das anhand des kommutativen Diagramms (1) oder der
Formel (2) merken. Sei jetzt P ein weiterer R-Modul mit Basis D und G: P —
N linear, dann gilt vollig analog

B(fog)p =Bfc-cyp -

Wichtig ist hier wie in (2), dass wir auf beiden Seiten der Matrixmultiplikation
die gleiche Basis von N verwenden.

BEWEIS. Wir bezeichnen die Umkehrabbildung der Basisabbildung B mit 3
und setzen
A=pofo
dann kommutiert das Diagramm offensichtlich. Die restlichen Aussagen ergeben
sich aus Folgerung 2.69. U

2.76. BEMERKUNG. Der Spezialfall M = N und f = idys ist interessant. In
diesem Fall erhalten wir das kommutative Diagramm

4\

A=pide ide
Multiplikation mit der Matrix A macht aus C-Koordinaten B-Koordinaten. Al-
so besteht die j-te Spalte von A = (fi;):; aus den B-Koordinaten des Vektor ¢;,

das heif3t
C] = Z bl . fij .
i=1

Anders formuliert erhalten wir die Vektoren der Basis C, indem wir die ,,Zei-
le“ B mit den Spalten von A multiplizieren. Aus diesem Grund nennt man die
Matrix A auch Basiswechselmatriz. Die obigen Sachverhalte sind zwei Lesarten
der ,,Gleichung” C' = B . A. Man beachte, dass die ,,Richtung” des Basiswech-
sels fiir die Koordinaten (,,von C nach B*) und fiir die Basisvektoren (,von B
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nach C*“) genau umgekehrt ist. Um Fehler zu vermeiden, sollte man daher im-
mer das obige kommutative Diagramm vor Augen haben.

2.77. PROPOSITION. Sei R Ring mit Eins, sei M ein R-Modul und m € N.

(1) Es besteht eine Bijektion zwischen der Menge der angeordneten Ba-
sen (b1,...,by) von M und den R-Modulisomorphismen R™ — M.

(2) Sei M frei mit Basis B = (b1,...,by). Dann besteht eine Bijektion
zwischen der Menge der m-elementigen Basen von M wund der all-
gemeinen linearen Gruppe GL(n, R), die jeder Basis C = B . A die
Basiswechselmatriz A zuordnet.

Wenn M keine Basis der Lange m besitzt, sind insbesondere beide Mengen
in (1) leer.

BEWEIS. Nach Satz 2.55 gibt es eine Bijektion ¥: M™ = Hompg(R™, M),
und nach Folgerung 2.62 (3) ist B = (b1,...,by,) genau dann eine Basis,
wenn ¥p: R™ — M ein Isomorphismus ist. Es folgt (1).

Zu (2) sei B: M — R™ die Koordinatenabbildung zu B, und C = (c;); sei
eine weitere Basis von M. Dann erhalten wir eine Basiswechselmatrix A8 o C
wie in Bemerkung 2.76. Da 8 und C Isomorphismen sind, ist A invertierbar
nach Folgerung 2.73 (1).

Sei umgekehrt A eine invertierbare Matrix, dann ist C = Bo A: R™ — M
ein Isomorphismus, und (c1, ..., ¢,) = ®(C) eine Basis nach (1). Die zugehorige
Basiswechselmatrix ist S o (Bo A) = A. O

2.78. BEMERKUNG. Wir konnen jetzt auch iiberlegen, wie sich die Abbil-
dungsmatrix aus Folgerung 2.75 verhélt, wenn wir eine der beiden Basen durch
eine andere ersetzen. Wir betrachten dazu die kommutativen Diagramme

/ch /ld\ /\ N

=B

m

Hier ist D eine neue Basis von M und pidp € GL(m, R) die zugehorige Basis-
wechselmatrix, und E ist eine Basis von N und ¢ idg € GL(n, R) die zugehorige
Basiswechselmatrix. Es folgt

pfe=pidp-pfc  uwd  pfep=pfc-cidg .
Auch hier ist wieder wichtig, dass links und rechts vom Matrixmultiplikations-
zeichen ,, - ¢ die gleiche Basis benutzt wird.

2.6. Unendliche Indexmengen

In den Abschnitten 2.4, 2.5 haben wir uns nur mit endlich erzeugten freien
Moduln beschéftigt. Einige, aber nicht alle Resultate gelten analog fiir freie
Moduln zu unendlichen Mengen I. Wichtig ist dabei aber, dass wir immer nur
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endliche Linearkombinationen bilden, denn mehr gibt die Konstruktion in (2.1)
nicht her. Fiir unendliche Summen bréuchten wir Methoden aus der Analysis.

2.79. DEFINITION. Es sei R ein Ring mit Eins und I eine beliebige Menge.
Der freie Modul zur Indexmenge I ist definiert als

RU) = { (ri)ier ‘ die Menge {i € I |r; # ()} ist endlich} c R'.

Man iiberzeugt sich leicht, dass RY) ein Untermodul des Moduls R! aus
Bemerkung 2.50, also insbesondere selbst ein Rechts-R-Modul ist. Elemente
von R! heifien auch Familien in R mit Indexmenge I. Elemente von RY) nennt
man entspechend endliche Familien. Die Notation RUY) ist nicht Standard.

Es sei j € I, dann sei e; = (d;5)ier € RY die Familie, deren einziger
nichtverschwindender Eintrag eine Eins an der Stelle j ist. Wir nennen (e;);er
die Standardbasis von R). Eine lineare Abbildung f: RY) — M bildet eine
endliche Familie (r;);c; auf die endliche Linearkombination

f((ri)ier) = Z flei).mi
icl
ab. Das sind alle Linearkombinationen der f(e;) € M, die wir mit unseren
Mitteln bilden kénnen. Zur Berechnung der rechten Seite wihlen wir zunéchst
eine endliche Teilmenge J C I, so dass r; = 0 falls ¢ ¢ J. Dann suchen wir
geméf der Definitionen 1.26 und 1.31 eine Bijektion a: n — J fiir n = #J und

setzen
n—1

Z Q; - Ty = Z Ao(k) - Ta(k) »

el k=0
das ist jetzt eine endliche Summe wie in (2.1). Wenn wir J vergroflern, kom-
men nur Summanden der Form a;.0 = 0 hinzu. Und wenn wir die Abbildung o
abdndern, vertauschen wir die Reihenfolge der Summation, was wegen der Kom-
mutativitit der Addition in M aber keine Rolle spielt. Also ist der Wert der
Summe unabhéngig von den Wahlen von J und «.

2.80. BEISPIEL. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Ein Polynom
iiber R in der Variablen X ist ein Ausdruck der Form

n
P(X):ZaiXi fiir ein n € N und ag,...,a, € R.
=0

Der Raum aller Polynome wird mit R[X] bezeichnet. Als R-Modul gilt R[X] =
RM). Wir diirfen r € R in P einsetzen und erhalten eine lineare Abbildung
RIX] — R mit P(X)»—>P(T):Zai'ri.
i=1

In Analogie dazu entspricht RN dem Raum R[[X] der formalen Potenzreihen
in X iiber dem Ring R. Wir diirfen mit formalen Potenzreihen zwar wie in
jedem Modul rechnen, aber wir diirfen keine Elemente von R mehr einsetzen,
da wir keine unendlichen Summen ausrechnen kénnen. In der Analysis lernen
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Sie den Raum der ,,konvergenten Potenzreihen“ iiber R oder C kennen, in die
man zumindest hinreichend kleine Zahlen einsetzen darf.

In Analogie zu Satz 2.55 gilt folgendes Resultat.

2.81. SATZ (Universelle Eigenschaft des freien Moduls). Es sei R ein Ring
mit Fins, I eine Menge, und M ein Rechts-R-Modul. Dann gibt es eine Bijektion

®: Homp(RD, M) = M mit  fr— (fle))),e,;- O

Als Diagramm:

BEwErs. Fiir A = (ai)ig S M7T und (ri)iel S R(I) setzen wir
n 161 ZGZ'TZEM
el

wie in Satz 2.55 (2). Dann ist W4 wieder eine lineare Abbildung, und es folgt

O(Va) = (Vales)),, = (Z aj . ﬂ> = (a;)ier = A
Jjel i€l

Umgekehrt sei f: RY) — M rechts-R-linear und A = ®(f) = (f(ei)), ey dann

folgt

Tz ’LGI Z f 61 LTy = (Z €; . Ti) = f((ri)iel) . U

i€l el

In Analogie zu den Definitionen 2.57 und 2.59 definieren wir das Erzeug-
nis (A) C M einer Familie A in M als im(¥4) C M. Wir nennen A linear
unabhdngig, wenn ker(W¥ 4) = {0}. Eine Basis ist wieder ein linear unabhéngiges
Erzeugendensystem von M. Dann gelten Folgerung 2.62 und Bemerkung 2.64
analog. Insbesondere diirfen wir einen Modul mit Basis A € M nach wie vor
frei nennen.

2.82. BEMERKUNG. Anstelle von Bemerkung 2.65 gilt (R())* = IR, dabei
steht 'R fiir den R-Linksmodul auf der Menge Abb(I, R). Sei (a;)ic; € 'R
eine beliebige und (r;);cr € R eine endliche Familie, dann erhalten wir eine

endliche Summe
ie] Tz ZEI § a;-r; € R,
el

Ve

und aus Satz 2.81 folgt, dass jedes Element von (RU ))* von dieser Form ist.

Proposition 2.66 gilt daher fiir unendliche Indexmengen im Allgemeinen
nicht mehr. Sei etwa B € M! eine Basis und 3: M — R die zugehérige
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Koordinatenabbildung. Dann erzeugen die Komponentenfunktionen (f;);c; €
M* den dualen Modul im Allgemeinen nicht. Dazu betrachte

«=Yp mit a(Zbi.rZ) =S p) =Y k.

jerl il ijel % jeI
=5i;

Jede endliche Linearkombination der 3; wiirde auf einem b; verschwinden, im
Gegensatz zu o, somit o € ((55)jer)-

Wir kénnen spéter beispielsweise zeigen, dass R[X] = R®™ ¢ine abzihlbare
Basis besitzt, R[X] = R" jedoch nicht.

2.7. Zusammenfassung

Es folgt eine kurze Zwischenbilanz zum Ende des Abschnitts: In den Ab-
schnitten 2.1 und 2.2 haben wir die Grundbegriffe kennengelernt: Gruppen,
Ringe, (Schief-) Kérper, Moduln beziehungsweise Vektorrdume und lineare Ab-
bildungen. Hier ging es vor allem um den Umgang mit Axiomen und Folge-
rungen daraus. Zunéchst sind wir dabei in der Reihenfolge der Abschnitte 1.3
und 1.4 vorgegangen, spiter (iiber Ringen mit Eins) dann umgekehrt:

abstrakt konkret
Modul M R"
Ring mit Eins Endgr(M) M,(R)
Gruppe Autr(M) GL(n, R)

Thema von Abschnitt 2.3 waren Unterrdume, Quotienten und (direkte)
Summen. Diese Konstruktionen schauen wir uns ndher an, sobald wir mehr
iiber Basen von Vektorrdumen wissen. Wichtig sind hier ein Kriterium fiir In-
jektivitédt, die universelle Eigenschaft des Quotienten, und als Konsequenz der
Homomorphiesatz 2.43.

In Abschnitt 2.4 haben wir Linearkombinationen, Erzeugendensysteme, li-
neare Unabhéngigkeit und Basen betrachtet. Die universelle Eigenschaft 2.55
freier Moduln hat uns dann im Abschnitt 2.5 erlaubt, lineare Abbildungen zwi-
schen freien Moduln als Matrizen zu schreiben. Matrizen ermdoglichen zum einen
konkrete Rechnungen mit linearen Abbildungen. Zum anderen verstehen wir
mit ihrer Hilfe den Raum aller linearen Abbildungen besser. Die Existenz von
Basen ist hierfiir essentiell — im néchsten Kapitel lernen wir als erstes, dass
endlich erzeugt Vektorrdume stets Basen besitzen.

Abschnitt 2.6 gibt einen Ausblick auf unendlich erzeugte Moduln und Vek-
torrdume. Er wird im Folgenden keine grofle Rolle mehr spielen.



KAPITEL 3

Vektorrdume iiber Kérpern und Schiefkérpern

In diesem Kapitel lernen wir typische Eigenschaften von Vektorrdumen iiber
(Schief-) Koérpern kennen. Insbesondere hat jeder Vektorraum eine Basis, ist al-
so als Modul frei. Auflerdem lernen wir das Gauf3-Verfahren zum Losen linearer
Gleichungssysteme kennen. Solche linearen Gleichungssystem treten sowohl in
der Praxis als auch in der Theorie haufig auf. Wir kénnen das Gauf3-Verfahren
auch benutzen, um festzustellen, ob eine Matrix invertierbar ist, und gegebe-
nenfalls die inverse Matrix zu bestimmen.

Alles, was in diesem Abschnitt passiert, beruht darauf, dass wir in einem
Schiefkorper dividieren konnen. Auf der anderen Seite bendtigen wir das Kom-
mutativgesetz in diesem Abschnitt (noch) nicht. Fiir den Rest dieses Kapitels
sei k ein Schiefkorper, also zum Beispiel k = Q, R, C, H oder Z/pZ fiir p prim.
Wenn nichts anderes angegeben wird, seien alle k-Vektorrdume nach wie vor
Rechts-Vektorrdume, und alle Basen seien Tupel von Vektoren wie in Definiti-
on 2.59.

3.1. Basen

Wir haben spétestens im Abschnitt 2.5 gesehen, dass wir in freien Moduln
weitaus leichter rechnen kénnen als in beliebigen. Und wir haben auch gesehen,
dass wir dadurch die Struktur dieser Moduln und der linearen Abbildungen gut
beschreiben und verstehen konnen. Das soll diesen Abschnitt motivieren, in
dem wir uns Gedanken iiber die Existenz von Basen machen wollen. Die beiden
Sétze von Steinitz gehdren zu den wichtigsten Ergebnissen dieser Vorlesung.

Wir erinnern uns an das Erzeugnis (---) eines Tupels von Vektoren aus
Definition 2.57 und an lineare Unabhingigkeit aus Definition 2.59. Wir arbeiten
mit Rechts-k-Vektorrdumen, aber analoge Aussagen gelten auch fiir Links-k-
Vektorraume.

3.1. LEMMA. Es sei V ein k-Vektorraum, (vy,...,v,) ein linear unabhingi-
ges Tupel von Vektoren aus V und w € V. Es gilt w € ((v1,...,v,)) genau
dann, wenn das (n + 1)-Tupel (v, ..., vy, w) linear abhingig ist.

BEWEIS. Zu ,=—* gelte w € ((v1,...,vy)). Nach Definition 2.57 existie-
ren ay, ..., a, €k, so dass
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Nach Definition 2.59 ist (v1,...,v,,w) linear abhiingig, da

n
0= g vi.a;i +w.(—1) .
~——

i=1 £0

Zu <" sei (v1,...,v,,w) linear abhingig. Nach Definition 2.59 existie-
ren ag, ..., ay, b € k, die nicht alle 0 sind, so dass

n
O:Zw.ai+w.b.
i=1

Es folgt b # 0. Denn andernfalls wére ein a; # 0, und wir héitten

n
0= E V; . Qy
=1

im Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von (v1,...,v,). Es folgt

w:Zvi.(—aibfl) € {((viy...,vn)) . O
i=1

3.2. BEMERKUNG. Wir haben im Beweis dividiert und kénnen daher nicht
erwarten, dass das Lemma fiir Moduln iiber beliebigen Ringen gilt. Als Ge-
genbeispiel betrachte Z als Z-Modul. Das Tupel (2) ist linear unabhéngig,
aber (2, 3) ist linear abhéngig, da 2-:3—3-2 = 0. Dennoch ist 3 kein ganzzahliges
Vielfaches von 2, also 2 ¢ ((3)). Die Voraussetzung, dass k ein (Schief-) Korper
ist, ist also notwendig. Fiir die meisten Aussagen in diesem und im néchsten
Abschnitt finden wir Gegenbeispiele in Moduln {iber beliebigen Ringen.

3.3. SATZ (Basisergdnzungssatz von Steinitz). Es sei V' ein k- Vektorraum.
Es sei (v1,...,v,) ein Tupel linear unabhdingiger Vektoren, und {w1,...,ws} C
V' sei ein endliches Erzeugendensystem. Dann gibt esn > r und Zahlen i(r+1),
...,i(n) €{1,...,s}, so dass das Tupel

(1) (vh--~7U7‘7wi(r+1)7"-7wi(n))

eine Basis von V bildet.

BewEeIs. Wir beginnen mit n = r und dem n-Tupel By = (v1,...,v,). Wir
setzen der Reihe nach j = 1, ..., s, und nehmen an, dass w; € (B;_;) fiir
alle s < j — 1 gilt. Im Fall 5 =1 ist das trivialerweise wahr.

Wenn w; € ((v1,...,v)) gilt, setzen wir B; = B;_1. Es gilt w; € (B;) fiir
alle ¢ < j, und wir machen mit dem néchsten j weiter.

Andernfalls hdngen wir w; an das Tupel Bj_; an, erhéhen n um 1, und
nennen dann das neue n-Tupel B;. Nach Lemma 3.1 ist B; linear unabhéngig.
AuBerdem gilt wieder w; € (Bj;) fiir alle ¢ < j. Wir merken uns, dass wir w;
angehéingt haben, indem wir i(n) = j setzen.

Nach s Schritten haben wir ein linear unabhéngiges n-Tupel B der Form (1)
konstruiert. Da (Bjy) jeden der Erzeuger w; enthilt, folgt (Bs) =V, also ist B,
eine Basis. O
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Endlich erzeugte Vektorrdume V' haben also immer Basen. Als néchstes
wollen wir zeigen, dass alle Basen von V' gleich viele Elemente haben.

3.4. SATZ (Basisaustauschsatz von Steinitz). Es sei V' ein k- Vektorraum,
es sei (v1,...,v,) ein linear unabhdingiges Tupel, und (w1, ..., ws) sei ein Er-
zeugensystem. Dann gilt r < s.

Der Name des Satzes ergibt sich aus dem ,, Austauschschritt* im folgenden
Beweis.

Bewers. Wir werden das Tupel (v1,...,v,) in mehreren Schritten zu ei-
ner Basis aus Eintrdgen des Tupels (w1, ..., ws) umbauen. Dabei wird unser
Tupel in keinem Schritt kiirzer. Da das resultierende Tupel insbesondere li-
near unabhéingig ist, kann es keinen Eintrag doppelt enthalten, also folgt die
Behauptung.

Im ersten Schritt ergdnzen wir (vy,...,v,) gemif des Basisergdnzungs-
satzes 3.3 mit Eintrdgen des Tupels (wy, ..., ws) zu einer Basis By. Dann hat By
mindestens r Eintrége.

Wir setzen der Reihe nach ¢ = 1, ..., r und starten mit einer Basis B;_1, die
mit v, ..., v, anfingt. Wir entfernen v; und erhalten ein linear unabhéngiges
Tupel B]. Da B;_; linear unabhéngig ist, folgt v; ¢ (B]) aus Lemma 3.1, ins-
besondere ist B] kein Erzeugendensystem mehr. Also miissen wir mindestens
einen Eintrag aus dem Tupel (wi,...,ws) hinzufiigen, um mit Satz 3.3 eine
neue Basis B; zu bekommen. Sie ist somit nicht kiirzer als B;_.

Am Ende besteht B, aus mindestens r verschiedenen Eintridgen des Tu-
pels (wy,...,ws). Es folgt r < s. O

3.5. FOLGERUNG. FEs set V' ein endlich erzeugter k-Vektorraum.

(1) Dann existiert n € N und eine Basis B = (v1,...,v,) von V.

(2) Jede andere Basis von V' hat ebenfalls n Elemente.

(3) Jedes n-elementige Tupel linear unabhdngiger Vektoren in V ist eine
Basis von V.

(4) Jedes n-elementige Erzeugendensystem von V' ist eine Basis von V.

BEWEIS. Es sei (wi,...,ws) ein Erzeugendensystem von V. Der Basi-
serginzungssatz 3.3 liefert uns, ausgehend vom leeren Tupel () mit r» = 0, eine
Basis B = (v1,...,v,) von V, deren Linge n < s endlich ist, also gilt (1).

Zu (2) sei C eine beliebige Basis von V, méglicherweise sogar mit un-
endlicher Indexmenge I. Wir kénnen jeden Vektor w; als Linearkombination
von Vektoren aus C darstellen, dazu bendtigen wir aber nur endlich viele.
Da (wy,...,ws) Erzeugendensystem ist, ist jeder Vektor v € V' als Linearkom-
bination der w; darstellbar. In diese Linearkombination setzen wir die obigen
Darstellungen der w; ein. Insgesamt erhalten wir v als Linearkombination der
Vektoren aus C, wobei wir nur endlich viele Vektoren der Familie C' ben6ti-
gen, ndmlich nur die, die in einer der Darstellungen der w; mit Koeffizient # 0
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vorkommen. Es sei I die entsprechende endliche Teilmenge der Indexmenge [
von C und Cy: Iy — V die zueghorige Teilfamilie. Alle anderen Vektoren c;
mit ¢ € I\ Iy lassen sich als Linearkombination der w; darstellen, also auch als
Linearkombination der Vektoren aus Cy. Wire C # Cy, so wire C insbesondere
linear abhéngig. Wir schlieflen also, dass die Basis C endlich ist.

Jetzt konnen wir C' anordnen zu (up,...,us). Indem wir B als linear un-
abhingiges Tupel und C' als Erzeugendensystem auffassen, erhalten wir n <'s
aus dem Basisaustauschsatz 3.4. Wir konnen die Rolle der beiden Basen auch
vertauschen, und erhalten s < n. Also haben B und C' gleich viele Elemente.

Zu (3) sei (wi,...,wy) linear unabhéngig, dann kénnen wir mit Satz 3.3
zu einer Basis von V ergénzen, die nach (2) wieder Lénge n hétte. Also
ist (wi,...,wy) bereits eine Basis.

Zu (4) sei analog (w1, ...,wy) ein Erzeugendensystem. Eine Teilmenge da-
von bildet nach Satz 3.3 eine Basis, die aber wieder Lénge n héitte. Also
ist (wi,...,w,) bereits eine Basis. O

3.6. BEMERKUNG. Man kann analoge Sétze auch fiir beliebige, nicht not-
wendig endlich erzeugte k-Vektorrdume beweisen. Dazu braucht man allerdings
ein weiteres Axiom fiir die zugrundeliegende Mengenlehre, das Auswahlaziom.

3.2. Dimension und Rang

Wir benutzen die Basissdtze, um ein paar interessante Aussagen iiber Vek-
torrdume und ihre Unterrdume, Quotienten und iiber lineare Abbildungen zu
beweisen.

Aufgrund von Folgerung 3.5 ist die folgende Definition sinnvoll.

3.7. DEFINITION. Es sei V ein k-Vektorraum. Wenn V' endlich erzeugt ist,
ist die Dimension dim V' von V die Lénge n einer Basis (v1,...,v,) von V, und
wir nennen V' endlichdimensional. Wenn V keine Basis endlicher Linge besitzt,
heifit V' unendlichdimensional.

Die Begriffe ,endlichdimensional“ und ,,endlich erzeugt“ fiir Vektorrdume
sind nach Folgerung 3.5 dquivalent, und wir schreiben dafiir auch ,dim V' < oo®.
Wie in Bemerkung 1.32 (3) fithren wir die Schreibweise ,,dim V' = oco* nicht ein,
da nicht alle unendlichen Basen die gleiche Méchtigkeit haben.

3.8. FOLGERUNG. Zwet endlichdimensionale k- Vektorrdume V- und W sind
genau dann isomorph, wenn dimV = dim W.

Man sagt auch, endlichdimensionale k-Vektorrdume werden durch ihre Di-
mension klassifiziert. Analog werden endliche Mengen durch ihre Méchtigkeit
klagsifiziert, siehe Definitionen 1.26 und 1.31.

BEWEIS. Zu ,,—" sei F': V — W ein Isomorphismus. Wir wihlen eine
Basis C' = (¢, ...,¢,) von V., wobei n = dim V', und identifizieren wieder C' mit
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der zugehorigen Basisabbildung. Dann ist die Abbildung B = FoC: k" — W
ein Isomorphismus, und das Diagramm

(3.1) v—Lew

CT TB
idyn

k" —— k"
kommutiert. Wegen Proposition 2.77 (1) bilden b; = B(e1), ..., by = B(ep)
eine Basis von W, so dass insbesondere dimW =n =dim V.

Zu <= sein = dimV = dimW. Wir wihlen Basen von V und W mit
Basisabbildungen B: k™ — W und C': k™ — V. Nach Folgerung 2.62 (3) sind
Basisabbildungen Isomorphismen. Wir erhalten also einen Isomorphismus F' =
BoC™':V — W, so dass das obige Diagramm wieder kommutiert. O

Wir erinnern uns an die Begriffe ,direkte Summe*“ und , komplementérer
Unterraum* aus Definition 2.45.

3.9. PROPOSITION. Sei V' ein endlichdimensionaler k- Vektorraum und U C
V' ein Unterraum. Dann besitzt U ein Komplement W C V', und es gilt die
Dimensionsformel

dimV =dimU +dim W .

BEWEIS. Jedes linear unabhéngige Tupel von Vektoren in U ist in V' eben-
falls linear unabhéngig. Nach dem Basisaustauschsatz 3.4 kann solch ein Tupel
also hochstens dim V' viele Elemente haben, insbesondere ist es endlich. Aus
den Ubungen wissen wir auch, dass ein maximal linear unabhingiges Tupel
in U eine Basis von U bildet. Also finden wir eine Basis B = (vi,...,v,)
der Linge r = dimU < n = dimV von U. Wir ergénzen B zu einer Ba-
sis (v1,...,v,) von V mit dem Basisergidnzungssatz 3.3.

Es sei W = (vp41,...,0,), dann ist das Tupel (vy41,...,v,) eine Basis
von W, denn es erzeugt W und ist als Teil einer Basis von V auch linear
unabhéngig. Insbesondere gilt

dimV =dimU +dim W .

AuBlerdem gilt
U4+W = (v,...,05)=V.

Sei nun v € U N W. Dann existieren k1, ..., k. € k und £,41, ..., £, € k mit
T n
Zviki:'l}: Z ’Ujej .
i=1 j=r+1
Beides sind Darstellung als Linearkombination der Basis (vy, ..., vy). Nach Fol-
gerung 2.62 (2) sind die Koordinaten von v eindeutig, also gilt ky = --- =k, =

0=/4y41 =--- =L, Insbesondere folgt UNW = {0}, also V=U® W. O
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3.10. FOLGERUNG. Es seien U und W zwei Unterrdume eines endlichdi-
mensionalen k-Vektorraums V. Dann sind dquivalent

(1) V=UsoW,
(2) V=U+W wund dimU +dimW <dimV ,
(3) UNW ={0} und dimU+dimW >dimV .

Bewers. Die Richtungen ,,(1) = (2)“ und ,,(1) = (3)* folgen sofort aus
der Definition 2.45 der direkten Summe und Proposition 3.9.

In den Ubungen beweisen Sie die Dimensionsformel fiir Summen
dim(U + W) =dimU + dim W — dim(U N W) .
Aus (2) schlieflen wir, dass
0 <dim(UNW)=dimU +dimW —dimV <0,

aber also wird UNW von einer Basis der Linge 0 erzeugt, das heifit UnW = {0},
und es folgt (1).

Aus (3) schlieflen wir, dass
dimV > dim(U + W) =dimU + dim W — dim{0} > dim V",

also hat U 4+ W eine Basis der Lange dim V. Wéire U + W eine echte Teilmenge
von V, so kénnten wir zu einer Basis von V' der Léange > dim V 41 ergénzen, im
Widerspruch zu Folgerung 3.5. Also gilt U + W = V| und wieder folgt (1). O

3.11. FOLGERUNG. FEs ser V ein k-Vektorraum wvon endlicher Dimension
und U C V' ein Unterraum. Dann gilt

dim(V/U) =dimV —dimU .

BEwEIS. Wir wéhlen einen zu U komplementéren Unterraum W C V. Aus
den Propositionen 2.47 und 3.9 folgt

dim(V/U) = dim W = dimV — dim U . O

3.12. BEMERKUNG. Wenn V unendlichdimensional ist, konnen wir mit dem
allgemeineren Basisergénzungssatz aus Bemerkung 3.6 immer noch zu jedem
Unterraum einen komplementéren Unterraum konstruieren. Da man aber un-
endliche Dimensionen nicht subtrahieren kann, ist die Dimensionsformel in Pro-
position 3.9 nicht geeignet, um die Dimension des Komplements zu bestimmen.
Als Beispiel betrachten wir den Raum V = R® der endlichen reellwertigen
Folgen mit der Basis (e;);en, wobei wieder e; = (6;5)ien. Wir betrachten zwei
unendlichdimensionale Unterrdume

U= (er,eri1,r42,...) und W = (eg,e2,€4,...) .

Beide sind als Vektorrdume isomorph, denn wir kénnen einen Isomorphis-
mus F': U — W angeben mit F(e,;;) = ey; fiir alle j € N. Aber U besitzt
ein endlichdimensionales Komplement (ep, ..., e,_1), wihrend W ein unendlich-
dimensionales Komplement (ej, e3, e5,...) hat. Und da nach Proposition 2.47
alle Komplemente von U zu V/U isomorph sind, und alle Komplemente von W
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zu V/W, kénnen wir die Dimension des Komplementes nun nicht mehr aus der
Dimension der Rdume selbst ablesen.

Ubrigens hat auch R selbst im Raum RN aller reellwertigen Folgen ein
Komplement. Da wir das aber wieder mit Hilfe des Zornschen Lemma beweisen
miissen, kénnen wir das Komplement nicht explizit angeben.

Mit den gleichen Methoden wie oben kénnen wir auch lineare Abbildungen
studieren. Unter einer Blockmatriz verstehen wir eine Matrix, die durch das
Neben- und Untereinanderschreiben von Matrizen passender Grofle gebildet
wird. Seien etwa A € M, .(k), B € M, (), C € M,,(k) und D € M, ,(k),
dann ist

ail ... Ay b11 bls
A B apl .. Qpr bpl e bps
= e M, k) .
<C D> C11 e Clp d11 e dls p+q,r+s( )
qu e qu dql NN dqs

3.13. SAaTz (Rangsatz). Es seien V und W endlich-dimensionale k- Vektor-
rdume, und es sei F':' V. — W linear. Dann existieren Basen B von W und C
von V, so dass die Abbildungsmatriz A von F beziiglich dieser Basen die Nor-

malform
E. 0
a=(% o)

als Blockmatrixz hat, wobei r = dimim F'. Insbesondere gilt die Dimensionsfor-

mel
dimker F' +dimim F = dimV .

BEWEIS. Es sei n = dimV und r = n — dimker . Wie im Beweis von
Proposition 3.9 wihlen wir zunéchst eine Basis (¢y41,...,¢,) von ker F' und
erginzen dann zu einer Basis (c1,...,¢,) von V. Dann ist U = {(c1,...,¢,) ein
Komplement von ker F' in V. Nach Proposition 2.47 (3) und dem Homomor-
phiesatz 2.43 erhalten wir einen Isomorphismus

Ui>V/kerFi>imF.
T~

Fly
Somit induziert die Basis (ci,...,¢,) von U eine Basis (by,...,b,) von im F'
mit b; = F(¢) fir alle 1 < ¢ < r. Schlielich ergénzen wir zu einer Ba-

sis (b1,...,by) von W. Fiir die Abbildung F' gilt also
i falls j <
Flej) = b; asyl_r,und
0 fallsj>r.

Daraus ergibt sich die angegebene Form der Abbildungsmatrix. Aulerdem folgt
dimV =dimker F' 4+ dimU = dimker F' + dimim F' . ([l
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3.14. DEFINITION. Es sei A = (aij)ij € Mmn(R) eine Matrix, dann defi-
nieren wir die zu A transponierte Matriz A' € M, ,(R) durch A" = (a;;);i.

Transponieren macht zum Beispiel aus Zeilen Spalten und umgekehrt. In
Biichern wird hiufig (r1,...,7,) fiir die Spalte (::1 ) geschrieben.

3.15. DEFINITION. Es sei F': V — W linear, dann definieren wir den Rang
von F' durch rg FF = dimim F, falls im F' endlichdimensional ist, ansonsten
nennen wir F' von unendlichem Rang.

Es sei A € My, n(k) eine Matrix mit den Spalten aq, ..., a, € k™ und
den Zeilen aq, ..., o, € "k, dann definieren wir den Spaltenrang von A
durch rgg A = dim(ay,...,a,). Analog definieren wir den Zeilenrang von A
durch rg,; A = dim(ay, ..., am).

In der Definition des Zeilenrangs fassen wir das Erzeugnis der Zeilen als
Links-k-Vektorraum auf.

3.16. BEISPIEL. Wir schauen uns Spalten- und Zeilenrang an Beispielen an.

(1) Die ,Telefonmatrix* (% g §> € M3(Q) hat Rang 2, denn je zwei Zeilen

oder Spalten sind linear unabhéngig, aber

(5)2— (%) - (g) —0 und 2(4,5,6) — (1,2,3) — (7,8,9) = 0.

(2) Die Matrix (} i) € Ms(H) hat Rang 1, denn

C)_j:@ und i+ (1,5) = (i,k) .

(3) Die Transponierte der obigen Matrix hat Rang 2, denn sie ist inver-
tierbar mit inverser Matrix (} ;i)_l = (_11//22 :;g)

Manchmal heifit auch die folgende Proposition ,,Rangsatz*.

3.17. PROPOSITION. Es sei A € My, (k).

(1) Spalten- und Zeilenrang von A dndert sich nicht, wenn man von links
oder rechts mit einer invertierbaren Matriz multipliziert.

(2) Es gilt rgg A=rgA=rg, A.

(3) Es sei A = pFc Matrizdarstellung einer linearen Abbildung F: V —
W beziiglich Basen B von W und C von V', dann gilt rg F = rg A.

BEWEIS. Sei A eine Matrix. Wie in Bemerkung 2.70 bezeichne L4: k™ —
k™ die (rechts-k-lineare) Multiplikation mit A von Links, und R4: "k — "k
die (links-k-lineare) Multiplikation mit A von Rechts, also

Li(v)=A-v und Rao(w)=w-A.

Es seien wieder aq, ..., a, € k™ die Spalten von A. Dann gilt
(a‘la ce 7an> = <LA(€1)7 s 7LA(en)> =imLga,
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also gilt rgg A = rg L 4. Fiir rg, A betrachten wir analog die Basis €1, ..., e,
von ™k aus Beispiel 2.52 und erhalten
(@1, sOm) = (1 Ay yem - A) = (Raler), ., Ralem)) = im Ry,
also gilt rg, A =rg R4.

Es sei zundchst B € GL(m, k) eine invertierbare Matrix. Die zugehorige li-
neare Abbildung Lp: k™ — k™ ist ein Automorphismus, insbesondere bijektiv,
siehe Folgerung 2.73 (1). Es gilt

im(LBA):{B'A'U|U€kn}:im(3’imLA)‘

Die Abbildung Lp|imr,: im L4 — im Lpy ist sicherlich immer noch injektiv
und linear. Sie ist auch surjektiv, da wir das Bild entsprechend eingeschrinkt
haben. Somit sind im L 4 und im L4 isomorph, und es folgt

rgg(BA) =dimim Lps = dimim Ly =rgg A .

Andererseits bilden €1 - B, ..., &, - B nach wie vor eine Basis von "k, da auch
Rp ein Isomorphismus ist. Die Abbildung Rp4: ™k — "k mit w — w - BA hat
also das gleiche Bild wie R4, und es gilt

rgz(BA) = dimim(Rpa) = dimim(R4) =rgz A .

Also sind sowohl Spalten- als auch Zeilenrang unter Multiplikation mit einer
invertierbaren Matrix von links invariant.

Sei jetzt C' € GL(n,k) invertierbar. Ahnlich wie oben gilt jetzt
imLic =1im L4 und im Ry = im(R¢|imp,) =imRac ,
und es folgt rgg(AC) =rgg A und rg,(AC) =rg, A, also gilt (1).
Wir wéhlen jetzt Basen B von k™ und C von k™ wie in Satz 3.13. Es
folgt (2), da
_ E. 0
res() = res(57 - 4-0) = s () =+
E. 0 _
:rgz(o O)ngZ(BlAC'):rgZA

Matrixdarstellungen in (3) zu verschiedenen Basen unterscheiden sich um
Multiplikation mit einer Basiswechselmatrix von links oder von rechts. Nach (1)
ist es also egal, wie wir B und C wihlen, daher nehmen wir Basen wie im
Rangsatz (3.13). Es folgt im F' = (by,...,b,), alsorg ' =r =rg A. O

3.18. FOLGERUNG. Es sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen
endlich-dimensionalen k- Vektorrdumen.

(1) Es gilt rg f = dim W genau dann, wenn f surjektiv ist.
(2) Es gilt rg f = dim V' genau dann, wenn f injektiv ist,
(3) Es gilt rg f = dimV =dim W genau dann, wenn f bijektiv ist.

Analoge Aussagen gelten auch fiir Matrizen.
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BEwEISs. Es gelte rg f = dim W, dann ist im f C W ein Unterraum voller
Dimension. Nach Folgerung 3.5 (3) ist jede Basis von im f bereits eine Basis
von W, somit gilt W =im f, und f ist surjektiv. Die Gegenrichtung ist klar.

Sei jetzt rg f = dimV, dann folgt aus der Dimensionsformel im Rang-
satz 3.13, dass dimker f = dim V' —rg f = 0. Es folgt ker f = 0, also ist f injek-
tiv nach Proposition 2.37 (1). Umgekehrt folgt rg f = dim V" aus ker f = {0}.

Aussage (3) folgt aus (1) und (2). O
3.3. Lineare Gleichungssysteme

3.19. DEFINITION. Es sei V ein k-Vektorraum. Eine Teilmenge A C V' heifit
affiner Unterraum von V, wenn es einen Untervektorraum U C V und ein
Element ag € A gibt, so dass

A:ao+U:{ao+u|u€U}.

Ein affiner Unterraum A = a+ U heifit endlichdimensional mit dim A = dim U,
wenn U endlichdimensional ist, sonst unendlichdimensional. Seien U, W C V

Untervektorrdume, dann heiflen zwei affine Unterrdume a+U und b+ W parallel,
wenn U = W.

Man beachte, dass in manchen Biichern auch die leere Menge () als affiner
Unterraum der Dimension dim () = —oo betrachtet wird. Wir wollen die leere
Menge hier separat betrachten. Auflerdem ist bei uns ein affiner Unterraum
auch zu sich selbst parallel, dadurch wird Parallelitéit eine Aquivalenzrelation.

3.20. BEMERKUNG. Ein affiner Unterraum ist also das Bild eines Untervek-
torraums unter der Verschiebung um ag.

(1) In der Definition kommt es nicht darauf an, welches ag € A wir wihlen.
Denn sei a; = ag+u; € A, dann gilt nach dem Unterraumaxiom (U2),
dass

a+U=a+(u1+U)=ay+U.

(2) Ein affiner Unterraum ist genau dann ein Untervektorraum, wenn 0 €
A. Die Richtung ,,—* folgt aus (Ul), und ,,<=* folgt aus (1), denn
aus 0 € A folgt A =0+ U = U fiir einen Untervektorraum U C V.
Insbesondere ist jeder Untervektorraum auch ein affiner Unterraum.

(3) Es sei U C V ein Untervektorraum. Die Menge aller zu U parallelen
affinen Unterrdume von V' ist gerade der Quotientenraum V/U aus
Definition 2.38.

(4) In der Euklidischen Geometrie betrachtet man affine Unterrdume
des R? der Dimensionen 0 (Punkte), 1 (Geraden) und 2 (Ebenen).

Wir kommen zu linearen Gleichungssystemen. Gegeben eine Matrix A €
M, n(k), die sogenannte linke Seite und ein Vektor b € k™, die rechte Seite,
suchen wir alle Vektoren x € k™, so dass A - x = b. Das heifit, wir suchen die
Lésungsmenge

L={zeck"|A-z=0b}.
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Wenn wir die Gleichung A - x = b ausschreiben, erhalten wir tatséchlich ein
System linearer Gleichungen, nédmlich

a1 x1 + ... + aip-xTn, = by,
()
Qmli 1 + ... + Qmn-Tn = bm.

Wir nennen das Gleichungssystem (*) homogen, wenn b = 0, und inhomogen,
wenn b # 0. Das zu A-x = b gehorige homogene Gleichungssystem ist A-x = 0.

Etwas allgemeiner kénnen wir eine lineare Abbildung F': V — W und eine
,rechte Seite“ w € W betrachten, und nach der , Lésungsmenge*

L={veV|F)=w}=F'{uw}),

also dem Urbild von w unter F, fragen. Wenn V und W endlichdimensional
sind, kénnen wir Basen wihlen und F' als Matrix schreiben, und erhalten ein
lineares Gleichungssystem vom obigen Typ.

3.21. BEMERKUNG. Lineare Gleichungssysteme treten zum Beispiel beim
Losen der folgenden Probleme auf.

(1) Betrachte A € M,, »(k), dann ist der Kern ker A von A gerade die
Losungsmenge des homogenen Gleichungssystems A -z = 0.

(2) Sei A wie oben, dann liegt b € k™ genau dann im Bild im A von A,
wenn das Gleichungssystem A - x = b (mindestens) eine Losung hat.

(3) Es sei B € M,k eine Basis des k™. Um die Koordinaten x eines
Vektors v € k™ beziiglich B zu bestimmen, miissen wir nach Bemer-
kung 2.74 das lineare Gleichungssystem B - x = v losen. Fiir Ortho-
normalbasen geht es einfacher, siche Proposition 3.34.

(4) Eine quadratische Matrix A € M, (k) ist genau dann invertierbar,
wenn eine Matrix B € M, (k) mit A- B = E, existiert (Ubung).
Um die Spalten by, ..., b, von B zu bestimmen, miissen wir die n
Gleichungssysteme A - b; = e; 16sen.

(5) Das Bestimmen von Schnittpunkten von Geraden und Ebenen im Eu-
klidischen Raum fiihrt oft auf lineare Gleichungssysteme. Seien etwa
eine Gerade G und eine Ebene E C R? gegeben durch

2 1 1
E = O+ |-1].r+ 0].s|r,seR
0 0 -1
3 2
und G = 21+ 1) .t|teR » ,
1 1

dann bestimmen wir G N E durch Losen des Gleichungssystems
24r+s=3+2t r+s—2t=1,
-r =2+t — -r = t=2,
—s=14+ 1 —s— t=1.
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Die einzige Losung dieses Systems ist r = —1, s = 0, t = —t; sie fiihrt
auf den einzigen Schnittpunkt
2 1 1 3 2
ol—-|-1]1=1(1]=1(2]-11
0 0 0 1 1

(6) In der Numerik werden viele Probleme zunéchst durch lineare Proble-
me approximiert. Anschliefend sind dann lineare Gleichungssysteme
zu 16sen. Oftmals sind die auftretenden Matrizen ,,diinn besetzt“, das
heifit, in jeder Zeile und /oder jeder Spalte stehen nur sehr wenige von 0
verschiedene Zahlen. Fiir solche Gleichungssysteme gibt es spezielle,
effiziente, teils approximative Losungsverfahren. Sie lernen sie in den
entsprechenden Vorlesungen kennen.

Es folgen einfache, grunditzliche Uberlegungen zum Losungsverhalten li-
nearer Gleichungssysteme.

3.22. PROPOSITION. Es sei A € My, (k) und b € k™.

(1) Die Lésungsmenge des homogenen Gleichungssystems A - x = 0 ist
gerade ker A.

(2) Das inhomogene Gleichungssystem A-x = b hat genau dann Lisungen,
wenn b € im A.

(3) Es sei A-xg =0, dann ist die Losungsmenge des inhomogenen Glei-
chungssystems A - x = b der affine Unterraum

{xek”‘A‘x:b}:xo—i-kerA.

BeEWwEIS. Die Aussagen (1) und (2) sind gerade die Punkte (1) und (2) aus
Bemerkung 3.21. Zu (3) beachten wir, dass aus A - o = b folgt, dass

Az=b <= A (r—29)=b-b=0 <= =zxz—x9ckerd. 0O

Punkt (3) wird gern so umformuliert: Die allgemeine Losung = des inhomo-
genen Gleichungssystems A -z + b ist die Summe aus einer speziellen Lisung xg
des inhomogenen Gleichungssystems und der allgemeinen Losung v = x — xg
des zugehorigen homogenen Gleichungssystems A - v = 0.

3.23. PROPOSITION. Es seien A € My, (k) und b € k™. Die Losungsmenge
des linearen Gleichungssystems A-x = b verdndert sich nicht, wenn man A und b
von links mit der gleichen invertierbaren Matriz B € GL(m,k) multipliziert.

BEWEIS. Es sei x € k"™ mit A -z = b, dann folgt
(B-A)-z2=B-(A-2)=B-b.
Gelte umgekehrt (B - A)-x = B-b, und sei B~! die Inverse von B, dann folgt
A-xz=B1'. (B-A)-z=B'-B-b=b.

Also haben das alte und das neue Gleichungssystem die gleichen Losungen. [
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3.24. BEMERKUNG. Wir betrachten jetzt besonders einfache invertierbare
Matrizen, die sogenannten FElementarmatrizen. Dazu seien i, j € {1,...,m}
mit ¢ # j und k € k* = k \ {0}. Wir schauen, wie sich Linksmultiplikation
jeweils auf eine Matrix A € M,, (k) auswirkt.

(1) Wir betrachten die Matrix

i J

10 0
0 .
1
% 0 1
1
P =
1
J 1 0
1

o
0 01

Diese Matrix ist zu sich selbst invers, also Pgl = P;;. Wenn man die
i-te und die j-te Zeile von A vertauscht, erhilt man F;; - A.
(2) Als niichstes betrachten wir die Matrix

1

10 e 0
0’ -
MZ(I{J): i k 1
o
0 e 01

Das Inverse dieser Matrix ist M;(k)~! = M;(k~!). Wenn man die i-te
Zeile von A mit k multipliziert, erhdlt man M;(k) - A.
(3) Zu guter Letzt betrachten wir

oo
Das Inverse dieser Matrix ist E;;j(—k). Wenn man das k-fache der j-ten
Zeile von A zur i-ten Zeile addiert, erhdlt man M;(k) - A.

Linksmultiplikation mit einer der obigen Elementarmatrizen heifit daher eine
elementare Zeilenumformung vom Typ (1), (2) oder (3).

3.25. DEFINITION. Eine Matrix A € M, (k) heiit in Zeilenstufenform,
wenn es ganze Zahlen 0 <7 <mund 1 < j; < --- < j < n gibt, so dass

(1) a;; =0 falls i > r oder falls ¢ <7 und j < j;, und
(2) aj, =1firallel <i<r.

Wir sagen, M sei in strenger Zeilenstufenform, wenn dariiberhinaus

(3) aij, =0 fiir alle 1 <p <r und i # p.
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Ein Gleichungssystem A - x = b heifit in (strenger) Zeilenstufenform, wenn die
Matrix A in (strenger) Zeilenstufenform ist.

Eine Matrix A = (a;;);; in Zeilenstufenform hat also folgende Gestalt:
J1 J2 Jr

0...01 al,jl_;,_l PR al,j2_1 * al’j2+1 o e a1,j7>_1 * al’jr_l oo al,n
0 1 ag’j2+1 c .. a2 5, —1 * a2 jr+4+1 “ .. az2n
Ar—1,jp—1 * Gr—1 5,41 «++ Gr—1n
T 0 “ e 0 1 a?‘,jr-‘rl “ e ar’n
0
0 e 0
Die ,,x“ sind beliebig, verschwinden aber, wenn A in strenger Zeilenstufenform
ist. Die Zahlen r und ji, ..., j, sind durch A eindeutig bestimmt. Wir sehen in

Proposition 3.27 unten, dass man bei einem Gleichungssystem in Zeilenstufen-
form die Losunsmenge leicht ablesen kann.

3.26. SATZ (GauB-Verfahren). Jedes lineare Gleichungssystem lisst sich mit
Hilfe elementarer Zeilenumformungen in (strenge) Zeilenstufenform bringen.

Andere Namen sind Gauf$-Algorithmus, Gauf-Elimination, sowie Gauf-
Jordan- Verfahren fiir die strenge Zeilenstufenform.

BEWEIS. Das Gauf3-Verfahren ist ein induktiver Algorithmus, bei man eine
Reihe elementarer Zeilenumformungen auf die Matrix A und die rechte Seite b
anwendet und so die Matrix A Spalte fiir Spalte in strenge Zeilenstufenform
bringt.

Induktionsannahme. Es seien 7 > 0 und 1 < j; < -+ < j < n sowie ¢
mit j, < ¢ < n (bezichungsweise ¢ > 0, falls » = 0) gegeben, so dass die
Bedingungen (1) und (2) (beziehungsweise (1)—(3) fiir strenge Zeilenstufenform)
in Definition 3.25 fiir alle ¢ < n und fiir alle j < g gelten. Das heifit, die Matrix A
ist bis einschliefllich Spalte ¢ bereits in strenger Zeilenstufenform.

Induktionsanfang. Wir beginnen mit ¢ = r = 0. Dann sind die obigen
Annahmen trivialerweise erfiillt.

Induktionsschritt. Falls r = m oder ¢ = n gilt, sind wir fertig. Ansonsten
setzen wir j = ¢ + 1 < n und unterscheiden zwei Fille.

1. Fall: Falls es kein ¢ mit » < ¢ < m und a;; # 0 gibt, ist die Matrix bereits
bis zur j-ten Spalte in strenger Zeilenstufenform. In diesem Fall erhchen wir ¢
um 1, so dass ¢ = j, und fithren den néchsten Induktionsschritt durch.

2. Fall: Ansonsten gibt es ein kleinstes ¢« > r mit a;; # 0.

Schritt 1 (,, Tauschen®): Falls i # r+ 1, vertauschen wir die i-te und die (r+1)-
te Zeile mit einer elementaren Zeilenumformung vom Typ (1). Anschlieflend
erhéhen wir 7 um 1, so dass jetzt also a,; # 0.
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Schritt 2 (,,Normieren®): Falls a,; # 1, multiplizieren wir die r-te Zeile mit a;jl,
so dass anschlieend a,; = 1, das ist eine elementare Zeilenumformung vom
Typ (2). Jetzt setzen wir j, = j, so dass jetzt a,;, = 1, das heifit, Punkt (2) in
Definition 3.25 ist fiir ¢ = r erfiillt.

Schritt 3 (,,Ausrdumen®): Schlielich subtrahieren wir von der i-ten Zeile das
a;j,-fache der r-ten Zeile fiir alle i@ > r (beziehungsweise fiir alle i # r fiir
die strenge Zeilenstufenform), das ist eine elementare Zeilenumformung vom
Typ (3), so dass hinterher a;;, = 0 fiir alle i > r (beziehunsweise fiir alle i # 7).

Danach erhthen wir ¢ um 1, so dass jetzt ¢ = j, und haben nun auch
Punkt (1) (und gegebenenfalls auch (3)) in Definition 3.25 fiir alle j < ¢ erfiillt.
Anschlieflend wiederholen wir den Induktionsschritt.

Am Ende erhalten wir eine Matrix in Zeilenstufenform, beziehungsweise in
strenger Zeilenstufenform, je nachdem, ob wir in Schritt 3 die gesamte Spalte
oder nur unterhalb vom jeweiligen r ausgerdumt haben. ([l

Man beachte, dass wir in einem Schritt eine ganze Zeile durch a,;, divi-
dieren mussten, um a,;, = 1 zu erreichen. Aus diesem Grund lésst sich das
Gauf3-Verfahren nicht auf Matrizen iiber Ringen anwenden, in denen nicht alle
Elemente aufler 0 invertierbar sind, die also keine (Schief-) Kérper sind.

3.27. PROPOSITION. Sei A € My, (k) eine Matriz in Zeilenstufenform, und
set b e k™.

(1) Eine Basis des Bildes im A = k" x {0} C k™ wvon A besteht aus den
Spalten aj, = A(ej,) firi=1, ..., r, insbesondere ist rg A = 1.

(2) Das Gleichungssystem (*) ist genau dann lésbar, wenn byi1 = ---
bm = 0; in diesem Fall hat die Losungsmenge die Gestalt

{ka”’A-x:b}

e n
= e k” iji:bi_ E aijxjfiiralleizl,...,r ,
Tn, Jj=ji+1

jede Lésung ist also eindeutig bestimmt durch die Angabe der Koordi-
naten x; fir alle j € {1,...,n}\ {j1,...,Jr}

(3) Es sei A in strenger Zeilenstufenform, und es sei {kyi1,...,kn} =
{1,...,n}\{J1,...,Jr} eine Aufzihlung der restlichen Spaltenindizes,
dann erhalten wir eine Basis (¢y41,-..,¢n) von ker A aus Vektoren der
Form

,
c£:ek[—Zeji.aikeEkerAC]k” firlt=r+1,...,n.
i=1

Fiir die Basis von ker A in (2) benutzen wir die gleichen Buchstaben wir im
Beweis des Rangsatzes 3.13.
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BEWEIS. Zu Aussage (1) iiberlegen wir uns zunichst, dass imA C k" x
{0} C k™, da alle Spalten von A in diesem Unterraum liegen.

Sei umgekehrt b € k" x {0}, dann hat die Lésungsmenge die in (2) angege-
bene Gestalt. Wenn wir x; fiir j € {1,...,n}\ {j1,...,J,} beliebig vorgeben,
bestimmen die Zeilen ¢ = r, ..., 1 in umgekehrter Reihenfolge die fehlenden
Koordinaten z;j,, ..., x;, eindeutig. Daraus folgt (2) sowie im A = k" x {0} und
insbesondere r = rg A, also gilt auch (1).

Zu (3) wihlen wir b = 0 und bestimmen Elemente ¢, der Losungsmen-

ge ker A, indem wir fiir p=7r +1, ..., n die Koordinaten xy, = dy, vorgeben.
Die restlichen Koordinaten sind gerade die z;,,7 =1, ..., r. Wenn A in strenger
Zeilenstufenform ist, bestimmen wir z;, durch die i-te Gleichung und erhalten
n
Tj, = — Z Aiky, - Thy = —Qiky -
p=r+1

Man iiberpiift anhand der Koordinaten xy_,,, ..., ,, dass diese Vektoren
linear unabhéngig sind. Sie erzeugen den Kern, bilden also eine Basis, da

dimker A=n—dimimA=n—r. (]

Wenn man das Gau3-Verfahren konkret anwendet, schreibt man gern die je-
weilige linke Seite als Matrix ohne runde Klammern, macht rechts daneben einen
senkrechten Strich, und schreibt die rechte Seite rechts neben diesen Strich.
Dann fithrt man den obigen Algorithmus durch, wobei man sich nur an der lin-
ken Seite orientiert, aber alle Zeilenumformungen immer auf die linke und die
rechte Seite simultan anwendet. Dabei reicht es, fiir jeden Induktionsschritt ein
neues System aufzuschreiben. Unter Umsténden kann es sinnvoll sein, auf der
rechten Seite mehr als nur einen Vektor stehen zu haben, zum Beispiel, wenn
man ein Gleichungssystem simultan fiir mehrere rechte Seiten zu 16sen hat.

3.28. BEMERKUNG. Das Gauf}-Verfahren kann benutzt werden, um viele
verschiedene Probleme zu 16sen. Einige davon haben wir in Bemerkung 3.21
bereits angefiihrt.

(1) Um das Gleichungssystem (*), also A -x = b zu losen, bringen wir
es zunéchst mit dem GauB-Verfahren in Zeilenstufenform. Nach Be-
merkung 3.24 entsprechen elementare Zeilenumformungen gerade der
Multiplikation mit invertierbaren Matrizen von links. Da wir alle Zei-
lenumformungen sowohl auf die linke als auch auf die rechte Seite
des Gleichungssystems angewandt haben, ist das neue Gleichungssy-
stem nach Proposition 3.23 zum alten dquivalent, und wir kénnen die
Losungsmenge nach Proposition 3.27 (2) ablesen.

Zur Sicherheit sei daran erinnert, dass man ein Gleichungssystem
16st, indem man die gesamte Losungsmenge angibt (eventuell, indem
man feststellt, dass diese leer ist), und nicht nur ein einzelnes Ele-
ment der Losungsmenge. Wenn die Losungsmenge nicht leer ist, reicht
es allerdings nach Proposition 3.22 (3), eine spezielle Losung z¢ und
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den Unterraum ker A zu bestimmen, da die Losungsmenge dann gera-
de zg + ker A ist.

Es sei A € My, (k), dann kénnen wir Basen von ker A C k™ und
im A C k™ bestimmen. Wir bringen dazu A mit dem Gauf$-Verfahren
in strenge Zeilenstufenform BA, mit B € GL,, (k). Proposition 3.27 (3)
liefert eine Basis von ker A = ker(BA).

Nach Proposition 3.27 (1) bilden die Spalten ji, ..., j, von BA
eine Basis von im(BA) = B -im A. Das sind aber genau die Bilder der
Spalten ji, ..., jr von A unter Multiplikation mit B. Da letztere ein
linearer Isomorphismus ist, bilden die Spalten ji, ..., j- von A eine
Basis von im A.

Ubrigens koénnen wir die Basis (¢ 41, .., ¢,) von ker A wie im Be-

weis des Rangsatzes 3.13 zu einer Basis (c1, ..., c,) von k™ mit ¢; = e,
fir i =1, ..., r erginzen. Wenn wir wie dort fortfahren, erhalten wir
ebenfalls die obige Basis (A(ej,),. .., A(ej,)) von im A.
Es seien Vektoren vy, ..., v, € k™ gegeben. Wir mochten wissen,
ob diese Vektoren linear unabhéngig sind, und ob sie k™ erzeugen.
Dazu schreiben wir die Vektoren als Spalten in eine Matrix A und
bringen A in Zeilenstufenform. Dann bilden (v1,...,v,) genau dann
ein Erzeugendensystem, wenn r = rg A = m gilt.

Und sie sind linear unabhéngig, wenn A - x = 0 nur eine Losung

besitzt. Nach Proposition 3.27 (2) ist das genau dann der Fall,
wenn {j1,...,Jr} = {1,...,n}, das heifit, wenn r = rg A = n gilt.
Um eine Matrix A € M,(k) zu invertieren, wenden wir das Gauf-
Verfahren diesmal mit der rechten Seite E,, an, das heifit, wir 16sen n li-
neare Gleichungssysteme mit der gleichen linken Seite simultan. Wenn
wir wihrend des Verfahrens nie eine Spalte iiberspringen (Fall 1 im Be-
weis tritt nicht ein) und A in strenge Zeilenstufenform bringen, dann
gilt j; = ¢ fir alle ¢ = 1, ..., n. Also bleibt auf der linken Seite die
Einheitsmatrix E,, stehen.

Rechts steht das Produkt B aller Elementarmatrizen, die wir im
Laufe des Verfahrens angewendet haben, also

A|E, ~ E,|B.

Es gilt also B - A = E,,. Da beide Matrizen quadratisch waren, ist A
invertierbar, und B ist die inverse Matrix; dazu interpretiere A und B
als lineare Abbildungen und wende eine Ubungsaufgabe an.

Falls wir im Laufe des Gaufl-Verfahrens eine Spalte {iberspringen,
so dass ji,+1 > Ji, + 1 fiir ein iy (oder j; > 1 fiir i = 0), folgt i < 7;
fiir alle ¢ > 4g, insbesondere r < j, < n, so dass rg A < n gilt und A
daher nicht invertierbar sein kann. Das bedeutet, dass wir das Verfah-
ren abbrechen kénnen, sobald Fall 1 eintritt, und feststellen kénnen,
dass A nicht invertierbar ist. Aus diesem Grund ist es geschickter,
zunéchst nur auf Zeilenstufenform hinzuarbeiten, und erst dann, wenn
man weif}, dass die Matrix invertierbar ist, auch oberhalb der Diago-
nalen auszurdumen.
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Fiir sehr grofle Matrizen ist das Gauf-Verfahren zu rechenaufwendig. Auch
wenn die urspriingliche Matrix nur wenige von 0 verschiedene Eintrége pro Zeile
und/oder Spalte enthielt, kann sich das bereits nach einigen Zwischenschritten
dndern. Es gibt aber noch ein anderes Problem, sobald man nicht mit exakten
Zahlen rechnet, sondern in jedem Zwischenschritt nach einer bestimmten An-
zahl von Dual- oder Dezimalstellen rundet oder abschneidet: Sobald man zwei
annidhernd gleich groflie Zahlen mit kleinen prozentualen Fehlern voneinander
abzieht, erhilt man einen wesentlich grofleren prozentualen Fehler im Ergebnis.
Daher benutzt man fiir grofie Matrizen andere, effizientere Verfahren.

3.4. Die Methode der kleinsten Quadrate

Eigentlich besprechen wir Skalarprodukte erst in Kapitel 6. Wir fithren das
Standardskalarprodukt auf k™ fiir k = C oder H bereits hier ein, da es uns einige
niitzliche Rechentechniken an die Hand gibt. Auflerdem kénnen wir damit die
von Gaufl und Legendre gefundene Methode der kleinsten Quadrate herleiten.
Tatséichlich war diese Methode fiir Gaufl moglicherweise der Hauptgrund, sich
tiberhaupt mit linearen Gleichungssystemen zu beschiéiftigen.

Fiir die ndchste Definition brauchen wir den Begriff der adjungierten Matrix.
Wir erinnern uns an die komplexe und die quaternionische Konjugation aus
den Definitionen 1.60 und 1.71, und die Rechenregeln aus Bemerkung 1.61 und
Satz 1.72 (5), (6). Fiir a € R sei wieder a = a.

3.29. DEFINITION. Fallsk = R, C oder H, definieren wir die zu A adjungierte
Matrixz A* € Mn,m(k) durch A* = (dij)j,i.

Fiir k = R ist Adjungieren das gleiche wie Transponieren, siehe Definiti-
on 3.14.

3.30. DEFINITION. Es sei k = R, C oder H. Wir definieren das Standard-
skalarprodukt (-, -): k™ x k™ — k durch

n
(v,w>:Zﬁi'wi:v*-w.
=1

3.31. BEMERKUNG. Im Fall k = R entspricht das genau dem Standardska-
larprodukt aus Definition 1.52. Fiir k = C und H hat das Standardskalarprodukt
fiir alle v, w € k™ und alle r € k die folgenden Eigenschaften.

(1) Es ist sesquilinear. Das heifit, es ist linear im zweiten Argument und
additiv im ersten Argument, aber anstelle von Homogenitét gilt
(v.r,w) =7-(w,v) .
(2) Es ist Hermitesch, das heifit, es gilt
(w,v) = (v,0) .

Hieraus folgt insbesondere, dass 2 Re(v, w) = (v, w) + (w, v).
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(3) Es ist positiv definit, das heifit, es gilt
R > (v,v) >0 und (v,V) =0<=0v=0.

Im Falle k = R wird aus (1) Bilinearitét, und aus (2) Symmetrie.

3.32. PROPOSITION. Es sei R ein kommutativer Ring und £, m, n € N. Fiir
alle A € My, n(R) und alle B € My, (R) gilt

(1) (A=A  und AL B'=(B-A).

Es seik = R, C oder H und ¢, m, n € N. Fiir alle A € My, ,(k), alle B €
My (k) und alle v € k™, w € k™ gilt

2) (A=A, (wAv)=(A"w,0) und A*-B*=(B-A)".

Wir lassen den Beweis als Ubung.

3.33. DEFINITION. Eine Orthonormalbasis (k = R) beziehungsweise eine
(quaternionisch) unitire Basis (k = C, H) des k™ ist ein Tupel B = (by,...,by)
von Vektoren im k™, so dass fiir alle ¢, j gilt

(bi, bj) = 6i5 -
3.34. PROPOSITION. Ein Tupel B = (by,...,b,) ist genau dann eine
Orthonormal- beziehungsweise unitire Basis des K", wenn die Matriz B mit
den Spalten by, ..., b, invertierbar ist mit B~' = B*. Wenn das so ist, ist B

eine Basis, und fiir jeden Vektor v € R™ gilt
n
v = sz . (bi,v> .
i=1

Man beachte, dass die Matrix B jetzt tatsdchlich die Matrix der Basisab-
bildung B ist, so dass die Merkregel aus Bemerkung 2.74 hier wirklich richtig
ist. Im Spezialfall einer Orthonormalbasis wird die Koordinatenabbildung also
gegeben durch B~! = B*. Im Allgemeinen lisst sich das Inverse einer Ma-
trix nicht so leicht bestimmen, und allgemeine Verfahren zum Invertieren von
Matrizen lernen wir spéter in diesem und im néchsten Kapitel kennen.

BewEIS. In den Ubungen haben wir bereits gezeigt, dass orthonormale Tu-
pel von Vektoren linear unabhéingig sind, und die Darstellung der Koordina-
tenabbildung iiberpriift. Aus Folgerung 3.5 (3) folgt, dass B eine Basis ist. Wir
berechnen noch

n
B*-B = (Z Bm-bkj> = ((bi; b)))i;
k=1 &3
und schlieBen daraus, dass B~' = B* genau dann, wenn B eine Orthonormal-
basis ist. O

Wenn man etwas ausmessen muss, dann macht man oft viele Messungen,
in der Hoffnung, dass sich die Fehler der einzelnen Messungen dabei in etwa
ausgleichen. Danach muss man den tatséchlichen Wert ,,schitzen®.
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3.35. BEISPIEL. Wir wollen den Energieverbrauch eines Autos bei konstan-
ter Geschwindigkeit pro zuriickgelegter Strecke messen (physikalisch gesehen ist
das eine Kraft). Dass wir iiberhaupt Energie verbrauchen, selbst wenn wir nicht
beschleunigen, liegt an verschiedenen Typen von Reibung. Beispielsweise gibt es
die Rollreibung der Rader auf der Strafie und der Achsen in ihren Kugellagern,
sowie den Stromungswiderstand der Karosserie an der umgebenden Luft. Wir
modellieren das durch ein Polynom zweiten Grades fiir die Reibungskraft

F(v) = a1 + agv + azv? ,

dabei sei v die Geschwindigkeit. Jetzt geht es darum, a1, as und as zu bestimmen
(as ist iibrigens der c,,-Wert).

Wenn wir die Reibungskraft £, F5, F3 bei drei Geschwindigkeiten vy, vs,
vg messen, erhalten wir ein Gleichungssystem in den drei Unbekannten ai, as,
az mit drei Gleichungen

l-ag + vi-as + U%'ag = F
l-ag + wv9-as + U%'ag = B
l-ar + v3-a0 + U%'ag = F3

Das konnen wir mit dem Gaufiverfahren eindeutig 16sen, wenn keine zwei Ge-
schwindigkeiten gleich sind.

Wenn wir stattdessen hundertmal messen, bekommen wir hundert Gleichun-
gen in nach wie vor nur drei Unbekannten. In Matrixschreibweise V - a = F' mit

1 v v% Fy
V=1: = | eRrY3 ynd F=| @ | RO
1 vigo v Fioo

Dieses Gleichungssystem ist in der Regel unlésbar.

Es sei jetzt allgemeiner Az = b ein Gleichungssystem mit A € kK"™*™ und b €
k™ fir k = R, C oder H. Wir suchen nicht mehr nach einer exakten Losung,
sondern versuchen, die Norm von Az — b zu minimieren. Geometrisch gesehen
suchen wir denjenigen Punkt Az im Unterraum im(A) C k™, der am néchsten
am Punkt b € k™ liegt beziiglich des Euklidischen Abstands, siche Abschnitt 1.4
im Fall k = R.

3.36. SATZ (Methode der kleinsten Quadrate). Es A € My, p(k) und b € k™
firk =R, C oder H. Dann ist das Gleichungssystem A* Ax = A*b immer losbar,
je zwei Losungen unterscheiden sich um ein Element von ker A, und ||Axz — b||
nimmt genau auf der Losungsmenge das Minimum an.

Im obigen Beispiel miissten wir also V*V - a = V* - F 16sen. Das ist jetzt
nur noch ein Gleichungssystem mit drei Gleichungen in drei Unbekannten. Das
Minimum von ||V - a — F|| — also der Wert fiir ein a aus der Losungsmenge —
ist eine untere Schranke fiir die Messungenauigkeit.
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BEWEIS. Zunéchst nehmen wir an, es gibe eine Losung zg € k™ des Glei-
chungssystems

(*) A*Ax = A%,
wobei wir die Multiplikationszeichen der Kiirze halber weglassen. Sei = € k”
beliebig, dann rechnen wir mit Hilfe von Bemerkung 3.31 (2), (3) und Proposi-
tion 3.32 (2) nach, dass
| Az — b||* = (A(z — z0) + Azo — b)" (A2 — o) + Awg — b)
= | Az — b|2 + 2 Re(A(x — wo), Azo — b) + | A(z — o)
= || Azo — b||* + 2Re(x — xg, A" Azg — A*b) + || Az — 0|2
N——
> || Azo — b|* . =0
Gleichheit gilt offensichtlich genau dann, wenn x — xg € ker A.
Zur Losbarkeit sei B ein Produkt von Elementarmatrizen, so dass BA*
in Zeilenstufenform ist. Da B invertierbar ist, ist auch B* invertierbar mit
inverser Matrix (B*)~! = (B~!)*. Also ist A*Az = A*b genau dann lésbar,

wenn (BA*)(BA*)*y = (BA*)b losbar ist, denn y ist eine Losung des neuen
Systems genau dann, wenn = = B*y eine Losung von (*) ist.

Ohne Einschrinkung sei also A* bereits in Zeilenstufenform vom Rang r.
Dann ist A in ,,Spaltenstufenform®, als Blockmatrix geschrieben also A = (C' 0)
mit C' € M,, (k) und rg C' = r. Wir erhalten

WA — (CO*> (C0)= (C;C 8)

o (CF _(C*b
und Ab<0>-b<0>.

Wenn wir # = (Y) mit y € k" und z € k™" schreiben, ist (*) jetzt dquivalent
zum Gleichungssystem

() C*C-y=C*b
— an z wird also keine Bedingung gestellt.

Da C € M, (k) Rang r hat, gilt dimkerC' = dimk” — rgC = 0 nach
Satz 3.13. Also ist C injektiv. Dann ist C*C invertierbar, denn fiir alle v € k"
gilt wegen Proposition 3.32 und Bemerkung 3.31 (3), dass

{(v,C*Cv) = (Cw,Cv) = ||Cv|* > 0,

mit Gleichheit genau dann, wenn C'v = 0. Da C' injektiv ist, ist das zu v = 0
dquivalent. Nun kann (v, C*Cv) > 0 nur gelten, wenn C*Cv # 0, somit ist
auch C*C injektiv. Da C*C eine quadratische Matrix ist, ist C*C nach Satz 3.13
auch surjektiv, also ist (T) 16sbar. Aber dann ist auch das System (*) losbar. [

3.37. BEMERKUNG. Wenn das urspriingliche Gleichungssystem Az = b
16sbar ist, findet die Methode der kleinsten Quadrate genau die Losungsmenge,
denn die Losungen von Az = b minimieren dann den Ausdruck ||Az — b||.
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Wenn das urspriingliche Gleichungssystem Az = b nicht 16sbar ist, kénnen
wir das Minimum von || Az — b|| als ein Ma8 fiir die Unlésbarkeit auffassen. Man
beachte, dass sich zwei Losungen des neuen Systems A* Az = A*b wieder genau
um ein Element aus ker A unterscheiden, siehe Proposition 3.22 (3).

Wir haben hier die einfachste Variante der Methode der kleinsten Quadrate
vorgestellt. Wenn die Zielfunktion F' nicht mehr linear von den Parametern a;
abh#ngt, kann man das Problem nicht mehr mit Methoden der linearen Algebra
16sen.

3.5. Zusammenfassung

Wir ziehen wieder Bilanz. Im ersten Abschnitt haben wir die Basissitze
von Steinitz kennengelernt. Sie sind sehr méchtige Hilfsmittel, um abstrakte
Probleme der linearen Algebra zu losen, etwa Existenz von Basen, Existenz
komplementirer Unterrdume, und so weiter. Im zweiten Abschnitt haben wir
diese Methoden benutzt, um Dimensionsformeln zu zeigen. Gleichzeitig liefern
die Beweise der Steinitz-Sdtze auch Algorithmen zur Konstruktion von Basen,
die man fiir explizite Rechnungen nutzen kann.

Im zweiten Abschnitt ging es um die Dimension — die entscheidende Inva-
riante fiir endlich erzeugte Vektorrdume — und den Rang — die entscheidende
Invariante fiir Abbildungen zwischen ihnen. Dimensionsformeln beschreiben das
Verhalten diverser Konstruktionen in der linearen Algebra, etwa Summen von
Unterrdumen, Quotienten, oder Kern und Bild linearer Abbildungen.

Im dritten Abschnitt haben wir vordergriindig lineare Gleichungssysteme
kennengelernt und mit dem Gauf-Verfahren gelost. Das Gauf3-Verfahren kann
aber noch mehr: es ist unser ,,Schweizer Messer* fiir viele kleine bis mittelgrofie
Probleme der linearen Algebra. Wir kennen bereits weitere ,,Klingen“ zur Be-
stimmung von Kern und Bild linearer Abbildungen und zum Invertieren von
Matrizen.

Der letzte Abschnitt behandelt die Methode der kleinsten Quadrate in ein-
fachen Fillen. Sie ermoglicht es uns beispielsweise, Parameter anhand von Mes-
sungen zu schitzen. Weitere Schétz- und Approximationsverfahren lernen Sie in
Stochastik und Numerik kennen. Historisch gesehen war die Methode der klein-
sten Quadrate vermutlich der Grund fiir Gauf, sich iiberhaupt mit linearen
Gleichungssystemen zu beschéftigen — das sogenannte Gauf-Verfahren selbst
war iibrigens in China schon wenige Jahrhunderte nach Christi Geburt bekannt,
und in Europa ebenfalls schon vor seiner Beschreibung durch Gau$.



KAPITEL 4

Determinanten

In den néchsten Kapiteln wollen wir Endomorphismen von Vektorrdum-
en beziehungsweise freien R-Moduln V verstehen, also lineare Abbildun-
gen F': V — V. Endomorphismen endlich erzeugter freier Moduln werden durch
quadratische Matrizen A € M, (R) dargestellt. In diesem Kapitel lernen wir ei-
ne erste, wichtige Invariante quadratischer Matrizen kennen, die Determinante.
Uber den reellen Zahlen hat die Determinante etwas mit Volumina von Paral-
lelotopen zu tun, und etwas mit Orientierung. Wir benétigen in den folgenden
Kapiteln aber auch Determinanten von Matrizen iiber dem Polynomring eines
Korpers.

Wir beginnen in Abschnitt 4.1 mit der Beschreibung von Volumina, be-
nutzen die dort gewonnenen Erkenntnisse in Abschnitt 4.2 zur Definition der
Determinante, und fithren in Abschnitt 4.3 den Begriff der Orientierung ein.
Im ganzen Kapitel benotigen wir das Kommutativgesetz fiir die Multiplikation.
Insbesondere wird R in diesem Kapitel immer einen kommutativen Ring mit
Eins und k immer einen Koérper bezeichnen.

4.1. Volumina und Determinantenfunktionen

In Bemerkung 1.70 (2) haben wir die Volumina von Parallelotopen im R3
ausgerechnet. Im R"™ wollen wir entsprechend das n-dimensionale Volumen

vol(vy,...,vp)
eins von Vektoren vy, ..., v, € R™ aufgespannten Parallelotops bestimmen. Wir
mochten, dass dieser Volumenbegriff zwei Eigenschaften hat, ndmlich positive
Homogenitit und Scherungsinvarianz: Fiir alle n-Tupel (vi,...,v,), alle 4, j €
{1,...,n} mit ¢ # j und alle ¢ € R soll gelten
(1) vol(vy, ..., 0i—1,0; . £, Vg1, ..., 0n) = vOl(V1, ..., 0n) - 4] ;
(2) vol(vi, ..., 0i—1, v +vj . £, Viq1,...,Up) = vOl(V1,...,0p) .

Bedingung (2) ldsst sich mit dem Cavalierischen Prinzip begriinden: die
Querschnitte von beiden Parallelotopen mit affinen Unterrdumen parallel
zu (V1,...,0...,0,) haben jeweils dasselbe Volumen, wenn man v; um ein
Vielfaches von v; abéndert.

Da fiir allgemeine Korper kein Absolutbetrag definiert ist, ist Bedingung (1)
im allgemeinen nicht sinnvoll. Wir ersetzen sie daher durch Homogenitét in

101
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jedem einzelnen Argument und fordern die Eigenschaften

(1) W1y ey 021,05 Vi1, ) = w(01, . Up) - L
(2) w(v1, ..y 0i—1,0 V5 L, Vg1, . U) = wW(V1, ..., Up)
fiir ein ,,Volumen w(vy,...,v,) mit Vorzeichen“, wobei vy, ..., v, € k™

Falls k = R oder C und w die Bedingungen (1’) und (2) erfiillt, erfiillt vol = |w|
die Bedingungen (1) und (2) und liefert daher einen Volumenbegriff.

AuBerdem lassen sich aus den Bedingungen (1’) und (2) zwei weitere Be-
dingungen ableiten, mit denen wir spéter besser arbeiten kénnen. Zum einen
gilt w(vi,...,vp) = 0 falls v; = v; fir zwei Indizes ¢ # j. Dazu ,scheren®
wir v; um —v; und erhalten 0 als i-tes Argument, was wegen Homogenitét (2)
impliziert, dass das Ergebnis 0 wird.

Zum anderen ist w in jedem Argument additiv (und daher wegen (2) in
jedem Argument linear). Dazu betrachten wir w(v; + w, ve, ..., v,) fir vy, ...,
vy, und w € k™ und unterscheiden zwei Fille: wenn (v, ..., vy,) linear abhéngig
sind, sei einer der Vektoren eine Linearkombination der restlichen, etwa wvq,
dann folgt aus Scherungsinvarianz und Homogenitét, dass

n
w(vy, ..., vp) :w(ZUj .Ej,vg,...,vn> =w(0,v2,...,v,) =0.
=2

Wenn (w,v1,...,v2) linear unabhingig sind, tauschen wir v; und w und
betrachten den zweiten Fall. Andernfalls {iberpriift man, dass auch (v; +
w, vy, ...,vy,) linear abhingig sind, und erhéilt

w(vy +w,vg,...,0,) =0=w(vy,...,v,) +w(w,ve,...,v,) .

Wir diirfen also annehmen, dass (v1, ..., vy,) eine Basis bilden, und schreiben
w = Z’Uj . fj .
J
Aus Scherungsinvarianz (2) und Homogenitét (17) folgt
w(vy + w,va, ..., vy) :w(vl —I—Zvj .Ej,vg,...,vn>

J
=w(vy. (1+41),v2,...,0,)

=w(v1,...,0) +w(v1,...,0,) . 4

_w(Ul,...,’Un)—l-w(ZUj .Ej,’l)g,...,vn>
J

=w(v1,...,0,) +w(w,ve,...,v,) .

Die Linearitét in den anderen Argumenten ergibt sich genauso.

Soviel zur Motivation. Ab jetzt sei R ein kommutativer Ring mit Eins, M
ein R-Modul und k£ € N.
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4.1. DEFINITION. Es sei M ein R-Modul, k¥ € N, und a: M* — R eine
Abbildung. Dann heifit o multilinear, wenn fiir alle ¢ € {1,...,k} und alle vy,
ey Vim1, Uitl, --., U € M die Abbildung

(1) M — R mit W (V1,0 Ve, Wy Vit 1y - -+ Vk)

linear ist. Sie heif3t alternierend oder auch alternierende Form, wenn fiir alle i =
1, ..., k—1 gilt, dass

(2) a(vy,...,vg) =0 falls vig1 = v; .

Die Menge aller alternierenden multilinearen Abbildungen o: M* — R wird

mit A¥M* bezeichnet. Falls V' ein n-dimensionaler k-Vektorraum ist, heiBt eine
alternierende multilineare Abbildung w: V™ — k eine Determinantenfunktion.

Man beachte, dass wir fiir k¥ = 1 gerade den dualen Modul A'M* = M*
erhalten. Fiir £ = 0 setzt man sinnvollerweise A°M* = R.

4.2. BEISPIEL. Wir betrachten das Spatprodukt R3 — R mit (z,y,2)
(x Xy, z) aus Satz 1.69. Wegen Bemerkungen 1.53 (1) und 1.68 (1), (1’) ist das
Spatprodukt multilinear, und wegen Bemerkung 1.68 (2) und Satz 1.69 (1) ist
es alternierend. Also ist das Spatprodukt eine Determinantenfunktion.

4.3. PROPOSITION. Es sei M ein R-Modul und o: M* — R multilinear.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(1) Die Abbildung « ist alternierend,
(2) Aus v; = v; fir zwei Indizes i # j folgt a(vy, ..., v) = 0.

Die Aussagen (1) und (2) implizieren die Eigenschaft

(3) Die Abbildung o ist antisymmetrisch, das heifst, fir alle (v1,...,vg) €
M* und alle i, j € {1,...,k} miti < j gilt

04(7)1, sy Vi1,V Vi 1y -+ -5 V=1, V4, U1y - - - ,Uk) = —04(7}1, .. .,vk) .

Wenn v; = v; fiir i # j gilt, folgt aus Behauptung (3) durch , Vertauschen*
der beiden gleichen Eintréige zunichst nur a(vy,...,v,) = —a(vy,...,v,), al-
so 2a(vy,...,v,) = 0. Nur wenn wir in R durch 2 teilen diirfen, zum Beispiel
in einem Koérper der Charakteristik x(k) # 2, ist (3) zu (1) und (2) dquivalent.

BeEwEIS. Da wir Aussage (3) gleich brauchen, beginnen wir mit ,,(1) =
(3)“ und betrachten zunéchst den Fall j =i + 1. Dann folgt

a(vy,...,v) = a(vy, ..., vk) + a(vr, ..., i, 0, Vg2, ..., Uk)
=0
= a(vl, e, Vi, Ut Vi1, Vig2, - .- ,’Uk)
— a(vl, ey Vi1, V5 + Vi1, Vi + Vi1, Vig2, . - ,’Uk)

=0
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= V1, Vio1, —Vit1, Vi + Vit1, Vit2, .-, Vk)
+a(vy, .o, Vs 1, Vi1, —Vit1, Vit2, .-, Vk)
-0
= —a(vl, ey Ui—1,Ui41, U35 Vi42y - -« ,Uk) .

Also andert sich das Vorzeichen, wenn man zwei benachbarte Vektoren ver-
tauscht. Der allgemeine Fall folgt durch Induktion iiber p = j — ¢, denn

Oé(vlw . 'avk) = —Oé(’Ul, <oy Vi—1,U5-1, Vit 1y - - -5 Uj—2, V3, Vg, Ujt1, - - - 7/U]€)
= Oé(’Ul, <oy Vi—1,U5-1, Vit 1y - - -5 Uj—2, V5, Vi, Uj4-1, - - - 7/U]€)
= —OZ(’Ul, <oy Vi—1, U5, Uit 1, - - -y Vj—2,UVj—1, Vi Uj41, - - - 7/U]€) .

Dabei haben wir nur Argumente im Abstand von weniger als p vertauscht.

Zu ,(1) = (2)“ benutzen wir (3). Es gelte v; = v; fir i +1 < j, so dass
die Behauptung nicht unmittelbar aus (1) folgt. Wegen (3) gilt dann

Oé(Ul, sy U1,V Vgt 1, - - - ,’Un)
= _O[(/Ulv <oy Vi—1,U5-1,Vit1y -+ -5 Uj—2, V3, Vg Uj4-1, - - - 7Un) =0.
Die Richtung ,,(2) = (1)* ist klar. O

4.4. BEMERKUNG. Wir haben in der Motivation von einem ,, Volumen mit
Vorzeichen“ Homogenitét (1’) und Scherungsinvarianz gefordert. Daraus haben
wir die Bedingungen an eine Determinantenfunktion in Definition 4.1 hergelei-
tet. Umgekehrt sind Determinantenfunktionen per definitionem homogen. Sie
sind wegen Proposition 4.3 (2) auch scherungsinvariant, denn

04(111, e V1,0 F U5 L, Vigls - ,’Un)
=a(vy,...,vn) +a(vl,. .., Vi—1,05, Vig1,...,Up) . L =a(vr,...,0p) .
Also sind Determinantenfunktionen gerade ,,Volumina mit Vorzeichen“.

4.5. BEMERKUNG. Wir {iberlegen uns leicht, dass die Summe zweier De-
terminantenfunktionen und auch ein skalares Vielfaches einer Determinanten-
funktion wieder eine solche ist. Also ist A"M™* ein R-Modul. An dieser Stelle
braucht man Kommutativitdt von R, siehe dazu die Bemerkung vor Defini-
tion 2.30. Aber man braucht Kommutativitit von R bereits, um iiberhaupt
multilineare Abbildungen mit zwei oder mehr Argumenten zu bekommen, wie
die folgende Rechnung zeigt:

a(vy, ... ,vg) - T-s=a(vr.rv,...,05) s =a(vy.T,V2 . 8,V3,..., V)

= a(vi,ve . 8,v3,...,05) T =a(vy,...,v5) S T .

Dass es iiberhaupt verschiedene Determinantenfunktionen auf demselben
Modul oder Vektorraum gibt, sollte uns nicht erstaunen; schlieflich kann man
auch das Volumen im ,,uns umgebenden R3“ mit verschiedenen Volumenbegrif-
fen messen — etwa in Litern, Kubikmetern, fliissigen Unzen, Féssern, etc.
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Wir wollen jetzt fiir alle kommutativen Ringe R mit Eins ein spezielles
Element w,, € A"(R")*, die Standard-Determinantenfunktion, durch Induktion
iiber n € N konstruieren. Fiir n = 1 setzen wir wy(r) = r € R und sind fertig.

Sei wy_1 bereits konstruiert. Wir fassen Vektoren x € R™ durch Weglas-
sen der letzten Koordinate als Vektoren x’ € R"~! auf, und nennen die letzte
Koordinate e, (x), sieche Bemerkung 2.65. Wir definieren w,, rekursiv durch

n

) wnlzr,... x,) = Z(—l)“‘” en(@i) wn—1 (@), .. 2l 1) €E R,
i=1

wobei ein Dach iiber einem Eintrag gerade ,, Weglassen“ bedeutet. Diese Kon-
struktion liefert zugleich ein erstes Verfahren zur Berechnung von w,, die
Laplace-Entwicklung nach der letzten Zeile, siche Satz 4.16 unten.

4.6. PROPOSITION. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins, dann ist die
oben konstruierte Abbildung wy,: R™ — R alternierend, multilinear, und erfillt

wp(er,...,en) =1.

BEWwEIS. Wir beweisen die Aussage wieder durch Induktion iiber n. Fiir n =
1 ist die Behauptung klar.

Sei die Proposition fiir w,_1 bereits bewiesen. Linearitit von w, an der i-
ten Stelle folgt fiir den i-ten Summand in (*) aus der Linearitét von &,, fiir die
restlichen Summanden aus der Multilinearitit von wy,_1.

Sei jetzt xj41 = x; fir ein ¢ € {1,...,n — 1}. Dann sind der i-te und der
(1+1)-te Summand in (*) bis auf das Vorzeichen gleich und heben sich weg, bei
allen anderen Summanden werden zwei gleiche Vektoren nebeneinander in w,,_1
eingesetzt, was nach Induktionsvoraussetzung 0 ergibt.

AuBerdem ist e, (e;) = 0 fiir ¢ < n, und die Vektoren €] fiir i < n sind gerade
die Standardbasisvektoren des R"~!. Also gilt

wnl(et, ... en) = (=1)" e (en) wn_1(el,...,el 1) =1. O

Als néchstes {iberlegen wir uns, dass der Raum A™V* genau eindimensional
ist. Zunéchst erinnern wir uns an die Automorphismengruppe Aut(M) einer
Menge aus Beispiel 2.5. Es sei w,, die obige Determinantenfunktion.

4.7. DEFINITION. Es sei n € N. Die symmetrische Gruppe S, in n Elemen-
ten ist definiert als S, = Aut({1,...,n}), ihre Elemente S,, > o: {1,...,n} —
{1,...,n} heien Permutationen.

Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Wir definieren das Vorzeichen
oder auch Signum einer Permutation o € S, durch

sign(a) = Wn (60(1), ce ,ea(n)) .
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Unter einer Transposition verstehen wir eine Permutation 7 = 74; € .S,,, die
nur zwei Elemente ¢ und 7 mit 1 <7 < j < n vertauscht, also

j falls k =1,
7ij(k) = ¢ i falls k = j, und
k sonst.

4.8. PROPOSITION. Jede Permutation o € S, kann als Produkt c = Tj0---0
7 von Tramspositionen 1, ..., T, € S, geschrieben werden, und es gilt

(1) sign(o) = (1) .
Fir p, o € S, gilt dann

(2) sign(p o o) = sign(p) - sign(o) und sign(o™1) = sign(o) .

Dabei fassen wir die Identitéit als ,leeres Produkt“ mit & = 0 auf. Im all-
gemeinen sind weder k noch 7, ..., 7, durch o eindeutig bestimmt, allein das
Vorzeichen ist eine Invariante. Nach (1) gilt stets sign(o) € {1, —1}, unabhéngig
vom Ring R. Allerding konnte 1 = —1 in R gelten (Beispiel: R = Z/2Z); in
diesem Fall verliert das Vorzeichen seine Information.

BEWEIS. Wir beweisen die erste Aussage durch Induktion iiber n. Fiirn = 1

gibt es nur eine Permutation, die Identitat, mit
Sign(id{l}) = wl(el) =1.
Sei die Aussage fiir alle o’ € S,,_; bewiesen, und sei o € S,,. Falls o(n) = n,
seio’ = o|(1,. n—1} € Sn—1. Dao’ ein Produkt von Transpositionen aus Sy, 1 ist,
ist o das Produkt von Transpositionen aus .S,,, die jeweils die gleichen Elemente
vertauschen. Falls o(n) # n, sei T die Transposition, die o(n) und n vertauscht,
so dass
(too)(n)=n.
Nach dem obigen Argument ist 7oo ein Produkt von Transpositionen 7y 0- - -o7y.
Da 7 =771, folgt
O=TO0T10:--0Tg .

Wir beweisen (1) fiir 0 =7 0+ 07, = ¢’ o7 durch Induktion iiber k. Der
Induktionsanfang fiir £ = 0 ist klar, denn sign(id) = wy(e1,...,e,) = 1 nach
Propositionen 4.6. Angenommen, o = o’ o 7, und 7 vertausche 7 und j. Aus
Proposition 4.3 (3) folgt dann

sign(a) = Wn (60/(1), <€l () Eal (i) e e €g/(n))

= —wn(eol(l), e ,eo.l(n)) = —(—1)k_1 = (—1)k .

Zu (2) stellen wir p und o als Produkte von j und k& Transpositionen dar,
dann erhalten wir eine Darstellung von p o o als Produkt von j + k& Transposi-
tionen, und die erste Behauptung folgt. Die letzte ergibt sich dann aus

sign(o) - sign(o 1) = sign(o - o) = sign(id) = 1 . O
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In der folgenden Proposition zeigen wir die Eindeutigkeit einer bestimmten
Determinantenfunktion. Der Beweis liefert uns eine zweite Berechnungsmethode
der Standard-Determinantenfunktion w,, die sogenannte Leibniz-Formel, siehe
Satz 4.13 unten.

4.9. PROPOSITION. Es sei R ein kommutativer Ring mit Fins, r € R und M
ein freier R-Modul mit Basis B = (b1, ...,b,). Dann ezistiert genau eine De-
terminantenfunktion w € A" M™* mit

w(bl,...,bn):r.

Sei wp die obige Determinantenfunktion zu r = 1, dann ist A"M™* ein freier
R-Modul mit Basis (wB).

BeEWEIS. Zur Eindeutigkeit bestimmen wir den Wert von w(vy,...,v,) fir
Modulelemente

n
szzbi-aijERn fur]zl,,n
i=1

Als erstes schlieflen wir aus Multilinearitéit, dass

w(vl,...,vn) :w<ibi.ai1,...,ibi.am>
=1 =1
== Z Zw(bil,...,bin).aill---ainn.

i1=1  in=1
Als néchstes diirfen wir wegen 4.3 (2) wir alle Summanden weglassen, bei de-
nen i; = iy, fiir j # k. Somit ist die Abbildung von der Menge {1,...,n} in sich
mit j — 4; injektiv, und da die Menge endlich ist, auch surjektiv. Wir kénnen
die Indizes i1, ..., iy, also durch eine Permutation beschreiben und erhalten

W('Ub e 7Un) = Z w(ba(1)7 ERE ba(n)) “Qo(1),1 " Qo(n),n -
O’ES’n

Nach Proposition 4.8 konnen wir ¢ als Produkt von k& Transpositionen
schreiben. Wie im Beweis von Proposition 4.8 (1) geht w(bg(l),...,bg(n))
aus w(by,...,by) hervor, indem man k-fach je zwei Argumente vertauscht. We-
gen Proposition 4.3 (3) ist w eindeutig bestimmt durch

Wy, ..., vp) = Z sign (o) w(bl, cel bn) “Ag(1),1 """ Go(n)n
oc€ESh

*) = D Sgn(0) 7 o1+ Aoy -

O'ESn

Es sei B: R — M die Basisabbildung, siche Bemerkung 2.74, und es sei
wieder v; = B(a;) mit a; = (ai;); € R". Wir definieren zunéchst eine alternie-
rende multilineare Abbildung wp mit

wp(v1, ... 0n) =wplat,...,an), so dass wp(bi,...,by)=1.
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Nach Proposition 4.6 ist w, multilinear und alternierend, also auch wp. Wir
erhalten die gesuchte Form w als

w=wp-r=wp.w(b,...,b,).

Aufgrund der obigen Eindeutigkeitsaussage sind alle w € A"M* von dieser
Gestalt, also bildet (wp) eine Basis von A™M*. O

2. Die Determinante

Ausgehend von den Uberlegungen im letzten Kapitel fithren wir jetzt De-
terminanten von Endomorphismen und quadratischen Matrizen ein. Wahrend
Determinantenfunktionen dazu dienen, Volumina von Parallelotopen in einem
Vektorraum zu beschreiben, misst die Determinante, um welchen Faktor ein
Endomorphismus das Volumen einzelner Parallelotope vergréfiert oder verklei-
nert.

4.10. BEMERKUNG. Es seien M, N Moduln {iber R und F': M — N linear,
dann definieren wir fiir alle k eine Abbildung F*: A¥N* — A*M* durch

(1) (F*(a))(v1,- .. vk) = a(F(v1), ..., F(vg))
fir alle « € A*N* und alle vy, ..., vy. Die rechte Seite ist sinnvoll, da wir a
auf k Elemente F'(v1), ..., F(vg) von N anwenden, und entsprechend erhal-

ten wir eine Abbildung F*(a): M* — R. Man nennt F*(a) auch die mit F
zuriickgeholte Form.

Wir zeigen, dass F*(«) im ersten Argument linear ist; fiir die anderen Ar-
gumente zeigt man Linearitidt genauso. Es seien x, y und vy, ..., vy € M und r,
s € R, dann folgt

(F*(Oé))(l‘ Ty S,UQ,...,Uk)
=a(F(z.r+y.s),F(va),...,F(v))
=a(F(z).r+F(y).s, Fv ) ,F(vk))
=a(F(z),F(v2),...,F(vg)) - m+a(F(y) L F(vg) s
= (F"(@)(z, vz, .., 0p) -7+ (F¥(a ))(y7v2,---, ) X
Also ist F*(«) multlinear.
Und F*(«) ist auch alternierend, denn
(F* () (01, -+« vy Uiy Uiy oy V) = a(F(vl), ooy F(v), F(vi), ... ,F(vk)) =0.
Es folgt F*(a) € A*M* wie behauptet.

In Bemerkung 4.5 haben wir uns iiberlegt, dass A¥A/* und A* N* Moduln
iiber R sind. Die Abbildung F*: A*N* — A¥M* ist linear, denn fiir alle o,
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BeAEN* aller, s € Rund alle vy, ..., vy € M gilt

2) (F(a.r+8.5))(v1,...,vg)
=(a.r+8.s)(F(v1),...,F(v))
=a(F(v1),...,F(vr)) -+ B(F(v1),...,F(vg)) - s
= (F*(a).r 4+ F*(8).5)(vi,...,vg) -

Schliefflich seien F': M — N und G: L — M lineare Abbildungen, dann
gilt (FoG)* = G*o F*: A*N* — A*L* denn

) ((Fo@)*(a)(lr,....t) = a(F(G(t1)),. .., F(G(()))
= (F*(a)(G(tr),...,G(ty)) = (G™(F*(a))) (b1, ..., L) -

Man beachte, dass Zuriickholen die Reihenfolge der beteiligten Abbildungen
vertauscht.

Es sei M ein freier R-Modul mit Basis B = (b1, ..., by,). In Proposition 4.9
haben wir gesehen, dass A"M* = R ein freier Modul mit einelementiger Ba-
sis (wp) ist. Dabei ist wp € A"M* das Element mit wg(by,...,b,) = 1. Sei
jetzt F' € Endg(M), dann ist F* € Endr(A™M*) nach der obigen Bemerkung,
aber Endg(A"M*) =2 R, da A"V* = R. Also existiert zu jedem F' € End M ein
Skalar a = det F' € R, so dass

Fro=w.a fiir alle w € A"M™ .

Um a zu bestimmen, wihlen wir eine Basis (b1, ...,b,), definieren wp wie in
Proposition 4.9, und iiberlegen uns, dass

wp(Fb1)s ., Fbn)) = (F*(wg))(brs . bu)
= (wp.a)(bi,...,by) = (wp)(b1,...,bp) a=a.
Im Spezialfall M = R™ mit der Standardbasis sind die Vektoren F(e;), ...,
F'(ey) nach Folgerung 2.75 genau die Spalten der Abbildungsmatrix A € M, (R)

von F', und wp ist gerade die Standarddeterminantenfunktion w,, aus Proposi-
tion 4.6. Das motiviert die folgende Definition.

4.11. DEFINITION. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins, M ein frei-
er R-Modul mit einer n-elementigen Basis, wobei n > 1, und F' € Endg(M)
ein Endomorphismus. Dann ist die Determinante von F der eindeutige Ska-
lar det F' € R, so dass

(1) Ffw=w.detF fiir alle w € A"M* .
Wir definieren die Determinante einer Matrix A € M, (R) mit den Spal-
ten aqy, ..., a, € R™ durch

(2) det A = wy(al,...,an) .
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Im Falle n = 0 folgt det() = 1, da wp() = 1. In Gleichung (1) haben wir
fiir jeden Endomorphismus F' € Endr M die Determinante definiert, ohne eine
Basis fixiert und F' als Matrix geschrieben zu haben; diese Definition ist also
basisunabhdngig. Wenn wir eine Basis B wihlen und A die Abbildungsmatrix
von F beziiglich der Basis B (sowohl vom Definitions- als auch vom Wertebe-
reich) darstellen, ist die Determinante von A durch (2) definiert. Unsere obige
Voriiberlegung besagt, dass

det A = det F'.

Auf diese Weise hingen (1) und (2) zusammen. Wichtig ist dabei immer, dass
wir nur Determinanten von Endomorphismen definieren kénnen. Abbildungen
zwischen verschiedenen Vektorrdumen haben keine wohldefinierte Determinan-
te, es sei denn, wir geben auf beiden Rédumen eine Basis vor — nur in diesem
Fall kénnen wir iiberhaupt Volumina vergleichen.

Unsere Definition der Determinante auf dem Umweg iiber das Zuriickziehen
von Determinantenfunktionen hat Vorteile: sie ist basisunabhéngig und erlaubt
es uns, relativ einfach die Multiplikativitdt der Determinante zu verstehen.

4.12. SATZ. Sei V' ein freier R-Modul mit einer n-elementigen Basis, und
es seien F', G € EndV, dann gilt

(1) det(FoG) =det F-det G,

d.h., die Determinante ist multiplikativ. Fir Matrizen A, B € M,(R) gilt
entsprechend

(2) det(A-B) =det A-det B .

BEWwWEIS. Die Multiplikativitdt von det iiber einem Korper k folgt direkt
aus der Kompositionsregel in Bemerkung 4.10 (3), denn fiir alle w € A"V* gilt

w.det(FoG)=(FoGQ)'w=G"0oF'w=F‘w.detG=w.detG -det F .

Indem wir w = w,, # 0 wihlen, folgt (1). Sei F' € Aut V', dann ist F' invertierbar
nach Definition 2.30, also existiert eine Umkehrabbildung F~! mit

det F - det F~! = det(F o F71) = det(idy) = 1 .

Insbesondere folgt det F' € kX =k \ {0} mit (det F)~! = det(F~!), und auBer-
dem ist det: AutV — k* ein Gruppenhomomorphismus.

Wir erhalten (2) als Spezialfall fir M = R", da Endr M = M, (R). O
4.13. SATZ (Leibniz-Formel). Fir jede Matriz A € My (R) mit n > 1 gilt

det A = Z sign(o ﬁ Z sign(p ﬁa
g=1 =1

ceS(n) pES(N)

BEWEIS. Die erste Formel ist (*) aus dem Beweis von Proposition 4.9. Sei p
die Umkehrabbildung von o, dann erhalten wir die zweite Formel, indem wir j
durch p(7) ersetzen. O
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4.14. BEMERKUNG. Fiir n = 2 gibt es genau zwei Permutationen, die Iden-
titdt und die Transposition 712. Wir erhalten die einfache Formel

ail a2
det = ai1a92 — a12 a9y -
az1 a2

Fiir n = 3 gibt es schon sechs Permutationen. Mit Hilfe des Schemas

a1 a2 a3 aix a2
G21 G22 @23 @21 Q22
asr ag2 asz azr  as2

ergibt sich aus der Leibniz-Formel die Sarrussche Regel fiir 3 x 3-Matrizen:

ai1 a12 a13
det | a21 age ags | = a11a22a33 + a2 azz azr + aiz ag asy
az1 a3z2 ass
— Q11 G23a32 — G412 421 33 — (13 22 431 -
Hierbei werden die Elemente entlang der drei durchgezogenen Linien jeweils
aufmultipliziert und zusammenaddiert, und die Elemente entlang der unterbro-
chenen Linien werden ebenfalls aufmultipliziert und danach subtrahiert.

Fiir n = 4 gibt es bereits 4! = 24 Permutationen; zuviele, um die Leibniz-
Formel durch ein einprigsames Rechenschema darzustellen. Zur Berechnung
groBerer Determinanten ist die Leibniz-Formel nicht zu empfehlen (Ubung). Sie
erlaubt aber einige interessante Schlussfolgerungen.

4.15. FOLGERUNG. FEs sei R ein kommutativer Ring mit Fins und A €
M,(R).

(1) Es gilt det(A?) = det A.

(2) Die Determinante det A ist multilinear und alternierend in den Zeilen
der Matriz A.

(3) Set R = k ein Korper, dann verschwindet die Determinante det A,
wenn die Zeilen von A linear abhingig sind.

(4) Die Determinante det A dndert sich nicht, wenn man ein Vielfaches
einer Zeile zu einer anderen dazuaddiert.

(5) Die Determinante det A wechselt das Vorzeichen, wenn man zwei Zei-
len vertauscht.

BEWEIS. Aussage (1) ergibt sich durch Vergleich der Leibniz-Formeln aus
Satz 4.13 fiir A und A?, denn

det(A") = Z sign(o) - Haa(i),i = det(A) .

ogESy i=1

Jetzt folgen (2)—(5) fiir A jeweils aus Definition 4.1 und Proposition 4.3, ange-
wandt auf die Matrix A’ O
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Wir wollen jetzt ein etwas effizienteres Verfahren zum Berechnen von Deter-
minanten kennenlernen, genauer gesagt, eine Verallgemeinerung der Formel (*)
fiir wy,. Sei A = (aij)i,; € My (R) eine Matrix, dann bezeichnen wir die Matrix A
ohne die ¢-te Zeile und die j-te Spalte mit

ail e al,j—l a1’j+1 oo QA1n
_ -1 o0 Gic1i-1 Gi—1541 .- Qi—1n
Aij=| . Gt g o € Mn1(R) .
+1,1 .- i+1,7—1 +1,5+1 - i+1,n
anl ce Qp j—1 An, j+1 ‘o QApn

4.16. Satz (Laplace-Entwicklung). Es sei A € M, (R) mit n > 1.
Entwicklung nach der i-ten Zeile. Fiir alle i € {1,...,n} gilt
(1) det(A) = i<_1)i+j% -det(Ay;) -
j=1
Entwicklung nach der j-ten Spalte. Fiir alle j € {1,...,n} gilt
(2) det(A) = i(—l)iﬂai]’ -det(A;5) -
i=1

BeEwEIs. Wir betrachten die durch die rechte Seite von Formel (1) induktiv
definierte Abbildung w: M, (R) — R und zeigen wie im Beweis von Propositi-
on 4.6, dass sie multilinear und alterniered in den Spalten von A ist. Aufgrund
der Eindeutigkeitsaussage in Proposition 4.9 und Definition 4.11 reicht es zu
zeigen, dass die rechte Seite fiir die Einheitsmatrix den Wert 1 annimmt, um
die Behauptung (1) zu beweisen.

Essein > 1undi€ {1,...,n}, und w(A) bezeichne die rechte Seite von (1).
Linearitéit von w an der k-ten Stelle folgt fiir den k-ten Summand, da a;; line-
ar von a, € R™ abhéngt. Fiir die restlichen Summanden folgt sie, da det A;;
multilinear in den Spalten von A;; ist.

Sei jetzt agy1 = ag fir ein k € {1,...,n — 1}. Dann sind der k-te und der
(k+1)-te Summand in (1) bis auf das Vorzeichen gleich und heben sich weg; bei
allen anderen Summanden stimmen zwei benachbarte Spalten von A;; iiberein,
so dass det(A;;) = 0. Also ist w multilinear und alternierend.

Fiir die Einheitsmatrix erhalten wir
n

W(Ey) =Y (=1)" 65 - det((En)ij) = det(Ep1) =1,
j=1
da nur der Summand mit ¢ = j beitriagt, und da nach Streichen der i-ten Spalte
und Zeile aus der Einheitsmatrix F, die Einheitsmatrix F,_{ wird. Damit
ist (1) bewiesen.

Wir beweisen (2), indem wir die Transponierte A’ in (1) einsetzen und
Folgerung 4.15 benutzen. ([l
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4.17. DEFINITION. Eine Matrix A = (a;;)i; € M, (k) heiBt in oberer (un-
terer) Dreiecksgestalt, oder kurz obere (untere) Dreiecksmatriz, wenn a;; = 0
fir alle 4, j € {1,...,n} mit ¢ > j (i < j). Eine Matrix heifit in strikter obe-
rer /unterer Dreiecksgestalt, wenn zusétzlich a; = 0 fiir alle ¢ € {1,...,n}.

Somit ist die linke Matrix unten eine obere Dreiecksmatrix, und die rechte
sogar in strikter Dreiecksgestalt:

aijl e (05D 0 a2 ... A1n
0 ago
)
: . . . an—1,n
0 ... 0 apn 0 o 0

AuBlerdem erinnern wir uns an Blockmatrizen, siehe Satz 3.13.

4.18. FOLGERUNG. Fs sei R ein kommutativer Ring mit Fins.

(1) Seien A € Mi(R), B € Myy(R), C € Myp(R) und D € Myy(R).
Dann gilt

det (‘3 g) — det(A) - det(D) = det (g g)

und  det (lB) 61):(—1)Mdet(A)-det(D):det <g é)

(2) Es sei A eine obere oder untere Dreiecksmatriz, dann gilt

det(A) = ﬁ (0773
=1

BEWEIS. Es reicht, eine der vier Gleichungen in (1) zu beweisen. Die ande-
ren lassen sich daraus ableiten, indem man die ersten k Zeilen mit den letzten ¢
vertauscht, und/oder die ersten k Spalten mit den letzten ¢. Die zugehorigen
Permutationen haben jeweils das Vorzeichen (—1)*, was auch die Vorzeichen
in der zweiten Zeile erklért.

Es sei also M = (4 B). Wir zeigen durch Induktion iiber k, dass det(M) =
det(A) - det(D). Als Induktionsanfang wihlen wir £ = 0, so dass M = A, und
vereinbaren, dass det() = 1.

Fiir den Induktionsschritt entwickeln wir nach der ersten Spalte und erhal-
ten

k+¢ k
det M = Z(—l)iJrl m;1 det(Mil) = Z(—l)i+1 a;1 det(Mil) ,
=1 =1

da m;; = 0 fiir ¢ > k. Fiir 1 < i < k erhalten wir eine Matrix der Form

A;
M, = ( o ;) .
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Nach Induktionsvoraussetzung gilt det(M;1) = det(A4;1)-det(D). Das heifit, der
obere rechte Block in M;; tragt nicht zur Determinanten bei. Also erhalten wir

k
det M = (Z(—w‘“ ail det(Aﬂ)> -det(D) = det(A) - det(D) ,
i=1
wobei wir im letzten Schritt die Laplace-Entwicklung der Matrix A benutzt
haben.

Auch Behauptung (2) beweisen wir nur fiir obere Dreiecksmatrizen, und
zwar induktiv tiber n mit Hilfe von (1) fiir £ = 1. Diesmal trégt nur i = 1 bei,
und die Matrix Aq; ist wieder eine obere Dreiecksmatrix. Induktiv folgt

det A =aq; - det(An) = Haii . O
=1

4.19. BEMERKUNG. In Folgerung 4.15 haben wir gesehen, wie sich die Deter-
minante unter Zeilenumformungen verhélt, also kénnen wir Determinanten jetzt
auch mit dem GauB-Verfahren aus Satz 3.26 berechnen. Wegen Folgerung 4.18
miissen wir unsere Matrix nicht auf strenge Zeilenstufenform bringen; es reicht
obere Dreiecksgestalt.

Wir modifizieren das im Beweis von Satz 3.26 beschriebene Verfahren, an-
gewandt auf eine Matrix A, wie folgt. Wir beginnen mit einem Vorfaktor ag = 1
und erhalten nach dem r-ten Schritt

1 ao s a1,mn
0

detA=---=a,-det|. 1 Gro+1 200 Orp
: 0 Ar41r+1 "0 Qr4ln
0 -« 0 Gnpi1 -+ ann
a7‘+1,7‘+1 e Qr4+1.n

= a, - det : .
Qnr4+1 to Qnn

Hierbei haben wir Folgerung 4.18 (1) und (2) ausgenutzt und geschlossen, dass
nur der untere rechte Block einen Beitrag leistet. Sie miissen also bei einer
groBeren Matrix gegen Ende des Verfahrens nicht mehr die ganze Matrix mit-
schleppen.

Falls wir im Laufe des Verfahrens eine Spalte iiberspringen (,,1. Fall“ im
Beweis von Satz 3.26) ist am Ende des Verfahrens die letzte Zeile 0, folgt det A
aus Folgerung 4.15 (3), und wir kénnen das Gauf-Verfahren an dieser Stelle
abbrechen. Genauso sind wir beim Invertieren in Bemerkung 3.28 (4) verfahren.

Ansonsten dndern wir dann, wenn wir im ersten Schritt tauschen miissen,
das Vorzeichen der Vorfaktors wegen Folgerung 4.15 (5). Vor dem Normieren
multiplizieren wir den Vorfaktor mit a,, und erhalten a, = ara,_1 wegen
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Folgerung 4.15 (2). AnschlieBend rdumen wir unterhalb der aktuellen Zeile aus,
wobei sich der Vorfaktor wegen Folgerung 4.15 (4) nicht dndert.

Am Schluss des Verfahrens erhalten wir einen Vorfaktor a,,, multipliziert mit
der Determinante einer oberen Dreicksmatrix mit Einsen auf der Diagonalen
(also aj; = -+ = apy = 1). Nach Folgerung 4.18 ist diese Determinante 1, also
ist a, die Determinante der urspriinglichen Matrix.

Wir betrachten den Rechenaufwand. Dabei zéhlen wir nur Multiplikationen
und Divisionen, da die anderen Rechenschritte weniger aufwindig sind.

(1) In der Leibniz-Formel summieren wir iiber n! Permutationen, und bei
jeder miissen wir (n—1)-mal multiplizieren. Der Aufwand ist insgesamt
mit n! - (n — 1) Multiplikationen sehr hoch.

(2) Bei der Laplace-Entwicklung benétigt man eigentlich mehr als n! Mul-
tiplikationen. Wenn wir alle Determinanten von Untermatrizen zwi-
schenspeichern, reichen n (2"~! — 1) Multiplikationen, der Speicher-
aufwand ist aber dhnlich hoch. Dafiir wird das Verfahren deutlich ef-
fizienter, wenn die Matrix viele Nullen enthélt.

(3) Das GauBiverfahren kommt mit ”33_ 3 +n—1 Multiplikationen und Divi-
sionen aus. Man kann es etwas abkiirzen, indem man die Determinante
der letzten 2 x 2- oder 3 x 3-Matrix mit Laplace ausrechnet — das spart
genau einen Rechenschritt.

Fiir kleine n ergeben sich folgende Zahlen:

n 2 3 4 ) 6 --- 10
Leibniz 2 12 72 480 3600 --- 32659200
Laplace 29 28 75 18 --- 5110
GauB 2 9 22 43 4 - 338

4.20. DEFINITION. Es sei A € M,,(R). Die Adjunkte von A ist definiert als
adj A = ((—1)"" det(A;:)), ; € Mu(R) .

Trotz der dhnlichen Namen hat die Adjunkte nichts mit der adjungierten
Matrix aus Definition 3.29 zu tun. Die n&chste Folgerung ergibt sich aus dem
Laplaceschen Entwicklungssatz.

4.21. FOLGERUNG (Cramersche Regeln). Es sei R ein kommutativer Ring
mit Eins. Eine Matrix A € M, (R) ist genau dann invertierbar, wenn
det Ae€ R* ={r e R|esgibt eins€ Rmitrs=1},
und in diesem Fall gilt
(1) A7l = (det A)"tadjA .

Wenn det A € R*, ist das Gleichungssystem A-x = b fiir alle b € R"™ eindeutig
losbar mit

det Al
2 i = )
@) = det A

wobei A; = (al,. ceyQi—1, b, ity - ,an) S Mn(R) .
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Wir nennen R* auch die Finheitengruppe oder multiplikative Gruppe von R,
und ihre Elemente Finheiten. Wegen Satz 4.12 liefert die Determinante einen
Gruppenhomomorphismus det: Aut(V) — R*.

BEWEIS. Sei A;; € M, (k) diejenige Matrix, die wir erhalten, indem wir in A
die i-te Spalte durch eine Kopie der j-ten ersetzen. Aulerdem sei adj A = (¢;;)i ;-
Wir berechnen

adj A-A= <Z cikakj) = (Z(—l)iJrk det(Akz-) . akj>
%,J 1,J

k=1 k=1
= (det A;);; = det A - E,

)

Im letzten Schritt haben wir zum einen ausgenutzt, dass A zwei gleiche Spalten
hat und daher det Aj; = 0, falls i # j. Zum anderen ist A’ = A fiir alle 7, und
die obige Formel folgt aus der Laplace-Entwicklung nach Satz 4.16 (2).

Wenn A € M,(R) in R invertierbar ist, folgt det A - det A=! = 1 aus
Satz 4.12 (2), also ist det A in R invertierbar. Umgekehrt, wenn det A in R
invertierbar ist, existiert nach obiger Rechnung eine Inverse A~! wie in (1).

Zu (2) multiplizieren wir b mit der Inversen A~! aus (1) und erhalten mit
der Laplace-Entwicklung nach der i-ten Spalte insbesondere

det Aj
det A -

R - Z+J b —
z; = det A7 (adj A - b); thZ det(Aj;) - b

4.22. BEISPIEL. Das Inverse einer 2 x 2-Matrix ist nach der 1. Cramerschen

Regel gerade
a b\ ' 1 d —b
c d)  ad—bc \—c a)’

Bereits fiir n > 3 empfiehlt es sich jedoch nicht mehr, Matrizen iiber Kérpern
mit der Cramerschen Regel zu invertieren. Das GauB-Verfahren aus Bemer-
kung 3.28 (4) ist schneller. Nur iber Ringen funktioniert das Gauf-Verfahren
in der Regel nicht.

Anhand der obigen Formel sieht man ein Problem mit Determinanten
iiber Schiefkérpern: die quaternionische Matrix A = (%J’; T’{) ist invertierbar
(Ubung), aber es gilt

ad—be=(1+i)(1—i)—(1+/)1—j)=2-2=0.

Als letztes wollen wir die Ableitung der Determinante berechnen.

4.23. DEFINITION. Es sei A € M, (R), dann definieren wir die Spur von A
durch

tI‘A:Zn:CLu'GR.

=1
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4.24. FOLGERUNG. Es sei k =R oder C und A: (a,b) — My(k) eine diffe-
renzierbare Abbildung, dann gilt

(det A) =tr(A’-adjA) =det A-tr(A" - A7) .

Der letzte Ausdruck ist wegen der Cramerschen Regel 4.21 (1) offensichtlich
nur sinnvoll, wenn det A # 0.

BEWEIS. Es sei t € (a,b). Wir setzen A = A(t) und B = A'(t). Mit Hilfe
der Leibniz-Formel aus Satz 4.13 sehen wir, dass die Determinante eine Summe
von Produkten ist, die aus jeder Spalte genau einen Matrixeintrag enthalten.
Nach der Produktregel miissen wir in jedem Produkt jeden einzelnen Faktor
einmal ableiten und mit den anderen Faktoren zusammenmultiplizieren. Sei
wieder adj A = (¢;5)i;, dann gilt

detA Zdet al,...,aj_l,bj,aj+1,...,an))

= Z (—=1)"b;; - det(A; Z bijcji = tr(B-adjA) .
i,j=1 1,5=1
Dabei haben in der zweiten Zeile nach der j-ten Spalte entwickelt und dann die
Definition der Adjunkten ausgenutzt. Mit der Cramerschen Regel 4.21 (1) folgt
auch die zweite Behauptung. u

4.3. Orientierung reeller Vektorrdume

FEine einfache Folgerung aus Satz 4.12 ist die Mdoglichkeit, endlich erzeugte
Vektorrdume zu ,,orientieren®. Wir lassen nur Korper k C R zu, damit wir vom
,, Yorzeichen“ eines Elements von k sprechen kénnen.

4.25. DEFINITION. Sei k C R ein Koérper, und sei V' ein n-dimensionaler
k-Vektorraum. Seien (x1,...,2,) und (y1,...,yn) zwei Basen von V mit y; =
> iy wia;j. Dann heiflen die Basen gleich orientiert, wenn die Basiswechselma-
trix A = (a;)i; € End(k™) positive Determinante hat.

4.26. FOLGERUNG. Sei V' ein k- Vektourmum der Dimension n > 1 Der
Begriff ,gleich orientiert® definiert eine Aquivalenzrelation mit zwei Aquiva-
lenzklassen auf der Menge aller Basen von V.

Sei 0 # w € A"V* eine Determinantenfunktion, dann bestehen diese Aqui-
valenzklassen aus allen Basen (by,...,by) fir die w(by,...,by) > 0 beziehungs-
weise w(by, ..., by) <0 gilt.

BEWEIS. Es seien B, C Basen von V. Wir betrachten den Basiswechsel

A
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Da Basiswechsel nach Proposition 2.77 invertierbar sind, hat A ein Inver-
ses A~ € End(k"™). Also folgt det A # 0.

Wenn wir w € A"V* # 0, dann folgt
w(ery ..o en) = (A%w) (b, ..., by) =det A-w(by, ..., by) .

Also sind die Basen B und C' genau dann gleich orientiert, wenn w(by, ..., b,)
und w(ey, ..., ¢,) das gleiche Vorzeichen haben. Da , hat das gleiche Vorzeichen
wie“ eine Aquivalenzrelation auf kX =k \ {0} € R* definiert, erhalten wir die
gesuchte Aquivalenzrelation auf der Menge aller Basen.

~ Da es nur zwei mogliche Vorzeichen gibt, finden wir hochstens zwei
Aquivalenzklassen. Dass es zwei gibt, sieht man daran, dass (—by,ba,...,by)
und (by,...,by,) verschieden orientiert sind. O

4.27. DEFINITION. Sei k C R ein Korper. Eine Orientierung eines endlich
erzeugten k-Vektorraums V ist eine Aquivalenzklasse gleich orientierter Basen.
Sei w # 0 eine Determinantenfunktion, die genau auf dieser Aquivalenzklasse
positiv ist, dann heiflit w positiv beziiglich der gegebenen Orientierung, und
umgekehrt heifit obige Orientierung durch w induziert.

Ein Automorphismus F' € AutV heifit orientierungserhaltend (orientie-
rungsumkehrend), wenn det F' > 0 (det ' < 0).

Aus dem obigen Beweis folgt, dass die Begriffe ,orientierungserhaltend*
und ,orientierungsumkehrend®“ nicht von der Wahl einer Orientierung auf V
abhingen.

4.28. BEISPIEL. Auf dem Vektorraum R"™ definieren wir die Standard-Orien-
tierung so, dass die Standard-Basis ey, ..., e, positiv orientiert ist. Fiir die
Standard-Determinantenfunktion gilt

wn(elv"'yen) =1> Oa
also ist sie positiv beziiglich der Standard-Orientierung.

In Bemerkung 1.70 haben wir eine geometrische Interpretation des Kreuz-
und des Spatproduktes gegeben. Nur das Vorzeichen hatten wir nicht kldren
konnen. Mit Hilfe der Sarrusschen Regel kénnen wir nachrechnen, dass

ws(u,v,w) = (u X v,w)

gilt. Also ist das Spatprodukt nach 1.70 (2) die (eindeutige) positive Determi-
nantenfunktion, deren Absolutbetrag das Volumen von Parallelotopen angibt.
Da

ws(u,v,u x v) = |Jux v||> >0
gilt, ist das Kreuzprodukt u x v nach 1.70 (1) der (eindeutige) Vektor im R3,
der senkrecht auf u und v steht, dessen Linge den Fldcheninhalt des von w

und v aufgespannten Parallelogramms angibt, und der (falls © und v nicht
linear abhiingig sind) mit v und v eine positiv orientierte Basis des R? bildet.
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4.29. BEMERKUNG. In den Ubungen haben Sie die orthogonale Gruppe O(n)
der linearen Isometrien des R™ kennengelernt, das heifit, der linearen Abbildun-
gen, die das Standardskalarprodukt (-, -) aus Definition 1.52 erhalten. Fiir
alle A € O(n) gilt det A € {£1}, da

O(n)={AeM,R) | A" A=E,}

siehe auch Proposition 3.34. Auflerdem haben wir die spezielle orthogonale
Gruppe SO(n) der Elemente A € O(n) mit det A = 1 definiert, das ist also
die Untergruppe der orientierungserhaltenden Isometrien.

Genauso haben wir die Untergruppe SL(n,R) C GL(n,R) der Elemente
mit Determinante 1 kennengelernt. Wir betrachten zunéchst die Gruppe

GL(n,R)" = {A € GL(n,R) | det A> 0} C GL(n,R)

der orientierungserhaltenden Automorphismen. Als néchstes gibt es auch eine
Untergruppe
{AeGL(n,R)||det A| =1} C GL(n,R)

der volumenerhaltenden Automorphismen. Dabei erinnern wir uns daran, dass
das Volumen durch den Absolutbetrag einer Determinantenfunktion gemessen
wird, siehe dazu den Beginn von Abschnitt 4.1. Der Durchschnitt der bei-
den obigen Untergruppen ist genau SL(n,R), somit ist SL(n,R) die Gruppe
der orientierungs- und volumenerhaltenden Automorphismen des R™. Wie be-
reits am Anfang von Abschnitt 4.1 gesagt, ist {iber anderen Korpern wie C
oder Z/pZ nicht moglich, Volumina ,,ohne Vorzeichen* zu erkléren. Aus dem
gleichen Grund ist von den obigen Untergruppen der GL(n, k) nur SL(n, k) fiir
alle k sinnvoll definiert.

Schlielich kénnen wir mit Hilfe der Determinante (und der ersten Cra-
merschen Regel) die allgemeine lineare Gruppe aus Definition 2.72 auch iiber
beliebigen kommutativen Ringen mit Eins (oder Kérpern) leicht charakterisie-
ren, und die spezielle lineare Gruppe wie folgt definieren:

GL(n,R) = { A€ My(R) | det A€ R* },
SL(n,R) = { A€ My(R)|detA=1}.

4.4. Zusammenfassung

Determinanten sind wichtige Invarianten linearer Endomorphismen. Im
néchsten Kapitel werden wir sie benutzen, um Eigenwerte von Endomorphis-
men zu bestimmen. Im Zusammenhang mit der mehrdimensionalen Integral-
Transformationsformel wird sie auch wieder bendttigt.

Um eine Anschauung fiir die Determinante zu bekommen und einen Zu-
sammenhang zum Spatprodukt im R? herzustellen, haben wir im Abschnitt 4.1
zunéichst Determinantenfunktionen als ,orientierte Volumina“ eingefiihrt (wo-
bei wir aber erst im letzten Abschnitt gesehen haben, dass das Vorzeichen eines
Volumens etwas mit seiner Orientierung zu tun hat). Die Axiome fiir Deter-
minanten gehen auf WeierstraB zuriick. Den Raumen A*V* mit & < dimV
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konnen Sie spiter im Zusammenhang mit dem Satz von Stokes oder der de
Rham-Kohomologie wieder begegnen.

Im zweiten Abschnitt haben wir Determinanten von Endomorphismen als
»Skalierungsfaktoren“ fiir Volumina eingefiihrt. Viele Lehrbiicher fiihren De-
terminanten stattdessen zunéchst fiir Matrizen explizit mit Hilfe der Leibniz-
Formel oder des Laplaceschen Entwicklungssatzes ein, miissen dann aber den
Produktsatz 4.12 etwas umsténdlicher beweisen. Bei uns wirkt die Definition
zwar etwas komplizierter, hilft uns aber dafiir eher, die Bedeutung der Deter-
minanten zu verstehen.

Wir haben verschiedene Rechenverfahren fiir Determinanten kennengelernt,
dabei ist das Gaufl-Verfahren fiir mittelgrofe Matrizen {iber einem Korper das
schnellste, falls viele Eintrége nicht 0 sind. Wenn wir (wie im néchsten Ab-
schnitt) {iber Ringen arbeiten miissen, oder wenn eine Matrix nur wenige von 0
verschiedene Eintrige enthilt, bevorzugen wir die Laplace-Entwicklung.

Die Cramerschen Regeln zum Invertieren von Matrizen und zum Lésen von
Gleichungssystemen sind aufgrund ihres hohen Rechenaufwandes eher von theo-
retischem Interesse, wie wir bei der Ableitung der Determinanten gesehen ha-
ben. Das gleiche gilt fiir die Leibniz-Formel. Immerhin motiviert die Cramersche
Regel den Namen ,,Determinante® als Invariante, die die eindeutige Losbarkeit
eines quadratischen linearen Gleichungssystems bestimmt (,,determiniert®).

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, wie das Vorzeichen der Determi-
nanten iiber R uns die Moglichkeit gibt, von Orientierungen zu sprechen. Auch
dieser Begriff wird Ihnen noch hiufiger begegnen. Auflerdem haben wir einige
typische Matrixgruppen kennengelernt.



KAPITEL 5

Eigenwerte und Normalformen

Wir versuchen, Endomorphismen durch méglichst einfache Matrizen dar-
zustellen, im Idealfall durch Diagonalmatrizen. Dazu studieren wir Eigenwer-
te und Eigenvektoren. Wir lernen feinere Invarianten von Endomorphismen
endlich-dimensionaler Vektorrdume kennen, das charakteristische und das Mi-
nimalpolynom. Beide helfen, Eigenwerte zu finden und die Struktur von Endo-
morphismen besser zu verstehen. Am Schluss des Kapitels beweisen wir einige
Strukturséitze und betrachten die Jordan-Normalform.

Wir benétigen nach wie vor das Kommutativgesetz fiir die Multiplikation,
und arbeiten daher meist iiber Kérpern oder iiber kommutativen Ringen mit
Eins. Da wir viel mit Polynomen arbeiten miissen, beinhaltet dieses Kapitel
auch einiges an Ringtheorie. Unter anderem beweisen wir auch den Satz iiber
die eindeutige Primfaktorzerlegung und den chinesischen Restsatz.

5.1. Eigenvektoren

Ab sofort sei k stets ein Korper, insbesondere kommutativ.

5.1. DEFINITION. Es sei ' € EndgV ein Endomorphismus eines k-
Vektorraums V und A € k. Der A-Eigenraum von F' ist die Menge

Vw={veV|F@u)=v.A}.

Wenn V), # {0}, ist A ein Figenwert von F, und die Elemente von V) \ {0}
heiflen Figenvektoren von F zum Eigenwert A.

Genauso definieren wir Eigenvektoren, Eigenrdume und Eigenwerte quadra-
tischer Matrizen {iber k.

Der Eigenraum V) besteht somit aus dem Nullvektor und allen Eigenvek-
toren zu A. Man beachte, dass der Nullvektor als Element des Eigenraumes
zugelassen ist, aber selbst nicht als Eigenvektor betrachtet wird. Das liegt dar-
an, dass die Gleichung F(0) = 0. A fiir alle A und alle F erfiillt ist und somit
keine Information iiber F' und A enthélt.

5.2. BEISPIEL. Eigenvektoren und Eigenwerte spielen in vielen Situationen
eine Rolle.

(1) Der Eigenraum zum Eigenwert 0 ist gerade der Kern, siehe Definiti-
on 2.36.

121
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(2) Eigenvektoren zum Eigenwert 1 sind gerade Fixpunkte des Endomor-
phismus. In den Ubungen schauen wir uns dazu bestimmte Isometrien
der Ebene R? und des Raumes R? an.

(3) Es sei

A:G ;)eMg(Q), v:G)EQz und w:<_11>€<@2,

dann ist v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert 3 und w ein Ei-
genvektor zum Eigenwert 1, wie man leicht nachrechnet. Anschaulich
bedeutet das, dass F' in Richtung von v um den Faktor 3 streckt, und
die Gerade durch 0 in Richtung w punktweise festgehalten wird.

(4) Auch Endomorphismen unendlich-dimensionaler Vektorrdume kénnen
Eigenvektoren haben. Sei etwa C°°(R) der Raum der unendlich oft
differenzierbaren reellwertigen Funktionen auf R, dann ist die Ablei-
tung % ein Endomorphismus von C*°(R), und jedes A € R ist Eigen-
wert; die zugehorigen Eigenvektoren (,,Eigenfunktionen“) haben die
Form

z— ce mit ¢ # 0 .
5.3. BEMERKUNG. Da k ein Korper ist, gilt v. A = (A -idy)(v), so dass wir
den Eigenraum V) auch schreiben kénnen als

Vi={veV|(F-Xidy)(v) =0} =ker(F—\-idy) .

Nach Proposition 2.29 ist F'—\-idy wieder eine lineare Abbildung; dazu muss die
Multiplikation in k kommutativ sein. Insbesondere ist V), C V ein Unterraum
nach Proposition 2.37 (1).

Wir nehmen jetzt an, dass V endlich-dimensional ist. Um den Eigenraum V),
zu einem vorgegebenen A € k zu berechnen, miissen wir also nur eine Basis B
von V wihlen, die Abbildungsmatrix A = gFp von F' beziiglich der Basis B
(sowohl fiir den Definitions- als auch fiir den Wertebereich V') bestimmen, und
dann das Gleichungssystem

(5.1) (A= XE,)(z)=0.
16sen. Die Losungsmenge liefert genau die B-Koordinaten der Elemente von V).

Wenn A € M, (k) gegeben ist, berechnen wir mit (5.1) die Eigenrdume
von A als Unterrdume von k.

Wenn ein Endomorphismus F' € Endg V' genug Eigenvektoren hat, kénnen
wir unter Umsténden eine Basis von V finden, beziiglich der F' eine besonders
einfache Abbildungsmatrix hat. Wir erinnern uns an den Begriff der Dreieck-
matrix aus Definition 4.17.

5.4. DEFINITION. Eine Diagonalmatriz ist eine quadratische Matrix A =
(aij)ij € Mp(R), so dass a;; = 0 fiir alle 4, j € {1,...,n} mit i # j.

Sei M ein endlich erzeugter freier R-Modul . Ein Endomorphismus F €
Endgr M heifit diagonalisierbar, wenn es eine Basis B von M gibt, beziiglich
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der die Abbildungsmatrix von F' eine Diagonalmatrix ist. Wir nennen F trigo-
nalisierbar, wenn es eine Basis gibt, beziiglich der die Abbildungsmatrix von F'
eine Dreiecksmatrix ist.

Eine Matrix A € M,(R) heifit trigonalisierbar (diagonalisierbar), wenn es
eine invertierbare Matrix G € GL(n, R) gibt, so dass G~ - A- G eine Dreiecks-
(Diagonal-) matrix ist.

Wir betrachten dazu die Diagramme

(5.2) MM iy
BT’V NTB GTE %TG
R Y. R, gy

BFB G lAG

Gesucht ist eine Basis B beziehungsweise eine invertierbare Matrix G, so dass C'
eine Diagonal- beziehungsweise Dreiecksmatrix wird. Im Vergleich zu Dia-
gramm (3.1) fallt auf, dass links und rechts dieselbe Basis B beziehungsweise
dieselbe invertierbare Matrix G steht, siche Bemerkung 5.10 unten.

FEine typische Diagonalmatrix hat die Gestalt

ail 0 . 0
(5.3) 0 ax € M,(R).
: . 0
0 - 0 apm

Da jede Diagonalmatrix insbesondere eine Dreiecksmatrix ist, folgt trigonali-
sierbar aus diagonalisierbar. Ubrigens spielt es keine Rolle, ob wir Trigona-
lisierbarkeit mit oberen oder mit unteren Dreiecksmatrizen definieren: sei die
Abbildungsmatrix A = (a;5); ; von F beziiglich B = (b1, ..., by) eine obere Drei-
ecksmatrix, dann ist die Abbildungsmatrix (an41—in+1—j)i; von F' beziiglich
der Basis (by,...,b1) eine untere Dreiecksmatrix, und umgekehrt.

Mit Diagonalmatrizen kann man besonders einfach rechnen. Daher wére es
schon, wenn jeder Endomorphismus diagonalisierbar wére. Das ist aber leider
nicht der Fall — am Ende dieses Kapitels werden wir einige Kriterien kennen
dafiir lernen, dass eine Matrix oder Abbildung diagonalisierbar beziehungsweise
trigonalisierbar ist. Auflerdem werden wir in Gestalt der Jordan-Normalform
eine besonders einfache Form von Dreiecksmatrizen kennenlernen, in die wir
jede Dreicksmatrix umformen kénnen.

5.5. PROPOSITION. FEs sei V' ein k-Vektorraum mit Basis B = (by,...,by),
und sei F' € End, V' ein Endomorphismus mit Abbildungsmatrixz A beziiglich B.
Dann ist bj genau dann ein Eigenvektor von F' zum Eigenwert \;, wenn die j-te
Spalte von A gerade e; . X ist. Insbesondere ist F' genau dann diagonalisierbar,
wenn es eine Basis aus Figenvektoren gibt.

BEWwEIS. Die j-te Spalte von A enthélt die B-Koordinaten von F'(b;) nach
Folgerung 2.75. Also ist b; genau dann ein Eigenvektor zum Eigenwert A;,
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wenn F(bj) = b; . Aj, und somit die j-te Spalte a; von A die Zahl A\; an der
j-ten Stelle und sonst nur Nullen enthélt, das heifit, wenn a; = e; . A;. Es folgt
die erste Behauptung. Die zweite ist jetzt offensichtlich. O

Um eine Basis aus Eigenvektoren zu bekommen, brauchen wir also eine
Familie von Eigenvektoren, die linear unabhéngig sind und V' erzeugen. Lineare
Unabhéngigkeit garantiert uns in Spezialfillen die folgende Uberlegung.

5.6. PROPOSITION. FEs set V' ein k-Vektorraum. Dann sind Eigenvektoren
etnes Endomorphismus von V zu verschiedenen Eigenwerten linear unabhdngig.

BEWEIS. Essei V ein k-Vektorraum und F' € Endy V' ein Endomorphismus.
Es sei (v)icr eine Familie in V' \ {0} und (\;)ier eine Familie in k mit A\; # A;
fiir alle 4, j € I mit i # j, so dass v; jeweils Eigenvektor zum Eigenwert J\; ist.
Zu zeigen ist, dass die Familie (v;);er linear unabhéngig ist.

Wir beginnen mit dem Fall I = {1,...,k}, das heifit, wir betrachten nur
endlich viele Eigenvektoren. In diesem Fall verlduft der Beweis durch vollstandi-
ge Induktion iiber k. Im Fall £ = 0 ist nichts zu zeigen.

Sei k£ > 1 und seien a; € k gegeben, so dass

k
O:Zvi.ai.
i=1

Dann diirfen wir den Endomorphismus F' — )\ idy anwenden und erhalten

0= (F—Akidv)<zk:vi.ai> :zk:vi.(Ai—)\k).ai

i=1 i=1
k—1
= i (i = Ag) - ai)

2 vi - (( k) - i)

1= #O
Nach Induktionsvoraussetzung verschwinden die Zahlen (A; — Ag) - a; € k, es
folgt a; =0 fir i =1, ..., k — 1. Aus der urspriinglichen Gleichung wird also

0= Vg . Ak

und da vy, # 0 folgt ar, = 0. Also sind (vy, ..., vx) linear unabhéngig.

Es bleibt der Fall einer unendlichen Indexmenge. Wir hatten lineare Un-
abhéngigkeit in Abschnitt 2.6 kurz eingefiihrt. Zu zeigen ist, dass die Abbil-
dung ¥ g aus Satz 2.81 zur Familie F = (v;);e; injektiv ist. Nach Definition 2.79
ist das dquivalent zu folgender Aussage. Wenn a; = 0 fiir alle bis auf endlich
viele ¢ € I gilt, folgt aus

0= Z Vi . Qg

i€l
bereits a; = 0 fiir alle ¢ € I. Aber diese Aussage haben wir gerade bewiesen. [
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Wir erinnern uns an die Definition 2.45 einer direkten Summe zweier Un-
terrdume. Wir wollen die direkte Summe vieler Unterrdume analog dazu defi-
nieren.

5.7. DEFINITION. Es sei (U;);cs eine Familie von Untermoduln eines R-
Moduls M. Dann definieren wir ihre Summe als

S = {Tu

el i€ly

Iy C I endlich und u; € U; fiir alle 1 € I } .

Wir nennen die Summe direkt, wenn fiir alle endlichen Teilmengen Iy C I und
alle Familien (u;);cz, mit u; € U; fiir alle i € I gilt

Zuizo —  u; =0 fiirallei € I .

i€lp

Man iiberpriift leicht, dass die Summe von Unterrdumen wieder ein Unter-
raum ist, und zwar der kleinste Unterraum von V, der alle U; umfasst. Wie
in Proposition 2.47 (2) ist die Summe genau dann direkt, wenn die Darstel-
lung >, 1, Wi eindeutig ist bis auf das Hinzufligen oder Weglassen von Sum-
manden u; = 0.

5.8. FOLGERUNG. FEs sei V' ein n-dimensionaler k-Vektorraum und F €
End, V' ein Endomorphismus.

(1) Dann hat F héchstens n verschiedene Eigenwerte.

(2) Seien Vy,, ..., Vi, Eigenrdume von F zu verschiedenen Eigenwerten
von F', dann ist die Summe Vy, +---+ V), CV direkt.

(3) Der Endomorphismus F' ist genau dann diagonalisierbar, wenn V' eine
direkte Summe aus Figenrdumen von F' ist.

Teil (2) gilt analog auch fiir unendlich viele Eigenrdume zu paarweise ver-
schiedenen Eigenwerten in einem unendlich-dimensionalen Unterraum.

BEwEIS. Nach dem Basisaustauschsatz 3.4 kann es kein Tupel aus mehr
als n linear unabhingigen Vektoren geben, und (1) folgt aus Proposition 5.6.

Seien jetzt V), ..., V), Eigenrdume zu verschiedenen Eigenwerten Ay, ...,
Ak von F', und seien v; € Vy; fiir j =1, ..., k. Angenommen es gilt

dann verschwénde eine nichttriviale Linearkombination von Eigenvektoren im
Widerspruch zu Proposition 5.6, es sei denn, v; =0 fiir alle j =1, ..., k. Also
ist die Summe direkt, und es folgt (2).

Als néchstes beweisen wir (3), ,=—“. Sei also B = (b1,...,b,) eine Basis
von V', so dass F beziiglich B durch eine Diagonalmatrix A dargestellt wird.
Nach Proposition 5.6 ist jeder Basisvektor ein Eigenvektor. Seien A1, ..., A
die Eigenwerte von F. Zu jedem Eigenwert A\; von F sei Uy, C V), der Unter-
raum, der von den Basisvektoren b; mit F'(b;) = b; . \; aufgespannt wird. Dann
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folgt aus (2) und der Tatsache, dass B eine Basis ist und jeder Basisvektor in
einem U); vorkommt, dass

k k
V=> Uy, cPW, cV.
j=1 j=1
Daher gilt ,,=* anstelle von ,,C“ in der obigen Ungleichung, insbesondere ist V'

die direkte Summe der Eigenriume von F'.

Sei zu (3), ,<=*, schlieBlich V' = >~ | Vy,, dann ist die Summe direkt
nach (2). Wir withlen Basen (b, ..., b ) von Vy,. Nach Voraussetzung bildet das
Tupel (b}, b3, ... ,b,lﬂ1 N ,bffk) ein Erzeugendensystem von V. Da die Summe

direkt ist, bildet es sogar eine Basis. Denn seien jetzt aé- € k, so dass

k r;
0=y S
i=1 j=1
Da die Summe direkt ist, folgt fiir jedes i € {1,...,k}, dass

T

ii
g b;.a; =0,
Jj=1

i _ _ i i i
also auch a}f = --- = al. = 0, da (b],...,b

' ) als Basis von V), linear un-

Ty
abhéngig ist. Insgesamt ist das Tupel (b%, bé, . ,b,{l,bz, cee b,’fk) eine Basis aus
FEigenvektoren, also ist F' diagonalisierbar nach Proposition 5.5. O

5.9. FOLGERUNG. Es sei V' ein n-dimensionaler k-Vektorraum und F €
Endg (V). Wenn es n verschiedene FEigenwerte gibt, besitzt V eine Basis aus
Eigenvektoren; somit ist F' dann diagonalisierbar.

Es sei W ebenfalls ein n-dimensionaler k-Vektorraum und G € Endy W.
Dann existiert genau dann ein Isomorphismus P: V — W mit PoF = Go P,
wenn G die gleichen FEigenwerte wie F hat.

Die zweite Aussage entspricht dem Diagramm

|/, v

Pl =lp

w—S-w.

BewErs. Ubung. O

5.10. BEMERKUNG. Als Fazit dieses Abschnitts halten wir fest, dass es sich
lohnt, Eigenwerte und Eigenvektoren von Endomorphismen zu bestimmen, um
eine Abbildungsmatrix in moéglichst einfacher Form zu finden. Fiir Abbildungen
zwischen verschiedenen endlich-dimensionalen Vektorrdumen, haben wir das
im Rangsatz 3.13 bereits getan. Dort haben wir gezeigt, dass es reicht, den
Rang der Abbildung zu kennen, um eine besonders einfache darstellende Matrix
anzugeben.
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Hier ist die Situation komplizierter, da wir in Definition 5.4 dieselbe Basis
fiir Definitions- und Wertebereich der Abbildung wahlen miissen, vergleiche da-
zu Diagramm (5.2) mit Diagramm (3.1). In der Situation von Folgerung 5.9 ist
die Diagonalmatrix (5.3) bis auf die Reihenfolge der Eintrége eindeutig festge-
legt. Es gibt also bereits hier weitaus mehr mogliche darstellende Matrizen als
beim Rangsatz.

Unser Projekt fiir den zweiten Teil dieses Kapitels wird darin bestehen, fiir
jeden Endomorphismus eines endlich-dimensionalen k-Vektorraums eine dar-
stellende Matrix in einer gewissen Blockgestalt zu finden, die bis auf die Rei-
henfolge der Blocke eindeutig ist.

5.2. Das charakteristische Polynom

Wir betrachten Bemerkung 5.3, speziell Gleichung (5.1), um Eigenwerte zu
beschreiben. In Proposition 5.14 unten sehen wir, dass A € k genau dann ein
Eigenwert von F' € Endg (V) ist, wenn det(\ idy —F') = 0. Wir kénnen also die
Funktion

xr:k =k mit xr(A) =det(X idy —F)
betrachten und ihre Nullstellen suchen, um Eigenwerte von F' zu finden. Ohne
etwas iiber die Struktur dieser Funktion zu wissen, kann es allerdings schwierig

werden, Nullstellen zu finden. Wir wollen die Funktion yp daher etwas alge-
braischer betrachten, was uns in vieler Hinsicht mehr Informationen liefert.

Es sel R ein kommutativer Ring mit Eins, und es sei R™ der Raum der
endlichen R-wertigen Folgen, siehe Definition 2.79. Wir erinnern uns an die
Menge

R[X] = {ipz' X' ‘ (pi)ien € RM }
i=0

der Polynome iiber R aus Beispiel 2.80. Sei P = P(X) = > 52, p; X' ein Poly-
nom, dann koénnen wir Elemente r € R einsetzen via

P(r):Zpiri € R.
i=0

Man beachte, dass wir bei einem Polynom die Variable X in der Notati-
on P = P(X) mitschreiben oder weglassen diirfen. In der Regel lassen wir die
Variable X nur dann weg, wenn klar ist, dass P ein Polynom in der Variablen X
ist. Als néchstes machen wir aus R[X] einen Ring.

5.11. DEFINITION. Es seien

P=P(X)=> pX' uwd Q=QX)=)> ¢X € R[X]
i=0 j=0
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zwel Polynome, dann definieren wir ihre Summe und ihr Produkt durch

(1) (P+Q)X)=> (pi+a)X € R[X],
=0

(2) md  (P-Q)X)=> (pij q)X € R[X].
i=0 j=0

AuBerdem betrachten wir R als Teilmenge von R[X], dabei wird aus r € R das

konstante Polynom
o0

r:T‘X():Zr(sioXi .
i=0
5.12. PROPOSITION. FEs set R ein kommutativer Ring mit Fins 1 € R.

(1) Dann ist (R[X],+, -) ein kommutativer Ring mit Eins 1 € R C R[X].
(2) Fir aller € R gilt

(P+Q)(r)=P(r)+Q(r) und (P-Q)(r)=P(r)-Q(r)cR.

Fiir Rechnungen mit Polynomen gelten nach (1) also die gleichen Regeln
wie im Ring R, ndmlich Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetze. We-
gen (2) bleiben alle Rechnungen mit Polynomen giiltig, wenn wir fiir X Ele-
mente aus R in P einsetzen.

BEWEIS. Zu (1) miissen wir zunéchst zeigen, dass (R[X],+) eine abelsche
Gruppe bildet. Da die Addition von Polynomen der Addition im R-Modul R™)
entspricht, folgt das wie in Abschnitt 2.6 nach Definition 2.79. Die Ringaxio-
me (R1)-(R4) folgen durch Nachrechnen aus den entsprechenden Axiomen
fir R. Wir machen das hier fiir das erste Distributivgesetz vor. Seien

k ¢ m
P(X)=>"pX', QX)=> a¢X ud RX)=> nX
i=1 i=1 i=1
Polynome iiber R, dann gilt
k+max(¢,m) 4 A
(P-Q+R)X)= > D (pijlg+r)) X’
i=0  j=0
max(k+£,k+m) i i '
= Z <Zpi—j qj +Zpi—j Tj) X'
i=0 §=0 j=0

=(P-Q+P-R)X).
Die anderen Axiome folgen durch &hnliche Rechnungen.
Zu (2) zeigen wir

max(k,l)

k ¢
(P+Q)r)= D (it+a)r' =) pir'+> ar'=Pr)+Q(r),
=0 =0

1=0



5.2. DAS CHARAKTERISTISCHE POLYNOM 129

k+L 1 ‘ k+L i o '
(P-Qr) =) pijar' =) piyr' ™ gy
i=0 j=0 i=0 j=0

_ (ép o) (zi‘g ) = P Q) 0

Im Beweis von (2) haben wir unter anderem benutzt, dass R kommutativ ist.
Uber nichtkommutativen Ringen gébe es keine schone Auswertungsabbildung.

Es sei k ein Korper, V' ein n-dimensionaler k-Vektorraum und F' € Endy V
ein Endomorphismus. Dann kénnen wir eine Basis B von V wéhlen und erhalten
die Abbildungsmatrix A € M, (k) von F' beziiglich B, siehe Folgerung 2.75. Wir
hatten in Kapitel 4 die Determinante quadratischer Matrizen {iber einem Ring
definiert, siehe Definition 4.11. Also kénnen wir die Determinante von X E,, —
A € M, (k[X]) bilden und erhalten

xa(X) =det(X - E, — A) € k[X] .

Wir kénnen zeigen, dass x4(X) nicht von der Wahl der Basis B abhéngt.
Sei namlich C eine weitere Basis und G € GL(n,k) die Basiswechselmatrix
mit C = B - G, siche Bemerkung 2.76. Dann hat F' beziiglich der Basis C' die
Abbildungsmatrix G- A -G, vergleiche das mit Diagramm (5.2). Da k C k[X],
diirfen wir G als Matrix in M, (k[X]) auffassen. Da G mit der Einheitsmatrix F,
kommutiert, folgt aus Satz 4.12, dass

det(X -E, -G ' A-G) =det(G" - (X -E, - A)-G)
=detG™' - det(X - E, — A) - det G = det(X - E, — A) .

Somit hingt x 4(X) nicht von der Wahl der Basis B ab, wir diirfen es also als
Invariante des Endomorphismus F' betrachten.

5.13. DEFINITION. Es sei R ein kommutativer Ring und n € N. Sei A €
M, (R), dann heifit

xa(X) =det(X - E, — A) € R[X]

das charakterische Polynom der Matrix A.

Sei V ein n-dimensionaler k-Vektorraum mit Basis B und F' € Endyi V ein

Endomorphismus mit Abbildungsmatrix A beziiglich B. Dann heifit xyp(X) =
xA(X) das charakteristische Polynom von F.

5.14. PROPOSITION. Die Figenwerte eines Endomorphismus eines endlich-
dimensionalen k- Vektorraums sind genau die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms.

BEWEIS. Es sei V ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum und F €
Endg (V). Eine Zahl A € k ist nach Bemerkung 5.3 genau dann ein Eigen-
wert von F, wenn ker(F' — X\ idy) # {0}, das heifit, wenn F' — X idy nicht
injektiv ist. Aus Folgerung 3.18 ergibt sich, dass F'— A idy genau dann injektiv
ist, wenn F' — A idy surjektiv ist. Also ist A genau dann ein Eigenwert von F',
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wenn F' — X idy nicht invertierbar ist. Nach Folgerung 4.21 (1) ist das genau
dann der Fall, wenn xr(A) = det(XA idy —F) = 0. Dabei haben wir benutzt,
dass Einsetzen von A mit allen Rechenoperationen in der Leibniz-Formel fiir
die Determinante vertraglich ist. O

Nach dem Fundamentalsatz 1.62 der Algebra hat jedes komplexe Polynom
eine Nullstelle, also hat jeder Endomorphismus eines endlich-dimensionalen
komplexen Vektorraums einen Eigenwert. Spater werden wir sehen, dass noch
einiges mehr gilt.

Zur Berechnung des charakteristischen Polynoms empfiehlt sich zum Bei-
spiel die Laplace-Entwicklung 4.16. Der Gauf-Algorithmus funktioniert nicht,
da k[X] kein Kérper ist.

5.15. BEMERKUNG. Es lohnt sich, das charakteristische Polynom etwas de-
taillierter zu betrachten.

(1) Die Eintrage der Matrix X - E,, — A sind Polynome vom Grad < 1,
das heifit, die Variable X kommt hochstens einmal vor. Aufgrund der
Leibniz-Formel 4.13 ldsst sich x4(X) als Summe von Produkten aus
je n Matrixeintrigen schreiben. Also kann X in y4(X) hochstens in
der n-ten Potenz vorkommen.

Wir multiplizieren alle Klammern (X —a;;) in der Leibniz-Formel in
Gedanken aus. Zum Koeffizienten von X" tragen dann nur diejenigen
Produkte bei, bei denen jeder Faktor X ist. Da alle X auf der Diago-
nalen stehen, trigt also nur das Produkt zur Permutation id € S(n)
bei. Das gleiche gilt immer noch, wenn nur ein Faktor nicht gerade X
ist. Es folgt

XA(X) = (X —ai1) - (X —apn) + ...
(*) = X" —(ag + A ) X

(2) Da xp(X) nur von F abhéngt, sind die Koeffizienten von xr(X) In-
varianten des Endomorphismus F'. Schreibe also

Xr(X) = X" — oy (F) X" L4 (1) 0, (F) X°

dann nennt man o;(F') die elementarsymmetrischen Funktionen von F'.
Analog definieren wir o;(A). Aus der Leibniz-Formel folgt, dass o;(A)
eine Summe von Produkten von je i Matrixeintrigen von A und einem
Vorfaktor ist, denn jeder Summand in der Leibniz-Formel 4.13 ist ein
Produkt aus n Faktoren. Nach Ausmultiplizieren ist jeder der Faktoren
entweder X oder ein Matrixeintrag.

(3) Als erstes wollen wir den konstanten Term (—1)"c,,(F') des charakteri-
stischen Polynoms bestimmen. Sei also A wieder die Abbildungsmatrix
von F' beziiglich einer Basis B. Dann setzen wir X = 0 und erhalten
sofort

xA(0) =det(—A) = (—1)" det A,
und analog fiir Endomorphismen F. Somit gilt o, (F') = det F.



5.2. DAS CHARAKTERISTISCHE POLYNOM 131

(4) Wir schauen uns noch o1(A) an. Fiir jede Permutation p € S(n) \
{id} gibt es wenigstens zwei verschiedene Indizes i, j € {1,...,n}
mit p(i) # ¢ und p(j) # j. Also liefert p einen Summanden, in dem
nur X* mit k& < n — 2 vorkommt. Der einzige Beitrag zu o;(A) in der
Leibniz-Formel 4.13 kommt also wieder von p = id € S(n). Aus (*)
folgt

o1(A) =ay + -+ ap, = tr(A),
siehe Definition 4.23.

5.16. BEISPIEL. Als Anwendungsbeispiel betrachten wir ein ungeddmpftes
Federpendel, beschrieben durch die Differentialgleichung

() i(t) = —cu(t) .

Hierbei ist u(t) die Auslenkung des Pendels aus der Ruhelage in Abhéingigkeit
von der Zeit ¢, und ¢ > 0 héngt von der Federkonstante und der Masse des
Pendels ab. Der doppelte Punkt bezeichnet die zweite Ableitung nach der Zeit.
Solche Differentialgleichungen gehoren eigentlich in den Bereich der Analysis.
Wenn sie linear sind, kann lineare Algebra aber bei der Losung helfen.

Der erste Trick bei der Losung besteht darin, die Geschwindigkeit v als
zusétzliche Variable einzufithren. Jetzt kann man die obige Differentialgleichung
zweiter Ordnung umschreiben als System erster Ordnung, nédmlich

u(t) = o(t) : . i 0 1\ (u
(1) o(t) = —cu(t) , beziehungsweise <v> = (—c O> . (v) i
Da die Koeffizientenmatrix C' nicht von der Zeit abhéingt, kénnen wir ver-

suchen, sie mit Hilfe eines konstanten Basiswechsels zu diagonalisieren. Ihr cha-
rakteristisches Polynom

— X -1\ _ o
XC(X)—det<C X>—X +c

hat die Nullstellen +i+/c € C. An dieser Stelle gehen wir also zu komplexen Ko-
effizienten iiber. Am Ende des Verfahrens miissen wir sicherstellen, dass unsere

physikalisch relevanten Losungen wieder rein reell sind. Als zugehorige Eigen-

vektoren bestimmen wir (f%) € C2. Das liefert uns eine Basiswechselmatrix und

die Darstellung
i i\ (0 1\ (=i i\ _(ive 0
Ve e —c 0) \ve ve) 0 —iye)
Wir 16sen das neue Gleichungssystem
g ; t) = zetve
(1) <f> = <Z\/E O > : <f> und erhalten ) ,
g 0 —ive) \g g(t) =we Ve,

fiir beliebige Konstanten z, w € C. Mit der obigen Basiswechselmatrix liefert
das komplexe Losungen von (T) der Form

ut)\ _ (=i i\ zetVe N iz etVe fjwetVe
o(t))  \Ve e we e ) T \zyeeVe 4 wy/re Ve ) T
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Wie erwartet gilt & = v und 4 = —cu. Wir erhalten reelle Losungen, falls w = Z.

Wir setzen z = 5 e¥ mitr, p € Rund w =2 = ) e~% und schreiben

GilHVD) 4 gilp+iv/e)

u(t) =r 5 =1 cos(p + t/c)

_ez(¢+tﬁ) _|_ e—i(SO""t\/E)
27

und v(t) = u(t) = rve = —ry/c sin(p + tV/c) .
Die Losungen sind also Schwingungen, wobei die Amplitude r und die Phase ¢
als freie Parameter auftreten. Wenn Ort und Geschwindigkeit zur Zeit tg gege-
ben sind, kann man z und w leicht mit Hilfe eines linearen Gleichungssystems
bestimmen und erhélt daraus r und .

Es sind also mehrere Schritte nétig, um die Differentialgleichung (*) zu
16sen. Als erstes wandeln wir sie in ein System von Differentialgleichungen erster
Ordnung um. Als néchstes ,diagonalisieren“ wir dieses System. Das geht so
einfach nur iiber C und bei konstanter Koeffizientenmatrix — sonst miissten
wir ndmlich auch die Ableitung der Basiswechselmatrix mit beriicksichtigen.
Jetzt haben wir entkoppelte Differentialgleichungen an zwei Funktionen, hier f
und g, die wir einzeln 16sen kénnen. Zum Schluss miissen wir aus allen méglichen
Losungen fiir das urspriingliche System die physikalisch sinnvollen heraussuchen
— hier die reellwertigen.

5.3. Der Satz von Cayley-Hamilton

Wir miissen spéter immer wieder Matrizen in Polynome einsetzen. Wir iiber-
legen uns zunéchst, was das bedeutet, und wie man damit rechnet. Das fiihrt
auf den Begriff der Algebra. Danach zeigen wir, dass xy4(A) = 0 = xp(F). Das
fiihrt uns im néichsten Abschnitt auf den Begriff des Minimalpolynoms.

5.17. DEFINITION. Es sei R ein kommutativer Ring. Eine Algebra (A, -)
tiber R besteht aus einem R-Modul A und einem bilinearen Produkt - : Ax A —
A, das heifit, fiir alle w € M sind die beiden Abbildungen A — A mit

ViV w und VWU

linear. Eine Algebra (A, -) heifit assoziativ (kommutativ), wenn ihr Produkt
assoziativ (kommutativ) ist. Wenn es ein neutrales Element fiir das Produkt
gibt, nennen wir (A, -) eine Algebra mit Eins.

In der Notation lassen wir das Produkt oft weg, wenn klar ist, welches
Produkt wir meinen.

5.18. BEMERKUNG. Wir werden im Folgenden fast immer Algebren mit
Fins 14 € A betrachten. In diesem Fall existiert eine Abbildung

(1) p:R— A mit o(r)y=14.r.
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Fiir alle r, s € R rechnet man nach, dass

(2) or+s)=1a.(r+s)=1a.r+14.5=0(r) + p(s),
(3) p(rs)=1a.r)-s=1a.7) - (1a-s)=o(r) ¢(s)
(4) und p(l)=14.1=14.

Die Bildelemente ¢(r) kommutieren immer mit allen Elementen aus A, denn
wegen Bilinearitét des Produkts gilt

(5) o(r)ra=1a.1r)-a=1g-a).r=a.r=(a-1a).7r=a-p(r),
vergleiche Bemerkung 4.5.

Wenn A eine Algebra mit Eins {iber einem Korper k ist, ist die Abbildung ¢
injektiv, es sei denn, es wire A = {0}. Denn aus ¢(y) = ¢(z) folgt p(y—z) = 0.
Und aus ¢(z) = 0 fiir x # 0 folgt

1a= (1) —¢<ix> —w(i) () —90(;) 0=0,

und fiir beliebige a € A somit
a=14-a=0-a=0.
5.19. BEISPIEL. Wir kennen schon einige Algebren.

(1) Der Euklidische Raum R? mit dem Kreuzprodukt ist eine Algebra,
allerdings ohne Eins. Sie ist weder assoziativ noch kommutativ.

(2) Wir konnen sowohl C als auch H als assoziative Algebren mit Eins
iiber R auffassen. Dann ist C kommutativ, H aber nicht.

(3) Der Matrixring (My(R), -) iiber einem kommutativen Ring R mit Eins
aus Folgerung 2.73 (3) ist eine assoziative Algebra mit Eins E,,.

(4) Sei V ein k-Vektorraum, dann ist (Endg(V), o) eine assoziative Alge-
bra mit Eins idy iiber k, siche Folgerung 2.31 (2). Fallsn = dim V' < oo
gilt, ist sie zur Algebra M, (k) aus (3) isomorph.

(5) Allgemeiner sei R ein kommutativer Ring mit Eins und S ein beliebiger
Ring mit Eins. Wenn eine Abbildung ¢: R — S die Bedingungen (2)—
(5) aus Bemerkung 5.18 erfiillt, dann ist (5, - ) eine assoziative Algebra
mit Eins iiber R, wobei 5.7 = s- ¢(r). (Ubung).

(6) Insbesondere ist der Polynomring R[X] eine Algebra mit Eins 1 = 1 X°
iiber R.

5.20. DEFINITION. Es seien A und B Algebren iiber einem kommutativen
Ring R. Ein Algebrenhomomorphismus ist eine R-lineare Abbildung f: A — B,
die multiplikativ ist, das heif3t, fiir alle a, b € A gilt die Axiome

(1) fla-b) = f(a)- f(b).
Seien A und B Algebren mit Eins, dann heifit f wnitdr, wenn zusétzlich
(2) f(la) =1p.

Ganz analog wiirde man auch Ringhomomorphismen f: R — S definieren,
allerdings wiirden wir statt R-linear dann additiv fordern, das heif3t, fiir alle r,
s € Rmuss f(r+s) = f(r) + f(s) gelten, vergleiche (L1).
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5.21. PROPOSITION (Universelle Eigenschaft des Polynomrings). Es sei R
ein kommutativer Ring mit Eins, und A eine Algebra iber R mit Fins. Dann exi-
stiert zu jedem a € A ein eindeutiger Algebren-Homomorphismus evy: R[X] —
A mit evy |gr = ¢ und evy(X) = a.

R[X] <—>{X}

R

Spéter schreiben wir fiir ev,(P) einfach P(a). Der Fall R = A ist ein Spezi-
alfall nach Beispiel 5.19 (5) mit ¢ = idr: R — R und beschreibt das Einsetzen
von r € R aus Beispiel 2.80.

BEWEIS. Wir beweisen wie tiblich zunéichst die Eindeutigkeit. Dazu sei P =
Yo gpi X" ein Polynom und a € A. Wir benutzen die Abbildung ¢ und die
Rechenregeln aus Bemerkung 5.18. Wenn ev,: R[X| — A existiert, dann folgt

n
(*) eva(P) = Zeva(pz Zeva 1a. pz eva Z‘P pz
i=0 =0

Zur Existenz definieren ev,(P) durch (*). Dann miissen wir zeigen, dass ev,
linear ist und (1) und (2) aus Definition 5.20 erfiillt. Es sei P wie oben
und Q(X) = 3" ¢; X7 ein weiteres Polynom. Wir setzen p; = ¢; = 0 fiir i > n
und j > m. Dann gilt

n
eva(P + Q) = Z(/Opz‘i‘(h = ep)d + > p(g)d
1=0 ;

= eva(P) +evy(Q)

k=0 “i=0 i=0 =0
=eve(P) - eva(Q),
eva(lgrx]) Zg@(ézo)a =a =1
=0

Die Homogenitét (L2) von ev, zeigen wir, indem wir das Produkt mit Q =r € R
betrachten. Somit ist ev, tatséichlich ein Algebrenhomomorphismus. ([l

5.22. SaTz (Cayley-Hamilton). Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins
und A € M,(R). Dann gilt xa(A) = 0.

Es sei V' ein endlich-dimensionaler k- Vektorraum und F' € Endg (V). Dann
gilt xp(F) = 0.

An manchen Stellen findet sich zu diesem Satz die folgende Heuristik: ,, Ein-
setzen von A in yy liefert det(A - E, — A) = 0. So einfach ist es leider
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nicht, denn die beiden As in der obigen Formel leben in verschiedenen Rin-
gen. Um das zu verdeutlichen, betrachten wir stattdessen das einfachere Poly-
nom Py(X) =tr(X -E,—A)=nX —trA Esgilt 0= P4(A) =nA—trA-E,
genau dann, wenn A ein Vielfaches der Einheitsmatrix ist, im allgemeinen also
nicht. Die obige Heuristik wiirde aber immer P4(A) = 0 liefern.

BEwEls. Wir beweisen die erste Formulierung. Die zweite ergibt sich dar-
aus, indem wir F' beziiglich einer Basis B durch eine Matrix A = pFp darstellen,
denn dann gilt x4 = xp und x4(A) = pxr(F)p. Zu letzterem betrachte (*)
im Beweis von Proposition 5.21 und benutze, dass g(F¥)p = A*.

Es sei zundchst B € M, (R[X]). Wir erinnern uns an die Adjunkte adj B €
M, (R[X]) aus Definition 4.20. Im Beweis der Cramerschen Regel 4.21 (1) haben
wir gezeigt, dass

adjB - B = E, . det B € M, (R[X]) .
Wir betrachten die spezielle Matrix B = X - E,, — A € M,,(R[X]) und erhalten
adj(XE, — A) - (XE, — A) = B, .det(XE, — A) = E,, . xa(X) .
Nach Definition 4.20 sind die Eintrdge der Adjunkten Determinanten von
(n—1)-reihigen Untermatrizen, in diesem Fall also Polynome in X, in denen X°

bis X"~ auftreten konnen. Wir fassen die Koeffizienten von X* jeweils zu einer
Matrix B; € My, (R) zusammen und erhalten

adj(XE, —A) =Y B;. X',
=0

wobei B; = 0 fiir i > n. Auflerdem seien ¢y, . .., ¢, die Koeffizienten von x 4(X),
und ¢; = 0 fiir alle ¢ > n. Dann gilt also

o0 n
> Bi-(XE,—A).X'=> E,. aX'.
=0 =0
Da (X')jen eine Basis von R[X] iiber R bildet, kénnen wir die Koeffizienten
von X' vergleichen und erhalten in M, (R) die Identitéiten
Bi_l—Bi-A:En.Ci fﬁralleiZO,
wobei B_1 = 0.

Wir definieren x 4(A) wie in Proposition 5.21 mit A = M, (R) und erhalten

xA(A) = Z olc;) A' = Z(E” i) A
i=0 i—0

o

S
Il
o

(Bi_l_Bi'A)Ai:ZBi—lAi_ZBiAi+1:0. 0
i=1 =0
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5.4. Das Minimalpolynom

In diesem Abschnitt lernen wir, im Polynomring mit Rest zu dividieren,
analog zur Division mit Rest in Z. Mit dieser Methode kénnen wir zu jedem
Endomorphismus F' eines endlich-dimensionalen k-Vektorraums V ein Minimal-
polynom pp finden, das alle Polynome P teilt, fiir die P(F') = 0 € Endg (V).

5.23. DEFINITION. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins und
o
P=P(X)=> p X'
=0

ein Polynom iiber R mit (p;); € RN, Der grofite Index i € N mit p; # 0 heift
der Grad deg P von P; falls p; = 0 fiir alle i € N, setzen wir deg P = —oc.
Polynome P € R[X] vom Grad deg P < 1 heiflen linear.

Es sei P(X) = Y% pi X? € R[X]\ {0} mit p, # 0 ein Polynom vom
Grad deg P = k, dann heif3t pi der Leitkoeffizient von P. Ein normiertes Poly-
nom ist ein Polynom P # 0 mit Leitkoeffizient pi = 1.

In Definition 5.11 haben wir R bereits mit der Teilmenge der konstan-
ten Polynome in R[X] identifiziert. Fiir das konstante Polynom r € R gilt
also degr = 0, falls » # 0, sonst degr = —oo. Beachte aber: ein lineares
Polynom P = aX + b beschreibt nicht notwendigerweise eine lineare Abbil-
dung P: R — R — das gilt nur, wenn b = 0.

5.24. BEMERKUNG. Da nur endlich viele p; # 0 sind, ist der Grad p; €
NU{—oo} wohldefiniert, und das einzige Polynom vom Grad —oo ist das Null-
polynom 0 € R C R[X]. Es seien jetzt P, @Q € R[X]| wie oben, mit k = deg P
und ¢ = deg Q.

(1) Das Maximum max(k, ) zweier natiirlicher Zahlen ist die gréfiere von
beiden. Auflerdem setzen wir max(n,—oc) = max(—oo,n) = n fir
alle n € NU {—oo0}. Dann gilt

deg(P + Q) < max(deg P, deg Q) ,

denn fiir alle m > max(k, ¢) erhalten wir p,, + ¢,, = 0 als Koeffizienten
von X™ in P + @ nach Definition 5.11 (1).
(2) Wenn
deg(P + Q) < max(deg P,deg @) ,
dann haben beide Polynome den gleichen Grad und die Summe der
Leitkoeffizienten von P und (@ verschwindet. Als Beispiel betrach-
te P=X —3und @ = —X + 5, dann ist

P+Q=(X-3)+(-X+5)=2.

(3) Wir setzen (—o0) +n =n+ (—oo) = —oo fiir alle n € NU {—oo}. Fiir
das Produkt P - @ gilt dann

deg(P - Q) < deg P +degQ,

denn nach Definition 5.11 (2) ist der Koeffizient von X*+¢ in P - Q
gerade pg - q¢, und hohere Potenzen von X kommen nicht vor.
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(4) Der Fall
deg(P - Q) < deg P + deg @
kann nur eintreten, wenn das Produkt der Leitkoeffizienten py, - g, ver-
schwindet. Nach Voraussetzung ist pp # 0 # gk, also sind p; und gy
Nullteiler, siehe Bemerkung 2.13 (2).
(5) Wenn R nullteilerfrei ist, also nach Bemerkung 2.13 insbesondere,
wenn R = k ein Korper ist, ist R[X] wieder nullteilerfrei.

5.25. SATZ (Polynomdivision mit Rest). Es sei R ein kommutativer Ring
mit Eins, es seien P, Q € R[X]| Polynome iiber R, und Q sei normiert. Dann
existieren eindeutige Polynome S, T € R[X], so dass
(1) P=S-Q+T
(2) und degT < deg@ .

Dieser Satz ist vollig analog zur Division mit Rest in N oder Z, sieche Ab-
schnitt 2.1 vor Satz 2.18. Division mit Rest hat nur fiir wenige Ringe gute
Eigenschaften. Diese Ringe heiflen ,, Euklidisch®, da in ihnen der Euklidische
Algorithmus funktioniert — siehe kommender Abschnitt.

BEWEIS. Die Existenz von S und T' beweisen wir durch Induktion iiber k =
deg P. Im Falle deg P < deg ) setzen wir T'= P und S = 0 und sind fertig.

Wir nehmen jetzt an, dass k = deg P > deg @), und dass wir alle Polynome
vom Grad < k mit Rest durch @ dividieren kénnen. Es sei { = deg Q). Da @Q
normiert ist, schreiben wir @ als

/-1

QX)=X"+> ¢ X7,

§=0
Es sei p # 0 der Leitkoeffizient von P, dann betrachten wir das Polynom
P/(X) = P(X) - pp X Q(X) € R[X].
Dann gilt

L k—1

X QX)) =D pr e X = pe X+ Y pegien X7
i=0 j=h—t

also verschwindet der Koeffizient vom Grad k in P’, so dass deg P’ < k. Nach
Induktionsvoraussetzung existieren S’, T' € R[X]| mit degT < ¢ = deg(@, so
dass

P =S.-Q+T.
Wir setzen S(X) = S'(X) + prp X% und erhalten
P(X) = P'(X) +pe X" - Q(X)
= (8'(X) + 9 XM71) - QX) + T(X) = 5(X) - Q(X) + T(X) ,

womit die Existenz von S und T gezeigt ist.
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Um die Eindeutigkeit zu beweisen, nehmen wir an, dass
P=S-Q+T=5-Q+T e R[X] mit degT , degT’ <degQ .
Dann gilt
(*) deg((S —5")- Q) = deg(T" = T) < deg @,

denn aus Bemerkung 5.24 (1) folgt deg(T' — T") < max(degT,degT") < deg Q.
Wir nehmen an, dass S — S’ # 0, dann sei n = deg(S — 9’), und s, sei der
Leitkoeffizient. Aus Bemerkung 5.24 (3) folgt

deg((S—5")- Q) < deg(S—5")+degQ=n+¢,
und der Koeffizient vor X" wird gegeben durch s, - ¢ = s, # 0, so dass
deg((S—5")- Q) = deg(S — 5') + degQ > deg Q
im Widerspruch zu (*). Also gilt S = 5’, und Eindeutigkeit folgt, da
T"-T=(5S-5)-Q=0¢€ R[X]. O

Wenn wir iiber einem Koérper arbeiten, kénnen wir durch beliebige Polyno-
me ) # 0 dividieren. Dazu dividieren wir erst alle Koeffizienten von @) durch den
Leitkoeffizienten und erhalten ein normiertes Polynom. Durch dieses Polynom
dividieren wir mit Rest wie oben. Am Ende miissen wir dann das Ergebnis S
noch durch den Leitkoeffizienten von @ teilen. Als Beispiel betrachte P = X2 —1
und @ = 2X + 1. Wir dividieren zunéchst durch %Q und erhalten

1 1 3
2_ frd —_— . — [
xoi=(x-g) (x45) -1,

also gilt

Im Folgenden werden wir allerdings meistens durch normierte Polynome divi-
dieren.

5.26. BEISPIEL. Polynomdivision lésst sich schriftlich durchfithren, ganz
analog zur Division im Dezimalsystem. Wir dividieren X°® — X4 +2X2 -2X +1
durch X%+ X3 — X2 4+ 1. Die Rechnung

x> — x4 + 2X2 — 2X + 1

x> + Xt - X3 + X
- 2X* + X? 4+ 2X? - 3X + 1
— 2X%* — 2X3 4+ 2X2 - 2
3X3 - 3X + 3

liefert einen Rest von kleinerem Grad als der Divisor und zeigt, dass
X - X4 42X? 22X +1=(X*+X3-X24+1)- (X -2)+(3X®-3X +3).

Wir schreiben @ | P und sagen ,,@ teilt P“ oder ,, P ist Vielfaches von Q“,
wenn die obige Division ohne Rest moglich ist, das heifit, wenn S € R[X]
existiert, so dass P = S - Q. Andernfalls schreiben wir Q 1 P.
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5.27. SATZ. Es sei F' € Endg(V') Endomorphismus eines k- Vektorraums V.
Dann gibt es eindeutiges Polynom pp € k[X], das entweder normiert oder 0
ist, so dass

{Pek[X]|P(F)=0¢Endg(V)} =k[X] pur CK[X].

BEWEIS. Es sei
M ={Pck[X]|P(F)=0¢cEnd(V)} Ck[X].
Falls M = {0} gilt, setzen wir ur = 0.

Andernfalls gibt es ein Polynom @ € M\ {0} von kleinstem Grad deg @) € N.
Wir diirfen annehmen, dass @ normiert ist. Denn sei r € k* =k \ {0} (siehe
Bemerkung 2.13) der Leitkoeffizient von @, dann gilt

0=r""-Q(F) = (r"'Q)(F) € Endy(V)

da Einsetzen nach Proposition 5.21 eine k-lineare Abbildung ist. Also ist r~1Q
ein normiertes Polynom vom kleinsten Grad in M \ {0}.

Sei also () wie oben und normiert. Fiir ein weiteres Polynom P € M liefert
Division mit Rest
P=S5-Q+7T €k[X]
mit deg T' < deg . Da Einsetzen von F' ein Algebrenhomomorphismus k[X] —
Endg (V) ist, folgt
T(F)=P(F)—S(F)oQ(F)=0—-S(F)-0=0¢€ Endg(V),
also T € M. Ware T # 0, dann hétte @ nicht den kleinstmoglichen Grad

in M \ {0}, im Widerspruch zur Wahl von Q. Es folgt @) | P fiir alle P € M,
also M C k[X]- Q.

Umgekehrt sei P = S - Q, dann folgt P € M, da
P(F)=S(F)oQ(F)=S(F)o0=0¢€ Endg(V),
also gilt auch k[X]-Q C M. O

Wir haben ausgenutzt, dass die Menge M C k[X] ein Untermodul des eindi-
mensionalen k[X]-Moduls k[X] ist. Solche Teilmengen eines Ringes nennt man
Ideale. In einer Vorlesung iiber Algebra lernen Sie, dass Euklidische Ringe (wie Z
oder k[X]) Hauptidealringe sind, das heifit, jedes Ideal wird von einem einzel-
nen Element erzeugt. Das Argument benutzt die Grad-Funktion und Division
mit Rest genau wie im obigen Beweis.

5.28. DEFINITION. Das Polynom pp € k[X] heifit das Minimalpolynom
von F.

5.29. FOLGERUNG (aus dem Satz 5.22 von Cayley-Hamilton). Sei V' ein
endlich-dimensionaler k-Vektorraum und F € Endg(V), dann gilt ur | xr,
insbesondere ist pp # 0 und deg up < dim V.

BEWEIS. Nach dem Satz von Cayley-Hamilton ist xr in der Menge M aus
obigem Beweis enthalten. Also gilt up | xp. Daraus folgt pup # 0 und deg up <
deg xr = dim V. O
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5.5. Der Satz von der eindeutigen Primfaktorzerlegung

Wir wiederholen den Euklidischen Algorithmus 2.18 und benutzen ihn, um
Polynome auf eindeutige Weise in Primfaktoren zu zerlegen. All das werden wir
im folgenden Abschnitt benutzen, um einen Vektorraum V mit Endomorphis-
mus F' in eine direkte Summe invarianter Unterrdume zu zerlegen, auf denen
wir F' besser beschreiben konnen. Wir erinnern uns an die Teilmenge R* C R
der Einheiten, das heifit, der multiplikativ invertierbaren Elemente, siehe Fol-
gerung 4.21. In einem Korper gilt k* =k \ {0}. In Z analog Z* = {£1}.

5.30. SATZ (Erweiterter Euklidischer Algorithmus fiir Polynome). Es sei-
en Py, Py € k[X]| normierte Polynome mit deg Py < deg Py, Dann existieren
eine eindeutige Zahl i9g € N, normierte Polynome P, ..., P;, und Sa, ...,
Sio+1 € k[X] mit deg Py > --- > deg P;, und Zahlen ra, ..., 1, € k*, so dass

(1) Py =8Si1P+rigiPy1 firl<i<ip und Py_1=Si1F .

Dann ist P;, = ggT(Py, P1) das eindeutige normierte Polynom vom hdchsten
Grad, das sowohl Py als auch Py teilt.

Setze Qi =0, Qip—1 = 1";01 undr; = 1, und bestimme der Reihe nach Q;,—2,
.., Qo € k[X] so, dass
1 . .
(2) Qi1 = - (Qi+1 — QiSit1) fiirig >i>1.
K2

Dann gilt eine Bézout-Identitat P;, = Q1P + QoP:.

BEWEIS. Wir passen den Beweis von Satz 2.18 an (Ubung). Die induktive
Behauptung zu Teil (2) lautet P, = Q;Pi—1 + rQi—1 P; fur ig > i > 1. O

Dass die Grad-Funktion Werte in N hat, ist im Beweis wichtig, denn je-
de strikt fallende Folge natiirlicher Zahlen muss nach endlich vielen Schritten
aufhoren. Fir Z haben wir in Satz 2.18 als Grad-Funktion den Absolutbe-
trag |- |: Z — N verwendet.

5.31. BEISPIEL. Wir fithren Beispiel 5.26 weiter. Dabei sehen wir auch,
dass wir die Zahlen r; benttigen, wenn wir mit normierten Polynomen arbeiten
wollen. Es seien

Pp=X°—X*+2X?2-2X+1 und P =X*4+X3>-X24+1.
Dann rechnen wir
XX 42X?2 22X +1=(X*"+ X3 - X’ 4+ 1)(X - 2)+3(X - X +1),
X4+ X3 - X2 +1=(X3-X4+1D)(X+1)+0,
also erhalten wir 7o = 2, 79 = 3 und

Po=X—X+1, P3=0, So=X—2, Sy =X+1.
Mit Q2 = 0, leizéund r1 = 1 berechnen wir

0 1

1 1 2
0:E(Q2—Q152)=—§(X—2)=—§X+§.
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In der Tat gilt

1
Q1P0+Q0P1:g(X5—X4+2X2—2X+1)

1 2
+ <—3X+3>(X4+X3—X2+1)

=X} - X+1="P,.

Wir hatten im Zusammenhang mit Proposition 2.16 eine etwas andere De-
finition einer Primzahl kennengelernt als in der Schule. Wir wollen diese zwei
Begriffe einander gegeniiberstellen.

5.32. DEFINITION. Es sei R ein nullteilerfreier Ring. Ein Element 0 # r €
R\ R* heifit

(1) prim oder Primelement, wenn fiir alle s, t € R aus r | st folgt, dass r | s
oder r | ¢, und

(2) irreduzibel, wenn fiir alle s, t € R aus r = st folgt, dass s € R*
oder t € R*.

In Koérpern gilt k* = k \ {0}, also gibt es weder prime noch irreduzible
Elemente. Es gilt Z* = {£1}. Sei n € Z irreduzibel, dann gilt zunéchst n ¢
{0,£1}. Falls n = st und s € Z*, folgt t = £n. Das ist genau der Begriff einer
Primzahl, wie wir ihn aus der Schule kennen. Euklids Lemma zeigt, dass die
obigen Begriffe in Euklidischen Ringen wie Z und k[X] dquivalent sind.

5.33. LEMMA (Euklid). Es sei R = Z oder R = k[X], dann ist r € R genau
dann prim, wenn es irreduzibel ist.

BEWEIS. Zu ,=—“ gelte r = st. Da r | st und r prim ist, teilt r einen
der Faktoren, ohne Einschrénkung r | s. Also existiert v € R mit s = ru,
somit r = st = rut. Da R nullteilerfrei ist, gilt nach Bemerkung 2.13 die
Kiirzungsregel. Es folgt 1 = ut, das heifit, u, t € R*, was zu zeigen war.

Zu ,,<=" nehmen wir an, dass r irreduzibel ist und st teilt, aber nicht s.
Es sei ¢ der grofite gemeinsame Teiler von r und s. Schreibe r» = pg mit p € R.
Da r irreduzibel ist, gibt es zwei Moglichkeiten.

Entweder gilt p € RX. Dann folgt r | ¢ = p~!r.

Oder es gilt ¢ € R*. Falls ¢ = 1, sei 1 = ar + bs eine Bézout-Identitit nach
dem erweiterten Euklidischen Algorithmus 2.18 beziehungsweise 5.30. Falls q #
1, multiplizieren wir die entsprechende Darstellung von ¢ mit ¢! und erhalten
ebenfalls 1 = ar + bs. Aus r | st folgt offensichtlich

r|art+bst=t. O

Im Folgenden definieren wir das leere Produkt als 1.
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5.34. SATz (Eindeutige Primfaktorzerlegung). Jede ganze Zahl n # 0 ldsst
sich schreiben als

(1) n=pptpyt

dabei sind py, ..., pe € N Primzahlen und ki, ..., ky € N\ {0}.
Jedes Polynom @ € k[ X]\ {0} ldsst sich schreiben als

@) Q=r PP..Pk,

dabei ist r € kK*, Py, ..., Py sind irreduzible normierte Polynome und k1, ...,
ky € N\ {0}

In beiden Fdllen ist die Darstellung bis auf die Reihenfolge der Faktoren
eindeutig. Wir schreiben ord,,(n) = k; (ordp,(Q) = ki), und ordy(n) = 0
(ordp(Q) = 0), falls der Primfaktor p (P) in der Zerlegung nicht vorkommdt.

Der folgende Beweis ist nicht konstruktiv. Tatséchlich gibt es kein Verfah-
ren, dass die Zerlegung (2) immer findet, das lernen Sie spéter in der Vorlesung
Algebra und Zahlentheorie. Die Zerlegung (1) findet man durch systematisches
Probieren. Auch hier ist kein effizienter Algorithmus bekannt — darauf beruht
das RSA-Verfahren in der Kryptographie.

BEWEIS. Beide Beweise sind formal identisch, wir fithren den Beweis daher
nur fiir Polynome iiber k vor. In (2) ist r offensichtlich der Leitkoeffizient von Q.
Wir nehmen ab jetzt an, dass () normiert ist, so dass wir r = 1 weglassen diirfen.

Zur Existenz der Zerlegung schreiben wir ) als Produkt von Polynomen
vom Grad > 1, falls moglich. Wir diirfen annehmen, dass die Faktoren wieder
normiert sind. Wegen Bemerkung 5.24 (3), (4) haben beide Faktoren kleineren
Grad als (). Wir kénnen also jeden Faktor weiter zerlegen, falls moglich. Da wir
insgesamt hochstens deg @ viele Faktoren bekommen kénnen, erhalten wir nach
endlich vielen Schritten eine Zerlegung (2) in irreduzible normierte Polynome.

Zur Eindeutigkeit sei etwa
Q=S ... 8

eine weitere Zerlegung in irreduzible normierte Polynome. Nach Euklids Lemma
sind die S; auch prim. Schreibe Q = Plk1 - R, dann folgt S; | Plk1 oder S; | R
aus S; | Q Aus S; | Plk1 folgt S; | P1, da S; prim ist. Da P; auch irreduzibel ist,
unterscheiden sich die beiden Polynome hochstens um eine Einheit s € k*. Da
beide normiert sind, folgt s = 1, also S; = P;. Wenn S; | R gilt, machen wir
mit R = PQkQ e Pekf an Stelle von @ weiter. Aus S; | @ folgt also S; = P; fur
ein j.

Nun ist der Polynomring nullteilerfrei, das heifit, nach Bemerkung 2.13 gilt
die Kiirzungsregel. Wir erhalten also zwei Zerlegungen des normierten Poly-
noms Q" mit Q@ = Q'S; = Q'P;. Es hat kleineren Grad als . Wir fahren
solange fort, bis nur noch ein normiertes Polynom vom Grad 0 {ibrig ist, al-
so 1. Das zeigt, dass beide Zerlegungen die gleichen Faktoren mit den gleichen
Exponenten enthalten, also bis auf die Reihenfolge der Faktoren gleich sind.
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BEMERKUNG. Normierte Polynome vom Grad 1 nennt man Linear-

faktoren. Sie haben die Gestalt X — x fiir ein = € k[X| und verschwinden genau
an der Stelle z. Fiir ordx_»(Q) schreiben wir auch kurz ordy(Q).

(1)

(2)

5.36.

Linearfaktoren sind irreduzibel. Denn sei X —x = RS fiir R, S € k[X],
dann hat wegen Bemerkung 5.24 (3), (4) einer der Faktoren Grad 0,
liegt also in k* und ist somit auch in k[ X] invertierbar. Also ist X —z
irreduzibel und nach Euklids Lemma 5.33 auch prim.

Es sei P ein beliebiges Polynom. Wir dividieren mit Rest durch X —«
und erhalten

P=S-(X—-z)+T mit degT <0,
insbesondere gilt T' = ¢ € k. Einsetzen von x liefert
P(z)=S(z)-0+T =c,

somit gilt X —x | P genau dann, wenn P(z) = 0. Tatséchlich gibt uns
Polynomdivision ein effizientes Verfahren, um P(z) auszurechnen —
die Berechnung geht schneller als bei naivem Einsetzen, siche Ubungen.
Wegen des Satzes 5.41 von der eindeutigen Primfaktorzerlegung kann
ein Polynom P vom Grad n > 0 durch hichstens n Linearfaktoren teil-
bar sein. Also kann P hochstens n paarweise verschiedene Nullstellen
haben. Auch das haben wir in den Ubungen schon auf anderem Wege
bewiesen.

BEISPIEL. Wir betrachten speziell k[ X] fir k = R und C.

Nach dem Fundamentalsatz 1.62 der Algebra hat jedes Polynom P €
C[X] vom Grad deg P > 1 mindestens eine Nullstelle zy. Nach obiger
Bemerkung 5.35 (2) gilt P = (X — 20)S fiir ein S € C[X]. Induktiv
folgt, dass sich P als Produkt von Linearfaktoren (und gegebenenfalls
einem Leitkoeffizienten aus C*) schreiben lésst. Insbesondere sind die
normierten irreduziblen Polynome iiber C genau die Linearfaktoren.
Wenn ein reelles Polynom P Nullstellen in R hat, konnen wir wie oben
Linearfaktoren abspalten. Es sei also P € R[X] vom Grad deg P > 1
ein Polynom ohne reelle Nullstellen.

Wir fassen P als komplexes Polynom mit reellen Koeffizienten auf,
dann hat P mindestens eine Nullstelle zg € C\ R. Da P reelle Koeffi-
zienten hat, folgt aber auch

P(z0) = P(20) =0,
also existiert @ € C[X], so dass P = (X —20)(X —Z2)Q. Sei zp = x+1y,
dann existieren a, b € R, so dass
(X — 20)(X — 20) = (X — w0 — iyo)(X — 0 + iyo) = (X — 20) + v
= X2 — 220X + (22 +y0)? = X% +aX + b,
wobei b > a?/4. Division mit Rest durch obiges Polynom zeigt,

dass @ € R[X].
Somit gibt es iiber R zwei Sorten irreduzibler Polynome:
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(a) Linearfaktoren, und

(b) Quadratische Polynome X? + aX + b mit b > a?/4.

Letzteres sind genau die quadratischen Polynome, die nach der ,,Mit-
ternachtsformel“ keine reelle Nullstellen haben.

5.37. BEMERKUNG. Wir haben in Beispiel 2.17 endliche Korper Z/pZ kon-
struiert, indem wir Z durch die Aquivalenzrelation

m~n = n—m € pZ

geteilt haben, wobei wir p € Z prim gewihlt haben. Vollig analog sei P € k[X]
prim, dann ist k[X]/P - k[X] ebenfalls ein Kérper (Ubung). In einer Algebra-
Vorlesung lernen Sie mehr iiber solche Koérper.

(1) Wenn P = X — z ein Linearfaktor ist, ist k[X]/P - k[X] = k . Ins-
besondere kénnen wir aus C auf diese Weise keine neuen Korper kon-
struieren.

(2) Sei k = R und P irreduzibel und quadratisch wie in Beispiel 5.36 (2b).
Dann gilt R[X]/P - R[X] = C.

(3) Man erhilt alle endlichen Korper der Charakteristik p auf diese Weise
aus F), = Z/pZ, siehe Algebra-Vorlesung.

5.6. Die Hauptraumzerlegung

Wir betrachten wieder einen Endomorphismus F' eines endlich-dimensio-
nalen Vektorraums V. Ausgehend von der Primfaktorzerlegung des Minimal-
polynoms pp zerlegen wir V in eine direkte Summe invarianter Unterrdume, der
sogenannten Hauptraume. Im néchsten Abschnitt stellen wir den Endomorphis-
mus dann auf jedem Hauptraum durch eine standardisierte Matrix dar.

5.38. BEMERKUNG. In Beispiel 2.21 (3) haben wir gesehen, dass ein Z-Modul
genau das gleiche ist wie eine abelsche Gruppe. Analog dazu ist ein k[X]-Modul
genau das gleiche wie ein k-Vektorraum V mit einem Endomorphismus F' €
Endg (V).

Zum einen ist V ein Links-Endy (V')-Modul, und die Abbildung evp: k[X] —
Endg (V') aus Proposition 5.21 macht aus V einen k[X]-Modul via

P-v=evp(P)(v) = P(F)(v) fiir alle P € k[ X]| und allev e V.

Zum anderen sei M ein k[X]-Modul. Indem wir die Multiplikation mit Skalaren
auf k C k[X] einschridnken, wird daraus ein k-Modul, also ein k-Vektorraum.
Und wir definieren F'(v) = X - v fiir alle v € V. Aus der Eindeutigkeitsaussage
in Proposition 5.21 folgt, dass diese beiden Konstruktionen zueinander invers
sind, und wir schreiben fortan M = (V, F).

Seien M = (V, F) und N = (W, G) zwei k[X]-Moduln. Dann ist eine k[X]-
lineare Abbildung von M nach N gerade eine k-lineare Abbildung L: M — N,
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so dass zusiitzlich Lo F = L(X -) = X - L(-) = G o L gilt, mit anderen Worten
kommutiert das Diagramm

v—Ltow

P e
V—Lt-w.
Ein Untervektorraum U C V ist genau dann ein k[ X]-Untermodul von M =
(V, F), wenn U auflerdem abgeschlossen ist unter Multiplikation mit Elementen
aus k[X]. Das gilt bereits, wenn Xu € U, das heiit F'(u) € U, fiir alle u € U.
Solche Unterrdume nennt man F'-invariant.

Die Multiplikation mp = P(F): M — M mit P € k[X] ist eine k[X]-
lineare Abbildung, da k[ X] kommutativ ist. Insbesondere ist mp homogen (L2),
denn mp(Quv) = PQ-v=QP-v=Q -mp(v). Also sind ker(mp) = ker(P(F))
und im(mp) = im(P(F)) Untermoduln von M, siehe Proposition 2.37, das
heifit, F-invariante Untervektorriume von V.

Zu guter Letzt sei U C V ein invarianter Untervektorraum, also ein k[X]-
Untermodul. Wir betrachten den Quotienten V/U, dazu brauchen wir nur die
zugrundeliegenden abelsche Gruppe (V,+). Insbesondere héngt der Quotient
als abelsche Gruppe nicht davon ab, ob wir mit k-Vektorrdumen oder mit
k[X]-Moduln arbeiten, siche Definition 2.38. Nach Proposition 2.39 trigt der
Quotient V/U ebenfalls eine k[X]-Modulstruktur. Mit anderen Worten indu-
ziert F' € Endg (V) einen Endomorphismus F € Endy (V/U).

5.39. PROPOSITION. Es sei M = (V, F) ein k[ X]|-Modul und P = QR ein
Produkt teilerfremder Polynome @ und R, so dass Pv =0 fiir allev € V. Dann
gilt
(1) ker(mg) = im(mg) , im(mg) = ker(mpg) ,

(2) und U = ker(mq) ® ker(mpg) .

BEWEIS. Sei Rw € im(mp) fir ein w € V. Dann gilt Q(Rw) = Pw =
0, somit im(mpg) C ker(mg). Mit dem erweiterten Euklidischen Algorithmus
finden wir eine Bézout-Identitdt 1 = SQ + TR € k[X] mit S, T € k[X].
Fiir v € ker(mg) folgt
v=(SQ+ RT)v=5(Quv)+ R(Tv) = R(Tv) € im(mpg) .
Somit gilt auch ker(mg) C im(mp). Die zweite Aussage in (1) folgt analog.

Sei jetzt v € V beliebig. Mit der obigen Bézout-Identitdt erhalten wir eine
Zerlegung

v=(QS+ RT)v = Q(Sv) + R(Tv) € im(mg) + im(mg) ,

somit ist V' die Summe der genannten Unterrdume. Fiir v € im(mg)Nim(mpg) =
ker(mpg) N ker(mg) folgt hingegen

v=(SQ+TR)v=S(Qu)+T(Rv)=0,

also ist die Summe in (2) auch direkt. O
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Wir iibertragen dieses Resultat auf Z-Moduln, also abelsche Gruppen. Es
sei also A eine abelsche Gruppe und n = gr € N ein Produkt teilerfremder
natiirlicher Zahlen, so dass die Multiplikation m,, mit n auf A als Nullabbildung
wirkt. Dann liefert das obige Argument eine vollig analoge Zerlegung

(*) A = ker(my) & ker(m,) .

Wir betrachten jetzt den Spezialfall A = Z/nZ, siehe Beispiel 2.40, und lei-
ten aus (*) den chinesischen Restsatz her. Er geht zuriick auf ein chinesisches
Manuscript, vermutlich aus dem dritten Jahrhundert.

5.40. SATZ (Chinesischer Restsatz). Es seien ni, ..., ng paarweise teiler-
fremde natiirliche Zahlen, dann existiert fiir jedes Tupel ganzer Zahlen aq, ...,
ay eine ganze Zahl a, die die folgende simultane Kongruenz erfillt:

a=a; mod n; firi=1,...,¢0.

Alle Losungen dieser Kongruenz sind kongruent modulo ny - - - ny.

BEWEIS. Es sei n = nq---ny. Wir erinnern uns an die direkte Summe meh-
rerer Untermoduln aus Definition 5.7 und zeigen induktiv, dass

(1) Z/nZ = ker(mp,) @ - - - @ ker(my,) .
Falls ¢ = 0 gilt n = 1 und somit Z/nZ = {0}. Also ist nichts zu zeigen.

Fiir £ > 1 nehmen wir an, dass die Aussage fiir £ — 1 bereits gezeigt ist.
Dann schreiben wir n = n; - r € k[X] mit = na---ny. Nach Voraussetzung
sind n; und r teilerfremd, und (*) liefert eine Zerlegung Z/nZ = A; @& B.
mit A; = ker(my, ). Nach Induktionsvoraussetzung erhalten wir eine analoge
Zerlegung B = Ay @ --- & Ay.

Dann ist auch die Summe Z/nZ = A; & --- & Ay direkt. Denn sei 0 =
[b1] + -+ + [be] € Z/nZ mit [b;] € A; fur alle 4, dann folgt [b1] = 0 € Z/miZ
und [be] + -+ + [b] € Z/rZ aus (*) und [b;] = 0 € Z/n;Z fiir i > 2 nach
Induktionsvoraussetzung.

Sei jetzt [b] € Ay = ker(my,), das heifit bn;y = en fiir ein ¢ € Z. Mit
der Kiirzungsregel folgt b = cng---ny, somit Ay = (ng---ny)Z/nZ. Da ny
zu ng - - - ny teilerfremd ist, erhalten wir eine Verkettung von Isomorphismen

Z/mZ "2 Ay 2™ 7007

Somit existiert zu jedem [a1] € Z/n1Z genau ein Element [b;] € A1 C Z/nZ, so
dass by = a1 mod ny. Aulerdem gilt by = 0 mod n; for ¢ # 1.

Entsprechend bestimmen wir [ba] € Ag, ..., [b] € Ay. Da (1) eine direkte
Summe ist, folgen Existenz und Eindeutigkeit modulo n des gesuchten a € Z
mit [a] = [bl] + -+ [bg] S Z/TLZ. ]

Im néchsten Satz konnen wir P = pp wéhlen.
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5.41. SATZ (verallgemeinerte Hauptraumzerlegung). Es sei M = (V, F') ein
k[X]-Modul, es sei P € k[X] ein normiertes Polynom, so dass Pv = 0 fir
alle v € V, und es sei

p=Ph...pH
seine PrimfaktorzerlegungDann existiert eine Zerlequng

V = ker(m];_-,"i) ®---D ker(m%) .

Der Unterraum ker (mlﬁq_) heifit der verallgemeinerte Hauptraum von F' zum
irreduziblen Polynom F;. Wenn P; = X — x; ein Linearfaktor ist, sprechen wir
auch vom Hauptraum zum Eigenwert x;.

BEWEIS. Dieser Satz folgt durch Induktion iiber ¢. Falls £ = 0 gilt P =1
und somit V' = ker(P) = {0}. Also ist nichts zu zeigen.

Fiir £ > 1 nehmen wir an, dass die Aussage fiir £ — 1 bereits gezeigt ist.
Dann schreiben wir P = PF' R € k[X] mit R = P2 - .. Pfé. Nach Voraussetzung
sind Pl'Cl und R teilerfremd, und Proposition 5.39 liefert eine Zerlegung V =
Uiy @ W mit U; = ker (mlf_—}l ) Nach Induktionsvoraussetzung erhalten wir eine
analoge Zerlegung W = Uy & - - - @ Uy. Wie oben ist dann auch die Summe V =
Uy & --- & U direkt. d

In den Ubungen geben wir noch zwei Anwendungen des chinesichen Restsat-
zes. Zum einen zerlegen wir die abelsche Gruppe Q/Z in eine direkte Summe.
Zum anderen betrachten wir die sogenannte Partialbruchzerlegung rationaler
Funktionen.

5.7. Eine allgemeine Normalform fiir Endomorphismen

In diesem Abschnitt stellen wir einen Endomorphismus auf jedem
Hauptraum einzeln durch eine spezielle, angepasste Matrix dar. Damit l6sen
wir das Problem aus Bemerkung 5.10: zwei Endomorphismen F' € Endg(V)
und G € Endg(W) endlich-dimensionaler Vektorrdume sind genau dann iso-
morph, wenn sie durch die gleiche Matrix in Normalform dargestellt werden.
Wir werden sehen, dass die Matrix in Normalform durch deutlich weniger Pa-
rameter beschrieben werden kann als die darstellenden Matrizen von F' und G
beziiglich beliebiger Basen.

Die Konstruktion einer darstellenden Matrix hingt vor allem an der Wahl
einer passenden Basis. In diesem Kontext ist das in erster Linie eine Aufgabe in
Buchfithrung. Um spéter nicht vollig die Ubersicht zu verlieren, beginnen wir
einigen Voriiberlegungen.

5.42. BEMERKUNG. Wir hatten in Bemerkung 5.38 gesehen, dass ein k[X]-
Modul M das gleiche ist wie ein k-Vektorraum V mit einem Endomorphis-
mus F' € Endg(V), und M = (V, F) geschrieben. Wenn es ein Polynom P €
k[X] gibt, so dass Pv = P(F)(v) = 0 fir alle v € V, dann wirkt offensichtlich
auch der Ring k[X]/P - k[X] auf V.
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In Bemerkung 5.37 haben wir den Fall betrachtet, dass P irreduzibel ist,
und festgestellt, dass K = k[X]/P - k[X] dann ein Koérper ist. Insbesondere
ist M = (V,F) mit V = ker(mp) dann ein K-Vektorraum, und wir haben die
Werkzeuge aus Kapitel 3 zur Verfiigung.

Sei umgekert M = (V, F) ein K-Vektorraum, dann erhalten wir einen k-
Vektorraum V', indem wir die Multiplikation auf k C K einschréinken.

5.43. PROPOSITION. Es sei P € Kk[X] ein irreduzibles Polynom wvom
Grad n = deg P und V' ein Vektorraum tber dem Korper K = k[ X]/P - k[X].
Es sei B = (v1,...,vn) eine K-Basis von V', dann ist C' = (vai)
eine k-Basis von V. Insbesondere folgt dimy V = n dimg V.

1<i<m,0<j<n

BEWEIS. Reprisentiere ein beliebiges Element von K durch @ € k[X] und
schreibe Q = S - P + T mit degT < n. Da [P] = 0 € K, gilt [Q] = [T] € K.
Also kénnen wir jedes Element von K durch ein eindeutiges Polynom ) vom
Grad deg @ < n darstellen.

Wir stellen einen beliebigen Vektor v € V' in der gegebenen K-Basis dar
als K-Linearkombination mit Koeffizienten [Q;], wobei deg Q; < n, etwa @Q; =
qu'7QX0 +-- 1+ qm_lX"_l und erhalten

m m n—1 ‘
(*) v= ZQ:’%’ = Z Z Gi,j X7 v; -
i=1 i=1 j=0

Insbesondere erhalten wir eine k-Linearkombination der Elemente X7v; von C.
Somit bildet C' ein k-Erzeugendensystem.

Sei jetzt v =0in (*) fir Koeffizienten ¢; ; € k. Dann bilden wir Polyno-
me Q; = >~ = 0 Qi JX und erhalten eine K-Darstellung der 0 beziiglich B. Da B
linear unabhéngig iiber K ist, folgt [@;] = 0 € K fiir alle i. Da @; der eindeutige
Représentant von [@Q;] vom Grad deg@Q; < n ist, gilt ¢; ; = 0 fiir alle ¢, j. Aber
dann ist C' auch linear unabhéngig tiber k, also eine k-Basis von V. U

Wir betrachten jetzt einen einzelnen Hauptraum ker(ME) C V fiir ein irre-
duzibles Polynom P € k[X]. Dann gibt es eine Kette von Inklusionen

{0} = ker(m}) C ker(mp) C--- C ker( 1) ker(mlf;) V.
5.44. PROPOSITION. Fs set V = ker(m’fg) fiir ein irreduzibles Polynom P €
k[X], und es sei K =Kk[X]/P -k[X]. Fir alle 1 <j <k ist
(1) W; = ker(mgj)/ker(mgfl)
ein K-Vektorraum, und mp € Endg (V') induziert eine K-lineare, injektive Ab-
bildung
(2) mp: Wj+1 — Wj .

Beweis. Nach Bemerkung 5.38 sind ker (m P) und ker (m P ) F-invariante
Unterrdume, also k[X]-Untermoduln von M = (V,F). Somit ist der Quoti-

ent W; = ker (ng) / ker (mgg_l) nach Proposition 2.39 ebenfalls ein k[X]-Modul.
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Essei j > 1 beheblg und v € ker(mp) dann gilt m SH(Po) = mgg(v) =0,
also folgt Pv € ker(m?; ), das heifit, wir erhalten eine ]k[X J-lineare Abbildung

*) mp: ker(mgg) — ker(mgfl) .

Insbesondere wirkt P wie 0 auf ker(mgg)/ ker(mg;l), somit ist W; in (1) ein
K-Vektorraum nach Bemerkung 5.42.

Mit (*) fiir j + 1 konstruieren wir mp: ker( JH) — ker(mp) — W;. Wir
betrachten das Diagramm
ker(mgj)(—> ker(mgjl) —> Wj41 = ker( jH)/ker( )

e
7

mp -
0 _ < mp

W; Z ker (me) / ker (mg[,_ 1)

von k[X]-Moduln. Wegen (*) gilt 0 = mp: ker(m}) — W;. Nach der universel-
len Eigenschaft 2.42 des Quotienten induziert mp eine eindeutige k[X]-lineare
Abbildung mp: W;y1 — Wj. Da beides K-Vektorrdume sind, ist mp sogar
K-linear.

Sei jetzt v € ker( §:+ ) ein Element, so dass w = [v] € ker(mp) C Wii1.

Dann folgt Pv = mp(v) € ker(mgg_l), somit mP( v) =0und v € ker(mp) Es
folgt w = 0 € Wj41, das heifit, die Abbildung mp in (2) ist injektiv.

5.45. PROPOSITION. Fs gelte dimyg V < oco. Unter den Annahmen von Pro-
position 5.44 existieren Vektoren egj) € ker(mgp) \ ker(mg;l) firl < j <k
und djy1 < i < dj, wobei dj = dimg Wj, so dass V' eine Basis besitzt der Form

_ ()
B= <(Fp o P(E)) (e; )>1§j§k,dj+1<i§dj,0§p<n,0§q<j '

BEWEIS. Aus dimy V' < oo folgt dimy W; < oo fiir alle j, und wegen Pro-
position 5.43 gilt das auch iiber K. Wir bestimmen als erstes K-Basen von Wy,
Wi_1, ..., Wi wie folgt. Wir beginnen mit einer K-Basis (wgk), . wgz))
von Wy. In jedem weiteren Schritt betrachten wir das Bild der bereits konstru—
ierten dj41-elementigen K-Basis von W41 unter der injektiven Abbildung mp.
Nach dem Basisergénzungssatz 3.3 kénnen wir Elemente (wg )+1 IRTRR ,wg ))

ergidnzen und erhalten eine K-Basis von W:

—j ¢
M) () ~) (w”
Mit Hilfe von Proposition 5.43 gehen wir {iber zu einer k-Basis von W; der Form

2) ((F7 o P(FY) (w”

))jszsk,de+1<igde '

)>j§£§k,dg+1<i§d¢,0§p<n '

Anschlieend wihlen wir fiir 1 < j < k und d;j11 < @ < d; Représentan-

ten egj ) ¢ ker( %D) von w(] ) € W;. Wir behaupten, dass dann das Tupel B aus
der Proposition eine lk—Ba81s von V ist.
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Um einen Vektor v € V als Linearkombination darzustellen, stellen wir
zunéichst seine Aquivalenzklasse in Wy, = V/ ker (m’f;l) dar als

dr n—1
=Y ) e w
i=1 p=0
Dann ersetzen wir die wgk) durch egk) und betrachten jetzt
dr n—1
Vg—1 = U—ZZCL k)Fp (k 6 ker(m?fl) € ker( ]f; 1) )

i=1 p=0
Wir stellen [vg—1] € Wy_1 beziiglich der Basis (2) fiir j = k — 1 dar, ersetzen

wieder wgk_l) durch vz(k_l), und ziehen die entsprechende Linearkombination
von vg—1 ab. Auf diese Weise arbeiten wir uns bis ker(mp) vor und haben
schliefflich eine Linearkombination fiir ganz v gefunden.

Um lineare Unabhéngigkeit zu beweisen, stellen wir 0 dar und betrachten
der Reihe nach das Bild der jeweiligen Linearkombination in Wy, Wi_q, ...,
um zu zeigen, dass die entsprechenden Koeffizienten alle verschwinden. ]

Zum Polynom P = X" + Z -0 L ¢X?%. betrachten wir die sogenannte
Begleitmatriz Mp zum Polynom P und die Matrix N,, gegeben durch

0 ~pn 0 --- 0 (1)

Mp= |t : und  Np = e M.
0 —po :
I —p 0

5.46. PROPOSITION. Unter den Annahmen von Proposition 5.45 spannt das
Tupel

BY = (), P (), P(F) (), (PP~ P(RY ) (1))

aus Elementen von B fir alle 1 < 7 < k und alle dj_%' < 1 < dj einen F-
invarianten Unterraum Vi(J) C V auf, und beziiglich BZ-]) wird F dargestellt
durch die Blockmatrix

Mp

Nn MP
() BY) (F|Vi(j))B§j) = L €  Mjn(k),

N, Mp

Alle nicht bezeichneten Blocke sind 0. Beachte, dass die untere Nebendia-
gonale durchgehend aus 1 besteht. Die Matrix pFp ist dann eine Blockdiago-
nalmatrix aus Blocken der Form (*).

Beweis. Falls ¢ <n — 1, gilt
F((F1P(F)")(e?)) = (FIt P(F)")(el) .
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Falls g=n—1und r < j — 1, erhalten wir

F((F"'P(F)")()) = P(F) (el anqFP (F)")(e?)) .

Falls g =n — 1 und r = j — 1, verschwindet P(F) (e(.J )) und es bleibt

F((F" P(F)")(eY) an o (FTP(F))(eD) . O

5.47. SATZ (WeierstraB—Normalform fir Endomorphismen). Es sei V' ein
endlich-dimensionaler k-Vektorraum und F € Endg(V'). Dann existieren irre-
duzible Polynome Py, ..., Py und k1, ..., kg € N\ {0}, so dass V als direkte
Summe F-invarianter Unterrdume V; geschrieben werden kann, auf denen F
jeweils durch eine Matriz der Form (*) zu P; und k; dargestellt wird. Die Ma-
trizdarstellung ist bis auf die Reihenfolge der Blocke eindeutig.

Sei W ein weiterer endlich-dimensionaler k- Vektorraum und G € Endg (V).
Dann existiert genau dann Isomorphismus ®:V — W mit o F = G o 9,
wenn F und G durch die gleiche Matrixz in Normalform dargestellt werden.

Die Polynom P, miissen nicht paarweise verschieden sein, und die zugrun-
deliegende Basis B von V ist nicht eindeutig bestimmt.

BEwEis. Wir benutzen zunéchst die verallgemeinerte Hauptraumszerlegung
aus Satz 5.41, um V in eine direkte Summe zu verschiedenen irreduziblen Po-
lynomen P; zu zerlegen. Anschlieend konstruieren wir auf jedem Hauptraum
eine Basis wie in Proposition 5.45. Proposition 5.46 liefert uns die einzelnen
Blocke der Form (*).

Zur Eindeutigkeit iiberlegen wir uns zunichst, dass fiir jedes irreduzible
Polynom F' der Hauptraum ker(m];,) nur von F' und P abhéngt, wenn k hinrei-
chend gro§ gewéhlt wurde. Die Anzahl der Blocke (*) der GroBe jn x jn ergibt

sich als
dj —dj = % (2 dim ker(mgg) — dim ker (mgj_l) — dim ker(mg;l)>

und héngt ebenfalls nur von F und P ab. Umgekehrt kann man die obigen
Zahlen direkt aus der Matrix pFp in Normalform ablesen. Hieraus ergibt sich
die Eindeutigkeit.

Zu guter Letzt folgt aus der Existenz eines Isomorphismus ® mit ® o F' =
G o &, dass die darstellenden Matrizen iibereinstimmen. Wenn andererseits die
darstellenden Matrizen {ibereinstimmen, dann gibt es Basen wie in Propositi-
on 5.45 fiir jeden Hauptraum. Indem man entsprechende Basisvektoren aufein-
ander abbildet, erhélt man den gesuchten Isomorphismus ®. ([l

5.48. FOLGERUNG (vergleiche Satz 5.22 von Cayley-Hamilton). Es sei F'
Endomorphismus eines endlichen k-Vektorraums, und es sei

XF:plml...p;W
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die Zerlegung des charakteristischen Polynom in irreduzible Faktoren. Dann gilt
ﬂF:pfl...pz’fe 7

wobei 1 < k; < my fiir alle 1 < ¢ < L. Insbesondere ist A € k genau dann ein
Eigenwert von F, wenn pup(\) = 0.

BeEwEIs. Nach Konstruktion hat der Block (*) in Proposition 5.46 das Mi-
nimalpolynom P7. In den Ubungen haben wir XMp = P nachgerechnet. Mit
Folgerung 4.18 iiber die Determinante von Block-Dreiecksmatrizen sehen wir
leicht, dass das charakteristische Polynom von (*) ebenfalls P/ ist. Fiir F auf
dem gesamten Hauptraum ker (P(F)*) erhalten wir

k

xrier(pry) = [ H pi= P und () = P
j=1i=m;1+1

Fin irreduzibles Polynom kann in yp nur vorkommen, wenn es auch in up
vorkommt, allerdings hat es in xr moglicherweise einen gréfleren Exponenten.
Der Spezialfall P = X — X liefert die letzte Aussage. O

Tatséchlich kénnen wir den Satz 5.22 von Cayley-Hamilton sogar auf diesem
Wege beweisen. Wir haben ihn bis jetzt nur bei der Definition des Minimal-
polynoms in Satz 5.27 benutzt, um zu zeigen, dass die dortige Menge M nicht
nur 0 enthélt. Aber das konnen wir auch einsehen, indem wir uns iiberlegen,
dass dimy Endy (V) = n?, wenn n = dimy, V. Eine nichttriviale Darstellung der 0
als Linearkombination der (n? + 1) Endomorphismen F, ..., F " Jiefert ein
Element von M \ {0}, und es folgt up # 0.

5.8. Die Jordansche Normalform

Wir betrachten jetzt den Spezialfall, dass das Minimalpolynom in Linear-
faktoren zerfillt. Damit konnen wir endlich die Begriffe ,,diagonalisierbar* und
ytrigonalisierbar® aus Definition 5.4 charakterisieren.

Fiir P = X — X vereinfachen sich die Uberlegungen aus dem letzten Ab-
schnitt. Zum Beispiel gilt K = k nach Bemerkung 5.37 (1). Als Begleitmatrix

erhalten wir Mx_y = (A\) € M;(k). Wenn wir die Basis Bi(j) aus Propositi-
on 5.46 in umgekehrter Reihenfolge aufschreiben, also

(=P~ (P = 2 (7))

dreht sich in der Matrix (*) aus Proposition 5.46 die Reihenfolge der Blocke
gerade um, und wir erhalten einen sogenannten Jordan-Block der Form

Al

= * e MK).
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5.49. DEFINITION. Es sei R ein Ring. Ein Element r € R nilpotent, wenn
es ein k € N gibt, so dass ¥ = 0 € R. Das minimale solche k heifit auch die
(Nilpotenz-) Ordnung von F.

5.50. BEISPIEL. Wir erinnern uns an die Definition 4.17 von Dreiecksma-
trizen. Jede strikte obere Dreiecksmatrix A € M, (k) ist ein nilpotentes Ele-
ment von M, (k) und beschreibt einen nilpotenten Endomorphismus von k.
Zur Begriindung schreibe AF = (ag;c))m. € M, (k), dann hat A* die Eigenschaft,

(k)

dass a;;> =0 fiir alle 4, j mit 7 < ¢+ k. In anderen Worten gilt
0 ... 0 =*= ... x
Ak — *
0
0 . 0

Wenn das stimmt, ist spitestens A™ = 0, also ist A nilpotent.

Da A strikte obere Dreiecksmatrix ist, gilt obige Behauptung fiir £ = 1.
Wenn wir sie fiir k& bereits {iberpriift haben, berechnen wir A**1 = A . A¥ also

n
(k+1) (k)
ay =) aay)
=1

Sei j < i1+ k+ 1. Die Summanden fiir £ < ¢+ 1 verschwinden, da dann a;; = 0.
Die Summanden fiir £ > ¢ + 1 verschwinden nach Induktionsvoraussetzung,
daj<i+k+1</l+k Also gilt ok

ij = 0 wie gefordert. Damit folgt die
Behauptung per Induktion.

5.51. SATZ (Trigonalisierbarkeit, Jordan-Normalform). Es sei V' ein end-
lich-dimensionaler k-Vektorraum und F € Endg V. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent.

(1) Der Endomorphismus F' ist trigonalisierbar.

(2) Das charakteristische Polynom xp zerfillt vollstindig in Linearfakto-
ren.

(3) Das Minimalpolynom pp zerfillt vollstindig in Linearfaktoren.

(4) Der Vektorraum V zerfdllt in eine direkte Summe von Hauptrdumen
zu Figenwerten von F.

(5) Jordan-Normalform. Der Endomorphismus F lisst sich als Jordan-

Matrix schreiben. Das heifit, es existieren A1, ..., My €k und k1, ...,
ke € N\ {0}, so dass F beziiglich einer geeigneten Basis B dargestellt
wird durch
Jkl ()‘1)
BB =

o (Ao
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A1 0
A1

1

0 M

Ao 1 0
e

.1

0 by,

(6) Jordan-Chevalley-Zerlegung. Es ezistiert eine Darstellung F = D+ N,
bei der D diagonalisierbar und N nilpotent ist, mit DN = ND.

Dabei ist die Jordan-Matriz in (5) bis auf die Reihenfolge der einzelnen Jordan-
Blicke eindeutig. In (6) sind die Endomorphismen D und N eindeutig be-
stimmd.

Analoge Aussagen gelten fiir quadratische Matrizen iiber k.

Insbesondere ist jede obere Dreiecksmatrix zu einer Matrix in Jordan-
Normalform konjugiert. Beide Matrizen haben die gleichen Diagonaleintrige.
In den Ubungen sehen wir, dass man mit Jordan-Matrizen leichter rechnen
kann als mit allgemeinen Dreiecksmatrizen.

Die Zahlen Ay, ..., Ay miissen nicht paarweise verschieden sein. Die Basis B
in (5) ist nicht eindeutig. Das ergibt sich aus der Konstruktion in Propositi-
on 5.45, die gewisse Wahlmoglichkeiten zuldsst.

Die Forderung DN = ND in (6) ist wesentlich, anderfalls konnte es andere
Zerlegungen mit anderen Eigenwerten geben. Es gibt fiir alle Endomorphismen
eine Jordan-Chevalley-Zerlegung, wenn man ,diagonalisierbar® durch den all-
gemeineren Begriff  halbeinfach® ersetzt. Das wollen wir hier aber nicht weiter
vertiefen.

BEWEIS. Wir zeigen hier nur die Aussagen iiber Endomorphismen.

Zu (1) = (2)“ sei F dargestellt durch eine Dreiecksmatrix A € M, (k).
Wir wenden Folgerung 4.18 (2) auf die Dreiecksmatrix X - E,, — A an und
erhalten die Zerlegung

n
XF(X) = det(X - B, — A) = [[(X — au) .
i=1

Zu ,(2) = (3)“ benutzen wir Folgerung 5.48 zum Satz von Cayley-
Hamilton, wonach pp | xp, und Satz 5.34 iiber die eindeutige Primfaktor-
zerlegung, woraus folgt, dass mit xyr auch pr in Linearfaktoren zerfillt.

Die Richtung ,,(3) = (4)“ folgt dann unmittelbar aus Satz 5.41.



5.8. DIE JORDANSCHE NORMALFORM 155

Der Schritt ,,(4) = (5)* folgt — wie oben geschildert — aus Satz 5.47
zur Weierstra3-Normalform. Fiir jeden Hauptraum wihlen wir eine Basis wie
in Proposition 5.45 (da n = deg(X — \;) = 1, miissen wir auf die Vektoren (' —

A)? (el(j )) nicht noch zusétzlich F anwenden). Wie oben angemerkt schreiben wir

diese Basen in umgekehrter Reihenfolge, um Jordanblocke J;(A;) zu erhalten.

Klar ist aulerdem ,,(5) = (1)“, da die Jordan-Matrix eine obere Dreiecks-
matrix ist.

Zu ,,(5) = (6)“ sei D der Endomorphismus, der durch den Diagonalanteil
der Jordan-Matrix pFp in (5) beziiglich B dargestellt wird, und N = F — D.
Als strikte obere Dreiecksmatrix ist /N nilpotent, und man sieht leicht, dass IV
mit D vertauscht.

Zu ,(6) = (4)“ bemerken wir zunéchst, dass V nach Folgerung 5.8 (3)
in die Eigenrdume V) von D zerfillt. Da D mit N kommutiert, sind diese
Eigenrdume N-invariant (Ubung). Es folgt, dass V) auch F-invariant ist, und
dass Fly, — Aidy, = Nly, nilpotent ist. Mithin ist A ein Eigenwert von F,
und V), ist ein Unterraum des A-Hauptraumes von F. Aber da die Summe aller
Hauptraume von F' direkt ist, gilt sogar Gleichheit.

Die Eindeutigkeit der Jordan-Chevalley-Zerlegung folgt jetzt aus der Ein-
deutigkeit der Hauptraumzerlegung von F' in Satz 5.41. Die Eindeutigkeit der
Jordan-Normalform folgt aus der entsprechenden Aussage in Satz 5.47. 0

5.52. FOLGERUNG. FEs sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper, V ein
endlich-dimensionaler k- Vektorraum und F' € Endy V. Dann ldsst sich F' durch
eine Matriz in Jordan-Normalform darstellen, und F besitzt auch eine Jordan-
Chevalley-Zerlegunyg.

BeEweIs. Das folgt aus Satz 5.51 (2) oder auch (3), da xr und pp nach
Beispiel 5.36 (1) in Linearfaktoren zerfallen. O

5.53. BEISPIEL. Wir betrachten jetzt ein geddmpftes Federpendel, beschrie-
ben durch die lineare Differentialgleichung

(*) i(t) = —bu(t) — cu(t) ;

im Vergleich zu Beispiel 5.16 kommt also ein Reibungsterm —b(t) hinzu. Wir
fihren wieder v = u als zusétzliche Variable ein und erhalten das System

» (2= (% ) ()

Das charakteristische Polynom der Koeffizientenmatrix C' hat die Form

— X =1\ _ o
XC(X)—det<C X+b>_X +bX +c.

Wir unterscheiden drei Falle.
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(1) Falls b < 4c, hat y¢ zwei zueinander konjugierte komplexe Nullstel-

 de—b? o . .
len —% + 14621’ . Wenn wir wie in Beispiel 5.16 weiterrechnen, erhalten

wie reelle Losungen der Form

52

Eine Winkelfunktion mit exponentiell abfallender Amplitude nennt
man auch geddmpfte Schwingung.

(2) Falls b > 4e, hat y¢ die reellen Nullstellen —&7”;2_4‘3 < 0. Wir
erhalten die allgemeine Losung

_bkvbZiodc, _b=Vb2dc,
u(t)=re P +se 2 .

bt
u(t)y=re 2 cos<g0+t

(3) Im Grenzfall b> = 4c gilt xp = (X + 3)2 Da C keine Diagonalma-

_b
2

beginnen dazu mit dem Vektor ve = eg ¢ ker(C + %) und fiigen als

trix ist, muss sie sich als Jordanblock Jg( ) schreiben lassen. Wir

ersten Basisvektor v1(C + 2)(es) = (_lg ) hinzu. Beziiglich dieser Basis
2
erhalten wir den Jordanblock

(D) (5 ) (G D=(F ) =a09)

Wir 16sen das neue Gleichungssystem

<J.é)—<_l2) 1b>.<f>7 also j.;:—%f%—g,
g 0 -3 g g=-359-

b
Wir erhalten sofort eine Lésung g = se” 2 mit s € R. Fiir f raten wir

die Losung f = (r + st) e~ % mit r € R, mehr dazu spéter. Riicktrans-
formation liefert

(u(t)) B < 1 0) [ (r+ st) e T\ (r+st)e
v(t) _% 1 se_% —%(r—i—st) e_% —|-se_% ’
und wieder gilt v = 1.

Wir stellen uns jetzt vor, dass die Gleichung (*) die Federung eines Kraftwagens
beschreibt, und dass wir den Parameter b > 0 einstellen kénnen. Im Fall b < 2,/c
wiirde das Auto nach einem Stofl zu schwingen beginnen und dann allm&hlich
in Ruhelage zuriickkehren. Dieses Verhalten ist sicher nicht erwiinscht. Im
Fall b > 2y/c kehrt das Auto nach einem Stofl ohne zu schwingen in Ruhe-
lage zuriick, das ist schon besser. Man kann sich iiberzeugen, das b — v/b% — 4c
in Abhéngigkeit von b monoton fillt. Das heifit, je grofler b ist, desto langsamer

52—
wird das Auto in Ruhelage zuriickkehren, da fiir grofle ¢ die Funktion e™ S

dominiert. Somit wird man versuchen, b so klein wie méglich einzustellen, ohne
dass es zu Schwingungen kommt, das heifit, man versucht genau denn Parame-
ter b = 24/c zu treffen, bei dem die Koeffizientenmatrix zu einem Jordanblock
ghnlich ist. Der zusétzliche Faktor ¢ in der Losung wird von der fallenden Ex-
ponentialfunktion dominiert und stort daher nicht.
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Wir erinnern uns an die Ordnung ord (@) = ordx_»(Q) aus Satz 5.34, siche
auch Bemerkung 5.35.

5.54. DEFINITION. Es sei k ein Korper, V ein endlich-dimensionaler k-
Vektorraum, F' € Endg(V) und A € k. Sei V), der A\-Eigenraums von F', dann
nennen wir dimy V) die geometrische Vielfachheit und ordy xp = ordx_) xXF
die algebraischer Vielfachheit von A als Eigenwert von F.

5.55. BEMERKUNG. Jeder Jordanblock Ji(A) hat einen eindimensionalen
FEigenraum, auf gespannt vom ersten Basisvektor. Somit ist die geometrische
Vielfachheit genau die Anzahl der Jordanblocke zum Eigenwert .

Die algebraische Vielfachheit ist die Dimension des A-Hauptraums, also die
Summe der Gréflen der Jordanblocke zum Eigenwert A. Sie ist mindestens so
grofl wie die geometrische Vielfachheit.

Sei andererseits j die Potenz, mit der X — A im Minimalpolynom ur vor-
kommt, dann ist j die maximale Gréfle eines Jordanblocks zum Eigenwert A.
Wir schlieflen daraus, dass die algebraische Vielfachheit um mindestens j — 1
grofler ist als die geometrische.

Wir erinnern uns jetzt an Diagonalisierbarkeit, siehe Definition 5.4. Eine
hinreichende, aber nicht notwendige Bedingung fiir Diagonalisierbarkeit hatten
wir in Folgerung 5.9 bereits kennengelernt.

5.56. SATZ (Diagonalisierbarkeit). FEs sei k ein Kdorper und V' ein endlich-
dimensionaler k-Vektorraum. Dann sind fir einen Endomorphismus F €
Endy V' die folgenden Aussagen dquivalent.

(1) F ist diagonalisierbar;

(2) V besitzt eine Basis aus Eigenvektoren von F';

(3) V zerfillt in eine direkte Summe von Eigenrdumen von F';

(4) Das charakteristische Polynom zerfillt in Linearfaktoren, und fiir jeden
FEigenwert A € k stimmen algebraische und geometrische Vielfachheit
tiberein, das heifit, es gilt

ordy x4 = dim ker()\ idy —F) ;

(5) Das Minimalpolynom zerfdllt in paarweise verschiedene Linearfakto-
ren.

Die Diagonaleintrige sind gerade die Figenwerte von F', und kommen entspre-
chend ihrer Vielfachheit in xr oft vor. Insbesondere ist die Diagonalmatrixz bis
auf Rethenfolge der Diagonaleintrige eindeutig durch F' bestimmit.

Analoge Aussagen gelten fiir quadratische Matrizen iber k.
BEWEIS. Die Aquivalenz von (1)—(3) haben wir in Proposition 5.5 und Fol-

gerung 5.8 (3) gezeigt, und daraus ergibt sich auch die Eindeutigkeit der Dia-
gonalmatrix bis auf Reihenfolge der Eintrage.

Zu ,(3) = (4)“ sei V), € V der A-Eigenraum von F. Nach Folge-
rung 4.18 (1) ist xp das Produkt der charakteristischen Polynome von F|y,
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iiber alle \, und diese sind gerade (X — \)¥™" Also zerfillt yr in Linear-
faktoren, und algebraische und geometrische Vielfachheit stimmen fiir alle A
iiberein.

Zu ,,(4) = (5)“. Nach dem Satz 5.22 von Cayley-Hamilton gilt pr | xr,
also zerfillt pup ebenfalls in Linearfaktoren. Wegen Bemerkung 5.55 kann kein
Linearfaktor mehr als einmal in g vorkommen.

Zu ,(5) = (3)“. Wenn pp in Linearfaktoren zerfillt, zerfallt V in ei-
ne direkte Summe von Hauptrdume zu Eigenwerten A € k nach Satz 5.41.
Wenn X — A nur einmal in g vorkommt, ist der Eigenraum ker(X — \) bereits
der ganze Hauptraum, also zeféllt V' in eine direkte Summe von Eigenrdum-

en. OJ

5.9. Anwendungen der Jordan-Normalform
Zum Schluss des Kapitels skizzieren wir zwei Anwendungen der Jordan-
Normalform im Zusammenhang mit Analysis.

Es sei k = R oder C, und es sei (pn)nen eine Folge in k. Eine Potenzreihe
in einer Variablen X ist ein Ausdruck der Form

[e.e]
P(X)=> p. X",
n=0
vergleiche Beispiel 2.80. Im Unterschied zu einem Polynom ist es erlaubt, dass

beliebig viele p; von 0 verschieden sind.

In der Analysis definiert man den Begriff der Konvergenz einer Potenzreihe
an einer Stelle x € k; das Gegenteil davon ist Divergenz. Man zeigt dann, dass es
einen Konvergenzradius p € [0, 00| in Abhéngigkeit von den Koeffizienten (py,)n,
gibt, so dass

lz| < p = P(x) konvergiert, und
|z| > p = P(z) divergiert.
Im Fall || = p ist sowohl Konvergenz als auch Divergenz méglich.

Ahnlich wie in Proposition 5.21 ist es moglich, Matrizen A € M, (k) in Po-
tenzreihen einzusetzen. Es sei C = B! A- B € M,,(C) die Jordan-Normalform
iiber C von A. Die Rechnung

P(A)=> pa(B-C-B)"=> p,B-C"- B!
=0 =0

=B <ancn> .B'=B.P(C) B!
=0

zeigt, dass P(A) genau dann konvergiert, wenn P(C') konvergiert.
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Als néchstes iiberlegt man sich, dass man jeden Jordanblock einzeln behan-
deln kann, da fii jedes Polynom () gerade

J(A1,41) 0 Q(J(A1,41)) 0
Q =
0 J( Nk, Uk) 0 Q(J (A, lr))
In den Ubungen sehen Sie, dass
A1y [N HQM - Zpethiwy
RO :
of B LM 1
. : 71Q' (V)
0 A 0 5 QM)

Die hoheren Ableitungen einer Potenzreihe sind wieder Potenzreihen mit dem
gleichen Konvergenzradius. Falls || < p konvergiert P(J (A, 6), und es gilt

5 POV 0

P(J(A0) = " P./w é ?(A)

Em PN LPO) PO

Damit das alles auch im Reellen funktioniert, betrachten wir A € M,(R) als

komplexe Matrix A € M, (C), bevor wir die Eigenwerte bestimmen; diese heilen
dann die komplexen Eigenwerte von A.

5.57. PROPOSITION. Es sei P eine Potenzreihe iiber k = R oder C mit
Konvergenzradius p > 0 und A € M, (k). Wenn alle komplexen FEigenwerte
von A vom Betrag kleiner als p sind, dann konvergiert die Reihe P(A). Hat ein
komplexer Eigenwert grifferen Betrag als p, dann divergiert sie. O

Es ist also nicht einmal nétig, die Eigenwerte exakt zu bestimmen. Es reicht,
den Betrag der Nullstellen des charakteristischen Polynoms xr gegen p ab-
zuschéitzen. Das kann in Spezialfillen deutlich leichter sein. Auch die Jordan-
Normalform selbst taucht in der Formulierung der Proposition nicht auf.

5.58. BEISPIEL. Der Arcustangens ist die Umkehrfunktion der Funktion
sin us
tan="":c\ {@n+1)2 |nez} —c
o cos \ (2n+1) 2 | "
und wird dargestellt durch die Reihe
1 1 1
arctan(X) =X — - X? 4+ - X5 — - X" 4+ .
3 5 7
mit Konvergenzradius 1. Das heift, fiir alle z € C mit |2| < 1 konvergiert

1 1 1
Z—§23+525—?Z7+

gegen den Wert arctan z.
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Wir betrachten speziell die Matrix

3T _16
V3

Thre Eintrédge sind so grof, dass man erst einmal nicht glaubt, dass die Rei-
he arc tan(A) konvergiert. Wir bestimmen das charakteristische Polynom von A
und erhalten

X) = det V3 :XQ—X+:<X—> :
xr(X) ( 27 X 43 f> v3© 3 V3
Da der einzige Eigenwert von A gleich = < 1 ist, konvergiert die Rei-

3
he arctan(A). In der Tat ist

() (D)8 )

und  arctan(A) = <\/§ 4 ).(aman&ﬁ 0 )(3\/3 —4)

2 3V3 arctan’% arctan% -2 /3

-(2 ) (1 5) (% )

Dabei haben wir benutzt, dass

e fenTod /BT
an——smf COS - = — —
6 2 ’

™

— 11 _ 3
somit arc tan \f %, und dass arctan’(z) =

somit arc tan 7 =7

1+z2’

Wir kommen zu einer zweiten Anwendung der Jordan-Normalform. Diesmal
geht es um die Losung von gewdhnlichen linearen Differentialgleichungssyste-
men mit konstanten Koeffizienten. Dabei sei eine Matrix A € M, (R) gegeben.

Gesucht sind Funktionen fi, ..., f,: R = R, so dass gilt
fi f1

*) =
fn fn

Nach dem Satz von Picard-Lindel6ff gibt es zu jedem Anfangsvektor v € R™
und zu jedes Startzeit tg € R eine eindeutige Losung
f= <J{l ) :R— R"

n

von (*) mit f(tp) = v. Diese Losung ist auf ganz R definiert und beliebig oft
differenzierbar. Auflerdem ist das Differentialgleichungssystem zeitunabhéingig,
das heif}t, fiir alle s € R erhalten wir weitere Losungen

f(-+s)el mit t— f(t+s)eR".
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Unter einer Fundamentallosung versteht man eine Abbildung F:t —

M, (R) mit F(0) = E,, so dass fiir alle v € R" die Abbildung
t— F(t)-veR"
eine Losung von (*) mit Anfangswert v bei ¢ = 0 ist. Die Fundamentallgsung
erfiillt die Gleichung
F'(t)y=A-F(t)
mit F(0) = E,. Wegen des Satzes von Picard-Lindeloff existiert sie und ist
eindeutig bestimmt. Dann ist fiir alle tg die Abbildung
t—s F(t—ty) -veR"

die eindeutig bestimmte Losung von (*), die zur Zeit ¢ty den Wert v annimmt.

Als Ansatz wihlen wir F'(t) = exp(tA). Die Exponentialreihe hat Konver-
genzradius p = oo, wegen Proposition 5.57 konvergiert exp(tA) also fiir al-
let e R. Fiir t =0 gilt

exp(0A) = A"=E, .

Auflerdem erwarten wir, dass

%exp(tA) = A-exp(tA) .

Im folgenden gehen wir zu Funktionen f: R — C {iber, damit wir mit
komplexen Matrizen und ihren Jordan-Normalformen rechnen kénnen. Es
sei B € GL(n,C) invertierbar, und es sei f € L eine Losung von (*), dann
ist g=B - f: R — C" eine Losung des Differentialgleichungssystems

g=B-f'=B-A-f=(B-A-B™)-g.

Sei F' eine Fundamentallssung von (*), dann ist entsprechend B - F(t) - B~}
eine Fundamentallésung des obigen Systems. Wir kénnen also die Jordan-
Normalform von A einsetzen, um die Fundamentallosung fiir (*) zu bestimmen.

Fiir festes ¢ gilt

d
%em =te” .
Fiir einen Jordanblock J(\, £) erhalten wir also

£—1

L Lo (z_l)' oA

1 et)\
exp(tJ(\,0)) = o
1ot
11
0 & et

Man iiberpriift jetzt leicht, dass dann tatséchlich

%exp(t J(N0) =T\ 0) -exp(t J (N, L)) .

Da wir jede reelle Matrix iiber C in Jordan-Normalform bringen kénnen, erhal-
ten wir das folgende Ergebnis.
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5.59. PROPOSITION. Es sei A € M, (R). Dann ist
t — exp(tA)

die Fundamentallésung fir das Differentialgleichungssystem (*).

5.10. Zusammenfassung

Wir fassen noch einmal die wichtigsten Aspekte dieses Kapitels zusammen.
Wir haben uns zum einen mit Endomorphismen von Vektorrdumen, Eigenwer-
ten und Normalformen beschéftigt. Der Begriff des Eigenvektors ist in vielen
Bereichen der Mathematik und auch in der Physik sehr wichtig, daher sollten
wir moglichst viele verschiedene Charakterisierungen kennen. Auflerdem haben
wir gesehen, dass etwas allgemeinere Konzepte wie das eines invarianten Unter-
raums oder eines Hauptraumes fast ebenso wichtig sind.

Diagonalisierbare Endomorphismen sind, was Eigenwerte und Fragen des
Rechenaufwandes angeht, der Optimalfall, trigonalisierbare Endomorphismen
sind fiir manche praktischen Zwecke fast genauso gut. Daher sollten wir
moglichst viele Kriterien fiir Diagonalisierbarkeit und Trigonalisierbarkeit ken-
nen. In jedem Fall ist es wichtig, sowohl iiber Endomorphismen als auch {iber ih-
re darstellenden Matrizen beziiglich geschickt gewéhlter Basen reden zu konnen.

Auf der anderen Seite haben wir auch einige Fakten iiber Ringe kennenge-
lernt. Division mit Rest in Euklidischen Ringen, die eindeutige Primfaktorzer-
legung in Z und k[X] und der chinesische Restsatz gehéren zur mathematischen
Allgemeinbildung. In einer Algebra-Vorlesung wird dieses Gebiet noch vertieft.

In gewisser Weise ist dieses Kapitel aber auch prototypisch fiir (reine) Ma-
thematik iiberhaupt. Wir haben uns am Ende von Abschnitt 5.1 zwei Fragen
gestellt.

e Wann lassen sich Endomorphismen oder Matrizen diagonalisieren?
e Wie konnen wir einem Endomorphismus F' € Endg (V) eine Matrix
zuordnen, die ihn besonders gut beschreibt?

Und dann haben wir uns auf die Suche nach Antworten gemacht, und auf dem
Weg viele interessante neue Begriffe und Methoden kennengelernt, die mit dem
urspriinglichen Problem scheinbar nichts zu tun haben. Zum Beispiel Polynome:

e Die Polynome yr und pup € k[X] sind wichtige Invarianten von F.
e Das Paar (V, F') beschreibt selbst einen Modul iiber k[X].

Um mit Polynomen arbeiten zu kénnen, haben wir (zum Teil bekannte) Techni-
ken aus einem vollig anderen Kontext (Z) auf unser Problem iibertragen. Und
zu guter Letzt ist alles recht abstrakt geworden. Aber vielleicht reicht es, sich
die Primfaktorzerlegung fiir ganze Zahlen vorstellen zu kénnen, um mit der von
Polynomen zu arbeiten. Oder es reicht, sich Vektorrdume iiber k = R oder C
vorzustellen, um spéter auch mit Vektorrdumen iiber anderen Korpern wie K
zu arbeiten.



KAPITEL 6

Vektorrdume mit Skalarprodukt

In diesem Kapitel betrachten wir Vektorrdume iiber k = R, C oder H mit
Skalarprodukt. Wir haben bereits in Abschnitt 1.4 iiber Euklidische Geometrie
gesehen, dass man mit Hilfe des Standard-Skalarproduktes Langen und Winkel
bestimmen kann. Auch in der Physik spielen Skalarprodukte eine grofie Rolle.

In Abschnitt 3.4 haben wir gesehen, dass man mit Orthonormalbasen be-
sonders gut rechnen kann, insbesondere braucht man die Inverse der Basisab-
bildung nicht umsténdlich auszurechnen. In diesem Kapitel konstruieren wir
systematisch Orthogonalbasen und entsprechende Basen fiir Vektorrdume mit
Skalarprodukt iiber C oder H, mit denen man entsprechend einfach arbeiten
kann.

Am Ende von Abschnitt 2.2 haben wir den Dualraum V* eines Vektor-
raums V' kennengelernt. Wir fithren hier auch noch den sogenannten ,, Anti-
dualraum® ein und zeigen, wie beide iiber ein Skalarprodukt mit V' identifiziert
werden konnen, wenn V' endlich-dimensional ist.

Lineare Abbildungen, die ein Skalarprodukt invariant lassen, heiflen ,,linea-
re Isometrien“. Lineare Isometrien sind ein Spezialfall sogenannter , normaler
Abbildungen“. Wir zeigen, dass normale Abbildungen beziiglich geeigneter Or-
thogonalbasen durch spezielle Matrizen dargestellt werden koénnen. Dadurch
erhalten wir einen einfacheren Zugang zur Klassifikation von Isometrien Eukli-
discher Vektorriume, vergleiche dazu die Uberlegungen am Ende der Abschnit-
te 1.5 und 1.6.

6.1. Skalarprodukte

Im folgenden sei stets k = R, C oder H, wenn nicht anders angegeben. In De-
finition 1.52 (1) haben wir das Standard-Skalarprodukt auf dem Vektorraum R
eingefiihrt als

n
(x,y) = Zxaya fiir alle x, y € R™ .
a=1

Wir haben in 1.52 (2) und (3) gesehen, wie man mit dem Skalarprodukt Langen
von Vektoren und Winkel zwischen Vektoren definieren kann. Insbesondere ist

n
|z = (z,2) = 2” >0,
a=1

da die rechte Seite eine Summe von Quadraten ist.

163
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Wenn wir diese Definition unveréndert auf C" oder H” iibertragen, haben
wir ein Problem, denn fiir z € C gilt 22 € R mit 22 > 0 nur dann, wenn bereits z
eine reelle Zahl ist, also eine Zahl mit Im z = 0. Wir erinnern uns daher an die
Uberlegung, die zur Definition 1.63 des komplexen Absolutbetrags gefiihrt hat,
siehe auch Bemerkung 1.64 (1). Es gilt

Zoz=(x—y)x+y)=2>+1>=|]z|* >0 fiir alle z € C .
Vollig analog gilt nach Satz 1.72 (7), dass
g-q=|lg>>0 firalleqeH,

dabei bezeichnet | - || in beiden Gleichungen die Euklidische Norm auf C 22 R?
beziehungsweise H = R,

6.1. BEMERKUNG. Wir fithren auch auf R eine ,,Konjugation“ ein durch
t=t fir allet € R .

Wegen Bemerkung 1.61 und Satz 1.72 gilt fiir r, s € k = R, C und H gleicher-
maflen

(1) r+s=7+35,

(2) TS=5-T,

®) F=r,

(4) F=r = reRck,

(5) r-r>0 und rTr=0 <= r=0,

Wegen (1) und (2) nennen wir die Konjugation einen Antiautomorphismus
von k, da sie die Reihenfolge der Faktoren in einem Produkt umdreht. We-
gen (5) kénnen wir den Absolutbetrag

Ir|=v7-reR

definieren, sieche auch Definitionen 1.63 und 1.73 fiir k = C und H. Eigenschaf-
ten des komplexen Absolutbetrages haben wir in Bemerkung 1.64 zusammenge-
stellt. Die entsprechenden Aussagen iiber den quaternionischen Absolutbetrag
lassen sich analog mit Hilfe von Satz 1.72 zeigen.

6.2. DEFINITION. Es sei k = R, C oder H. Es sei V' ein Rechts-k-Vektorraum
und W ein Links-k-Vektorraum. Eine Abbildung ¢: V' — W heifit (k-) semili-
near oder antilinear, wenn fiir alle v, v € V und alle r € k gilt

(L1) o(u+v) = p(u) + o(v) (Additivitit),
(L2) pv.r)=7-¢p) (Antihomogenitit).

Analog definieren wir anti- oder semilineare Abbildungen von einem Links- in
einen Rechtsvektorraum.

Wir benuzten die obigen Begriffe, um Axiome fiir Skalarprodukte anzuge-
ben.
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6.3. DEFINITION. Sei V ein Rechts-k-Vektorraum. Eine Abbildung S: V' x
V — k heifit Sesquilinearform, wenn fiir alle u, v € V die Abbildung
S(u, -): V =k mit v+ S(u,v) linear, und

S1
(51) S(-,v): V—=k  mit u+— S(u,v) antilinear ist.

FEine Sesquilinearform S: V x V — k heiit Hermitesche Form, wenn fiir
alle u, v € V gilt

(S2) S(v,u) = S(u,v) ek.

FEine Hermitesche Form S: V x V — k heifit positiv semidefinit oder
kurz S > 0, wenn

S(v,v) >0 fir allev e V.
Sie heif3t positiv definit oder positiv, kurz S > 0, wenn fiir alle v € V' gilt

(S3) S(v,v) >0 und Sv,v) =0 <= v=0.

Ein Skalarprodukt oder auch eine Hermitesche Metrik auf V ist eine posi-
tive definite Hermitesche Form ¢ auf V. Wir nennen (V, g) einen Euklidischen
Vektorraum, wenn k = R, einen unitdren Vektorraum, wenn k = C, und einen
quaternionisch-unitiren Vektorraum, wenn k = H.

Die lateinische Vorsilbe ,,semi“ bedeutet ,halb“. Eine semilineare Abbil-
dung erfiillt nur die Hélfte der Axiome, daher der Name. Die Vorsilbe ,, sesqui*
bedeutet ,,anderthalb“. Eine Sesquilinearform ist in einem Argument linear, im
anderen nur halb, also insgesamt nur anderthalbfach linear.

Man beachte, dass es fiir k = R keinen Unterschied zwischen semilinear und
linear und zwischen sesquilinear und bilinear (also linear in beiden Argumenten)
gibt, da die Konjugation auf R die Identitédt ist. Genausowenig gibt es iiber R
einen Unterschied zwischen Hermitesch und symmetrisch (S(u,v) = S(v, u) fir
alle u, v € V). Um eine einheitliche Notation zu haben, schreiben wir trotzdem
die Konjugation auch fiir k = R immer mit.

6.4. BEMERKUNG. Wir wollen uns iiberlegen, dass die Definitionen 6.2
und 6.3 sinnvoll sind.

(1) Semilineare Abbildungen sind mit den Vektorraumaxiomen vertrig-
lich. Wir priifen insbesondere die Vertriglichkeit mit dem Assoziativ-
gesetz (M1). Fiir ¢: V — W wir oben und v € V, r, s € k gilt

rp(v)

Fp(v)

—~
[~
=<

S—

Il
0
S

o((v.r).s)=5¢

S
—
4
—~
=
»
N—
~
I
<
»
S
—~
4
N—
I
]
<

Dabei haben wir die Eigenschaft Q) der Konjugation aus Bemer-
kung 6.1 und die Antihomogenitét (L2) ausgenutzt. Die Vertriglichkeit
mit den anderen Axiomen zeigt man entsprechend.



166 6. VEKTORRAUME MIT SKALARPRODUKT

(2) Sei jetzt S eine Sesquilinearform auf V. Die Homogenitat (L2) im zwei-
ten Argument ist mit der Antihomogenitit (L2) im ersten Argument
vertriglich, denn fiir u, v € V und r, s € k gilt

S(u.rv.s)=7-S(u,v.s)=7-S(u,v)-s,
S(u.rv.s)=8Sw.rv) -s=7-S(u,v)-s.

Ohne Antihomogenitét in einem der Argumente hitten wir fiir k = H
Probleme bekommen, siehe Bemerkung 4.5. Aber das ist nicht der
Hauptgrund dafiir, Sesquilinearformen zu betrachten.

(3) Wenn S Hermitesch und linear im zweiten Argument ist, folgt Semi-
linearitdt im ersten Argument. Wir iiberpriifen nur Antihomogenitét
mit der folgenden Rechnung: Fiir u, v € V und r € k gilt

S(u.r,v)=Sw,u.r)=5Sw,u) -r=r-Sv,u)=7r-5u,v).

(4) Der Hauptgrund dafiir, dass wir mit Sesquilinear- statt mit Bilinear-
formen arbeiten, ist der folgende. Wenn wir zweimal dasselbe Argu-
ment v € V einsetzen, gilt

S(v,v) = S(v,v) = S(v,v) €R

nach (S2) und Bemerkung 6.1 (4). Insbesondere kénnen wir nun ver-
langen, dass S(v,v) > 0. Héatten wir S(u,v) = S(v,u) gefordert, so
erhielten wir fiir k = C ein Element in C, und die Relation ,,>“ ist
auf C nicht definiert.
(5) Schliefilich gilt fiir v € V und r € k noch, dass
Sw.rv.r)y=7-Sw,v)-r=(F-r) S,0v) = |r|* - S(v,v)
——

~—
€R >0

wegen Bemerkung 6.1 (4), (5). Also verhilt sich S(v,v) wie das Qua-
drat einer ,,Lange“.

In Definition 1.52 haben wir das Standard-Skalarprodukt auf R™ kennenge-
lernt. Wir wollen jetzt die Standard-Skalarprodukte auf C™ und H” konstruie-
ren. Dazu gehen wir einen kleinen Umweg iiber adjungierte Matrizen.

6.5. BEMERKUNG. In Definition 3.29 haben wir bereits die adjungierte Ma-
trix A* € My, (k) zu einer Matrix A € M,, ,,(k) definiert durch

A" = (aji)ij ,  wobel A= (ai)i; .
Wir haben sie benutzt, um die Methode der kleinsten Quadrate einzufiihren.

In Proposition 3.32 (2) haben wir einige Eigenschaften kennengelernt, unter
anderem

(1) (A-B)*=B"- A" fir alle A € M, (k) und alle B € M, 4(k) ,

auflerdem gilt (A*)* = A. Somit hat Adjungieren dhnliche Eigenschaften wie
die Konjugation, siche Bemerkung 6.1 (1)—(3).

In Beispiel 2.51 haben wir den Rechts-k-Vektorraum k™ = M, ;(k) der
Spalten und den Links-k-Vektorraum "k = M; ,,(k) der Zeilen definiert. Nach
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Bemerkung 2.68 (3), (4) entspricht die Multiplikation mit Skalaren aus k genau
der Multiplikation mit 1 x 1-Matrizen. Dann ist die Abbildung

U1
(2) ok — "k mit v=| 1 | — v = (01,...,0n)
Un
semilinear, denn fiir 1 x 1-Matrizen r ist r* = 7, und nach (1) oben gilt
(v.r)*=r" 0" =7-0".
Die Umkehrabbildung - *: "k — k™ ist ebenfalls semilinear.
6.6. BEISPIEL. Seien u, v € k™ fiir k = C oder H, dann definieren wir

das komplexe und das quaternionische Standard-Skalarprodukt in Analogie zu
Definition 1.52 (1) durch

n
(u,v) :u*-v:Zﬂa'va € k=M k).
a=1

Wir iiberpriifen die Axiome (S1)—(S3). Linearitéit im zweiten Argument ist leicht
zu zeigen, und wegen Bemerkung 6.5 (1) ist (-, - ) Hermitesch. Dann folgt Ses-
quilinearitét wie in Bemerkung 6.4 (3). Schliefllich gilt

n n
<U7U> :U*'U:Z@a'vazz‘vaﬁ >0
a=1 a=1

nach Bemerkung 6.1 (5), und Gleichhheit ist nur méglich, wenn alle |v,|* = 0,
also alle v, = 0, das heifit, wenn v = 0 € k™. Somit ist (-, -) auch positiv
definit, also ein Skalarprodukt auf k™.

6.7. BEISPIEL. Wir geben ein Beispiel aus der Analysis. Dabei sei V =
C*°(]0,1]; k) der Raum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen auf dem
Intervall [0, 1] mit Werten in k = R, C oder H. Die folgenden Konstruktionen
lassen sich auch auf anderen Intervallen an Stelle von [0, 1] durchfiihren.

(1) Das L?-Skalarprodukt ist definiert durch

1
(fs9)r2 =/0 fH)gt)dtek.

Da f, g stetig sind, sind sie auf [0, 1] beschrénkt, so dass das Riemann-
Integral existiert. Das L?-Skalarprodukt ist offensichtlich sesquilinear,
Hermitesch und positiv semidefinit. Um zu sehen, dass es definit ist,
sei f # 0. Also existiert ¢t € [0,1] mit f(¢) # 0. Wegen Stetigkeit
existiert ein € > 0, so dass |f(t)| > ¢ auf (t —¢e,t +¢) N0, 1], somit

1 min(1,t4¢)
<f,f>L2=/ FO)P dtz/ 2at> B350,
0

max(0,t—e¢)

(2) Wir versuchen es mit

17
(f.0) = /O Pl gt dt = (f ) € K.
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Diese Hermitesche Sesquilinearform ist nur positiv semidefinit, denn
fir f = ¢ € k konstant gilt f'(¢t) = 0, somit (f, f)) = 0.

(3) Wir addieren die beiden obigen Produkte und erhalten das (erste)
Sobolev-Skalarprodukt

<fag>H1 = <f;g>L2 +<f/,g/>L2 ck.

Die Summe ist wieder positiv definit, denn fiir f # 0 gilt
<f7f>H1 = <f>f>L2+<f/7f/>L2 >0.
—_——— ~—

>0 >0

In Analysis lernen Sie, dass zwei Skalarprodukte (-, -); und (-, - )2 auf einem
endlich-dimensionalen Vektorraum V' vergleichbar sind, das heif3t, es gibt eine
Konstante C' > 0, so dass

%<v,v>1 < (v, v)2 < C(v,v)1 .

Die obigen zwei Skalarprodukte auf C*°([0, 1];k) sind nicht vergleichbar. Zwar
gilt offensichtlich

<f7f>L2 < <f7f>H1 )
aber fiir die Folge f,(z) = 2™ gilt

! 1
= 2n _(_ = . 2n+1
<fnafn>L2—/O " dr = <2n+1x >
1 9 .
iotiie = [t e = ()

=0 - 2n—1"
<fn7fn>H1 = <fn;fn>L2 + <f’r/L’f’l/7,>L2 =

1 1
x:O_ 2n+1

9

TL2

2n3 +n? +2n—1
2n+1)2n—-1) ’

und man sieht leicht, dass die Folge

(WW> _(2n3+n2+2n—1>
ot )~ T

unbeschrankt ist fiir n — oo.

Ab sofort verwenden wir fiir Skalarprodukte die Buchstaben g, h, ..., da
wir den Buchstaben B spéter wieder fiir Basen und Basisabbildungen benutzen
wollen.

6.8. DEFINITION. Es sei (V,g) ein k-Vektorraum mit Skalarprodukt. Dann
definieren wir die Norm zum Skalarprodukt g durch

loll, = Vglo,0) € R.

Im Falle k = R nennt man diese Norm auch die Fuklidische Norm zum
Skalarprodukt g, vergleiche Definition 1.52 (2).
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6.9. BEMERKUNG. Es sei (V,g) ein Rechts-k-Vektorraum mit Skalarpro-
dukt. Dann gelten die Norm-Aziome

(N1) o], 20 und o], =0<=v=0 (Positivitit),

(N2)  o.rlly=Irl-[vl, (Homogenitit),

(N3) o+ wll, <|vll, + [[wll, (Dreiecksungleichung),
fiir alle v, w € V und r € k. Jede Abbildung || - || : V — R, die (N1)—(N3) erfiillt

heif3t eine Norm auf V.

Da g nach (S3) positiv definit ist, folgt (N1). Aus Bemerkung 6.4 (5) ergibt
sich unmittelbar (N2). Fiir jede Zahl r € k gilt r + 7 € R wegen Bemer-
kung 6.1 (3) und (4). AuBerdem folgt

P+ 72+ =72 = (r+ 1) = (r = 7)? =207 + 270 = 4r*

so dass insbesondere r + 7 < 2|r| gilt. Dabei haben wir |7| = |r| benutzt, siehe
Bemerkung 1.64 (5) im Falle k = C. Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung,
siehe Satz 1.54 und Satz 6.10 unten, ergibt sich

2 2 2
[o +wl” = g(v+w,v+w) = [Jol[; + g(v,w) + g(w, v) + [Jwll
2 2
< lvllg + 2 1g(v, w)[ + [Jwllg
2 2 2
< llvlly +21vlly llwlly + llwllg = (vl + llwlly)™ -
Wurzelziehen liefert die Dreiecksungleichung (N3).

6.10. SATZ (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Es sei (V,g) ein k- Vektorraum
mit Skalarprodukt. Dann gilt fiir alle Vektoren v, w € V, dass

|9 (v, w)| < [Jvf| - el -

Gleichheit gilt genau dann, wenn v und w linear abhdngig sind.

BEwEILs. Wir passen den Beweis von Satz 1.54 an.
Fall 1: Es sei v = 0. Dann gilt
g9(v,w) = g(0,w) =0 = [0, - [lwlly = [[vlly - f[wll, -
Also gilt Gleichheit, und v und w sind offensichtlich linear abhéngig.
Fall 2: Es sei v # 0, dann folgt ||v|]§ = g(v,v) > 0, und wir berechnen

gﬁi’é) ‘ _ g(w , gww) g(w))

0<

w—"v.

20 2
[vllg [vllg

> g(v,w) gw,w)  g,w) o g(v,w)
= wlly — =—7" 9(v,w) — g(w,v) 5+ =3 llvlly >
loll ol ol ~~—llvllg

=g(v,w) SN

2ol
Tl

Hieraus ergibt sich die Ungleichung durch elementare Umformungen.

2
_ ” ||2 ’g(’U,’U})’
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Wenn Gleichheit gilt, dann folgt aus (S3) (oder dquivalent aus (N1)), dass

9(v,w)
2
[0l

=w—v ,

insbesondere sind v und w dann linear abhingig. Seien umgekehrt v und w
linear abhéngig, dann gilt w = v.7r, da v # 0 nach Annahme. Wir erhalten also

2 2
lg(v, w)| = lg(v,v. )| = ‘Hvllg ri = llollg Irl = lvlly - llo-7[l - m

6.11. BEMERKUNG. Es sei (V, g) ein k-Vektorraum mit Skalarprodukt. Dann
erfiillt die Norm || - [|, fiir alle v, w € V' die Parallelogramm-Identitit

2 2 2 2
(1) lo +wlly + llv —wllg = 2wl + 2wl ,

wie man leicht nachrechnet.

Man kann das Skalarprodukt aus der Norm || - ||, zuriickgewinnen mit Hilfe
der Polarisationsformeln
@) gww) = % (o + wll? = flo — w]}2) falls k= R
() gww) =7 (lo+wl~ o - wl?)
(ol — o —w i) falls k = C,
@ glww) = o+l o - wl?)
(ol ~ o —w i)
~ 2o+ w gl = o - wI2)

k
_Z(Hv—l—w.kH—Hv—w.kHz) falls k = H .

Dariiberhinaus kann man zeigen, dass jede Norm auf einem k-Vektorraum V,
die die Parallelogrammidentitét (1) erfiillt, von einem Skalarprodukt auf V' her-
kommt, das man mit Hilfe der passenden Polarisationsformel berechnen kann.

6.2. Skalarprodukte als Matrizen

In diesem Abschnitt stellen wir Sesquilinearformen auf endlich-dimen-
sionalen Vektorrdumen beziiglich einer Basis als Matrizen dar. Wir untersuchen
die Eigenschaften dieser Matrizen und geben Kriterien dafiir, dass eine solche
Matrix ein Hermitesches und positiv definites Skalarprodukt darstellt.

Die darstellende Matrix hat eine besonders einfache Gestalt, wenn die Basis-
vektoren alle Lange 1 haben und paarweise aufeinander senkrecht stehen. Solche
Orthonormalbasen haben wir bereits in Abschnitt 2.5 kennengelernt. Wir ler-
nen ein Verfahren kennen, das Orthonormalbasen mit speziellen Eigenschaften
produziert. In diesem Zusammenhang beweisen wir auch ein Kriterium dafiir,
ob eine Matrix positiv definit ist.
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6.12. DEFINITION. Es sei (V, g) ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum mit
Skalarprodukt, und es sei B = (by,...,b,) eine Basis von V. Dann definieren
wir die Gramsche Matriz G € My,(k) von g durch

G = (g(bivbj))i,j € My(k) .

6.13. BEISPIEL. Wir schriinken das L?-Skalarprodukt aus Beispiel 6.7 (1) auf
dem Raum C*°(]0, 1];k) auf den (n + 1)-dimensionalen Raum der Polynome P
vom Grad deg P < n ein. Als Basis wihlen wir die Polynome fo(z) = 2°, ...,

fn(x) = 2". Dann erhalten wir als Gramsche Matrix
1 1
x0> B <i+j—%1>hj

1 gttt
G=(fifi);; = </0 -t dm)@.’j - (z+]+1

1 1

1 2 n+1

1 1 _1

— 2 3 n+2
1 1 . 1

n+1 n+2 2n+1

6.14. DEFINITION. Eine quadratische Matrix A = (a;j);; = M, (R) heiit
symmetrisch, wenn A = A', das heiBt, wenn a;; = aj; fiir alle 4, j gilt. Eine qua-
dratische Matrix A = (ai;)i,j = M, (k) heiit selbstadjungiert oder Hermitesch,
wenn A = A*, das heifit, wenn a;; = aj; fiir alle ¢, j gilt.

Eine Hermitesche Matrix A = (a;5)i; = My(k) heifit positiv semidefinit,
wenn
5 A-x>0 fiir alle z € k™ .
Sie heifit positiv definit, wenn

¥ A-2>0 und ¥ A -2=0 << =0 fiir alle z € k™ .

Die Definition von positiv (semi-) definit ist sinnvoll, da fiir eine Hermitesche
Matrix A gilt, dass

¥ Ax=a" A" (") = (2" Az)" =2 Ax €eRCk
nach Bemerkung 6.1 (4).

Wir beachten, dass die Begriffe ,, Hermitesch®, ,,selbstadjungiert* und ,,sym-
metrisch® fiir k = R gleichbedeutend sind. Wir werden im Folgenden auch
fiir k = R die Begriffe ,,Hermitesch* und ,selbstadjungiert” verwenden. Dabei
benutzt man , Hermitesch®“ eher fiir Matrizen, die Skalarprodukte darstellen,
und ,,selbstadjungiert* fiir Matrizen, die Endomorphismen darstellen.

6.15. BEMERKUNG. Es sei S eine Sesquilinearform auf einem endlich-dimen-
sionalen k-Vektorraum, und es sei B = (by,...,b,) eine Basis von V. Wie in
Definition 6.12 betrachten wir die Matrix

A= (S(bp,by)),,, € Mn(k) .

Wenn S ein Skalarprodukt ist, handelt es sich dabei gerade um die Gramsche
Matrix.
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Die Matrix A legt S eindeutig fest. Denn seien v, w € V', dann existie-
ren Koordinaten = = (z,)p, ¥ = (y¢)q € k", so dass

v:B(x):pr.xp und w:B(y):qu.yq,
p=1 q=1

siehe Definition 2.63. Da S eine Sesquilinearform ist, folgt

n n n
S(v,w) = S(pr T Y by yq> = 2, S(bp,by) yg =" Ay .
p=1 q=1 p,q=1

Umgekehrt liefert die obige Formel zu jeder Matrix A € M, (k) eine
Sesquilinearform S auf V.
Die Sesquilinearform S ist genau dann Hermitesch, wenn die Matrix A
Hermitesch ist. Da S(bg, by) = S(bp, bq), ist die Richtung ,=* klar.

Zu ,<“ seien v = B(z) und w = B(y) € V wie oben und A sei
Hermitesch. Aus (1) folgt

S(w,v) =y Az = y* A" (+)" = («" Ay)" = 5(0,w) .

Sei S Hermitesch, dann ist S genau dann positiv (semi-) definit,
wenn A positiv (semi-) definit ist. Die Basisabbildung B: k" — V
ist bijektiv, also gilt S(v,v) > 0 wegen (1) genau dann fiir alle v € V,
wenn
a* Az = S(B(z),B(z)) > 0

fiir alle z € k™ gilt. Entsprechend gilt S(v,v) = 0 genau dann nur
fir v = 0, wenn 2*Az = 0 nur fiir x = 0 gilt. In Folgerung 6.19 (4)
lernen wir noch ein etwas griffigeres Kriterium fiir positive Definitheit
kennen, bei dem wir z* Ax nicht fiir alle x € k™ testen miissen.

Zum Schluss betrachten wir noch das Verhalten der darstellenden Ma-
trix A unter Basiswechsel. Dazu seien B = (b1,...,b,) und C' =

(¢1,...,¢n) Basen von V. Dann existiert eine Matrix M = (mpq)pq €
GL(n,k), so dass

n
Cq = g by - Mpq ,
p=1

sieche Bemerkung 2.76. Es sei A wie oben die darstellende Matrix zur
Basis B, dann erhalten wir zur Basis C die darstellende Matrix

(S(epr ), = (5 <21 - Zl by mq>>

= (Z Mrp S(br,bs)msq> =M*AM .
p.q

r,s=1

p.q

Sei v = C(s) mit s € k", dann folgt

n n n
v:E Cq-Sq= E bp.mpq.sng by zp
q=1 p=1

p,q=1
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wobei x = M - s € k™. In der Tat gilt fir v = C(s) = B(z) und w =
C(t) = B(y) mit x = M s und y = M t, dass

S(w,w)=a"Ay=(Ms)"A(Mt)=s"(M"AM)t .

Das Standardskalarprodukt (-, -) auf k™ aus Beispiel 6.6 wird beziiglich
der Standardbasis durch die Einheitsmatrix dargestellt: (e;, ej) = d;;. Somit ist
die Standardbasis eine Orthonormalbasis fiir das Standardskalarprodukt, siehe
Definition 3.30. Wir wollen den Begriff der Orthonormalbasis jetzt auf beliebige
Vektorrdume mit Skalarprodukt ausdehnen.

6.16. DEFINITION. Es sei (V,g) ein k-Vektorraum mit Skalarprodukt. Ein
Tupel (v1,...,vx) von Elementen von V heifit orthogonal oder auch (paarweise)
senkrecht, wenn

g(vi,v;) =0  fiir alle 4, j mit i # j .

Wenn (vy,...,v) auflerdem eine Basis bildet, nennt man diese eine Orthogo-
nalbasis.

Dann heifit eine Basis B = (b1, ...,b,) von V eine Orthonormalbasis von V,
wenn

g(bi, bj) = dij .

Eine Orthonormalbasis eines k-Vektorraums heif3t manchmal auch unitdre
Basis (k = C), beziehungsweise quaternionisch-unitire Basis (k = H) .

6.17. BEMERKUNG. Es sei (V, g) ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit
Skalarprodukt.

(1) Jedes orthogonale Tupel (vi,...,v;) mit v; # 0 fir alle ¢ ist linear
unabhéngig, denn sei

k
O:va.rp,
p=1

dann folgt fiir alle g, dass

k k
2
0= 9(%2% . Tp) = Zg(vpﬂfq) “Tp = ””qu Tq -
p=1

p=1

Aus vy # 0 folgt [lvgll, # 0, und somit rq = 0. Also sind vy, ..., vg
linear unabhéngig.

(2) Sei dim V' = n, dann bildet ein orthogonales n-Tupel von Vektoren eine
Basis, wenn keiner der Vektoren verschwindet, also eine Orthogonal-
basis. Das folgt aus (1) und dem Basisséitzen 3.3 und 3.4 von Steinitz,
siehe auch Aufgabe 2 von Blatt 11 zur Linearen Algebra I.

(3) In Definition 2.63 hatten wir die Koordinatenabbildung als Inverse
der Basisabbildung B: k™ — V eingefiihrt. Es sei B = (b, ..., b,) eine
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Orthonormalbasis, dann wird die Koordinatenabbildung B~!: V' — k”
beschrieben durch die Formel

g(bl ’ ’U)

B7l(v) = : )

g(bq;,v)

denn sei v = B(x) mit z € k™, dann gilt

g(bp,v) = g<bp, Z by - xq> = Zg(bp, bg) xqg = xp .
q=1 q=1

Eine dhnliche Aussage hat wir in Proposition 3.34 bereits fiir das
Standard-Skalarprodukt bewiesen.

Im Folgenden bezeichnen wir das Erzeugnis von vy, ..., v, mit (vi,...,vp).
Fiir das Skalarprodukt verwenden wir wieder den Buchstaben g, um Verwech-
selungen zu vermeiden. Die Axiome (S1)-(S3) bleiben giiltig, wenn man g auf
einen Unterraum einschriankt. Insbesondere ist also g|<v1,.“’vp>x<v1w_’vp> wieder
ein Skalarprodukt, das wir der Kiirze halber wieder mit g bezeichnen.

6.18. SATZ (Gram-Schmidt-Orthonormalisierungsverfahren). Es sei (V,g)

ein k-Vektorraum mit Skalarprodukt und (vq,...,v,) sei eine Basis von V.
Dann ezistieren eindeutig bestimmte Vektoren by, ..., by € V, so dass fiir
allep=1, ..., n gilt:

(1) (b1,...,bp) ist eine g-Orthonormalbasis von (vi,...,v,) CV, und

(2) es gilt g(bp,vp) € R und g(vp,by) > 0.

Dazu konstruiert man b, induktiv durch

—1
1 P
by =wp . ——— , wobei wy = vp — qu . g(bg,vp) .
Tl 2
Insbesondere erhalten wir am Ende eine Orthonormalbasis (by,...,by,)

von (V,g). Fiir viele Anwendungen reicht das, aber manchmal mochten wir
die volle Stérke der Eigenschaften (1) und (2) ausnutzen.

BEWwEIS. Wir beweisen den Satz durch Induktion. Fiir p = 0 ist nichts zu
zeigen.

Sei also p > 1, und seien by, ..., b,—1 bereits konstruiert. Wir beginnen mit
der Existenzaussage und definieren w, wie oben. Nach Voraussetzung liegen b1,
ooy bp—1 € (v1,...,vp_1), also betrachten wir

p—1
wp:vp—qu.g(bq,vp) € (v1,...,0p) .
qg=1

Da die v, linear unabhéngig sind, gilt

Up ¢ <’U1,...,Q}p_1> = <b1,... ,bp_1> s
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also auch w, ¢ (vi,...,vp—1), insbesondere w, # 0, so dass wir b, wie oben
definieren diirfen. Fiir ¢ < p — 1 berechnen wir
p—1
1 9(bg, vp) — g(by, vp)
g<b¢17bp) = g<bQ7vp - Zbr 'g(bT’Up)> ”w || = ( . 7‘)11] H L2 = 0.
r=1 Pllg pllg
AuBerdem gilt ||by|| = 1 nach Konstruktion, und die Vektoren by, ..., b,—; sind

nach Induktionsvoraussetzung orthogonal und normiert, also ist (1) erfiillt.

Aus (1) und der Konstruktion von b, folgern wir (2), denn es gilt

p—1

9(bp, vp) = g(bp,vp - qu : g(bfp”p)> = g(bp, wp) = prHg >0.
q=1

Damit ist die Existenz von b, mit den gewiinschten Eigenschaften bewiesen.

Wir kommen zur Eindeutigkeit. Da by, ..., b,—; durch (1) und (2) bereits
eindeutig bestimmt sind, brauchen wir im Induktionsschritt nur noch die Ein-
deutigkeit von b, zu beweisen. Es sei also v € (v1,...,vp) ein weiterer Vektor,
so dass g(bg,v) = 0 fiir 1 < g <p, [Jv]|, =1 und g(v,v,) > 0. Wir stellen v in
der Orthonormalbasis (b1, ...,bp) von (vi,...,v,) dar als

P
v = E by . xq .
q=1

Dann folgt als erstes x4 = g(by,v) = 0 fiir alle 1 < ¢ < p, so dass v = b, - zp. Es
folgt
|zp| = [zp] bpll, = llvll; =1

Da g(vp, by) = g(bp, vp) > 0, gilt auBerdem

Zp g(bp, vp) = g(bp . Tp,vp) = g(v,vp) >0,
also auch 7, > 0, und daher =, > 0. Aber die einzige Zahl =, € k mit |z,| =1,

zp € Rund z, > 0 ist 1. Also folgt v = by, und die Eindeutigkeit ist ebenfalls
gezeigt,. (]

Es sei A € M, (k) eine quadratische Matrix und r < n, dann schreiben
wir A, € M, (ki) fir den oberen linken r x r-Block

ap - Q1

Ar = ((apg)pa<r) =

arl - Qpp

In Folgerung 4.15 (1) haben wir gesehen, dass det A = det A fiir alle qua-
dratischen Matrizen M, (k) gilt, wenn k = R oder C ein Korper ist. Da die
Konjugation mit den Rechenoperationen in k vertréglich ist, sieht man anhand
der Leibniz-Formel aus Satz 4.13, dass det A = det A gilt. Insgesamt folgt dar-
aus

det A* =det Al = det A =det A .
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6.19. FOLGERUNG. FEs sei A = (apq)p,q € My (k) eine quadratische Matriz.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(1) Die Matriz A ist Hermitesch und positiv definit.
(2) Cholesky-Zerlegung. Es gibt eine obere Dreiecksmatriz B mit reellen,

positiven Diagonaleintrdgen, so dass A = B*B.
(3) Es gibt eine invertierbare Matriz B € GL(n,k) mit A = B*B.

Falls k =R oder C, sind die obigen Aussagen auflerdem dquivalent zum

(4) Sylvester- oder auch Hurwitz-Kriterium. Die Matriz A ist Hermitesch,
und fir aller =1, ..., n gilt det A, > 0.

In der Analysis wendet man (4) auf die Hesse-Matrix einer Funktion an
einem kritischen Punkt an, um festzustellen, ob ein lokales Minimum vorliegt.
Um ein lokales Maximum nachzuweisen, braucht man analog zu (4) ein Krite-
rium fiir negative Definitheit. Dazu betrachten wir anstelle einer Hermiteschen
Matrix A die Matrix —A und sehen, dass

(U*Av§0 und U*A’U:O<:>U:0)
= (—=1)"det A, >0 firaller=1,...,n.

Achtung: Das Sylvester-Kriterium funktioniert nicht fiir positiv semidefinite
Matrizen. Beispielsweise sei
0 0
=6 )

dann gilt det A1 = a11 =0 > 0 und det As = det A =0 > 0, aber die Matrix A
ist nicht positiv semidefinit, denn ejAes = —1.

BEWEIS. Zu (1) = (2)“ fassen wir A als Gramsche Matrix eines Skalar-
produktes
g(z,y) = z" Ay € k
auf kv auf. Wir konstruieren eine Orthonormalbasis (v1,...,v,) von k™ mit
dem Gram-Schmidt-Verfahren, beginnend mit der Standardbasis (eq,...,e,).
Es sei B € M, (k) die Basiswechselmatrix, so dass

n
eq = g Up . bpg -
p=1

Dann ist B eine obere Dreiecksmatrix nach Satz 6.18 (1), denn aus e, €
(e1,...,€q) = (v1,...,74) folgt b,y = 0 fiir p > ¢. Die Diagonaleintréige sind
reell und positiv nach Satz 6.18 (2), denn
n
bag = g(vg, Vg - bgq) = g(qu va : bpq) = g(vg,€q) > 0.
p=1
SchlieBlich gilt A = B*B nach Bemerkung 6.15 (4).
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Der Schritt ,,(2) = (3)“ folgt, da Dreiecksmatrizen mit von 0 verschiedenen
Diagonaleintragen mit dem Gauf3-Verfahren 3.26 invertiert werden kénnen.

Zu ,,(3) = (1)“ iiberlegen wir uns, dass A Hermitesch ist, da
A* = (B*B)* = B*(B")*=B*'B=A.
Da B invertierbar ist, ist A positiv definit, denn
x*Ax = 2"B*Bx = (Bx)"(Bx) >0 und z*Ar=0<= Bxr=0<=2=0.

Es sei jetzt k = R oder C ein Korper, so dass wir Determinanten bilden
konnen. Wir schlielen ,,(2) = (4)“, denn fiir p, ¢ < r gilt

p q r
apg = (Bep)*(Beg) = Z ngzibsq = Z Bs,vbsq )

s=1 t=1 s,t=1
so dass A, = B;B,, und da B, wie oben invertierbar ist, folgt

det A, = det B} det B, = |det B,|* > 0.

Zu ,(4) = (1)“ beweisen wir durch Induktion iiber r, dass A, ein Skalar-
produkt auf k" definiert. Fiir » = 1 ist das klar, da a;; = det A1 > 0.

Es sei also r > 1, und A, definiere ein Skalarprodukt auf k". Wir kon-
struieren wie oben eine Orthonormalbasis (v1, ..., v,) mit dem Gram-Schmidt-
Verfahren, beginnend mit der Standardbasis. Wir definieren

T
Wr41 = €r41 — va . (U;AerJrl) )
p=1
so dass vy Awy41 = 0 fiir ¢ < r. Da A Hermitesch ist, gilt ebenfalls w;, ; Av, =0
fiir alle ¢ < r. Dann bilden (vi,...,v,,w,4+1) eine Basis von (e1,...,e,41). Es
sei Cp41 die zugehorige Basiswechselmatrix, so dass

,
€q = Z Up - Cpg + Wri1 - Cpril -
p=1
Aus Bemerkung 6.15 (4) folgt
(*)

1 0 --- 0
Ar+1 = Cr+1Dr+1Cr+1 s wobei Dr+1 = ] ,
0 -+ 0 wi;Awr1
somit

0 < det A,41 = |det CTH]Q wy g Awpy
Man tiberpriift jetzt leicht, dass D, 41 positiv definit ist, und damit auch A, 41,
denn
l'*ATJrlQS‘ = (Cr+1.7})*DT+1 (CrJrlaj‘) .
Also beschreibt A, ebenfalls ein Skalarprodukt auf k"*'. Damit ist die Be-
hauptung bewiesen. O
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Wir haben oben nur gezeigt, dass die Cholesky-Zerlegung existiert. Sie ist
auch eindeutig und ldsst sich mit einem vergleichsweise einfachen Algorithmus
berechnen, den wir hier aber nicht besprechen wollen.

6.20. BEMERKUNG. Wir geben noch eine geometrische Deutung der diversen
Konstruktion in den Beweisen von Satz 6.18 und Folgerung 6.19.

(1)

Es sei (V,g) ein k-Vektorraum mit Skalarprodukt und U C V ein
Unterraum. Wir wéhlen eine Orthonormalbasis (ey, . . ., €,,) von U und
definieren eine Abbildung

p:V—=U durch  p(v) = Zep .g(ep,v) €U .
p=1

Fiir alle u € U gilt p(u) = u, somit gilt p?> = p. Eine Abbildung mit
dieser Eigenschaft heif3t Projektion.

Es gilt g(u,p(v)) = ¢g(u,v) zunichst einmal fir u = ey, ..., em,
wie man leicht nachrechnet. Da (e, ..., e,,) eine Basis von U bilden,
gilt g(u,p(v)) = g(u,v) sogar fiir alle u, mit anderen Worten

g(u,v —p(v)) =0 fir allew € U und allev € V.

Aus diesem Grund nennt man p die orthogonale oder senkrechte Pro-
jektion von V' auf den Unterraum U. Man kann zeigen, dass p(v) der-
jenige Punkt in U ist, fiir den der Abstand [[v — p(v)||, minimal wird
(Ubung).
Es sei jetzt k = R, und es sei A die Gramsche Matrix eines Skalarpro-
duktes g beziiglich einer Basis (v1, ..., v,) von V. Wir wollen durch In-
duktion iiber r motivieren, dass det A, das Quadrat des Volumens des
von den Vektoren v1, ..., v, aufgespannten r-dimensionalen Parallelo-
tops P, ist. Dabei erinnern wir uns an den Anfang von Abschnitt 4.1,
wo wir entsprechende Uberlegungen fiir Parallelotope maximaler Di-
mension r = n in R™ angestellt haben.

In Dimension r = 1 sollte das ,,Volumen®“ des Vektors v; seine
Lénge sein. In der Tat gilt

det Ay = a1 = g(vi,v1) = ||U1||?, .

Sei jetzt » > 1. Dann hat das von vy, ..., vy41 aufgespannte
Parallelotop P41 als ,Grundfliche* das Parallelotop P, vom Volu-
men vol(P,) = y/det A, nach Induktionsvoraussetzung, und als Hohe
den Vektor wy41 = vp41 — p(vr41), dabei ist p: V. — (v1,...,v,) die
orthogonale Projektion aus (1).

Wie im Beweis der Folgerung 6.19, Schritt (4) = (1), sei ey, ...,
e, eine Orthonormalbasis von (vi,...,v,), und C,11 sei die dortige
Basiswechselmatrix. Dann hat C,.y1 die Blockgestalt

B, x
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Nach Induktionsvoraussetzung und (*) hat also die Grundfliche das
Volumen

vol(Py) = v/det A, = |det B,| = |det Cr41] .
Die Lange der Hohe ist ||wy41 Hg = /w’ ; Aywyi1, und somit erhalten

wir mit (*), dass

VO](PT+1) = |det Cr+1| . 1/w;f+1Awr+1 =V det AT’+1 .

Damit ist unsere Behauptung gezeigt, allerdings unter der Annahme,
dass man das Volumen mit Hilfe der Formel , Grundfliche x Hohe“
berechnen darf.

Einen alternativen Zugang zur Behauptung vol P. = +/det A, fin-
den Sie in den Ubungen.
Im R™ mit dem Standard-Skalarprodukt hat das von den Vektoren vy,
..., v aufgespannte Parallelotop also das Volumen

\/det((@p,vq))p,qgr) = \/det((v;vq)p,qg) :

Beispielsweise hatten wir in Bemerkung 1.70 eine geometrische Inter-
pretation des Kreuz- und des Spatproduktes gegeben. Dazu hatten wir
die Fliiche des von u, v € R? aufgespannten Parallelogramms berechnet
als

lu x v|| = \/HuH2 [0]|* = (u,v)? = det GZ:Z; EZ: Zi) -

6.3. Dualrdume und adjungierte Abbildungen

Wir erinnern uns an die Definition 2.32 des Dualraumes V* = Homy (V) k)

eines Rechts-k-Vektorraums V. Der Dualraum eines Rechtsvektorraums ist ein
Linksvektorraum und umgekehrt (wobei wir anstelle von *V oft einfach wie-
der V* schreiben). Elemente des Dualraumes heiflen auch Linearformen o € V*.
Linearformen auf V sind also lineare Abbildungen a: V — k.

6.21. BEISPIEL. Wir kennen Beispiele von Linearformen.

(1)

Firp =1, ..., nist die Abbildung ¢,: k™ — k, die € k" die p-te Ko-
ordinate zuordnet, eine Linearform. Fiir die Standardbasisvektoren ey,
.., ey gilt
ep(€q) = Opq »
und man nennt (eq,...,e,) die zu (e1,...,e,) duale Basis von "k,
sieche Bemerkung 2.65.

Allgemeiner sei V' ein Rechts-k-Vektorraum und B = (by,...,by,)
eine Basis. Die dazu duale Basis (31, .., 3,) mit 8, =¢,0B™1: V = k
haben wir in Proposition 2.66 aus der Koordinatenabbildung konstru-
iert, so dass wieder

ﬁp(bq) = 5pq :
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(2) Wir betrachten den Raum C*°([0, 1], k) der beliebig oft differenzierba-
ren, k-wertigen Funktionen auf dem Intervall [0, 1]. Typische Linear-
formen auf C*°([0, 1], k) sind zum Beispiel

fr— flzo),  fr— f(z0),...

fiir zo € [0, 1], sowie Linearkombinationen solcher Linearformen.

(3) Auch die Abbildung

f+—>/01f(x)dx

ist linear. Allgemeiner betrachten wir das L2-Skalarprodukt aus Bei-
spiel 6.7 (1). Die obige Linearform entspricht der Abbildung

1
(1, Vp2: C([0,1],k) — k mit fr—>(1,f>L2:/0 1. f(x)dzx,

wobei 1 die konstante Abbildung = — 1 bezeichne. Wenn wir das L?-
Skalarprodukt mit der gleichen Definition auf beschréinkte und stiick-
weise stetige Funktionen erweitern, existiert fiir ein beschrinktes und
stiickweise stetiges g: [0, 1] — k die Abbildung

1
fr—=Af,9)r :/0 g(z)- f(x)dx .

Einschrénken auf f € C°°([0,1],k) liefert wieder eine Linearform
auf C*°([0, 1], k).

(4) Wenn g stetig und differenzierbar ist, dann erhalten wir entsprechend
mit der Erweiterung des Sobolev-Skalarproduktes aus Beispiel 6.7 (3)
auf C''-Funktionen eine Linearform

g— {9 m = {92+ {f,d)1.

(5) Es sei U C R" offen und f: U — R eine C'-Funktion (total diffe-
renzierbar wiirde auch ausreichen). Dann ist die totale Ableitung an
der Stelle g € U die lineare Abbildung df (zp): R™ — R, die jedem
Vektor v € R™ die Richtungsableitung

df (o) (v) = }g% flxzo+v .tt) — f(=0)

zuordnet. Die Koordinaten von df (zg) beziiglich der dualen Basis e1,
..., ep von "R = (R™)* heiflen auch die partiellen Ableitungen von f.

Wir erinnern uns auch an anti- (oder semi-) lineare Abbildungen, siehe
Definition 6.2.

6.22. PROPOSITION. Es sei (V,g) ein k-Vektorraum mit Skalarprodukt.
Dann induziert g eine injektive antilineare Abbildung g: V. — V* durch

v g(v) e V* mit g(v)(w) = g(v,w) fiir alle v, w eV .

FEine Linearform a € V* heifit darstellbar beziiglich g, wenn es ein v € V
mit a = g(v) gibt. Man sagt auch, dass v € V' die Linearform « darstellt.
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BEWEIS. Es sei v € V, dann ist nach (S1) in Definition 6.3 die Abbildung
gw)=g(v,): V =k
linear, also gilt g(v) € V*. Nach Definition 2.32 ist V* ein Links-k-Vektorraum.
Aus (S1) folgt, dass g: V' — V* antilinear ist, denn fiir u, v, w € V und r, s € k
gilt
gu.r+v.s)(w) = glu.r+v.s,w) =Fg(u,w)+5g(v,w) = (Fg(u)+5g(v))(w) .

Zur Injektivitdt nehmen wir an, dass g(u) = g(v), das heiit, es gilt g(u)(w) =
g(v)(w) fiir alle w € V. Dann folgt

0= g(uw)(u—0v)—g(v)(u—0v)=u—v|,
also gilt u = v wegen (S3), und g: V' — V* ist injektiv. O

6.23. BEISPIEL. Wir wollen wissen, ob die Linearformen aus dem obigen
Beispiel darstellbar sind.

(1) Es sei (e1,...,e,) eine Orthonormalbasis, dann wird ¢, im Bei-
spiel 6.21 (1) durch den Vektor e, dargestellt, siche Proposition 3.34
und Bemerkung 6.17 (3).

(2) Im Beispiel 6.21 (3) wird die Linearform

wﬁlmmﬂmm

auf den stiickweise stetigen Funktionen durch ¢ dargestellt. Auf
dem Unterraum C*°([0,1],k) wird sie nur genau dann durch g dar-
gestellt, wenn g € C°°([0,1],k). Also gibt es viele Linearformen
auf C*([0,1],k), die beziiglich des L2-Skalarproduktes nicht (das
heifit, nicht durch C*°-Funktionen) darstellbar sind. Auch die Line-
arformen aus 6.21 (2) sind nicht durch C*°-Funktionen darstellbar.
(3) Wie oben ist die Linearform (g, - ) 1 aus 6.21 (4) auf C* beziiglich des
ersten Sobolev-Skalarproduktes durch g darstellbar. Auf C*°([0, 1], k)
ist sie genau dann darstellbar, wenn g € C*°(]0, 1], k). Wenn dariiber-
hinaus ¢/(0) = ¢/(1) = 0 gilt, ist (g, - ) sogar beziiglich des L2-
Skalarproduktes darstellbar, denn partielle Integration liefert

@ﬁm=AQMN@M+A¢@W®M

— /0 g(z) f(z)dx + ¢ (z) f(x)

= <g - gllaf>L2 .
(4) Die totale Ableitung df (zg) € "R = (R™)* aus Beispiel 6.21 (5) wird
beziiglich des Standardskalarproduktes auf R™ dargestellt durch den
Gradienten

1
o [ @ @) i

DL ()
grad f(zo) = (df (x0))” = :

)
%(‘TO)
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Um zu sehen, dass alle Linearformen auf einem endlich-dimensionalen Vek-
torraum mit Skalarprodukt darstellbar sind, fithren wir als Hilfsmittel noch
einen weiteren Vektorraum ein.

6.24. DEFINITION. Es sei V' ein Rechts-k-Vektorraum, Dann ist eine Anti-
linearform eine antilineare Abbildung v: V — k. Wir definieren wir den Anti-
dualraum von V als

V= {fy: V =k ‘ 7 ist ]k—antilinear} .
Analog definieren wir den Antidualraum eines Links-k-Vektorraums.

6.25. BEMERKUNG. Wir sammeln einige einfache Eigenschaften.

(1) Der Antidualraum V' eines Rechts-k-Vektorraums V ist wieder ein
Rechts-k-Vektorraum. Sei v: V' — k antilinear, und seien v € V und r,
s € k, dann definieren wir

(7.71)(0) =4(v) -7 € k.

mit Definition 6.2 erhalten wir

(vy.r)(v.s)=7w.s).r=5-y@w).r=5-(y.r)(v) .
(2) Wir kénnen aus jeder Linearform o € V* eine Antilinearform v = a €
V" machen und umgekehrt, wobei

av) =a) ck.

Das liefert eine antilineare Abbildung V* — V" mit einer antilinearen
Umbkehrabbildung. Ahnlich wie in Bemerkung 6.4 geht dabei die Links-
k-Vektorraumstruktur von V* in die Rechts-k-Vektorraumstruktur
von V" iiber und umgekehrt.

(3) Wir definieren eine Abbildung §: V — V" durch

g(w)(w) = g(v)(w) = g(v,w) = g(w,v)
fir alle v, w € V. Wie in Proposition 6.22 folgt, dass g eine injektive
lineare Abbildung ist. Antilinearformen im Bild von g heiflen wieder
darstellbar.

Die Frage, welche Linearformen sich durch Elemente spezieller Funktio-
nenrdume darstellen lassen, ist ein wichtiges Thema in der Funktionalanalysis.
Das folgende Lemma ist ein elementarer Spezialfall des Rieszschen Darstellungs-
satzes.

6.26. LEMMA. FEs sei (V,g) ein endlich-dimensionaler k- Vektorraum, dann
sind die Abbildungen g: V. — V* und g: V. — v bijektiv, und wir erhalten
Umkehrabbildungen g~ *: V* =V und gL V' = V.

Insbesondere ist jede Linearform und jede Antilinearform auf einem endlich-
dimensionalen Vektorraum V beziiglich g darstellbar. Dieses Lemma erklért also
insbesondere Beispiel 6.23 (1).
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Der Dualraum eines unendlich-dimensionalen k-Vektorraums ist (unter ge-
eigneten mengentheoretischen Annahmen) stets méchtiger als der Vektorraum
selbst, so dass ¢ fiir unendlich-dimensionale Vektorrdume nie invertierbar ist.
Aus diesem Grund betrachtet man in der Funktionalanalysis stattdessen den
Raum der stetigen Linearformen beziiglich der zum Skalarprodukt gehorigen
Norm. Dadurch wird g auch fiir zahlreiche wichtige unendlich-dimensionale Vek-
torrdume mit Skalarprodukt invertierbar.

BEWEIS. Es sei dim V' = n. Nach Proposition 2.66 ist V* ein n-dimensio-
naler Links k-Vektorraum. Nach Bemerkung 6.25 (2) ist V" ein n-dimensionaler

Rechts-k-Vektorraum. Die Abbildung g: V — V" ist nach Proposition 6.22
und Bemerkung 6.25 (3) injektiv. Aus dem Rangsatz 3.13 folgt, dass g ein
Isomorphismus ist. Aber dann ist auch g bijektiv. g

6.27. BEMERKUNG. Es sei (ey,...,e,) eine Orthonormalbasis von V, siehe
Satz 6.18. Wir konnen sie benutzen, um einen alternativen, konstruktiven Be-
weis von Lemma 6.26 zu geben. Nach Beispiel 6.23 (1) werden die Vektoren der
dualen Basis (g1, ...,&,) durch die Vektoren ey, ..., e, dargestellt. Sei also

n
a:Zap~5p mit ac "k,
p=1
dann wird « dargestellt durch den Vektor
n
V= Z ep - Qp ,
p=1
denn fiir alle w € V' gilt

aw) = 3y eplw) = 3y glepw) =9 (Y ey 0]
p=1 p=1 p=1

Also gilt @ = g(v) und analog @ = g(v).

6.28. DEFINITION. Es seien (V, g) und (W, h) Vektorrdume iiber k mit Ska-
larprodukt. Eine lineare Abbildung F': V. — W heifit adjungierbar, wenn es
eine Abbildung G: W — V gibt, so dass

9(G(w),v) = h(w, F(v)) firalleve Vund w e W.
Dann nennen wir G die zu F adjungierte Abbildung, und schreiben G = F*.

6.29. BEMERKUNG. Es seien (V,g), (W,h) und F': V — W wie oben.

(1) Falls F adjungierbar ist, ist die adjungierte Abbildung G von F' eindeu-
tig bestimmt. Denn sei H eine weitere adjungierte Abbildung von F',
dann gilt fiir alle w € W, dass

0 = h(w, F(G(w) - H(w))) = h(w, F(G(w) - H(w)))
= 9(G(w), Glw) — H(w)) - g(H(w), G(w) - H(w))

= [|G(w) — H(w)lj ,
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und somit G(w) = H(w) wegen der Eigenschaft (S3) des Skalarproduk-
tes g. Daher diirfen wir F™* fiir die Adjungierte Abbildung schreiben,
wenn Sie existiert.

Die adjungierte Abbildung F*: W — V ist linear, denn fiir alle v € V
und alle u, w € W und alle r, s € k gilt

g(F*(u.r4w.s),v) = h(u.r+w.s, F(v)) = 7 h(u, F(v))+5h(w, F(v))
=7g(F*(u),v) +5g(F"(w),v) = g(F*(u) .7 + F*(w) . s,v) .

In'dem wir v =F*(u.r+w.s)— F*(u).r — F*(w) . s wéhlen, erhalten
0= HF*(u.r—l—w.s)—F*(u).r—F*(w).s||§ ,

und wegen (S3) gilt somit F*(u.r+w.s) = F*(u).r + F*(w).s.
Wenn G zu F adjungiert ist, ist auch F' zu G adjungiert, denn we-
gen (S2) gilt

h(F(v),w) = h(w, F(v)) = g(G(w),v) = g(v,G(w))

fiir alle v € V und w € W. Wegen (1) gilt also F' = G* genau dann,
wenn G = F*, insbesondere folgt (F*)* = F.

BEISPIEL. Wir geben Beispiele adjungierter Abbildungen.

Wir betrachten das Standardskalarprodukt auf den R&umen k™
und k™. Sei F': k™ — k™ gegeben durch eine Matrix C' € M, ,(k),
dann wird die adjungierte Abbildung F™* gegeben durch die adjungier-
te Matrix, denn fiir alle x € k™ und alle y € k™ gilt

(F*(z),y) = (z, F(y)) = 2" Ay = 2" (A")"y = (A"2)"y = (A"z,y) .

(2)

Aus diesem Grund benutzen wir in beiden Fallen den Begriff ,,adjun-
giert®.

Etwas allgemeiner sei (ei,...,e,) eine Orthonormalbasis von (V,g)
und (f1,..., fm) eine Orthonormalbasis von (W, h). Wenn F: V. — W
beziiglich dieser Basen durch eine Matrix A € My, (k) dargestellt
wird, dann wird F* durch A* dargestellt, denn fiir alle p =1, ..., m
und alleg =1, ..., n gilt

(eps F™(fp)) = (F(ep), fq) = (fo F'(€p)) = Gpq -

Wir betrachten wieder den Raum V = C*°([0,1];k) mit dem L?2-
Skalarprodukt. Multiplikation mit einer Funktion f € V' definiert eine
lineare Abbildung Die adjungierte Abbildung ist Multiplikation mit f,
denn

1 11— _
(g, fh) gz = /0 9(@) /() h(x) dz = /0 F(@) 9(x) hx) dz = (Fg,h) 12 -

Es sei V wie oben, und es sei f € V eine Funktion mit f(0) = f(1) = 0.
Dann betrachten wir den Differentialoperator F' € End(V') mit

Flg)=f-¢
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und bestimmen den adjungierten Differentialoperator durch partielle
Integration als

17
(F"(9), h) 12 = (g, F(h)) 2/0 g(x) f(x) W (z) da

- (mf(x) h(az))‘lzo - /Ol(gf)'(x) h(z) dx

= <(fg)/7h>L2 = <fg/ + f,g7 h>L2 .

(5) Wenn wir in (4) einfach nur den Ableitungsoperator F(g) = ¢’ be-
trachten, zeigt eine analoge Rechnung, dass F' nicht adjungierbar ist,
da sich die Randterme (g(z) h(x))‘;:() nicht durch ein Integral be-
schreiben lassen. In der Analysis umgeht man dieses Problem, indem
man den Begriff des adjungierten Operators etwas anders definiert und
dann Randbedingungen stellt wie etwa g(0) = ¢g(1) = 0, um keine
Randterme mehr zu erhalten.

Die adjungierte Abbildung ist eng verwandt mit dem folgenden Konzept.

6.31. DEFINITION. Es seien V und W Vektorrdume iiber einem Korper k,
und es sei F:' V — W eine lineare Abbildung. Die zu F duale Abbil-
dung F*: W* — V* ist definiert durch

F*B=BoFcV* firalle € W*.

Man beachte, dass die duale Abbildung im Gegensatz zur adjungierten Ab-
bildung immer existiert und nach Definition eindeutig bestimmt ist. Wir ver-
wenden fiir beide die Bezeichnung F™*, man muss also aufpassen, welche der
beiden Abbildungen jeweils gemeint ist: F*: W* — V* ist die duale Abbildung,
F*: W — V die adjungierte. Aus diesem Grund verwenden manche Autoren
fiir duale Moduln, Vektorriume und Abbildungen das Symbol -’ oder -V.

6.32. BEMERKUNG. Wir sammeln ein paar elementare Eigenschaften. Seien
dazu U, V und W Vektorrdume.

(1) Es gilt stets idj, = idy+, denn aoidy = o € V* fiir alle a € V*.

(2) Seien F': V.— W und G: U — V linear, dann gilt (F oG)* = G*o F*,
denn

(FoG)'B=poFoG=G"(BoF)=G"(F(f)) .

(3) Die duale Abbildung ist linear. Das lidsst sich nachrechnen, da k auf 5 €
W* durch (r- ) (w) = r - f(w) wirkt.

(4) Es seien B = (v1,...,v,) und C = (wi,...,w,) Basen von V bezie-
hungsweise W, und es seien B* = (¢1,...,¢,) und C* = (¥1,...,%y)
die dualen Basen von V* und W*. Es sei F': V. — W beziiglich der
obigen Basen dargestellt durch die Abbildungsmatrix A = M, ,(k),
dann gilt

¢p(F(Uq)) =1p <Z Wy arq) = pr(wr) - Grq = Qpq
r=1 r=1
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firallep=1,...,mundalle ¢ =1, ..., n. Dabei geht der Vektor v =
B(x) in den Vektor C'(Ax) iiber, wobei x € k™.
Es sei jetzt n € ™k eine Zeile. Fiir die duale Matrix rechnen wir

P (C* () <an ) or) = (an (o)) o)
= i = (Z >ty ) (0) = (B (1)) 01
p=1

p=1q=1
Die duale Abbildung wird durch also dieselbe Matrix A dargestellt,
allerdings werden jetzt Zeilen in k™ von rechts mit A multipliziert.

Mit Hilfe von Lemma 6.26 kénnen wir einen Zusammenhang zwischen der
adjungierten Abbildung und der dualen Abbildung herstellen.

6.33. PROPOSITION. FEs seien (V,g) und (W,h) Vektorrdume iber k mit
Skalarprodukt und F: V — W sei linear. Wenn F' adjungierbar ist, kommutiert
das Diagramm

W/41f4>‘/
W* ——=V*.

Insbesondere ist F' immer adjungierbar, wenn V endlich-dimensional ist.

Man beachte, dass die beiden waagerechten Pfeile lineare Abbildungen sind,
wéahrend die senkrechten Pfeile antilinear sind. Somit sind beide Wege von W
nach V* durch antilineare Abbildungen gegeben.

Die letzte Behauptung erklédrt insbesondere die Beispiele 6.30 (1) und (2).
Die Beispiele 6.30 (3) und (4) zeigen, dass die zusiitzliche Bedingung dim V' < co
nicht notwendig ist.

BEWEIS. Es seien v € V und w € W, dann folgt

9(F*(w))(v) = g(F*(w),v) = h(w, F(v)) = h(w) (F(v)) = F*(h(w))(v) .
Da das fiir alle v € V gilt, folgt g o F* = F* o h, wobei links die adjungierte
und rechts die duale Abbildung gemeint ist. Damit ist die erste Behauptung
bewiesen.

Wenn g invertierbar ist, kénnen wir die adjungierte Abbildung als g~ ‘o F*oh
schreiben. Nach Lemma 6.26 gilt das, wenn V endlich-dimensional ist. O

6.34. DEFINITION. Esseien V und W Vektorrdume iiber k, essei F': V — W
linear, und S sei eine Sesquilinearform auf W. Dann definiert man die mit F
zurtickgeholte Sesquilinearform F*S auf V' durch

(F*S)(u,v) = S(F(v), F(w)) fiir alle u, v e V.
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Wir haben jetzt die Notation F* mit einer weiteren Bedeutung versehen.
Aus dem Zusammenhang muss man jeweils erkennen, wofiir F* gerade steht.

6.35. BEMERKUNG. Die ersten drei der folgenden Eigenschaften rechnet man
leicht nach.

(1) Die Form F*S ist wieder sesquilinear (S1).

(2) Wenn S Hermitesch ist, dann ist auch F*S Hermitesch (S2).

(3) Wenn S auflerdem positiv semidefinit ist, dann ist auch F* positiv
semidefinit.

(4) Wenn S positiv definit (S3) und F' injektiv ist, dann ist auch F*S ein
Skalarprodukt, denn dann gilt

(F*S)(v,v) = S(F(v),F(v)) =0 <= Fv)=0 <= v=0.

In diesem Fall heifit £*S auch das zuriickgeholte Skalarprodukt. Auf
die Injektivitdt von F kann man leider nicht verzichten, denn fiir al-
le v € ker F' gilt (F*S)(v) = 0.

(5) Es seien (v1,...,v,) und (wi,...,w,,) Basen von V und W. Sei A €
My (k) die Abbildungsmatrix von F, und sei S dargestellt durch
die Gramsche Matrix G, dann wird F*S dargestellt durch die Ma-
trix A*GA, denn

m m m
(EF™S)(vp,vq) = S(Z Wy . an,ZwS . asq> = Z Qrp Grs Qsq -
r=1 s=1

r,s=1

6.36. BEMERKUNG. Genauso kénnen wir eine Sesquilinearform S auf W mit
einer antilinearen Abbildung F': V' — W zuriickholen durch

(F*S)(u,v) = S(F(v), F(u)) fir alle u, v e V.

Durch das Vertauschen der Argumente stellen wir sicher, dass F*S wieder ses-
quilinear ist. Die Punkte (2)—(4) aus Bemerkung 6.35 gelten analog.

Zum Beispiel sei (V,g) ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit Skalar-
produkt, dann ist die antilineare Abbildung g: V' — V* invertierbar, und wir
kénnen das Skalarprodukt ¢ mit der Inversen Abbildung ¢~! auf V* zuriickho-
len. Dieses Skalarprodukt nennen wir das zu g duale Skalarprodukt g* auf V*.
Sei dazu (eq,...,e,) eine Orthonormalbasis von V, dann ist (e1,...,&,) =
(g(e1),...,g(en)) die duale Basis von V* nach Beispiel 6.23 (1). Somit gilt

((971)*9) (epreq) = g(gil(gq%gil(gp)) = g(eg, ep) = Opq
also ist die duale Basis einer Orthonormalbasis wieder eine Orthonormalbasis.

Im Allgemeinen sei A die Gramsche Matrix von g, dann kann man zeigen,
dass ¢g* durch die Inverse Matrix A~! dargestellt wird.

6.37. BEMERKUNG. Es seien (V, g) und (W, h) Vektorrdume iiber k mit Ska-
larprodukt. Wir nennen eine lineare Abbildung F: V — W eine isometrische
Einbettung, wenn F*h = g gilt. In diesem Fall gilt also fiir alle u, v € V', dass

g(u,v) = (F*h)(u,v) = h(F(u),F(v))  und ], = [F()l, -

Insbesondere ist F' immer injektiv.
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Seien (v1,...,v,) und (wi, ..., wy,) Orthonormalbasen von V und W, und
sei A € M, (k) die Abbildungsmatrix von F. Wegen Bemerkung 6.35 (5) gilt
dann

E,=A"E,A=A"A.

Falls n = m ist, ist A insbesondere invertierbar, und es gilt A~! = A*. In diesem
Fall nennen wir F' eine lineare Isometrie.

6.4. Normale Endomorphismen

In diesem Kapitel betrachten wir bestimmte Endomorphismen von endlich-
dimensionalen k-Vektorrdumen mit Skalarprodukt und zeigen, dass sie sich
beziiglich einer geeigneten Orthonormalbasis durch besonders einfache Matri-
zen darstellen lassen. Diese Resultate haben zahlreiche Anwendungen, unter
anderem in Analysis, Geometrie und Physik.

6.38. DEFINITION. Es sei (V,g) ein k-Vektorraum mit Skalarprodukt und
es sei F' € Endg (V') adjungierbar. Dann heifit ¥

1) selbstadjungiert, wenn F* = F

2) schief, wenn F* = —F,

3) normal, wenn F* o F' = F o F* und

4) lineare Isometrie, oder isometrischer oder auch unitdirer Automorphis-
mus, wenn F invertierbar ist mit F~! = F*.

o~~~ —~

6.39. BEMERKUNG. Man sieht leicht, dass selbstadjungierte und schiefe En-
domorphismen und isometrische Automorphismen allesamt normal sind. Stellt

man F' wie oben beziiglich einer Orthonormalbasis als Matrix A € M, (k) dar,
so gilt jeweils A* = A, A* = —A, A*A = AA*, beziehungsweise A~! = A*.

6.40. SATz (Hauptsatz iiber normale Abbildungen). Es sei (V,g) ein
endlich-dimensionaler komplexer Vektorraum mit Skalarprodukt und F €
Endc V. Dann existiert genau dann eine unitire Basis von (V,g) aus FEigen-
vektoren von F', wenn F' normal ist.

Insbesondere sind normale Endomorphismen iiber C immer diagonalisier-
bar; die Aussage im Satz ist aber noch etwas stérker, da wir sogar eine unitére
(also eine Orthonormal-) Basis erhalten. Die Darstellung als Diagonalmatrix
ist eindeutig bis auf die Reihenfolge der Eintrége nach Satz 5.56. In der Funk-
tionalanalysis heiffit der entsprechende Satz auch der ,,Spektralsatz fiir normale
Operatoren®.

BEWEIS. Zu ,—“ sei (ey,...,e,) eine Orthonormalbasis aus Eigenvekto-
ren von F'. Nach Proposition 5.5 wird F' beziiglich dieser Basis durch eine Dia-
gonalmatrix A dargestellt. Nach Beispiel 6.30 (2) wird F* durch A* dargestellt,
und A* ist auch eine Diagonalmatrix. Man sieht leicht, dass A*A = AA* gilt,
somit ist F' normal.
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Wir beweisen ,<=* durch Induktion iiber die Dimension n von V. Im
Fall n = 0 ist nichts zu zeigen. Es sei also n > 1. Da C algebraisch abge-
schlossen ist, hat das charakteristische Polynom yr eine Nullstelle X. Es sei v
ein Eigenvektor von F' zum Eigenwert A. Dann ist v auch ein Eigenvektor von F™*
zum Eigenwert \, denn

17 (0) = All;

g((F* = Aidv)(v), (F* = Aidy)(v)
g((F = Xidy)(F* = Xidy)(v),v)
g((F* = Xidy)(F — Xidy)(v),v) =

~—

Es sei
W:{wGV‘g(v,w):()}

das orthogonale Komplement vom Vektor v, dann ist W C V' ein Untervektor-
raum, siehe Ubungen. Der Unterraum W ist sowohl unter F' als auch unter F™*
invariant, denn sei w € W, dann folgt

9(v, F(w)) = g(F*(v),w) = g(v. A, )=
wd  g(v, F(w)) = g(F(v),w) = glv. A w) =0,
somit liegen mit w auch F(w) und F*(w) wieder in W.

Insbesondere ist F™*|y gleichzeitig die adjungierte Abbildung zu F|w
beziiglich des auf W eingeschrénkten Skalarproduktes, und F|y ist nach wie
vor normal, also existiert nach Induktionsannahme eine unitére Basis va, ...,
vy, von W aus Eigenvektoren von F|y. Wir diirfen [lv]|, = 1 annehmen. Dann
ist (v,va,...,v,) eine unitire Basis von V aus Eigenvektoren von F', und wir
sind fertig. O

Uber den reellen Zahlen verhalten sich normale Abbildungen etwas kompli-
zierter. Man tiberpriift, dass Matrizen der Form

G

normal sind, denn

(o) G )=(5" eln)=C =) (5 0)

Das charakteristische Polynom (X —a)?+b% hat jedoch keine reellen Nullstellen,
falls b # 0. Nach Lemma 5.33 hat die obige Matrix also keine Eigenvektoren.

6.41. FOLGERUNG. Es sei (V,g) ein endlich-dimensionaler reeller Vektor-
raum mit Skalarprodukt und F' € Endr V. Dann existiert genau dann eine
Orthonormalbasis von (V,g), beziiglich der F durch eine Block-Diagonalmatriz
aus 1 x 1-Blocken und aus 2 x 2-Blocken der Gestalt (*) mit b > 0 dargestellt
wird, wenn F normal ist. In diesem Fall ist die Matriz bis auf die Reihenfolge
der Blocke eindeutig.
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BeEweis. Die Richtung ,,—* folgt wie im Beweis von Satz 6.40 durch Nach-
rechnen.

Zu ,,<="* wihlen wir zunéchst eine beliebige Orthonormalbasis von V' und
stellen F' durch eine normale Matrix A € M, (R) dar. Dann betrachten wir A
als normale komplexe Matrix, also als normalen Endomorphismus von C" mit
dem Standardskalarprodukt. Der Beweis geht wieder durch Induktion iiber n.

Wir finden einen gemeinsamen Eigenvektor v von A zum Eigenwert A und
von A* zum Eigenwert A\. Wenn X reell ist, kénnen wir v € R® C C" wihlen
wegen Lemma 5.33. Danach betrachten wir das orthogonale Komplement W
von v und machen weiter wie im obigen Beweis.

Wenn A\ nicht reell ist, betrachten wir den Vektor v € C™ und rechnen nach,
dass
Av=Av=Av=v.A=7.]\,
so dass U ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A # X ist. Dabei haben wir

benutzt, dass A = A, da A eine reelle Matrix ist. Wir schreiben A = a + bi
mit a, b € R und v = w + wi mit u, w € R", und erhalten

1

Au= 3 (A5 Av) = 2 (BA—v))
= % (w—wi)(a — bi) — (w+ ui)(a+ bi)) = ua+ wb,
r, 1 -
und A’UJ:§(AU+AU)=§(U)\+@>\)
= % (w —wi)(a —bi) + (w+ ui)(a + bi)) = —ub+ wa .

Wir nehmen an, dass b = Im A > 0, andernfalls vertauschen wir die Rollen
von v und @. Dann hat A auf dem von u und w aufgespannten Unterraum U
beziiglich der Basis (u,w) gerade die Gestalt (*).

Als né#chstes iiberlegen wir uns, dass v und v aufeinander senkrecht stehen,
da sie Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind, und somit wie im
Beweis von Satz 6.40 der Vektor ¢ im orthogonalen Komplement von v liegt.
Wir nehmen an, dass v, = ||, = 2, dann gilt
2 . . 2 2 .
2= vl = g(w + ui,w + ui) = [wlly + vl + (9(w,u) — g(u, w)) i
) . 2 2 :
0 = g(w — i, w +ui) = [[wll? = [v]]2 + 2g(w, u);i

Da u, w reell sind, sind auch alle einzelnen Skalarprodukte rechts reell. Hieraus
folgt g(u,w) = 0 und Hu||§ = ||wH§ = 1, so dass u, w eine Orthonormalbasis
von U bilden. Wie im Beweis von Satz 6.40 ist das orthogonale Komplement

W = {ZE(C" ‘ g(w, z) = g(u, z) :0} = {ZE(C" ‘ g(v,z) =g(v,2) :0}
invariant unter F' und F*, und wir kénnen den Beweis wie oben fortsetzen.

Wir erhalten also eine Blockmatrix aus 1 x 1-Blécken, die genau den reel-
len Nullstellen von y g entsprechen, und aus 2 x 2-Blocken der Gestalt (*), so
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dass a * bi echt komplexe Nullstellen von yr sind. Somit kénnen wir die ge-
suchte Matrix aus den komplexen Nullstellen des charakteristischen Polynoms
ablesen, was die Eindeutigkeitsaussage beweist. O

Da die Quaternionen nicht kommutativ sind, ist der Begriff des Eigenraums
nicht sinnvoll, siehe Ubung 4 von Blatt 1. Dennoch erhalten kénnen wir normale
Abbildungen auch iiber den Quaternionen charakterisieren.

6.42. FOLGERUNG. Es sei (V,g) ein Rechts-H-Vektorraum mit Skalarpro-
dukt und F' € Endy V. Dann existiert genau dann eine quaternionisch unitdre
Basis von V', beziiglich der F durch eine Diagonalmatriz mit Eintrdgen der
Form a + bi mit b > 0 dargestellt wird, wenn F' normal ist. Diese Matriz ist
eindeutig bis auf Reihenfolge der Eintrdge.

BEWEIS. Die Richtung ,,=—* {iberpriift man wieder durch Nachrechnen.

Wir beweisen ,,<—=% wieder durch Induktion iiber n = dimyg V. Dazu be-
trachten wir C = R+ iR C H als Teilkorper und fassen V fiir einen Moment als
komplexen Vektorraum auf. Wir erhalten ein komplexes Skalarprodukt, indem
wir die j- und k-Komponenten von g vergessen. Beziiglich dieses Skalarproduk-
tes ist F' als komplex lineare Abbildung immer noch normal mit der selben
adjungierten Abbildung F*. Also existiert wie oben ein simultaner Eigenvek-

tor v zum Eigenwert A = a + bi € C von F und zum Eigenwert A = a — bi
von F*. Wenn b > 0 gilt, dann ist das orthogonale Komplement

W={weV|gvw)=0cH}
ein invarianter quaternionischer Unterraum der Dimension n—1, und wir fahren
fort wie im Beweis von Satz 6.40.
Falls b < 0, betrachten wir den Vektor v . j. Es gilt
Flo.j)=F@).j=v.((a+bi)j)=v.(la—bi))=(v.j). A
und genauso F*(v.j) = (v.7).A. Anstelle von v betrachten wir also v . j und

machen weiter wie oben und erhalten die gesuchte quaternionisch unitére Basis.

Zur Eindeutigkeit tiberlegen wir uns, dass das charakteristische Polynom x p
von F als Endomorphismus iiber dem Korper C aufgrund der obigen Uberlegung
in Faktoren der Form

(X = N)(X =X = (X —a)?+0?

zerfillt. Dadurch sind die Diagonaleintrége bis auf ihre Reihenfolge eindeutig
festgelegt. O

Wir konnen ,,¢“ in der Darstellung a 4 bi auch durch j, k£ oder einen belie-
bigen anderen imaginédren Einheitsquaternion q ersetzen. Dadurch &ndern sich
die Matrix und die zugehorige Basis, aber nicht die Paare (a,b) in a + bg. Im
Beweis arbeiten wir dann mit einem Teilkorper R 4+ gR = C.

Wir kommen jetzt zu wichtigen Spezialféllen normaler Abbildungen.
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6.43. FOLGERUNG (Hauptachsentransformation). Es sei (V,g) ein endlich-
dimensionaler k- Vektorraum mit Skalarprodukt und F € Endy, V. Dann existiert
genau dann eine Orthonormalbasis von V, beziiglich der F' durch eine Diago-
nalmatriz mit reellen Eintrigen dargestellt wird, wenn F selbstadjungiert ist.

Aus den obigen Ergebnisses folgt dann auch die Eindeutigkeit dieser Diago-
nalmatrix bis auf die Reihenfolge der Diagonaleintrige. In der Funktionalana-
lysis heiflit der entsprechende Satz auch der ,,Spektralsatz fiir selbstadjungierte
Operatoren®.

BEWwWEIS. Die Richtung ,,==* ergibt sich wieder durch Nachrechnen.

Zu ,<=" wenden wir Satz 6.40 oder eine der Folgerungen 6.41 oder 6.42 an.
Da F selbstadjungiert ist, ist auch die Matrix A € M, (k), die wir so erhalten,
selbstadjungiert. Im Fall k = R ist ein 2 x 2-Block vom Typ * nur dann selbst-
adjungiert, wenn b = 0 gilt. In den Fillen k = C oder H muss A = X fiir jeden
Diagonaleintrag A € k gelten, und wegen Bemerkung 6.1 (4) folgt A € R. O

6.44. BEISPIEL. Wir betrachten einen physikalischen Korper K im R3, der
sich ohne Einfluss duflerer Kréfte bewegt. Dabei nehmen wir an, dass der
Schwerpunkt fiir alle Zeiten im Nullpunkt liegt. Dann dreht sich der Korper
um sich selbst.

Um diese Drehung zu beschreiben, betrachtet man zu einer festen Zeit ¢ den
Trigheitstensor F;: R? — R3 mit

Fy(v) = /K () p X (v x p) e |

wobei K; C R? den Kérper zur Zeit t und p;(x) seine (Massen-) im Punkt x
bezeichne. Dabei bezeichne die Richtung von v die Drehachse und |jv] die
Drehgeschwindigkeit, dann beschreibt v x p die tatséchliche Geschwindigkeit
im Punkt p, und pi(p)p X (v x p) den Beitrag zum Drehimpuls. Insgesamt
ist Fy(v;) also der Drehimpuls zur Zeit ¢, wenn v; wie oben die Drehung zur
Zeit t beschreibt.

Die Abbildung F} ist selbsadjungiert. Am einfachsten iiberlegt man sich das
fiir den Integranden: fiir alle w € R? gilt

(px (v xp),w) = (p,p)(v,w) = ({p,v){p,w) = (v,p X (w X p))
nach Satz 1.69 (2). Also existiert eine Orthonormalbasis (e1(t),ez(t), e3(t))
von R? aus Eigenvektoren von Fy. Wegen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung 6.10

sind alle Eigenwerte A1 < Ao < A3 positiv, falls der Korper sich in jeder Raum-
richtung ausdehnt.

Die Richtungen der Eigenvektoren heiflen die Hauptachsen des Korpers K.
Bei einem achsenparallelen Quader sind das beispielsweise gerade die Koordina-
tenachsen. Wenn sich der Korper zu einer festen Zeit um eine der Hauptachsen
dreht, dann tut er das fiir alle Zeit. Dreht er sich hingegen um eine andere Achse,
dann verdndert sich die Drehachse selbst im Laufe der Zeit; der Koérper scheint
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zu taumeln. Es gibt jedoch einen konstanten Drehimpulsvektor L = Fy(v;) € R3,
so dass die Drehachse zu jedem Zeitpunkt in Richtung F; ' (L) zeigt.

6.45. FOLGERUNG. Es sei (V,g) ein endlich-dimensionaler k- Vektorraum,
und S sei eine Sesquilinearform auf V. Dann existiert genau dann eine g-
Orthonormalbasis von V', beziiglich der S durch eine Diagonalmatriz mit reellen
Eintrdgen dargestellt wird, wenn S Hermitesch ist.

Wie in Folgerung 6.43 sind die Diagonaleintrige bis auf ihre Reihenfolge
eindeutig.

BeWwEIs. Die Richtung ,,=—“ ergibt sich aus Bemerkung 6.15 (2).

Zu ,,<—=* fassen wir zunéchst S als antilineare Abbildung S: V' — V* wie in
Proposition 6.22 auf. Da wir nichts iiber die Definitheit von S wissen, kénnen wir
allerdings nicht schliefen, dass S injektiv ist. Sei g~': V* — V die antilineare
Umkehrabbildung aus Lemma 6.26, dann setzen wir F = g~ o S € Endy V, so
dass

S(v,w) = (go F)(v)(w) = g(F(v),w) fir alle v, w e V .

Da S Hermitesch ist, ist F' selbstadjungiert, und Folgerung 6.43 liefert eine
Orthonormalbasis (eq, ..., e,) aus Eigenwerten von F'. Man {iberlegt sich leicht,
dass F' und S beziiglich (eq, ..., ey,) durch die selbe Matrix dargestellt werden,
also durch eine Diagonalmatrix mit reellen Eigenwerten. O

6.46. BEIsPIEL. Ein Brillenglas ist eine gekriimmte Flidche. Die Wirkung
des Glases auf Lichtstrahlen héngt von der Kriimmung ab. Wenn wir das Glas
in einem Punkt p flach auf den Tisch legen, kénnen wir eine Seite des Glases
als Graph einer Funktion f: U — R mit U C R? darstellen. Wenn f minde-
stens zweimal stetig differenzierbar ist, beschreibt die zweite Ableitung bei p die
Kriimmung an der Stelle p. Nach dem Satz von Schwarz ist die zweite Ableitung
an der Stelle p eine reelle symmetrische Bilinearform (also eine reelle Hermite-
sche Sesquilinearform) f”(p): R? — R, und die Kriimmung in Richtung v € R?
wird gegeben als

" (p)(v,v) fiir alle v € R? mit |jv]| =1 .

Nach Folgerung 6.45 kénnen wir f”(p) beziiglich einer Orthogonalbasis (v1, v2)
des R? als Diagonalmatrix mit Eintrigen s1, ko schreiben. Dann nennt man x4
und ko die Hauptkrimmungen im Punkt p, und vy, vo die Hauptkrimmungs-
richtungen. Wir diirfen xk; < ko annehmen. Bei einem gewd6hnlichen Brillen-
glas sollten die Hauptkriimmungen und die Hauptkriimmungen iiber das ganze
Glas in etwa konstant bleiben. In diesem Fall muss der Augenarzt dem Optiker
die Kriimmungen (als Werte in Dioptrien) und eine Hauptkriimmungsrichtung
mitteilen. Die andere Hauptkriimmungsrichtung ergibt sich, da beide senkrecht
aufeinander stehen.

6.47. FOLGERUNG (Singuldre Werte). Es seien (V,g) und (W, h) endlich-
dimensionale k- Vektorrdume mit Skalarprodukten, und es sei F': V. — W linear.
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Dann ezistieren Orthonormalbasen von V. und von W, so dass F beziiglich
dieser Basen dargestellt wird durch eine Matrix der Form

ap 0 0
0 .
agr 0 -+ 0

0 0 0

0o --- 0 0O --- 0

mit eindeutig bestimmten reellen Eintrigen a; > -+ > aygp > 0.

Diese Folgerung ist eine Verfeinerung des Rangsatzes 3.13, in dem anstelle
von Orthonormalbasen beliebige Basen erlaubt sind.

BEwEIS. Die Abbildung F*F: V — V ist offensichtlich selbstadjungiert
und hat nicht-negative Eigenwerte, denn die zugehorige Hermitesche Bilinear-
form

S(u,v) = g(u, (F* o F)(v)) = h(F(u), F(v)) = (F*h)(u,v)
ist positiv semidefinit nach Bemerkung 6.35 (3). Die Hauptachsentransformati-

on 6.43 liefert eine Orthonormalbasis (v, ..., v,) aus Eigenvektoren von F* o F'
zu den FEigenwerten Aj, ..., \,; dabei sortieren wir die Basisvektoren so,
dass Ay > --- Z)\g>0:)\g+1 == An.
_1 _1
Jetzt betrachten wir die Vektoren wy = F(v1). A %, ..., we = F(vg) . A\, ?

_1
Da die Faktoren A, * reell sind, folgt

h(wp, wy) = h(F('Up)vF(Uq)) _ g(vpa (F*F)(Uq)) = 6y

VA VA
Nach Bemerkung 6.17 (1) sind die Vektoren wy, ..., wy linear unabhéngig. Also
erginzen wir mit dem Basisergénzungssatz 3.3 zu einer Basis von W, die wir
mit dem Gram-Schmidt-Verfahren 6.18 in eine Orthonormalbasis (w1, ..., wp)
iiberfithren. Beziiglich der so konstruierten Basen hat F' die angegebene Abbil-
dungsmatrix, wobei a, = m firallep=1,...,f=1rgF.

Die Eindeutigkeitsaussage ergibt sich, indem man aus der gegebenen Abbil-
dungsmatrix die Abbildungsmatrix von F*F ableitet und die Eindeutigkeits-
aussage aus Folgerung 6.43 benutzt. g

6.48. BEMERKUNG. Die singuldren Werte geben also an, wie stark die Ab-
bildung F' die Liangen in unterschiedlichen Richtungen verzerrt. Wenn wir bei-
spielsweise eine Gummifolie als Fliche im Raum betrachten, dann kénnen wir
das als eine Abbildung f: U — R? mit U C R? betrachten. Es sei p € U, dann
gibt die Ableitung F' = df(p): R? — R? an, wie f am Punkt p die Richtungen
im R? in den R? abbildet. Die singuldren Werte a1 > a2 geben das Maximum
und das Minimum der Langenverzerrung an. Nach Folgerung 6.47 stehen die
zugehorigen Richtungen immer senkrecht aufeinander.
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Die singuldren Werte aq, ..., arg p heiflen manchmal auch verallgemeinerte
Eigenwerte von F. Diese Bezeichnung ist etwas ungliicklich, da fiir eine Ma-
trix A die Eigenwerte von A mit den verallgemeinerten Eigenwerten, also den
Eigenwerten von A* A, nichts zu tun haben miissen. Als Beispiel betrachte einen
Jordan-Block M;(\) € My(k) der Grosse ¢ zum Eigenwert A. Dann hat

AN 4+1A 0

My = |
A+l
0 A N2

fiir £ = 2 die Eigenwerte A2 + % + /A% + i, und die singuldren Werte sind die

positiven Wurzeln davon.

Ahnliche Aussagen wie in Folgerung 6.43 lassen sich auch fiir schiefe Endo-
morphismen F' € Endy V eines endlich-dimensionalen k-Vektorraums beweisen.
Dazu muss man wieder nur untersuchen, welche der moglichen Normalformen
in Satz 6.40 und den Folgerungen 6.41 und 6.42 schiefe Endomorphismen be-
schreiben.

6.49. FOLGERUNG. FEs sei (V,g) ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum
mit Skalarprodukt und F' € Endy V. Dann existiert genau dann eine Orthonor-
malbasis von V', beziiglich der F dargestellt wird

(1) durch eine Block-Diagonalmatriz aus 1 x 1-Blocken 0 und 2 x 2-Blécken
vom Typ (*) mit a =0 falls k =R,

(2) durch eine Diagonalmatriz mit rein imagindren Eintrdgen fallsk = C,
beziehungsweise

(3) durch eine Diagonalmatriz mit Fintrdgen der Form bi mit b > 0
fallsk = H,

wenn F' schief ist.
BEWEIS. Analog zum Beweis von Folgerung 6.43. g

Besonders interessant ist der Fall, dass F' eine Isometrie ist. Aus Kapitel 1
kennen wir Spiegelungen und Drehungen.

6.50. FOLGERUNG. FEs sei (V,g) ein endlich-dimensionaler k- Vektorraum
mit Skalarprodukt und F € Endy V. Dann ezistiert genau dann eine Orthonor-
malbasis von V| beziiglich der F' dargestellt wird

(1) durch eine Block-Diagonalmatriz aus 1 x 1-Blicken £1 und 2 x 2-
Blocken vom Typ (*) mit a® +b% =1 falls k = R,

(2) durch eine Diagonalmatriz mit Eintrigen vom Betrag 1 falls k = C,
beziehungsweise

(3) durch eine Diagonalmatriz mit Eintrigen der Form a+bi vom Betrag 1
mit b >0 falls k = H,
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wenn F' eine lineare Isometrie ist.

BEWEIS. Analog zum Beweis von Folgerung 6.43. 0

6.51. BEMERKUNG. In Aufgabe 2 von Blatt 14 zur linearen Algebra I und
Bemerkung 4.29 haben wir die Untergruppen

:{AeM )| AY-A=E,}
und SO {AGO ‘detA—l}

der Gruppe GL(n,R) kennengelernt. Die Elemente von O(n) sind dadurch cha-
rakterisiert, dass sie das Standard-Skalarprodukt erhalten, somit ist die ortho-
gonale Gruppe O(n) die Gruppe der linearen Isometrien des R"™. Gleichzeitig
ist O(n) auch die Gruppe der Basiswechselmatrizen zwischen Orthonormalba-
sen, siehe Proposition 2.77 und Bemerkung 6.15 (4).

Die spezielle orthogonale Gruppe SO(n) ist die Gruppe der orientierungser-
haltenden Isometrien. Gleichzeitig ist sie die Gruppe der Basiswechselmatrizen
zwischen gleich orientierten Orthonormalbasen.

Analog betrachten wir die unitdre und die spezielle unitire Gruppe
:{AeM )| A A=E,}
und SU {AEU |detA—1}

Die unitére Gruppe U (n) ist die Gruppe der linearen Isometrien des C™ mit dem
Standardskalarprodukt, und gleichzeitig die Gruppe der Basiswechselmatrizen
zwischen unitiren Basen. Fiir Elemente A € U(n) gilt

1 =det(A*A) = |det al?

und das Beispiel (e!) € U(1) zeigt, dass alle komplexen Zahlen vom Betrag 1 als
Determinante einer unitdren Matrix auftreten konnen. Da wir Orientierungen
fiir komplexe Vektorrdume nicht eingefithrt haben, ist SU(n) einfach nur die
Untergruppe der Isometrien mit Determinante 1.

Uber den Quaternionen definieren wir nur die (kompakte) symplektische
Gruppe
Sp(n)={Aec M,H) | A*-A=E,}
der linearen Isometrien des H"™ mit Standardskalarprodukt, beziehungsweise der
Basiswechselmatrizen zwischen quaternionisch unitidren Basen. Da die Quater-
nionen nicht kommutativ sind, gibt es keine Determinante, und wir definieren
nur diese eine Gruppe.

6.52. BEMERKUNG. Wir haben wieder eine Reihe von Normalformen ken-
nengelernt und auch ein paar Anwendungen gesehen.

(1) Sei (V, g) ein n-dimensionaler k-Vektorraum mit Skalarprodukt, dann
ist fiir jede Orthonormalbasis B von V die Basisabbildung ein Isomor-
phismus B: k™ — V, so dass B*g gerade das Standardskalarprodukt
auf k™ ist. Insbesondere ist die Dimension eine vollstdndige Invarian-
te fiir endlich-dimensionale k-Vektorrdume mit Skalarprodukt, &hnlich
wie in Folgerung 3.8 fiir endlich-dimensionale Vektorrdume.
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Es sei (V, g) ein k-Vektorraum mit Skalarprodukt. Wir betrachten zwei
Endomorphismen F', G € Endy V' als metrisch dquivalent, wenn es ei-
ne lineare Isometrie U € Auty V gibt, so dass G = U~'FU. Somit
sind F' und G genau dann &dquivalent, wenn es Orthonormalbasen B
und C' gibt, so dass F' beziiglich B die gleiche Darstellung hat wie G
beziiglich C. Dann haben wir in Satz 6.40 und den Folgerungen 6.41
6.42 eine Normalform fiir normale Endomorphismen kennengelernt.
Spezialfiille haben wir in den Folgerungen 6.43, 6.49 und 6.50 be-
trachtet. Fiir selbstadjungierte Matrizen beispielsweise erhalten wir als
vollsténdige Invariante die Dimension dim V' und das Tupel der nach
Grofle geordneten reellen Eigenwerte.

Man beachte, dass nicht nur die Auswahl der betrachteten Endo-

morphismen spezieller ist als in Kapitel 5, sondern auch die Aquiva-
lenzrelation.
Wir nennen zwei lineare Abbildungen F', G: V — W zwischen Vek-
torrdumen metrisch dquivalent, wenn es lineare Isometrien P € Auty V'
und @@ € AutgW gibt, so dass Q o ' = G o P, siehe Folge-
rung 3.18. In diesem Fall liefert Folgerung 6.47 eine Normalform,
und (dim,dim W,rg F') bildet zusammen mit dem Tupel der nach
Grofle geordneten singuldren Werte eine vollstédndige Invariante.

BEMERKUNG. Essei F' € Endg(V) eine Isometrie eines endlich-dimen-
Euklidischen Vektorraums (V, g).

Gemaéf der Orthonormalbasis aus Folgerung 6.50 zerlegen wir V' in eine
direkte Summe von Unterrdumen, die paarweise zueinander senkrecht
stehen. Dann operiert F' auf den eindimensionalen Unterrdumen Uj
mit Eigenwert 1, also als +idy,, das heifit als Identitét oder als Spie-
gelung.

Auf den zweidimensionalen Eigenrdumen V; wirkt V durch eine
Matrix vom Typ (*) mit a® + 5% = 1 und b > 0. Also finden wir einen
Winkel ¢ = arccosa € [0, 7], so dass

a —b\ [cosp —singp
b a) \sing cosp)

Diese Matrix beschreibt eine Drehung des Raumes V; um den Winkel ¢
und heifit daher auch einfach Drehmatriz.

Geméf3 Definition 4.27 heifit F' genau dann orientierungserhaltend,
wenn det F© > 0. Nach Folgerung 4.18 (1) ergibt sich die Determi-
nante als das Produkt der Determinanten der einzelnen Blocke. Ein
1 x 1-Block +1 hat Determinante 41, wéhrend eine Drehmatrix stets
Determinante a?+b? = cos? ¢+sin? ¢ = 1 hat. Somit ist eine Isometrie
genau dann orientierungserhaltend, wenn die Anzahl der Spiegelungen
in (1), also die Dimension des —1-Eigenraumes, gerade ist.

Wenn V eine feste Orientierung trigt, versuchen wir, in Folgerung 6.50
eine orientierte Basis anzugeben. Das geht immer, wenn +1 Eigen-
wert ist, da wir dann das Vorzeichen des zugehorigen Eigenvektors frei
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wéhlen koénnen. In einem Drehblock legt jedoch die Wahl des Win-
kels ¢ € (0, 7) eine Orientierung fest. Wenn wir also nur Drehmatrizen
zu Winkeln ¢; € (0,7) haben, miissen wir unter Umsténden einen
Winkel ¢ durch —¢ ersetzen. In diesem Fall konnen wir sagen, dass F'
entgegen dem mathematischen Drehsinn wirkt. In der Ebene ist eine
Drehung im mathematischen Drehrsinn eine Drehung gegen den Uhr-
zeigersinn, und umgekehrt.

6.5. Affine Riume

Wenn wir bei einem Vektorraum den Nullpunkt , vergessen®, erhalten wir
einen affinen Raum. In Definition 3.19 hatten wir bereits affine Unterrdume
von Vektorrdumen kennengelernt. In diesem Abschnitt wollen wir affine Rdume
etwas abstrakter einfithren und auch als metrische Rdume betrachten.

Fiir den Anfang betrachten wir wieder beliebige Schiefkorper k.

6.54. DEFINITION. Es sei V ein k-Vektorraum. Ein affiner Raum iiber V ist
eine Menge A, zusammen mit einer Abbildung +: A x V — A, so dass gilt:

(1) fiir alle a € A und alle v, w € V gilt (a+v) +w =a+ (v+ w),
(2) zu je zwei Punkten a, b € A existiert genau ein v € V mit b = a + v.

Die Dimension von A ist gerade die Dimension von V.

Es sei B ein weiterer affiner Raum iiber einem k-Vektorraum W. Eine Ab-
bildung F': A — B heifit affin, wenn es eine lineare Abbildung L: V — W gibt,
so dass

F(a+v)=F(a)+ L(v)
fir alle a € A und alle v € V. In diesem Fall nennt man F auch lineare
Abbildung tiber L.

FEine nichtleere Teilmenge C' C A heif3t affiner Unterraum, wenn es einen
Untervektorraum U C V gibt, so dass fiir alle ¢ € C und alle v € V der
Punkt ¢ + v genau dann in C liegt, wenn v € U. Man nennt C' dann auch
affinen Unterraum <ber U. Zwei affine Unterrdume heiflen parallel, wenn sie
iiber dem gleichen linearen Unterraum von V' liegen.

6.55. BEISPIEL. Wir kennen schon einfache Beispiele.

(1) Jeder Vektorraum ist ein affiner Raum iiber sich selbst. Die affinen
Unterrdume im Sinne von Definition 3.19 sind genau die affinen Un-
terrdume im obigen Sinne. Sei F': V — W eine affine Abbildung iiber
der linearen Abbildung L: V — W, dann folgt

A(v) = A0 +v) = A(0) + L(v) fiir allev € V.

Also haben affine Abbildungen zwischen Vektorrdumen stets die Ge-
stalt

A(w) = L(v) +w,
wobei L linear ist Umgekehrt ist jede Abbildung dieser Form affin.
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(2) Es sei V' ein Vektorraum und U C V ein Unterraum. Dann ist je-
der zu U parallele affine Unterraum A selbst ein affiner Raum iiber
dem Untervektorraum U. Beispielsweise ist die Losungsmenge eines
inhomogenen Gleichungssystems ein affiner Raum iiber der Lésungs-
menge des zugehorigen homogenen Gleichungssystems, siehe Proposi-
tion 3.22 (3).

6.56. BEMERKUNG. Wir sammeln ein paar elementare Eigenschaften.

(1) Fiir jeden Punkt a € A ist die Zuordnung v +— a + v eine Bijektion
von V nach A. Die Umkehrabbildung schreiben wir als Subtraktion

CAXASV,

so dass b—a = v genau dann, wenn b = a+v. Eine andere Bezeichnung
ist ab =b— a.

(2) Es sei A ein affiner Raum {iber einem k-Vektorraum V. Wenn wir
einen Ursprung o € A wihlen, kénnen wir A und V identifizieren,
indem wir a € A mit dem Vektor a — o € V und v € V mit dem
Punkt a + v € A gleichsetzen.

Wir setzen wieder k = R, C oder H und erinnern uns an den Begriff einer
Norm auf einem k-Vektorraum, sieche Bemerkung 6.9. In Definition 6.8 haben
wir speziell die Norm || - ||, zu einem Skalarprodukt g auf V' eingefiihrt.

6.57. DEFINITION. Es sei A ein affiner Raum iiber einem k-Vektorraum V/
und || - || eine Norm auf V. Dann definieren wir die affine Metrik d: Ax A — R
zu || - || auf A durch

d(a,b) = [la —b|| fir alle a, be A .

Wenn |- || = [|-||, die Euklidische Norm zu einem Skalarprodukt g auf V' ist,

nennen wir d, = d eine Euklidische Metrik auf V. Ein affiner Raum mit einer
Euklidischen Metrik heifit auch Euklidischer Raum (A, d).

Eine affine Abbildung F': A — B zwischen Euklidischen Réumen (A, d)
und (B, e) heifit (affine) isometrische Einbettung, wenn

e(F(a),F(b)) = d(a,b) fir alle a, be A,

und (affine) Isometrie, wenn sie dariiberhinaus invertierbar ist.

Obwohl es hier nicht gefordert haben, ist es fiir Studium Euklidischer
Réume (A, d) am sinnvollsten, anzunehmen, dass der die zugrundeliegenden
Vektorrdume reell sind, also iiber k = R zu arbeiten. Mehr dazu spéter.

6.58. BEISPIEL. In der Schule haben Sie die Geometrie der Euklidischen
Ebene (R?,d,) studiert, wobei d, zum Standard-Skalarprodukt auf R? gehort.
Analog kann man Euklidische Réume (R", dy) beliebiger Dimension betrachten.
Wir nennen d,; spéter die Standardmetrik.

In der klassischen Newtonschen Mechanik geht man davon aus, dass uns ein
dreidimensionaler Euklidischer Raum umgibt. In diesem Raum ist weder ein
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Ursprung festgelegt (obwohl er von manchen Leuten auf der Erde, von anderen
im Mittelpunkt der Sonne oder gar im Mittelpunkt der Galaxie gesehen wird),
noch gibt es ausgezeichnete Richtung (wenn wir einen festen Punkt auf der
Erde als Ursprung wéhlen, konnten wir als Richtungen zum Beispiel ,,Norden“,
,» Westen* und ,,oben“ wihlen, aber diese Wahl héngt dann von der Wahl unseres
Ursprungs ab).

Auf der anderen Seite gibt es in der klassischen Mechanik die Vorstellung,
dass es eine Euklidische Metrik d unabhéngig vom Bezugspunkt gibt. Selbst,
wenn sich der Ursprung entlang einer Geraden mit konstanter Geschwindigkeit
bewegt, soll sich an dieser Metrik nichts d&ndern. Die zweite dieser Annahmen
wird in Einsteins spezieller Relativitédtstheorie durch die etwas komplizierteren
Lorenzschen Transformationsformeln ersetzt. In der allgemeinen Relativitéits-
theorie schliellich wird aus dem ,,flachen“ Euklidischen Raum eine gekriimmte
Raumzeit.

6.59. BEMERKUNG. Wir konnen Euklidische Raume als metrische Rdume
betrachten.

(1) Eine Metrik auf einer Menge M ist eine Funktion d: M x M — R, so
dass fiir alle a, b, ¢ € M die folgenden Axiome gelten:

(D1)  d(a,b) >0 und d(a,b) =0<=a=0>b (Positivitit),
(D2)  d(b,a) =d(a,b) (Symmetrie),
(D3)  d(a,c) <d(a,b) +d(b,c) (Dreiecksungleichung).

Dann nennt man (M, d) einen metrischen Raum.

Fiir eine affine Metrik zu einer Norm || - || auf V' folgen diese Axiome
jeweils aus den entsprechenden Axiomen (N1)-(N3) fur |- ||.

Auf der anderen Seite kommt nicht jede Metrik auf A von einer
Norm, beispielsweise gehort zu keiner Norm die ,,diskreten Metrik®

d(a,b) = 0 falls a =05, und
"7 11 sonst.

Also ist nicht jede Metrik auf einem affinen Raum eine affine Metrik.
Das lésst sich auch dadurch erkldren, dass die Homogenitét (N2) zum
Beweis der Symmetrie nur fiir die Skalare +1 benutzt wird.

(2) Esseid = d4 eine Euklidische Metrik auf A. In der Dreiecksungleichung
gilt Gleichheit genau dann, wenn es reelle Zahlen r, s > 0 gibt, die nicht
beide verschwinden, so dass

b—a)r=(c—b)seV.

Somit zeigen beide Vektoren ,in die gleiche Richtung®. Zur Be-
griindung schreiben wir v = b —a und w = ¢ — b € V und betrachten
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den Beweis der Dreiecksungleichung in Bemerkung 6.9, wonach
2 2 2
o+ wllg = llvllg +2Reg(v,w) + [|wlly
2 2
< lvllg +21g(v, w)| + llwllg
2 2 2
< llolly + 2lvlly llwlly + lwlly = (vl + llwll,)” -

Wegen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung 6.10 wird aus der zweiten Un-
gleichung genau dann eine Gleichung, wenn v und w linear abhéngig
sind. Wir wollen annehmen, dass r € k mit w = v.r existiert, ansonsten
vertauschen wir die Rollen von v und w. Dann gilt

Re(g(v,v.7)) = Re(r) g(v,v) < |r| g(v,v) ,
>0

und Gleichheit gilt genau dann, wenn r eine nichtnegative reelle Zahl
ist. Mit s = 1 erhalten wir die obige Behauptung.

(3) Eine Isometrie zwischen metrischen Réumen (M, d) und (N, e) ist eine
invertierbare Abbildung F': M — N, so dass

e(F(a), F(b)) = d(a,b) fiir alle a, b€ M .

Es seien wieder (A,d) und (B,e) Euklidische Rdume iiber k. Wenn
es eine Isometrie F': A — B gibt, kann man daraus folgern, dass F
linear iiber R ist. Der Beweis ist nicht ganz einfach und benutzt unter
anderem (2).

Die Abbildung F muss jedoch nicht k-linear sein, falls k = C
oder H. Aus diesem Grund ist es vom Standpunkt der metrischen
Geometrie (also der Geometrie von Mengen M mit einer Metrik d wie
in (1)) nicht besonders sinnvoll, Euklidische Réume iiber C oder H zu
betrachten.

6.60. PROPOSITION. FEs seien (A, dgy) und (B,dy) endlich-dimensionale Eu-
klidische Raume der gleichen Dimension tiber k- Vektorrdumen (V, g) und (W, h)
mit Skalarprodukten. Dann gibt es eine affine Isometrie F': A — B.

Mit anderen Worten ist die Dimension eine vollstdndige Invariante fiir
endlich-dimensionale Euklidische Rdume iiber einem festen Korper k bis auf
affine Isometrie, und (k”,d,) ist eine zugehorige Normalform, wenn d, die Eu-
klidische Metrik zum Standard-Skalarprodukt bezeichnet. Im Falle k = R ist
die Dimension wegen der obigen Bemerkung 6.59 (3) sogar eine vollstandige
Invariante endlich-dimensionaler Euklidischer Rdume bis auf Isometrie.

BEWEIS. Wir wéhlen jeweils einen Ursprung o € A und p € B und identifi-
zieren A und B mit den zugrundeliegenden k-Vektorrdumen (V, g) und (W, h)
mit Skalarprodukten wie in Bemerkung 6.56 (2). Wegen Bemerkung 6.52 (1)
gibt es eine lineare Isometrie L: V' — W. Dann definieren wir F': A — B durch

F(a)=p+L(a—o).
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Diese Abbildung ist eine affine Isometrie, denn fiir alle a, b € A gilt

dn(F(a), F(b)) = [F(a) = FO)l, = llp+ L(a+ 0) = p = L(b+ )|,
= [[L(a = b)ll, = [la = b, = dg(a,b) . DI
6.61. BEMERKUNG. Die Euklidische Gruppe oder auch (Euklidische) Bewe-

gungsgruppe E(n,k) ist die Gruppe der affinen Isometrien von (k™, d), wobei d
die Standardmetrik sei. Fiir k = R schreiben wir kurz E(n) = E(n,R).

(1) Nach Beispiel 6.55 (1) konnen wir jedes Element F' € E(n, k) schreiben
als
v w+ Av mit A € M, (k) .

Da F eine Isometrie ist, muss fiir alle v € k™ gelten, dass
[Av]| = [|F(v) = F(0)]| = d(F(v), F(0)) = d(v,0) = [|v]| .

Mit Hilfe der Polarisationsformeln aus Bemerkung 6.11 (2)—(4) folgt

daraus (Au, Av) = (u,v) fir alle u, v € k", so dass A € U(n,k)

mit U(n,k) = O(n), U(n) beziehungsweise Sp(n), je nachdem ob k =

R, C oder H. Umgekehrt sieht man leicht, dass die obige Abbildung F

eine affine Isometrie, also eine Bewegung ist, wenn A € U(n,k) gilt.
(2) Wir schreiben F' = (w, A) fiir die obige Abbildung F. Wenn wir zwei

solche Abbildungen F' = (w,A) und G = (z, B) verketten, erhalten
wir

(FoG)(v) =w+ A(z + Bv) = (w+ Az) + ABv
also gilt (w, A) o (z, B) = (w+ Ax, AB). Somit werden die Matrizen in
den zweiten Eintrdgen der Paare multipliziert, wiahrend die Vektoren
im ersten Eintrag erst addiert werden, nachdem der zweite Vektor von
links mit der Matrix aus dem ersten Paar multipliziert wurde.

Das heifit, als Menge gilt E(n,k) = k™ x U(n,k), aber fiir die
Verkniipfung o wird die Wirkung von U(n,k) auf k™ benutzt. Man
nennt daher F(n,k) das semidirekte Produkt von k™ und U(n,k) und
schreibt entsprechend

E(n)=R"xO(n),
E(n,C)=C"xU(n)
und E(n,H) =H" x Sp(n) .
(3) Fiir den Fall k = R oder C kénnen wir auch die Untergruppen
SE(n) =R" x SO(n) C E(n)
und SE(n,C)=C" x SU(n) C E(n,C)
betrachten. Dann ist SE(n) die Gruppe der orientierungserhaltenden
Bewegungen.

Wir wollen jetzt eine moglichst geometrische Beschreibung von affinen Iso-
metrien geben. Zusammen mit den Normalformen fiir Isometrien auf Folge-
rung 6.50 kénnen wir hieraus leicht eine Normalform fiir affine Isometrien her-
leiten.
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6.62. SATZ. Es sei (A,d) ein affiner Raum tber einem endlich-dimensio-
nalen k-Vektorraum (V,g) mit Skalarprodukt. Es sei F: A — A eine affine
Isometrie tiber einer linearen Isometrie L. Dann ezistiert ein Punkt o € A und
ein Vektor x aus dem Figenraum U von L zum Eigenwert 1, so dass

Fa)=o0o+xz+ L(a—o) .

Der Vektor x € U ist eindeutig durch A bestimmt. Der Punkt o kann beliebig
gewdhlt werden aus einem affinen, F-invarianten Unterraum B C A tber U,
auf dem F durch Addition von x wirkt.

Wir nennen B die Achsenmenge von F', und alle parallel affinen Geraden
der Form
{a—i—x.r‘rek}CB

mit a € B heiflen Achsen von F.

BeEweis. Wir wiahlen zunéchst einen beliebigen Punkt als Ursprung, identi-
fizieren A mit V' wie in Bemerkung 6.56 (2) und schreiben F'(v) = y+L(v) wie in
Beispiel 6.55 (1). Es sei U C V der Eigenraum zum Eigenwert 1 und W C V das
orthogonale Komplement von U. Wie im Beweis von Satz 6.40 sind U und W
invariant unter L, und L|y = idy.

Wir schreiben y = (x,z) € U ® W = V. Die Abbildung idw —L|w ist
invertierbar, denn 1 ist kein Eigenwert mehr von L|y. Wir bestimmen ¢ € W
so, dass ¢ — L(q) = z. Dann setzen wir o = (p,q) € U & W = A fiir ein
beliebiges p € U. Fiir alle v = (u,w) € U @ W =V folgt

(*) Flo+wv)=(z,2) + Llp+u,q+w) = (z+p+uz+Lq) + L(w))
=(z+p+uqg+Lw)) =0+ (z,0) + L(v) .

Wir wéhlen also o als unseren neuen Ursprung und haben die gesuchte Darstel-
lung von F' gefunden.

Da F eine affine Abbildung iiber L ist, ist L durch F' eindeutig bestimmt.
Wir betrachten o’ = o+ (p’, ¢') als neuen Ursprung und v = (u, w) mit p’, u € U
sowie ¢/, w € W. Dann betrachten wir den Vektor

' =F( +v)—0 — L(v)

=F(o+ (@ +u,qd +w)) —o—(p,q) - L(u,w)

=@ +u+z—p —uL(d +w)—¢ - L(w)) = (z,L(d) — ¢) .
Dann gilt

L(a') = (2, (Lo L)(¢') = L(¢") = (2, L(¢") = ¢') =2’
genau dann, wenn
(idw —Llw) o (idw —L|w)(¢") = 0 .

Nach Konstruktion ist idy —L|w invertierbar, also gilt das genau dann,

wenn ¢’ = 0, das heifit, wenn 2’ = z ist und o € B. Damit ist die Eindeu-
tigkeitsaussage bewiesen. ([l
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‘Wir wollen mit Hilfe dieses Satzes Normalformen von Isometrien verstehen

6.63. BEISPIEL. Es sei A ein zweidimensionaler reeller Euklidischer Raum
iiber einem zweidimensionalen Euklidischen Vektorraum (V, g) und F eine affine
Isometrie von A iiber eine linearen Isometrie L von V. Es sei wieder U der
Eigenraum von L zum Eigenwert 1. Wir stellen L wie in Folgerung 6.50 (1) dar
und unterscheiden folgende Fille.

(1) Es sei F' orientierungserhaltend.

(a) Essei L =idy, dannist U =V, und B = A ist die Achsenmenge.
Falls x = 0 ist, ist F' = id4 die Identitdt, ansonsten ist F'(a) =
a + x eine Verschiebunyg.

(b) Ansonsten ist L eine Drehung, also ist U = {0} und daher z = 0.
Die Achsenmenge B besteht aus einem einzigen Punkt o, und F
ist eine Drehung um o.

(2) Wenn F' nicht orientierungserhaltend ist, sind die Eigenrdume zu den
Eigenwerten +1 nach Bemerkung 6.53 (2) jeweils eindimensional, also
ist die Achsenmenge B eine Gerade. Falls x = 0, ist I’ die Spiegelung
an dieser Geraden, ansonsten eine Gleitspiegelung.

6.64. BEISPIEL. Sei A jetzt ein dreidimensionaler reeller Euklidischer Raum
und V', F', L und U C V wie oben.

(1) Es sei F' orientierungserhaltend.

(a) Es sei L =idy, dann ist U = V, und wie oben ist F' entweder die
Identitdt oder eine Verschiebung.

(b) Ansonsten ist L eine Drehung, und U ist eindimensional. Also ist
die Achsenmenge B eine Gerade. Falls x = 0, ist F' eine Drehung
um die Gerade B, ansonsten eine Schraubung.

(2) Wenn F' orientierungsumkehrend ist, ist der Eigenraum von L zum

Eigenwert 1 mindestens eindimensional.

(a) Wenn L einen zweidimensionalen Eigenraum zum Eigenwert 1
hat, ist die Achsenmenge B eine Ebene. In diesem Fall ist F eine
Spiegelung an B, falls x = 0, ansonsten eine Gleitspiegelung.

(b) Wenn L in der Darstellung aus Folgerung 6.50 (1) durch einen Ei-
genwert —1 und einen Drehblock beschrieben wird, erhalten wir
eine Drehspiegelung. Die Achsenmenge enthilt nur einen Punkt o.
Dabei wird zunéchst an einer Ebene durch o gespiegelt, anschlie-
Bend um die Gerade durch o senrecht zu dieser Ebene gedreht.

(c) Einen Spezialfall davon erhalten wir, wenn der Eigenwert —1 Mul-
tiplizitdt 3 hat. In diesem Fall enthélt die Achsenmenge ebenfalls
nur einen Punkt o, und F ist eine Punktspiegelung an o.

6.6. Bilinearformen und quadratische Funktionen

In diesem Abschnitt betrachten wir Hermitesche Sesquilinearformen, die
nicht notwendig positiv definit sind. Ein Beispiel dafiir ist die Lorentz-Metrik
in der speziellen Relativitétstheorie.
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6.65. DEFINITION. Es sei S eine Hermitesche Sesquilinearform auf einem
k-Vektorraum V. Der Ausartungsraum oder Kern von V ist definiert als

ker S ={veV|S(w,v)=0firalleweV}.

Seine Dimension heifit auch die Nullitit no(S) von S. Wenn ny(S) = 0 gilt,
heifit S nicht ausgeartet, sonst ausgeartet.

Ein Unterraum U C V heifit positiv (negativ) beziiglich S, wenn S|y =
Sluxu positiv (negativ) definit ist. Er heifit maximal positiv (mazimal negativ),
wenn kein Unterraum W C V mit U G W positiv (negativ) ist. Wir bezeichnen
die Dimension eines maximalen positiven (negativen) Unterraums mit ny(.5),
dann heifit n_(S) auch der Index von S.

Wir werden spéter sehen, dass n4(S) und n_(S) nicht von der Wahl des
maximalen Unterraums abhéngen, und dass dimV = n(S) + n_(S) + ng(S).

6.66. BEISPIEL. Das Lorentz-Produkt auf k"t ist die Hermitesche Sesqui-
linearform zur Matrix

-1 0 - 0

0 1

: .0

0o --- 0 1
wobei man die Standardbasisvektoren der Einfachheit halber mit eg, ..., e,
durchnummeriert. Ein Vektor v € k™ heiit zeitartig, wenn S(v,v) < 0 (Bei-
spiel: ep), raumartig, wenn S(v,v) > 0 (Beispiel: e1, ..., e,), und lichtartig,

wenn S(v,v) = 0 (Beispiel:. eg £+ ¢; mit ¢ > 1). Man beachte, dass S nicht
ausgeartet ist, und dennoch Vektoren mit S(v,v) = 0 existieren kénnen.

Das Lorentz-Produkt hat Index 1, denn der von eg erzeugte Unterraum
ist maximal negativ, und es kann keinen negativen Unterraum der Dimensi-
on > 2 geben: Seien v, w € k™! linear unabhingig, dann gibt es eine Line-
arkombination v . r + w . s # 0, deren nullte Koordinate verschwindet, also
folgt S(v.r+w.s,v.r+w.s)>0.

6.67. SATZ (Sylvesterscher Tragheitssatz). Es sei S eine Hermitesche Ses-
quilinearform auf einem endlich-dimensionalen k- Vektorraum V', dann existiert
eine Basis, beztiglich der S durch eine Gramsche Matriz der Form

1 0
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dargestellt wird. Die Anzahlen der Eintrige 1, —1 und 0 sind gerade n(S),
n_(S) und ng(S).

Man nennt das Tripel (ny,n_,ng) auch die Signatur der Hermiteschen Ses-
quilinearform. Wenn S nicht ausgeartet ist, heifit das Paar (n4,n_) oder auch
die Differenz ny —n_ die Signatur von S. Die Signatur (n4,n_,ng) bildet eine
vollstdndige Invariante fiir k-Vektorrdume mit Hermitescher Sesquilinearform.
Sei A die obige Matrix, dann ist k™ mit S(z,y) = x* Ay die zugehorige Normal-
form.

BeEweis. Die Existenz der Basis B lésst sich auf zweierlei Weisen zeigen.
Zunichst, indem man ein beliebiges Skalarprodukt g auf V' wéihlt und dann
Folgerung 6.45 anwendet. Anschlieflend ersetzt man die Basisvektoren v; #

ker S durch e; = v; . ﬁ (beachte, dass S(v;,v;) € R). Beziiglich dieser

Basis hat die Gramsche Matrix von S die gewiinschte Gestalt. Dieser Beweis
ist nicht konstruktiv, da Satz 6.40 und die anschlieBenden Folgerungen nicht
konstruktiv sind.

Alternativ wéhlt man zunéchst eine Basis e,,—ny+1, . . . , €, von ker S mit dem
GauB-Verfahren und fixiert ein Komplement W C V vom Kern. Dann wihlt
man eine Basis vy, ..., vp—p, von W. Als nédchstes konstruieren wir induktiv
Vektoren ey, ..., e,_pn, mit einem modifizierten Gram-Schmidt-Verfahren.

Seien dazu ey, ..., ep,—1 bereits konstruiert und S(eq, v,) = 0 fiir alle ¢ < p
und alle p < r < n —ng. Falls S(vp,v,) = 0, existiert r > p mit S(vp,v,) # 0,
da vy ¢ ker S. Fiir t € k betrachte den Vektor v, 4+ v,t, dann gilt

S(vp + vrt, vp + vpt) = 2Re(S(vp, v,) ) + [t S(vp,v,) -
Fiir hinreichend kleine ¢ # 0 ist 2[S(vy,vr) t| > [t2S(vy, v,)|. Wenn wir also
fiir ¢ ein kleines reelles Vielfaches von S(vp,v,) wéhlen, folgt
S(vp +vpt,vp +0pt) #0 .
Wir ersetzen v, durch v,+wv,t, dann gilt nach wie vor S(eq, v,) = 0 fiir alle ¢ < p.

Da S(vp,vp) € R\ {0}, konnen wir jetzt

1
ep = Vp . ————
vV S (vp, vp)]
definieren. Anschliessend machen wir die Vektoren vpy1, ..., vp—p, orthogonal

zu ey beziiglich S, indem wir v, fiir alle » > p durch
v —ep . S(ep, ep) Slep,vr)
——
=+1
ersetzen. Falls p < n — ng, ersetzen wir p durch p + 1 und machen weiter.
Zum Schluss sortieren wir die Basisvektoren so um, dass die Diagonalein-

trage in der gewiinschten Reihenfolge dastehen. Wir erhalten eine Diagonalma-
trix A wie in (*). Die Eindeutigkeit von ng = ng(S) = dimker S ist klar.
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Zur Eindeutigkeit von ny sei U C V ein positiver Unterraum. Falls ny <
dim U, finden wir aus Dimensionsgriinden einen Vektor v € Vi = (e1,...,¢en,)
mit S(u,v) = 0 fiir alle u € U, also v € UL NV, insbesondere U & (v) positiv
und U daher nicht maximal positiv.

Sei umgekehrt dimU > n,, dann betrachte V_ & Vo = (en,41,---,€n).
Aus Dimensionsgriinden existiert v € U N (V_ & Vp), also gilt S(u,u) < 0,
und U ist nicht positiv. Also hat ein maximaler positiver Unterraum gerade
die Dimension ny = n4(S). Analog hat ein maximaler negativer Unterraum
Dimension n_ = n_(5). O

6.68. BEMERKUNG. Es sei V' ein n-dimensionaler k-Vektorraum mit einer
Hermiteschen Sesquilinearform S. Nach Sylvesters Trigheitssatz 6.67 diirfen
wir V' = k™ annehmen, wobei S durch die obige Diagonalmatrix (*) gegeben
wird. Es sei p = n4(S) und ¢ = n_(S). Wir interessieren uns fiir die Unter-
gruppe der Automorphismengruppe GL(n, k), die die Form S erhalten, also

G={FeGL(nk)|F*S=S}.

(1) Falls p 4+ g = n gilt, ist S nicht ausgeartet. In diesem Fall heifit die
entsprechende Gruppe U(p, ¢; k), beziehungsweise

O(p,q) =U(p,¢; R) ,
Ulp,q) =U(p,¢;C)
und Sp(p,q) =U(p,q¢; H) .

Im Falle k = R oder C haben wir Determinanten zur Verfiigung und
definieren

SO(p,q) = O(p,q) N SL(n,R)
und SU(p,q) = U(p,q) N SL(n,C) .

Es besteht eine gewisse formale Analogie zu den Gruppen aus Bemer-
kung 6.51, beispielsweise gilt

cosht sinht
50(1,1) = { (sinht cosht) ‘t < R} ’

50(2) = { (C?W —SW> ‘teR} |
sin @ coS
Fiir diese Gruppen ist jedoch das Analogon zu Folgerung 6.50 im
Allgemeinen nicht mehr richtig. Dazu betrachten wir fiir 0 # ¢ € R die

Matrix
(14t t
A—< " 1_ti>€M2((C).

Man rechnet nach, dass

L(1 0y, (1 0
o D46 )
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so dass A € U(1,1). Es gilt sogar det A = (1 — ti)(1 + ti) — t* = 1,
also A € SU(1,1). Das charakteristische Polynom von A ist

xa(X)=X2-2X+1=(X-1)?,

aber da A # Es, ist der 1-Eigenraum nicht zweidimensional, und somit
ist A nicht diagonalisierbar.

(2) Sei jetzt S ausgeartet. Dann haben Elemente F' der obigen Gruppe G
die Blockgestalt

F= <é g) € M (k)

mit A € U(p,q;k), C € My, piq(k) beliebig, und D € GL(ng, k).
Das liegt daran, dass F'(kerS) C kerS gelten muss, wéhrend sich
umgekehrt das Skalarprodukt S(F(v), F'(w)) nicht &ndert, wenn man
zu F'(v) oder F(w) beliebige Elemente des Kerns hinzuaddiert.

Wir lassen in der Definition von Sesquilinearformen die Konjugation weg
und erhalten den Begriff der Bilinearform. Im Moment kénnen wir jeden belie-
bigen Korper k zulassen.

6.69. DEFINITION. Es sei k ein Koérper und V ein k-Vektorraum. Eine Abbil-
dung B: V xV — k heifit Bilinearform, wenn fiir alle u, v € V die Abbildungen

B(u,-): V—-k mit v~ B(u,v) und

(B1) B(-,v): V -k mit u+ B(u,v)

linear sind. Eine Bilinearform heifit symmetrisch, wenn fiir alle u, v € V gilt
(B2) B(v,u) = B(u,v) € k.

6.70. BEMERKUNG. Wegen Bemerkung 6.4 (2) sind Bilinearformen iiber
nicht kommutativen Schiefkérpern nicht sinnvoll definiert. Daher haben wir
oben nur Koérper zugelassen.

(1) Uber R sind Hermitesche Sesquilinearformen und symmetrische Bili-
nearformen das gleiche. Insbesondere beschreibt der Tragheitssatz 6.67
von Sylvester alle reellen symmetrischen Bilinearformen

(2) Jede symmetrische Bilinearform auf einem n-dimensionalen C-Vektor-
raum wird beziiglich einer geeigneten Basis durch eine Matrix der Ge-

stalt
1 0

0 0
dargestellt. Die Anzahl der Nullen auf der Diagonalen ist gera-
de no(B) = dimker B, dabei ist ker B analog zu Definition 6.65 de-
finiert.
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Zum Beweis gehen wir analog vor wie im zweiten Beweis des
Trégheitssatzes 6.67. Beim Normieren ersetzen wir allerdings einen
Vektor v, mit B(vy, vp) # 0 durch

1

Cp —mVp. —F——
! g B(vp, vp)

)

so dass jetzt stets B(ep,ep) = 1 gilt.
(3) Da H nicht kommutativ ist, kénnen wir keine Bilinearformen iiber H
definieren.

6.71. DEFINITION. Es sei k ein Korper und V ein k-Vektorraum. Eine Ab-
bildung q: V — k heilt quadratische Funktion, wenn eine symmetrische Biline-
arform B auf V, eine Linearform a € V* und eine Konstante ¢ € k existieren,
so dass

q(v) = B(v,v) + a(v) +c.

Wir nennen q nicht ausgeartet, wenn B nicht ausgeartet ist. Die Nullstellen-
menge () einer quadratischen Funktion heiflit auch Quadrik oder Hyperfliche
zweiten Grades.

FEine quadratische Funktion ¢ ist so etwas wie ein Polynom vom Grad <
2 in einer Variablen aus dem Vektorraum V, und die Quadrik Q = ¢~!(0)
ist ihre Nullstellenmenge. In der Analysis lernt man im Fall k = R, dass die
Nullstellenmenge eine glatte Hyperfliche ist, wenn 0 ein reguldrer Wert von ¢
ist. Man beachte, dass es entartete Félle gibt, in denen @ nicht glatt oder noch
nicht einmal eine Hyperflache ist, sieche Beispiele 6.74, 6.75. In diesen Féllen
ist 0 kein regulérer Wert von q.

Im Folgenden miissen wir durch 2 teilen kénnen, daher erinnern wir uns an
die Charakteristik x(k) eines Korpers aus Definition 2.14.

6.72. SATZ. Es sei k ein Korper der Charakteristik x (k) # 2, es sei V' ein
k- Vektorraum und q quadratische Funktion auf V. Dann existiert eine inver-
tierbare affine Abbildung F: V — V', eine symmetrische Bilinearform B aufV,
ein Komplement W von U = ker B, eine Linearform o € U* und ¢ € k, so dass

(go F)(u+w) = Blw,w) +a(u) +¢  fir alleu € ker S und w e W .

BEWEIS. Sei ¢(v) = B(v,v)+(v)+b0 fiir eine symmetrische Bilinearform B,
eine Linearform # € V* und eine Konstante b € k. Wir wihlen ein Komple-
ment W von U = ker B, so dass V = U®W. Wir definieren « € U* und v € W*
durch

Blu+w) = a(u) + y(w) fiir alle w € ker B und w € W .

Ahnlich wie in Proposition 6.22 fassen wir By als linearen Isomorphis-
mus B: W — W* mit B(w) = B(w, -) auf. Dann existiert z = B~!(y) € W
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mit 2B(z,w) = y(w) = f(w) fir alle w € W. Es sei F': V. — V die Verschie-
bung F(v) =v — 2. Fir v =u+ w mit u € U und w € W gilt dann
(o F)(v) =B(w—z,w—2x)+ a(u) +y(w—2x)+b
= B(w,w) + a(u) — 2B(z,w) + v(w) + b+ B(x,z) — v(z)
= B(w,w) + a(u) + ¢
mit ¢ = b+ B(x,x) — y(x). O

Im Beweis haben wir als affine Abbildung also nur eine Verschiebung
gewihlt, um eine quadratische Ergénzung durchzufithren. Im Fallek = R oder C
und V = k™ wiirden wir zusétzlich noch einen linearen Isomorphismus dazu-
schalten, so dass die Form B auf k™ durch eine der speziellen Formen aus
Bemerkung 6.70 (1) oder (2) dargestellt wird, und so dass entweder o = 0
oder a = ¢, gilt.

Um die Gestalt von Q@ = ¢~!(0) C V im Falle k = R darzustellen, neh-
men wir an, dass B tatséchlich durch die Matrix (*) wie im Tréigheitssatz 6.67
von Sylvester dargestellt wird und die Signatur durch das Tripel (n4,n_,ng)
gegeben ist. Auflerdem definieren wir noch folgende Mengen:

vVt = (e1, -y eny),

V7™ = (enit1s--s€n—ng) 5

St={veV* ‘ B(v,v) =1},

S~ ={veV |Bv,v)=-1},
und U'={en—ngt1s---r€n-1) ,

dann sind ST, S~ gerade die , Einheitssphiiren® im positiven beziehungsweise
im negativen Unterraum, und U’ = ker a« C U = ker B falls a # 0.

6.73. FOLGERUNG. Es sei V' ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum,
es sei B eine symmetrische Bilinearform auf V., und W = VT &V~ CV ein
Komplement von U = ker S. Fs seien a € U*, ¢ € R und

q(u,w) = Blw,w) + a(u) + ¢ fir allew € ker S und w e W .
Dann hat Q = ¢~ 1(0) eine der folgenden Gestalten.
(1) Falls a =0, gilt Q =U x Q', und
(a) fallsc=0 ...
(i) und ny =0 oder n_ =0, ist Q' = {0},
(ii) und ny, n_ > 1, ist Q" ein Doppelkegel
Q = {(err,v,r) } vy €ST,v_€S, undOﬁrGR} :

(b) fallsc>0 ...
(i) undn_ =0, ist Q' =0,
(i) und n_ # 0, wird Q" durch V* x S~ parametrisiert, wobei

Q' = { (v v Vet Bloy,v)) | v € V¥ und v_ € S}
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(¢) falls ¢ < 0 hat Q" eine entsprechende Gestalt wie in (1.b), aber
mit den Rollen von VT und V™~ wvertauscht.
(2) Fallsa # 0: Q = ker axI', dabei ist T der Graph der nicht-ausgearteten
quadratischen Funktion
w+— —(B(w,w) + ¢)

tiber W =V, ®V_.

BEwEIS. Man iiberzeugt sich, dass die Fallunterscheidung in der Folgerung
vollstéindig ist. Es reicht also, Fall fiir Fall zu betrachten. Wir betrachten auf V+

die Norm |jvy|| = /£B (v, vy).

Im Fall (1) héngt ¢(u,w) nicht von u ab, also sei
Q’:{wEW‘q(O,w):O},
dann gilt (u,w) € @ genau dann, wenn w € @', also gilt Q@ = U x Q'. Ab sofort
betrachten wir also nur noch die nicht-ausgeartete quadratische Form
¢ (w) = qlw(w) = B(w,w) + ¢
auf W.

Im Fall (1.a) ist ¢ = 0. Falls (1.a.i) mit n_ = 0 vorliegt, folgt B(w,w) > 0,
und ¢'(w) = B(w,w) = 0 gilt genau dann, wenn w = 0 (B|w xw ist also positiv
definit). Analoges gilt fiir —¢/, falls ny = 0 gilt.

Im Fall (1.a.ii) sei w = (vyr,v_r) € VI @V~ = W mit vy € ST und r > 0,
dann folgt

¢ (w) = |lo+|* r* = lo-|* r* =0,
da |Juy | = |lv_||* = 1 nach Annahme, also (vyr,v_r) € Q'. Sei umgekehrt w =
(wy,w_) €Q C VT @V~ dann folgt
0=q'(w) = [[wy|* = flw-|* ,

also diirfen wir r = ||wy|| = ||w—|| setzen. Falls w; = w_ = 0, diirfen wir vy €
ST beliebig wihlen; das geht, da S* # () falls no > 1. Andernfalls setzen
wir vy = wy £ € §* und erhalten w = (vir, v_r) wie oben.

Im Fall (1.b) ist ¢ > 0. Im Fall (1.b.i) folgt ¢'(w) > 0 fiir alle w € W,
also Q' = 0.

Im Fall (1.b.ii) gilt entsprechend w_ # 0 fiir alle w = (w4, w_) € Q’, und
es folgt

2 2
[ [ = llwe "+ ¢,

also erhalten wir fiir jeden Vektor v, € V* und jede Richtung v_ € V™~ eine
eindeutige Losung (vy,v_r) € Q' mit

r=ve o

Im Fall (1.c) ersetzen wir ¢’ durch —¢’ und machen wie in (1.b) weiter.
Dabei tauschen V' und V'~ ihre Rollen.
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Im Fall (2) gilt ny > 1, und wir diirfen wie oben gesagt annehmen, dass o =
e™. Fiir einen Vektor
v=(vy,v_,u,e,h) EVT OV U @ (en)
gilt also ¢(v) = 0 genau dann, wenn
h=—B(w,w) —c= [o-||* = Joi|* ¢

Fiir jede Wahl von (vi,v_,u') gibt es also genau eine Zahl h € R, so
dass (vy,v—,u';e,h) € @, und h hingt nicht von v’ € U’ = kera ab. Also
hat @ die angegebene Gestalt. O

6.74. BEISPIEL. Es sei Q C R? eine Quadrik. Es sei ¢: R? — R eine quadra-
tische Funktion in der obigen Normalform. Wir schreiben v = (x,7) € R%. Wir
geben im jeden einzelnen der Fille aus Folgerung 6.73 die Gestalt von @) an.

Im Fall (1.a.i) ist @ = {0} ein Punkt. Falls ng = 0, ist auch @ ein Punkt.
Andernfalls erhalten wir eine Gerade Q = Q' x R, falls ng = 1, oder den
gesamten R? = Q' x R2, falls ng = 2.

Im Fall (1.a.ii) folgt ny = n_ =1 und ng = 0. Die Quadrik @ besteht aus
den beiden Geraden y =z und y = —=x.

Im Fall (1.b.i) ist @ = Q' = 0.
Im Fall (1.b.ii) gibt es drei Moglichkeiten. Falls n_ = 2 und n_ = ng = 0,
ist
Q={(wy ek [’ +y’ =c}
ein Kreis. Falls n_ =1 =n4 und ng = 0, besteht

Q={(z,y) |y=+Vc+a?2}

aus den zwei Asten einer Hyperbel. Falls n_ = 1 = ng und n, = 0, besteht Q
nur aus den zwei Geraden y = +./¢, da S” nur aus den zwei Punkten +£1 € R
besteht.

Der Fall (1.c) liefert die gleichen geometrischen Figuren wie (1.b).

Im Fall (2) sei a(z,y) =y, so dass @ der Graph einer quadratischen Funk-
tion ¢’: R — R ist. Wir unterscheiden drei Fille. Falls ng = 2, ist ¢’ konstant,

und @ eine zur x-Achse parallele Grade. Falls ny =1 =ng und n_ = 0, ist
Q={(x.y) |y=—c—2*}
eine nach unten offene Parabel. Fall n_ = 1 = ng und ny = 0, ist Q) entspre-

chend eine nach oben offene Parabel.

Man nennt alle diese Figuren auch Kegelschnitte, da sich die meisten (alle
bis auf die leere Menge, den gesamten R? und die zwei parallelen Geraden)
als Schnitt eines Doppelkegels im R? mit einer Ebene darstellen lassen. Man
erhiilt umgekehrt jede Quadrik im R? aus einem der obigen Beispiele durch eine
invertierbare affine Abbildung. Wenn diese Abbildung keine affine Isometrie ist,
kann sich das dadurch bemerkbar machen, dass aus dem runden Kreis eine
Ellipse, aus der Hyperbel mit rechtem Winkel zwischen den Asymptoten eine
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Hyperbel mit einem anderen Asymptotenwinkel, aus der Einheitsparabel eine
Parabel anderer Gréfle, und aus zwei sich rechtwinklig schneidenden Geraden
zwei sich unter einem beliebigen Winkel # 0 schneidende Geraden werden.

6.75. BEISPIEL. Wir betrachten zum Schluss Quadriken im R3. Dabei listen
wir aber nur noch die verschiedenen auftretenden Formen und in Klammern die
Tripel (ny,n_,ng) auf.

Im Fall (1.a.i) erhalten wir einen Punkt ((3,0,0) oder (0,3,0)), eine Gerade
((2,0,1) oder (0,2,1)), eine Ebene ((1,0,2) oder (0,1,2)) oder den gesamten R?
((0,0,3)).

Im Fall (1.a.ii) erhalten wir einen Doppelkegel ((2,1,0) oder (1,2,0)) oder
zwei sich schneidende Ebenen ((1,1,1)).

Im Fall (1.b.i) erhalten wir die leere Menge ((3,0,0), (2,0,1), (1,0,2)
oder (0,0,3)).

Im Fall (1.b.ii) erhalten wir eine Kugel ((0,3,0)) ein einschaliges Rotati-
onshyperboloid ((1,2,0)) einen Zylinder, also das Produkt aus einem Kreis und
einer Geraden ((0,2,1)), ein zweischaliges Rotationshyperboloid ((2,1,0)), das
Produkt aus einer Hyperbel und einer Geraden ((1,1,1)) oder zwei parallele
Ebenen ((0,1,2)).

Der Fall (1.c) liefert wieder die gleichen Flidchen wie (1.b).

Im Fall (2) erhalten wir ein Rotationsparaboloid ((2,0,1) oder (0,2,1)), ein
hyperbolisches Paraboloid ((1,1,1)), ein Produkt aus einer Parabel und einer
Geraden ((1,0,2) oder (0,1,2)), oder eine Ebene ((0,0,3)).

Allgemeine Quadriken im R3 entstehen aus den obigen durch invertierbare
affine Abbildungen. Wenn wir nur affine Isometrien zulassen wollen, kénnen wir
die zugrundeliegende symmetrische Bilinearform B nicht auf die Normalform
aus dem Sylvesterschen Tragheitssatz 6.67 bringen, aber wegen Folgerung 6.45
immerhin auf Diagonalgestalt. Hieraus folgt zum Beispiel, das ein Ellipsoid
immer drei aufeinander senkrechte Hauptachsen hat, also bis auf eine affine
Isometrie von der folgenden Form ist:

Q:{(:L‘,y,z)ERS‘aw2+by2+cz2:l} mit a, b, ¢ > 0.

Dieser geometrische Sachverhalt ist ein weiterer Grund, das Hauptergebnis aus
Abschnitt 6.4 ,Hauptachsentransformation“ zu nennen.






Notation

€, 3 Re, 25
{...}, 4 Im, 25

0, 4 T, 25

c, b |-], 26

;7 5 arg , 27

n, 5 x (Vektoren) , 29
U, 5 H, 31

\, 6 j.k, 33

x (Mengen) , 6 Aut, 39

(...), 6 = mod , 41
P, 6 Z/n , 41

ol 6 k>, 44
F:M—N, 6 al|n, 45

Abb, 7 ggT, 46

im, 7 Homp , p Hom , 50
P Isor , rIso, 52
id, 7 Endg, gEnd, 52
o, 7 Autp, pAut, 52
Fly, 8 M*, *M , 53
N, 10 ker , 55

n, 10 U+V, 59

N, 10 UaV, 59

#, 11 M 62

<, 1 R", 62

Z, 18 "

Q, 20 (T;L)’ 62

R, 21 €ly...,6n, 62
R"™, 21 dij , 62

<'7'>7 22 "R, 63

-1, 22 (ri,...,r), 63
£, 22 €1y.--,En, 03
i, 24 S, 63

C, 24 3, 64

215



dim , 82
Al 86

rg, 86
rgs, 18z » 86
ag+ U, 88
P, 91
M;(k), 91
Eij(k)a 91
A* | 96
vol , 101
AFM* | 103
Sn, 105
sign , 105
F* 108
det , 109
R*, 115

O(n), SO(n), 119

GL(n,R)T, 119
SL(n,R), 119
Vi, 121

NOTATION

(-, )2, 167

(-, Vg1, 168

|-l 168

df , 180

grad f, 181

V', 182

F* . 183

U(n), SU(n), 196
Sp(n), 196

d,dy, 199

E(n), E(n,k), 202
Uln,k), 202

X, 202

SE(n), SE(n,C), 202
Up,¢:k) , 207
O(p,q), SO(p,q) , 207
Up,q), SU(p,q) , 207
Sp(p,q) , 207

xA(X) , xr(X), 129
UZ(A) y O‘z(F) s 130
deg , 136

max , 136
QlP,QtP, 138
mE, pa, 139

ordy(n), ordp(Q) , 142
ordy , 143

m. , 145



Stichwortverzeichnis

Abbildung, 6
adjungierbare, 183
adjungierte, 183
affine, 198
Basis-, 67, 73
induzierte, 15
Koordinaten-, 67, 73, 173, 179
lineare, 48

anti-, 164

semi-, 164
multlineare, 103
normale, 188, 189-191
Null-, 51
Projektion, 178
Quotienten-, 15, 56
schiefe, 188, 195
selbstadjungierte, 188, 193
Umkehr-, 9, 39

Abbildungsmatrix, 74, 85, 123

abgeschlossen, 54

Ableitung, 51
partielle, 180
Richtungs-, 180
totale, 180

Absolutbetrag, 22, 164
auf C, 26

Achse, 203

Addition, 13, 40
Matrix-, 69, 70
Vektor-, 21, 27

additiv, 48, 133, 164

Adjunkte, 115, 135

dquivalent
metrisch, 197

Aquivalenzklasse, 15, 20

Aquivalenzrelation, 9, 14, 16, 20, 41, 88

Algebra, 132
assoziative, 132
kommutative, 132
mit Fins, 132

Algorithmus
Euklidischer, 46

Polynome, 140
GauB-Verfahren, 92, 94-96
Gram-Schmidt-

Orthonormalisierungsverfahren, 174

alternierend, 103
antisymmetrisch, 29, 103
Arcustangens, 159
Argument, 27
Assoziativgesetz, 14, 18, 20, 24, 37, 40
Automorphismus, 39
Anti-, 32, 164
isometrischer, 188, 195
Modul-, 52
orientierungserhaltender, 118
orientierungsumkehrender, 118
unitdrer, 188, 195
Vektorraum-, 52
volumenerhaltender, 119
Axiome
Aquivalenzrelation, 1/
Gruppe, 37
Homomorphismus, 48

unitérer Ring-, 133
Korper, 42
Lineare Abbildung, 48
Mengenlehre, 5
Metrik, 200
Modul, 47
Norm, 169
Ordnung, 11
Peano- fiir N, 10
Ring, 40
Skalarprodukt, 165
Untermodul, 54
Vektorraum, 47

Basis, 66, 77, 80-82
angeordnete, 66
duale, 68, 179, 185
Orthogonal-, 173
Orthonormal-, 97, 173
Standard-, 62, 76, 118



218 STICHWORTVERZEICHNIS

unitére, 97, 173 Eigenraum, 121
quaternionisch, 97, 173 FEigenschaft
basisunabhéngig, 110 universelle
Basiswechsel, 74, 117, 172 freier Modul, 64, 67, 77
Bewegung, 202 Koprodukt, 60
orientierungserhaltende, 202 Polynomring, 134
Beweis Produkt, 61
indirekter, 4 Quotient, 15, 57
bijektiv, 7, 8 FEigenvektor, 121
Bild, 7, 55, 89, 95 Eigenwert, 121, 147
bilinear, 152, 165 komplexer, 159
Block verallgemeinerte, 195
Jordan-, 152 Einbettung
isometrische, 187
Charakteristik, 44 affine, 199
Chinesischer Restsatz, 146 Einheit, 116, 140
Cramersche Regel, 115, 135 FEins, 40
Einschréankung, 8
definit einsetzen, 127
negativ, 176 Element, 3
positiv, 22, 165, 171 Eins-, 40
semi- inverses, 19, 20, 37, 38
positiv, 165, 171 irreduzibles, 141, 143
Definition neutrales, 14, 18, 20, 24, 37, 38, 40, 54
rekursive, 10, 12, 63 Null-, 40, 48
Definitionsbereich, 7 Prim-, 141, 143
Determinante, 109, 110-119, 130 endlich, 11
Determinantenfunktion, 103, 117 endlich erzeugt, 66
Standard-, 105, 107, 118 endlichdimensional, 82, 88
diagonalisierbar, 122, 126, 157 Endomorphismus
Diagonalmatrix, 122 diagonalisierbarer, 122, 126, 157, 188
Differentialgleichung Modul-, 52
lineare, 131, 155 nilpotenter, 153
Differentialgleichungssystem normaler, 188, 189-191
gewOhnliches lineares, 160 schiefer, 188, 195
Differenz selbstadjungierter, 188, 193
von Mengen, 6 trigonalisierbarer, 123, 153
Dimension, 82 Vektorraum-, 52
Dimensionsformel Erzeugendensystem, 66, 77, 80-82
Komplement, 83 Erzeugnis, 66, 77
lineare Abbildung, 85 Euklidischer Algorithmus, 46
Summe, 84 Polynome, 140
disjunkt, 5
Distributivgesetz, 14, 18, 20, 24, 40, 47 Faktor
Divergenz, 158 Linear-, 143
Division Familie, 76
mit Rest, 41, 45, 137 endliche, 76
Polynom-, 137 Federpendel, 131
Doppelkegel, 210 gedampftes, 155
Drehung, 33, 35, 204 Form
Dreiecksgestalt, 113 alternierende, 103
strikte, 118 Bilinear-, 165, 208
Dreiecksungleichung, 169, 200 symmetrische, 208
dual, 61 Hermitesche, 165

Durchschnitt, 5 ausgeartete, 205



STICHWORTVERZEICHNIS

positive, 165
Linear-, 179
darstellbare, 180
Sesquilinear-, 165
zuriickgeholte, 186
zuriickgeholte, 108
Fundamentallésung, 161
Funktion
elementarsymmetrische, 130
Grad-, 136, 140, 142
quadratische, 209

Gauf3-Verfahren, 92, 94-96, 114
Gleichheit
Abbildungen, 7
gleichmaéchtig, 9
Gleichungssystem
Differential-, 160
lineares, 88-96
homogenes, 89
inhomogenes, 89
Grad
Polynom, 136, 140, 142
Gradient, 181
Gram-Schmidt-
Orthonormalisierungsverfahren, 174
modifiziertes, 206
Graph, 6
Gruppe, 37
abelsche, 37, 40
additive, 38, 40
Automorphismen-
Modul, 53
Bewegungs-, 202
Einheiten-, 116, 140
Euklidische, 202
lineare
allgemeine, 72, 75, 119
spezielle, 119
multiplikative, 44, 116, 140
orthogonale, 119, 196
spezielle, 119, 196
symmetrische, 105
symplektische
kompakte, 196
unitére, 196
spezielle, 196
Unter-, 55
zyklische
Ordnung n, 42
unendliche, 38

Halbordnung, 11
Hauptraum, 147
Hermitesch, 165, 171

219

homogen, 48, 169
anti-, 164
positiv, 101

Homomorphismus
Algebren-, 133

unitérer, 133
Modul-, 48
Ring-, 133
Vektorraum-, 50

Hyperflache
zweiten Grades, 209

Ideal, 139
Identitat, 7, 39
Bézout-, 46, 140, 141, 145
Grafimann-, 29, 34
Jacobi-, 29
Parallelogramm-, 170
Imaginirteil, 25, 31
Index, 205
Induktion
vollstandige, 12
injektiv, 7, 8
Inklusion, 8
Invariante
vollstéandige, 196, 206
Inverses
additives, 19, 24
multiplikatives, 19, 21, 24
irreduzibel, 141, 143
Isometrie, 201
affine, 199
der Ebene, 28
des Raumes, 35
lineare, 119, 188, 195, 196
orientierungserhaltende, 119, 196
isomorph, 82
Isomorphismus
Modul-, 52
Vektorraum-, 52

Jordan-Block, 152

Kegelschnitt, 212
Kern, 55, 89, 95, 205
Klassifikation, 82
Korper, 42
angeordneter, 21
archimedisch, 21
vollsténdig, 21
endlicher, 45, 144
Schief-, 42
Teil-, 55
Kommutativgesetz, 14, 18, 20, 24, 37, 40
Komplement, 6, 59, 83
kongruent, 41
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Konjugation, 164

komplexe, 25

quaternionische, 31
Konvergenz, 158
Koordinaten, 67, 179
Kriimmung

Haupt-, 193
Kiirzungsregel, 14, 19, 38, 44

Laplace-Entwicklung, 105, 112, 114-116
Leibniz-Formel, 110, 111, 115, 117, 130

Leitkoeffizient, 186
Lemma
Euklid, 141, 142
linear, 22, 29, 48
anti-, 164, 180
Polynom, 136
semi-, 164, 180
linear abhingig, 66, 95
linear unabhéngig, 66, 77, 79-82, 95
Linearfaktor, 143
Linearisierung, 51
Linearkombination, 50, 63, 76
Losung
allgemeine, 90
Fundamental-, 161
spezielle, 90

Méchtigkeit, 11

Matrix, 69
Abbildungs-, 74, 85, 123, 185
adjungierte, 96, 184
Basiswechsel-, 74, 75, 117
Begleit-, 150
Block-, 85, 113
darstellende

Abbildung, 74

Diagonal-, 122
diagonalisierbare, 123, 157
Dreh-, 197
Dreiecks-, 113, 123, 153
Einheits-, 72
Elementar-, 91, 95
Gramsche, 171, 205
Hermitesche, 171
inverse, 72, 95, 115
invertierbare, 72, 95, 115
Jordan-, 153
positiv definite, 171
positiv semidefinite, 171
quadratische, 72
selbstadjungierte, 171
symmetrische, 171
transponierte, 86
trigonalisierbare, 123, 154

Maximum, 136, 176
Menge, 3, 4
endliche, 11
Losungs-, 88
unendliche, 11
Methode der kleinsten Quadrate, 98
Metrik
affine, 199
diskrete, 200
Euklidische, 199
Hermitesche, 165
Minimum, 176
Mitternachtsformel, 144
Modul
dualer, 53, 68
freier, 66, 67-68, 76
Links-, 47, 71, 144
Null-, 47
Quotienten-, 56
Rechts-, 47, 71
unitérer, 47
Unter-, 54, 145
modulo, 41, 56
multilinear, 103
Multiplikation, 13, 40
komplexe, 24
geometrische Interpretation, 27
Matrix-, 69, 70-75
Quaternionen-, 31
skalare, 21, 47, 70
Vertriglichkeit, 47
multiplikativ, 26, 133

nilpotent, 153

Norm, 169
auf C, 26
Euklidische, 22, 168
Skalarprodukt, 168

Normalform, 196
Hermitesche Sequilinearform, 206
Jordan-, 153, 158-162
lineare Abbildung, 85
normale Endomorphismen, 197
singuldre Werte, 193
Weierstra$3-, 151

Null, 40, 48

Nullitat, 205

Nullmodul, 47

Nullstelle, 143

Nullteiler, 44, 137

Ordnung, 11, 25
Nilpotenz-, 153
Nullstelle, 143
Primfaktor, 142
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Orientierung, 30, 118

Standard-, 118
orientierungserhaltend, 118, 119
orientierungsumkehrend, 118
orthogonal, 173

Paar, 6
parallel, 88, 198
Parallelotop, 30, 101, 178
Peano-Axiome, 10
Permutation, 105
Polardarstellung, 27
Polarisationsformel, 170
Polynom, 76, 127
charakteristisches, 129, 153, 157
konstantes, 128
lineares, 136
Minimal-, 139, 146, 153, 157
normiertes, 136
Null-, 136
positiv, 165, 169, 200
Potenz, 13
Potenzmenge, 6, 14
Potenzreihe, 158
formale, 76
konvergente, 77
prim, 141, 143
Primfaktorzerlegung, 142, 147
Primzahl, 45, 141
Produkt
Algebra, 132
kartesisches, 6, 16
Kreuz-, 29, 118, 133
Lorentz-, 205
semidirektes, 202
Skalar-

Standard-, 22, 96
Spat-, 29, 103, 118
von Polynomen, 128

Projektion, 178
orthogonale, 178

Quadrate

Methode der kleinsten, 98
Quadrik, 209, 210-213
Quaternionen, 31, 32-36
Quotientenmenge, 15, 17
Quotientenraum, 56, 88

Rang, 86
Spalten-, 86
Zeilen-, 86
Raum
affiner, 198
Ausartungs-, 205
Eigen-, 121

Euklidischer, 199
Haupt-, 147
metrischer, 200
Realteil, 25, 31
Regel
Cramer, 115, 135
Sarrus, 111, 118
Relation, 11
Aquivalenz-, 9, 14, 16, 20, 41, 88
antisymmetrisch, 171
reflexiv, 11, 14
symmetrisch, 14
transitiv, 11, 14
Représentanten, 15
Restklasse, 41
Ring, 40
Endomorphismen-, 53, 133
Euklidischer, 137
Hauptideal-, 139
kommutativer, 40
Matrix-, 72, 133
mit Eins, 40
Null-, 41
Polynom-, 128, 133
unitérer, 40
Unter-, 55
Russelsche Antinomie, 4

Sarrussche Regel, 111, 118
Satz, 4
Basisaustausch-, 81
Basisergéinzungs-, 80
Cauchy-Schwarz-Ungleichung, 23, 169
Cayley-Hamilton, 134, 139, 151
chinesischer Rest-, 146
Cosinus-, 24
Diagonalisierbarkeit, 157
Euklidischer Algorithmus, 46
Polynome, 140
Fundamental- der Algebra, 26, 130, 143
Gauf3-Verfahren, 92, 94-96, 114
Gram-Schmidt, 174
Haupt-
normale Abbildungen, 188
Hauptachsentransformation, 192, 213
Hauptraumzerlegung, 155
verallgemeinerte, 147, 151
Homomorphie-, 57
Hurwitz-Kriterium, 176
Laplace-Entwicklung, 105, 112,
114-116
Leibniz-Formel, 110, 111, 115, 117, 130
Methode der kleinsten Quadrate, 98
Normalform
Jordan-, 153
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Weierstra$3-, 151 Teiler, 45, 138
Picard-Lindeloff, 160 grofiter gemeinsamer, 46, 140
Primfaktorzerlegung, 142 Teilmenge, 5
Rang-, 85, 86, 93 echte, 5
Rieszscher Darstellungs-, 182 total (Ordnung), 11
Schwarz, 193 Tégheitstensor, 192
singulare Werte, 193 Transposition, 106
Spektral- trigonalisierbar, 123, 153

normale Operatoren, 188 Tupel, 6

selbstadjungierte Operatoren, 192
Steinitz Umkehrabbildung, 9, 39

undendlichdimensional, 82
unendlichdimensional, 88
Ungleichung

Basisaustausch-, 81
Basisergénzungs-, 80
Sylvester-Kriterium, 176
Sylvesterscher Trigheits-, 205 Cauchy-Schwarz-, 23, 169
Trigonalisierbarkeit, 153 Dreiecks-, 169, 200
scherungsinvariant, 101 Untermodul, 54
Schiefkérper, 42 komplementérer, 59
Schraubung, 204 Unterraum, 54
Schwingung, 132 afﬁne'r, 88, 198
gedampfte, 156 invarianter, 145

Seite komplementérer, 59, 83
linke, 88 Urbild, 7, 89
rechte, 88 Ursprung, 199
selbstadjungiert, 171 Vektor
senkrfa(.:ht, 173 Basis-
S(?squlhnear7 165 Standard-, 62
S}gnatur, 206 Null-, 22, 48
Signum, 105 Spalten-, 62
Skilzzxrpllrg;iukt, 165 Zeilen-, 63

Vektorraum, 47

Sobolev-, 168 antidualer, 182

Standard dualer, 53, 179
komple)fes,.167 Euklidischer, 165
quaternionisches, 167 Quotienten-, 56

Standard-, 22, 96, 163 unitirer, 165
komple%es,' 96 quaternionisch-, 165
quaternionisches, 96 Unter-, 54

zuriickgeholtes, 187

invarianter, 145
Spiegelung, 27, 197, 204

Vereinigung, 5

Dreh-, 204 Verkettung, 7, 39
Gleit-, 204 Verkniipfungen, 13
Punkt-, 35, 204 Verschiebung, 35, 204
Spin, 35 Vertraglichkeit
Spur, 116 der Multiplikation, 47
subadditiv, 26 Vielfaches, 138
Summe, 63 Vielfachheit
direkte, 84, 125, 126 algebraische, 157
von Polynomen, 128 geometrische, 157
von Untermoduln, 59, 125 Volumen, 30, 101, 178
direkte, 59, 84, 125 Vorzeichen
surjektiv, 7, 8 Permutation, 105
Symbol
Kronecker-, 62 Wert

symmetrisch, 22, 165, 171, 200 singuldrer, 193-195
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Wertebereich, 7
Winkel, 22, 33
wohldefiniert, 16

Wurzel, 28
Zahlen
ganze, 18

komplexe, 24, 25-28
Polardarstellung, 27

natiirliche, 14

rationale, 20

reelle, 21
Zeilenstufenform, 91, 93-96

strenge, 91, 95
Zeilenumformung

elementare, 91, 92
Zerlegung

Cholesky-, 176

Jordan-Chevalley, 154
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