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Einfiihrung

Bevor wir mit dem eigentlichen Stoff der Vorlesung beginnen, mochte ich Thnen ein paar Bei-
spiele geben, zum einen Aussagen, die sich in der Sprache der Topologie formulieren lassen, zum
anderen Aussagen aus anderen Gebieten der Mathematik, die sich aber topologisch beweisen lassen.
Nicht alle diese Beispiele werden in der Vorlesung tatséchlich auftreten, weil sie zum Teil etwas mehr
Hintergrundwissen brauchen — sei es topologisch, sei es aus einem anderen Gebiet der Mathematik
— als wir in dieser Vorlesung lernen kénnen.

0.1. BEISPIEL. Sei
B"={zeR"||z] <1}
die (offene) Einheitskreisscheibe, und sei
D'={zeR"||z|<1}
ihr Abschluss.

Der Brouwersche Fixpunktsatz besagt:

0.2. SATZ (Brouwer). Jede stetige Abbildung f: D™ — D™ der abgeschlossenen FEinheitskreis-
scheibe auf sich selbst hat mindestens einen Fixpunkt.

Das heif3t, es existiert zg € D™ mit

f(@o) =0 .
Hierbei bedeutet stetig das gleiche wie in der Analysis.
Vergleichen Sie diesen Satz mit dem Fixpunktsatz von Banach:

0.3. SAaTz (Banach). Sei X ein vollstindiger normierter Vektorraum, und sei F': X — X eine
Abbildung zu der ein A < 1 existiert, so dass

[F(z) = F(y)l < Al —y] (*)
fiir alle x, y € X. Dann hat F einen eindeutigen Fixpunkt.

Wir vergleichen die Sétze von Banach und Brouwer.

(1) Der Satz von Banach ist insofern allgemeiner, als das er fiir mehr Réume funktioniert, denn
der Satz von Brouwer gilt nur fiir gewisse Teilmengen des R"™. Er ist schérfer, denn er liefert
einen eindeutigen Fixpunkt. Aulerdem liefert der Beweis ein Verfahren zur approximativen
Bestimmung des Fixpunkts.

(2) Der Satz von Brouwer ist insofern allgemeiner, als er mehr Abbildungen zuldsst. Wir
konnten nédmlich den Satz von Brouwer auch fiir Abbildungen F: R™ — R"™ formulie-
ren, so dass F(D™) C D". Aus dem Banachschen Satz folgt ja unter anderem, dass der
Einheitskreis um den Fixpunkt in sich abgebildet wird. Auf der anderen Seite kann eine
Abbildung den Einheitskreis in sich abbilden, ohne dass sie die Lipschitz-Bedingung (*)
erfiillt. Der Beweis des Brouwerschen Fixpunktsatzes sagt uns allerdings nicht, wie wir den
Fixpunkt auffinden kénnen.



Die Sétze sind also verschieden. Der Banachsche Fixpunktsatz ist ein ,, metrischer* Satz, wihrend
der Brouwersche Fixpunktsatz ein ,,topologischer* Satz ist.

0.4. BEISPIEL. Unter der n-dimensionale Einheitssphére verstehen wir die Menge
§"={zeR™ ||z =1} .
Fin Einheitsvektorfeld auf der S™ ist eine stetige Abbildung V: S™ — R", so dass
[V(z))]=1 und V(z) L.
0.5. SATZ (vom Igel). Sein gerade, dann existiert kein stetiges Finheitsvektorfeld auf S™.

Mit anderen Worten: ein gerade-dimensionaler Igel ohne Glatzpunkt ldsst sich nicht kdmmen
(Igel lassen sich sowieso nicht kimmen — sie stellen ihre Stacheln auf, wenn man’s versucht).
Auf der anderen Seite existiert solch ein Vektorfeld immer, wenn n ungerade ist. In diesem Fall

identifizieren wir R"*1 22 C™2 und setzen einfach V (z) = iz.

0.6. BEISPIEL. Das folgende Beispiel ist mit dem zweiten verwandt, auch wenn man das nicht auf
den ersten Blick erkennen kann. Sei A eine Algebra iiber R, d.h., A ist ein reeller Vektorraum, und
es existiert eine R-bilineare Multiplikationsabbildung %: A x A — A. Diese muss weder assoziativ
noch kommutativ sein.

Wir nennen A eine Divisionsalgebra, wenn zu jedem a € A\ 0 ein a’ € A existiert, so dass

a *(axb)=(bxa)xa =b
fiir alle b € A gilt.

0.7. SATZ (Kervaire, Milnor). Die einzigen endlich-dimensionalen Divisionsalgebren tiber R
sind R, C, H (die Quaternionen) und Ca (die Oktaven).

Diesen Satz werden wir in der Vorlesung sicherlich nicht beweisen. Genau wie beim Fundamen-
talsatz der Algebra handelt es sich hier um einen rein algebraischen Satz, der sich aber nur mit
analytischen / topologischen Methoden beweisen lisst. Die Liste der algebraischen Resultate, die
mit topologischen Methoden bewiesen werden, wird immer langer.



KAPITEL 1

Kapitel 1 — Grundbegriffe

Wir lernen in diesem Kapitel den Begriff des topologischen Raumes und der stetigen Abbildun-
gen kennen. Auflerdem definieren wir noch zahlreiche Eigenschaften von topologischen Rdumen und
Abbildungen, und beweisen ein paar kleine Sitze, die wir in spédteren Kapiteln benttigen werden.
Einiges sollte aus Analysis bekannt sein — zumindest im metrischen Fall.

1l.a. Metrische Riume

Wir erinnern uns kurz an die Definition von metrischen Rdumen und stetigen Abbildungen im
Sinne der Analysis. Wenn wir von einer Definition ,,im Sinne der Analysis“ sprechen, meinen wir
damit eine Definition, die mit , fiir alle £ > 0 existiert ... “ beginnt.

1.1. DEFINITION. Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d) aus einer Menge X und einer Ab-
bildung d: X x X — [0, o0], die
(1) positiv ist, das heift, d(z,y) = 0 genau dann, wenn x = y,
(2) symmetrisch ist, das heiit, d(z,y) = d(y,z), und
(3) die Dreiecksungleichung d(x,y) + d(y, z) > d(z, z) erfiillt,
jeweils fiir alle x, y, z € X.

1.2. BEISPIEL. Es folgen einige einfache Beispiele von Metriken.
(1) Z, Q, R und C, jeweils mit d(z,y) = |y — z|.
(2) Jeder normierte Vektorraum (V| - ||) ist metrisch mit d(z,y) = ||y — z||.
(3) Jede Menge M trégt eine Metrik

0 falls x =y, und
d pr—
(z,9) {1 sonst.

(4) Jede Teilmenge Y eines metrischen Raumes (X, d) ist wieder ein metrischer Raum mit der
induzierten Metrik d|y = d|y xy-

Weitere Beispiele folgen in den Ubungen 1.95 und 1.97.
Sei (X, d) ein metrischer Raum, € > 0 und = € X. Der e-Ball um x ist die Menge
B.(z)={2 € X |d(x,2") <e}.
1.3. DEFINITION. Seien (X,d), (Y,d') metrische Rdume. Eine Abbildung F: (X,d) — (Y,d')
heifit stetig am Punkt x € X, falls fiir alle € > 0 ein 6 > 0 existiert, so dass
F(Bs(x)) C Bo(F(x)) .
F heifit stetig, wenn F' an allen Punkten x € X stetig ist.

Das ist genau die Definition, die Sie aus Analysis kennen. Wir erinnern uns an eine weitere
Definition. Im folgenden bezeichne PX die Potenzmenge von X. Da wir es in der Topologie hiufig
mit Mengen von Mengen — wie der Potenzmenge — zu tun haben, verwenden wir fiir solche
Mengen kalligraphische Buchstaben, um sie zum Beispiel von Punktmengen zu unterscheiden.
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1.4. DEFINITION. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge U C X heift offen in X, wenn
zu jedem z € U ein € > 0 existiert, so dass B.(z) C U. Die Gesamtheit aller offenen Mengen Oy C
PX heifit die metrische Topologie. Sei x € X, dann heifit eine beliebige Teilmenge V' C X eine
Umgebung von x, wenn es eine offene Menge U gibt mit z € U C V.

1.5. BEMERKUNG. Die Offenheit einer Menge U héngt ab vom umgebenden Raum X und der
gewihlten Metrik d. So ist etwa die Menge [—m, 7] N Q offen in Q, aber nicht in R.

1.6. BEMERKUNG. Zu Definition 1.4 dquivalent ist die folgende Charakterisierung offener und
abgeschlossener Mengen in metrischen Rdumen. Eine Teilmenge A C X ist genau dann abge-
schlossen, wenn fiir jede Folge (a;); in A, die in (X,d) im Sinne der Analysis konvergiert, der
Grenzwert lim;_,~ a; in A liegt. Eine Teilmenge U C X ist offen, wenn X \ U abgeschlossen ist.

Zur Erinnerung: zwei Normen || - || und || - || auf einem Vektorraum V heiBen dquivalent, wenn
es Konstanten 0 < ¢, C < oo gibt, so dass

c|lvll < [loll" < C o]l

fir alle v. Sei V= R"™ endlich dimensional, dann sind alle Normen &quivalent. Auf unendlich-
dimensionalen Vektorrdumen gibt es hingegen viele paarweise indquivalente Normen, und entspre-
chend viele verschiedene Topologien.

1.7. BEMERKUNG. Zwei Normen auf einem R- oder C-Vektorraum induzieren genau dann die
gleiche Topologie, wenn sie dquivalent sind.

BEGRUNDUNG. Seien |- || und || - ||" dquivalent. Aus

1 1
d@,y) =lly—zll < = lly—2|"= - d'(x,y)

folgt Bl (x) C B(x), wobei B/ (z) einen Ball beziiglich d’ bezeichne. Somit enthilt jeder metrische
Ball beziiglich d’ einen metrischen Ball beziiglich d’. Die umgekehrte Behauptung zeigt man genauso.
Hieraus folgt die Gleichheit der Topologien.

Wir nehmen jetzt an, dass || - || und || - ||’ die gleiche Topologie induzieren. Bélle B,(x) C V sind
offen, denn fiir jeden Punkt y € B, (z) folgt B,_j,—y(y) C B.(x) aus der Dreiecksungleichung.
Insbesondere ist B1(0) C V offen. Da |||’ die gleiche Topologie induziert, existiert r > 0, so dass
der || -||-Ball B.(0) vom Radius r um 0 in Bj(0) enthalten ist. Aus ||z|" < r folgt also ||z| < 1,
und mit ¢ = % erhalten wir daraus

¢ [loll < [lolf
fiir alle v € V. Die andere Ungleichung folgt entsprechend. ([l

Wir wollen jetzt zeigen, wie man Stetigkeit auch definieren kann, wenn man nicht die Metrik
kennt, sondern nur ihre offenen Mengen.

1.8. SATz. Seien (X,d) und (Y,d') metrische Riume. Eine Abbildung F: (X,d) — (Y,d') ist
genau dann stetig, wenn die Urbilder aller offenen Teilmengen von Y in X wiederum offen sind.

Zusammen mit Bemerkung 1.7 folgt, dass die Stetigkeit einer Abbildung F': (V,d) — (W,d')
zwischen zwei normierten Vektorriumen nur von den Aquivalenzklassen der Normen d und d’
abhingt. Dieses Faktum ist aus Analysis bekannt.

BEWEIS. Wir nehmen an, dass F stetig ist im Sinne von Definition 1.3. Sei V' C Y offen, und
sei € F~1(V) C X beliebig. Da V offen ist, existiert ein ¢ > 0, so dass B.(F(z)) C V. Aufgrund
der Stetigkeit von F existiert ein 6 > 0, so dass F(Bs(z)) C B:(F(z)) C V gilt, insbesondere
folgt Bs(z) C F~1(V). Da z beliebig war, ist also F~(V) offen in X.
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Wir nehmen jetzt an, dass Urbilder offener Mengen offen sind. Seien jetzt x € X und ¢ > 0
beliebig vorgegeben. Da der Ball B.(F(z)) in Y offen ist, ist auch U = F~!(B.(F(z))) offen in X,
und natiirlich liegt = in U. Also existiert ein § > 0, so dass Bs(x) C U gilt. Es folgt F(Bs(z)) C
B.(F(z)). Da x und ¢ beliebig waren, ist F' also stetig im Sinne von Definition 1.3. O

1.b. Topologische Riume

Wir erinnern uns an die Defition topologischer Raume und stetiger Abbildungen aus der Ana-
lysis.

1.9. BEMERKUNG. Sei (X, d) ein metrischer Raum, und sei Oy die von d definierte Topologie
auf X.

(1) Die leere Menge () und X selbst sind nach Definition 1.4 offen, gehéren also zu O.

(2) seien Uy, ..., Uy offen, und sei z € Uy N---NUyg. Da die U; offen sind, existieren &; > 0, so
dass B, (x) C U;. Sei € = min(ey,...,ex), dann ist € > 0, und es gilt B:(x) C UyN---NU.
Da x beliebig war, ist Uy N --- N Uy also wieder offen.

(3) Sei U C Oy eine beliebig grosse Ansammlung offener Mengen. Sei

velJu=J U,
ved
dann existiert also ein U € U, so dass z € U. Da U offen ist, existiert € > 0, so dass B:(z) C

U C JU. Da z beliebig war, ist (JU also wieder offen.

Wir benutzen diese drei Beobachtungen iiber O4, um den allgemeinen Begriff einer Topologie
zu definieren.

1.10. DEFINITION. Sei X eine Menge. Eine Topologie auf X ist eine Teilmenge O der Potenz-
menge PX mit folgenden Eigenschaften.

(1) Die leere Menge ) und X selbst liegen in O.
(2) Seien Uy, ..., Uy € O, dann liegt auch Uy N--- N U € O.
(3) Sei U C O, dann liegt auch JU in O.

Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, Q) aus einer Menge X und einer Topologie O auf X.

1.11. BEISPIEL. Sei (X, d) ein metrischer Raum, dann definiert O; nach Bemerkung 1.9 eine
Topologie auf X. Umgekehrt heifit eine Topologie O auf X metrisierbar, wenn es eine Metrik d
auf X gibt, so dass O = Q4. Die meisten topologischen Ridume, denen wir spéiter begegnen, wer-
den metrisierbar sein. Dennoch gibt es interessante und wichtige topologische Réume, die nicht
metrisierbar sind.

1.12. BEISPIEL. Sei X eine beliebige Menge. Wir definieren zwei “triviale“ Topologien auf X.
(1) Sei Os = PX, dann ist jede Teilmenge von X offen beziiglich Q5. Wir nennen Oj die
diskrete Topologie auf X. Die diskrete Topologie wird von der Metrik aus Beispiel 1.2 (3)
induziert.
(2) Das andere Extrem ist Ox = {0, X} C PX. Diese Topologie heiit Klumpentopologie
(indiskrete Topologie). Diese Topologie ist nur metrisierbar, wenn X hochstens einen Punkt
enthélt, wie wir spéter sehen werden.

Die Topologie ist die Menge aller offenen Teilmengen. Wir definieren entsprechend die Begriffe
,Umgebung“ und ,,abgeschlossene Menge* wie gehabt.

1.13. DEFINITION. Sei (X, ) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge U C X heifit offen
beziiglich O, falls U € O. Sei x € X und V C X mit x € V, dann heifit V' eine Umgebung von x
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beziiglich O, falls es eine offene Menge U € O gibt, so dass x € U C V gilt. Sei A C X, dann
heifit A abgeschlossen beziiglich O, falls das Komplement X \ A offen ist.

1.14. DEFINITION. Sei (X, Q) topologischer Raum, und sei Y C X eine beliebige Teilmenge.
Das Innere Y von Y ist die grofite offene Teilmenge von X, die ganz in Y enthalten ist. Der
Abschluss Y von Y ist die kleinste abgeschlossene Teilmenge von X, die Y enthilt. Der Rand
von Y ist die Menge Y =Y \ Y.

1.15. BEMERKUNG. Sei (X, Q) topologischer Raum, und sei Y C X eine beliebige Teilmenge.

Es gilt
Y = U U und Y = ﬂ A.
Ueo X\A€O
Uucy ADY

Die erste Menge ist offen nach Definition 1.10 (3). Fiir die zweite zeigt man analog, dass das
Komplement abgeschlossen ist. Ausserdem ist

X\Y=X\Y, (X\Y)=X\Y, und 9(X\Y)=9Y.

1.16. BEIspiEL. Das Innere und der Abschluss einer Menge hidngen vom umgebenden Raum
und seiner Topologie ab. Sei V = [—-m, 7] N Q, dann gilt

inQ: V=V, V=V, oV =10,

und in R : V=0, V=|[-mn], ov

[—m, 7] .

Falls es klar ist, von welcher Topologie O auf X wir reden, lassen wir den Zusatz ,,beziiglich O
in der Regel weg. Wir haben in Satz 1.8 ein ,,topologisches* Kriterium fiir die Stetigkeit von Abbil-
dungen zwischen metrischen Rdumen kennengelernt. Wir erheben dieses Kriterium zur Definition.

1.17. DEFINITION. Eine Abbildung F: (X,0Ox) — (Y,Oy) zwischen topologischen R&umen
heift stetig genau dann, wenn Urbilder offener Mengen offen sind, wenn also F~1(U) € Ox fiir
alle U € Oy. Es bezeichne C(X,Y) die Menge aller stetigen Abbildungen von X nach Y.

Wenn eine stetige Abbildung F': (X, Ox) — (Y, Oy) bijektiv ist und F~1: (Y,Oy) — (X, Ox)
ebenfalls stetig ist, heifit ' ein Homdomorphismus.

1.18. BEISPIEL. (1) Nach Satz 1.8 sind Abbildungen zwischen metrischen Rdumen genau
dann im topologischen Sinne stetig, wenn sie im metrischen Sinne stetig sind.
(2) Seien (X,Ox), (Y,Oy) topologische Rédume, und sei yo ein Punkt in Y. Die konstante
Abbildung F: (X,0x) — (Y,0Oy) mit F(x) = yo fiir alle x € X ist immer stetig, denn
fiir jede offene Menge U C Y gilt

FUU) = e Ox fallsyy ¢ U, und
X eOx fallsyyeU.

1.19. BEMERKUNG. Seien (X, Ox), (Y,Oy), (Z,0z) topologische Rdume.
(1) Die Identitédt idx: (X,0x) — (X,O0x) auf X mit idx(z) = z fiir alle z € X ist immer
stetig, denn fiir alle U € Ox gilt
id'(U)=U € Ox .

(2) Seien F': (X,0x) — (Y,0y) und G: (Y,0y) — (Z,0%z) stetige Abbildungen, dann ist
auch GoF': (X,Ox) — (Z,0y) stetig. Sei ndmlich U C Z offen in Z, dann ist G~1(U) offen
in Y, und somit ist £~!(G~1(U)) offen in X. Da also (GoF)"'(U) = F~}(G~}(U)) € Ox
fir alle U € Oy, ist G o F stetig.
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0 1. Schritt 2. Schritt 3. Schritt 4. Schritt

ABBILDUNG 1.1. Eine flachenfiillende Kurve

Mit einer Klasse bezeichnen wir eine beliebige Ansammlung von Mengen. Manche Klassen sind
Mengen, alle anderen nennt man echte Klassen. Ein Beispiel fiir eine echte Klasse ist die Klasse
aller Mengen, die sich nicht selbst enthalten. Da Elemente von Klassen selbst blol Mengen und
keine echten Klassen sind, erhalten wir hier kein Paradoxon.

1.20. DEFINITION. Eine Kategorie C besteht aus

(1) einer Klasse von Objekten Obj(C),

(2) zu je zwei Objekten X, Y € Obj(C) einer Menge Hom¢ (X, Y') von Morphismen,

(3) je einem ausgezeichneten Morphismus idx € Home (X, X) fiir jedes Objekt X € Obj(C),
und

(4) zu je drei Objekten X, Y, Z € Obj(C) einer Verkettung

o: Home(Y, Z) x Home(X,Y) — Home (X, Z) mit (f.g)—gof,

so dass die folgenden zwei Axiome gelten.
Identitit. Seien X, Y € Obj(C) und f € Hom¢(X,Y), dann gilt

f=foidx =idyo f.
Assoziativitat. Fir alle X, Y, Z, W € Obj(C) und alle f € Hom¢(X,Y), g € Home(Y, Z), h €
Home(Z, W), gilt
ho(gof)=(hog)of.
1.21. BEISpIEL. Es folgen einige typische Beispiele von Kategorien.

(1) Die Kategorie Set hat als Objekte alle Mengen, und als Morphismen alle Abbildungen
zwischen Mengen.

(2) Die Kategorie Grp hat als Objekte alle Gruppen, und als Morphismen alle Gruppenhomo-
morphismen.

(3) Sei k ein Koérper, dann hat die Kategorie Vecy als Objekte alle k-Vektorrdume, und als
Morphismen alle k-linearen Abbildungen.

(4) Die Kategorie Top hat als Objekte alle topologischen Rdume, und als Morphismen alle
stetigen Abbildungen, siehe Bemerkung 1.19.

In jedem dieser Beispiele ist die Identitdt die Identitdt der zugrundeliegenden Menge, und die
Komposition die Hintereinanderschaltung von Abbildungen.

Schliellich wollen wir an ein pathologisches Beispiel erinnnern, das uns zeigt, dass stetige Ab-
bildungen mitunter unerwartete Eigenschaften an den Tag legen.

1.22. BEISPIEL. Es gibt stetige, surjektive Abbildungen vom Einheitsintervall I = [0,1] in
die Menge I x I C R2. Zum Beispiel kann man zwei Kopien der Kochschen Schneeflockenkurve
aneinandersetzten, siche Abbildung 1.1. Die entstehende Kurve + ist stetig, sogar %—Héldersch. In
jedem Schritt ;41 wird jede Strecke der Kurve «; durch vier Strecken der halben Lénge ersetzt.
Man iiberzeugt sich, dass die Folge (7;); gleichméfig konvergiert. Den Bildpunkt +(¢) kann man
durch Intervallschachtelung bestimmen.



Wir kénnen auch verschiedene Topologien auf ein und demselben Raum vergleichen.

1.23. DEFINITION. Seien O und O’ zwei Topologien auf einer Menge X. Dann ist O’ feiner
als O und O gréber als @', wenn O C O'.

1.24. BEMERKUNG. Eine Topologie O’ auf X ist nach Definition 1.17 genau dann feiner als O,
wenn die Identitét idy: (X,0") — (X, O) stetig ist. Mit Bemerkung 1.19 (2) folgt: Sei die Abbil-
dung F: (X,0x) — (Y, Oy) stetig, sei O feiner als oder gleich Ox, und sei O} grober als oder
gleich Oy, dann ist auch F': (X, 0%) — (Y, 0% ) stetig.

1.25. BEISPIEL. Sei X = R", sei Oy die metrische Topologie zur Standardmetrik, und sei Oy
die Topologie zur franzosischen Eisenbahnmetrik. Dann ist die diskrete Topologie O5 = P(R"™) aus
Beispiel 1.12 (1) feiner als Oy, die Topologie Oy ist feiner als Og4, und Oy ist wiederum feiner als
die Klumpentopologie O = {0, R"} aus Beispiel 1.12 (2).

1.c. Trennungseigenschaften

Wir untersuchen die Frage, ob es in einem topologischen Raum genug offene Mengen gibt, so
dass man vorgegebene Punkte oder Teilmengen voneinander ,,trennen“ kann.

Wir beantworten diese Frage zunéchst fiir metrische Rdume. Sei dazu I = ([0, 1], Oy) das reelle
Einheitsintervall, wie iiblich versehen mit der metrischen Topologie.

1.26. SATZ. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann gilt beziiglich Oy:

(1) einpunktige Teilmengen von X sind abgeschlossen;

(2) seien Ag, Ay C X abgeschlossen und disjunkt, dann existieren disjunkte offene Mengen Uy,
Ui € O mit Ag C Uy und Ay C Ui;

(3) seien Ay, A1 C X abgeschlossen und disjunkt, dann gibt es eine stetige Funktion f: X — I
mit Ag = f~H{0} und Ay = f~1{1}.

BEWEIS. Zu (1). Zu zeigen ist die Offenheit von X \ {x} fiir ein beliebiges x € X. Sei dazu x #

y € X, dann folgt
Bd(ac,y) (y) cX \ {ZL‘} :

Also ist X \ {z} offen nach 1.4.

(3) — (2). Wihle f wie in (3). Da f stetig ist, sind die Mengen Uy = f~1([0,3)) und U; =
f‘l((%, 1]) disjunkt und offen in X, da [0, %) und (%, 1} disjunkt und offen in I sind.

Punkt (3) lassen wir als Ubung 1.103. O O

1.27. DEFINITION. Ein topologischer Raum (X, O) hat die Trennungseigenschaft oder erfiillt
das Trennungsaziom

(TO) wenn es zu je zwei Punkten = # y in X eine offene Menge U € O gibt mit z € U, y ¢ U
oder x ¢ U,y e U,

(T1) wenn alle einpunktigen Mengen {z} fiir € X abgeschlossen sind,

(T2) oder ist ein Hausdorff-Raum, wenn es zu je zwei Punkten = # y in X disjunkte offene
Mengen U, V € O mit x € U und y € V gibt,

(T3) wenn es zu jeder abgeschlossenen Teilmenge A C X und jedem Punkt x € X \ A disjunkte
offene Mengen U, V € O mit A C U und x € V gibt,

(T3a) wenn es zu jeder abgeschlossenen Teilmenge A C X und jedem Punkt x € X \ A eine

stetige Funktion f: (X,0) — I mit f(A) C {0} und f(z) =1 gibt,

(T4) wenn es zu je zwei disjunkten abgeschlossenen Teilmengen A, B C X disjunkte offene
Mengen U, V € O mit A C U und B C V gibt.
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ABBILDUNG 1.2. Ein nicht Hausdorffscher Raum

Ein topologischer Raum heif}t regulir, wenn er die Eigenschaften (T1) und (T3) erfiillt, vollstindig
regulir, wenn er die Eigenschaften (T1) und (T3a) erfiillt, und normal, wenn er die Eigenschaf-
ten (T1) und (T4) erfiillt.

Die fiir uns zunéchst wichtigste Trennungseigenschaft ist ,hausdorffsch“. Bemerkung 1.28 und
Beispiel 1.29 sollen das verdeutlichen.

1.28. BEMERKUNG. Sei (X, O) ein topologischer Raum.

(1) Wenn (X, Q) hausdorffsch ist, dann hat jede Folge in X hochstens einen Grenzwert. Das
heifit, zu jeder Folge (z;); gibt es hochstens einen Punkt x € X, so dass fiir jede Umge-
bung U von z fast alle Folgenglieder x; in U liegen. Denn wére y € X \ {z} ein weiterer
Grenzwert, so konnte man x und y durch disjunkte offene Umgebungen U und V trennen,
und fast alle Folgenglieder miissten in U NV = () liegen.

(2) Wenn sich zwei Punkte z, y € X nicht durch disjunkte offene Umgebungen trennen lassen,
gilt f(z) = f(y) fiir jede stetige Funktion f: X — R. Denn wére f(z) # f(y), so konnte
man f(z) und f(y) in R durch disjunkte offene Intervalle I, J C R trennen. Aber dann
trennten f~1(I) und f~1(J) bereits x und y.

1.29. BEISPIEL. Betrachte den Raum X = (—1,0) U {04+,0_} U (0,1) mit der folgenden Topo-
logie O. Eine Teilmenge U C X sei offen, wenn zu jedem Punkt z € U \ {04,0_} ein g, > 0
mit (z — eg,x + &) C U \ {04,0_} existiert, und falls 0_ € U oder 04 € U, ein gg > 0
mit (—eg,0) U (0,e9) C U existiert, siche Abbildung 1.2. Man iiberzeugt sich leicht, dass (X, Q) die
Trennungseigenschaften (T0) und (T1) erfiillt. Die Hausdorfl-Eigenschaft (T2) ist jedoch verletzt,
da der Schnitt je zweier Umgebungen von 04 und O_ eine kleine Menge der Form (—¢,0) U (0,¢)
mit € > 0 enthélt. Als Beispiel fiir eine Folge mit zwei Grenzwerten betrachten wir

1 1

nh—>ngon+220+ und nh—>nolon+2:o_

Ein wichtiges Hilfsmittel in der Topologie ist das Lemma von Urysohn, wonach jeder (T4)-Raum
,viele stetige Funktionen® tragt.

1.30. LEMMA (Urysohn). Sei (X, O) ein (T4)-Raum. Dann existiert zu je zwei abgeschlossenen,
disjunkten Teilmengen A, B C X eine stetige Funktion f: X — I mit fla =0 und f|lp = 1.

BEWEIS. Sei
D = { a2k

a,keN,OSang}

die Menge der dyadischen Zahlen im Einheitsintervall /. Wir wollen induktiv zu allen d € D eine
offene Menge U, konstruieren, so dass A C Uy C Uy C X\ Bfiiralled,d € Dmitd < d'. Firt e I
definieren wir dann offene Mengen

= U U,

deDn[o,4]

und wiederum gilt U; C Uy fiir alle t, t' € I mit ¢t < ¢/, da zwischen ¢ und ' noch beliebig viele
dyadische Zahlen liegen.



Mit U; = 0 fiir t < 0 und U; = X fiir t > 1 definieren wir
flz)=inf{teR|zecU}el01].

Aus A C Uy Cc Uy C X\ B folgt sofort f|l4 =0 und f|p = 1. Um Stetigkeit zu zeigen, betrachten
wir fiir ¢ € I und x € X mit f(z) = ¢ sowie ¢ > 0 das Intervall (t —e,t+¢)NI. Sei0 < § < ¢, dann
folgt
z € Upss \Ut_g C fﬁl(t —e,t+ 5) s

also ist f stetig.

Nun zur Konstruktion der Familie (Ug)aep- Zu (T4) dquivalent ist die folgende Aussage: sei A C
Y C X, A abgeschlossen und Y offen, dann existiert eine offene Menge U, so dass ACU CU CY.

Wir wéhlen also zunéchst Uy € O mit A C Uy C Uy € X \ B, und U; € O mit Uy C Uy C
U; C X \ B. Seien jetzt alle Uy mit Nenner 2% bestimmt, dann wihlen wir Uia41)2-+-1 induktiv
so, dass

Uasfk C U(2a+1) 2—k—1 C U(2a+1) 2—k—1 C U(a+1) 2k D

1.31. BEMERKUNG. Urysohn’s Lemma 1.30 ist nicht ganz so stark wie Satz 1.26 (3), denn dort
galt sogar f~1(0) = A und f~!(1) = B. Wenn nimlich f~1(0) = A gilt, dann kénnen wir die
abgeschlossene Menge A als Durchschnitt abzéhlbar vieler offener Mengen schreiben, etwa

~ 1
A= “Ho,—).
s [0, n)
n=1
Und das muss in allgemeinen (T4)-Réumen nicht gelten.

1.32. BEMERKUNG. Aus Satz 1.26 und den obigen Definitionen ergeben sich die folgenden
Implikationen.

metrisierbar = normal — vollstar.l.dlg — regulir — hausdorffsch = (T1) =(T0)
reguldr (T2)
(T4) (T3a) = (T3)

Aus metrisierbar folgt normal wegen Satz 1.26. Die drei vertikalen Pfeile beruhen direkt auf den
Definitionen. Aus (T3a) folgt (T3) wie (2) aus (3) in Satz 1.26, genauso folgt regulér aus vollstandig
reguldr. Um aus regulér hausdorffsch zu folgern, ersetzen wir die abgeschlossene Menge in (T3)
durch einen Punkt, der nach (T1) abgeschlossen ist. Aus normal folgt vollsténdig regulér mit (T1)
und Urysohns Lemma 1.30. Aus hausdorffsch folgt (T1) wie im Beweis von 1.26 (1), und (T1)-
Réume sind offensichtlich (TO0).

In den Ubungen 1.104-1.106 wird deutlich, dass in der Tat die Eigenschaften (T3), (T3a)
und (T4) ohne (T1) wenig Aussagekraft besitzen.

1.d. Basen und Abzihlbarkeitseigenschaften

Um eine Topologie O zu definieren, ist es hiufig unbequem, alle offenen Mengen anzugeben.
Stattdessen sucht man mdoglichst kleine Teilmengen U von O, so dass O selbst die grobste Topologie
ist, fiir die alle Mengen in U offen sind. So wird man auf die Begriffe ,Basis* und , Subbassis*
gefiithrt. Fiir spitere Uberlegungen ist es oft hilfreich zu wissen, dass manche topologischen Riume
eine , kleine* — sprich abzéhlbare — Basis besitzen.

10



1.33. DEFINITION. Sei (X,O) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge B C O heifit Basis
von O, wenn

O:{UL{‘UCB}:{UUi

i€l

I Menge, U; € U fiir alle ¢ € I} .

Eine Teilmenge & C O heifit Subbasis von O, wenn die Menge
{Ulﬂ“'ﬂUk ‘ keN, Uy, ...,UkES}
eine Basis von O bildet.

Mit anderen Worten: B ist eine Basis, wenn sich jede offene Menge als (beliebige) Vereinigung
von Elementen aus B schreiben lisst. S ist eine Subbasis, wenn sich jede offene Menge als (beliebige)
Vereinigung von Durchschnitten je endlich vieler Elemente aus & schreiben lédsst. Insbesondere ist
jede Basis auch eine Subbasis.

1.34. BEISPIEL. Es folgen Basen und Subbasen fiir einige uns wohlbekannte Topologien.

(1) Sei X eine Menge. Die einpunktigen Teilmengen von X bilden eine Basis der diskreten
Topologie Oy auf X. Die Menge {X } bildet eine Basis der Klumpentopologie Ok, und die
leere Menge bildet eine Subbasis, denn (0 = X € PX.

(2) Sei (X,d) ein metrischer Raum, dann bildet die Menge B aller metrischen Bélle mit ra-
tionalem Radius eine Basis der metrischen Topologie O4. Sei ndmlich U € O,;. Nach
Definition 1.4 existiert zu jedem z € U ein Radius 0 < r, € Q so dass B, (x) C U. Also
gilt

U=|]J B, uwd {B,(x)|zcU}CB.
zelU
Dariiberhinaus ist eine Teilmenge V' C X genau dann eine Umgebung von z € X, wenn
sie einen der abzéhlbar vielen offene Bille B, (x) mit 0 < r € Q enthilt.

(3) Sei X = R™ mit der Standard-Topologie versehen. Dann bildet die Menge aller metrischen
Bélle mit rationalem Radius um Mittelpunkte mit rationalen Koordinaten bereits eine
Basis der metrischen Topologie. Diese Basis ist abzéhlbar, wihrend O selbst {iberabzéhlbar
ist.

Die letzten beiden Beispiele sollen als Motivation fiir die folgende Definition dienen.

1.35. DEFINITION. Sei (X, ) ein topologischer Raum. Dann hat (X, Q) die Abzihlbarkeits-
eigenschaft oder erfiillt das Abzdhlbarkeitsaziom

(A1) wenn jeder Punkt z € X eine abzidhlbare Menge U, C PX von Umgebungen besitzt, so
dass V C X genau dann eine Umgebung von x ist, wenn es ein U € U, mit U C V gibt,
und

(A2) wenn O eine abzéhlbare Basis besitzt.

Eine Teilmenge U, C O wie in (A1) heifit auch Umgebungsbasis. Aus (A2) folgt (Al), denn
sei B eine abzéhlbare Basis von X und x € X, dann ist
U, ={UeB|zeU}

eine abzdhlbare Umgebungsbasis von z. Das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom ldsst sich benutzen, um
topologische Argumente induktiv iiber kleine Mengen zu fithren. Das erste Abzihlbarkeitsaxiom
wird h#iufig benotigt, um topologische Begriffe iiber Folgen zu erkléren, so wie im folgenden Satz.

1.36. SAaTz. Sei (X, Q) ein topologischer Raum mit der Abzihlbarkeitseigenschaft (A1). Dann
ist eine Menge A C X genau dann abgeschlossen, wenn sie folgenabgeschlossen ist, das heifst, wenn
jede Folge (a;)ien in A, die in X konvergiert, ihre Grenzwerte in A annimmt.
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Beachte, dass der Grenzwert einer Folge nicht eindeutig sein muss, wenn der Raum nicht Haus-
dorff (T2) ist.

BEWEIS. Sei A abgeschlossen, und sei (a;);ey € X eine Folge mit Grenzwert x € X \ A. Wir
wollen zeigen, dass dann nicht alle a; in A liegen kénnen. Da X \ A eine offene Umgebung von a
ist, existiert ein iy > 0, so dass a; ¢ A fiir alle i > ij.

Sei umgekehrt A nicht abgeschlossen, das heifit, es gibt einen Punkt 2 ¢ A, so dass jede Um-
gebung V von z die Menge A schneidet. Da (A1) gilt, kénnen wir eine abzéhlbare Umgebungsba-
sis (V;)sen von x wéhlen. Da endliche Durchschnitte offener Mengen offen sind, sind endliche Durch-
schnitte von Umgebungen von x wiederum Umgebungen von x, und wir setzen U; = Vi N ---N V.
Dann ist (U;);en eine Umgebungsbasis mit der Eigenschaft, dass U; C U, fiir alle j > i. Sei (a;)ien
eine Folge mit a; € ANU;. Eine Teilmenge V' C X ist Umgebung von = genau dann, wenn es ein i
gibt mit U; C V fiir alle i > ig. Es folgt a; € V fiir alle i > 3. Daraus folgt, dass = ein Grenzwert
unserer Folge a; ist. O

1.37. BEMERKUNG. Fiir allgemeine metrisierbare Rédume gilt nur (A1), siche Beispiel 1.34 (2).
Es gilt aber der erste Metrisationssatz von Urysohn: Wenn (X, Q) die zweite Abzdhlbarkeits-
eigenschaft (A2) hat, dann ist (X, O) genau dann metrisierbar, wenn (X, O) regulér ist, also (T1)
und (T3) erfiillt. Man beachte, dass (X, Q) nach Satz 1.26 dann sogar normal ist.

Die allgemeinen Metrisationssidtze von Bing und Nagata-Smirnov geben ein genaues topologi-
sches Aquivalent zur Metrisierbarkeit, sind aber leider nicht ganz so einfach zu formulieren.

Wir konnen eine Subbasis oder Basis aber auch dazu verwenden, eine Topologie zu definieren.

1.38. SATZ. Sei X eine Menge, und seien 3, S C PX beliebig.

(1) Wenn fiir je endlich viele By, ..., Bx € B mit k > 0 eine Untermenge U C B existiert, so
dass ByN---N By =JU, dann existiert eine eindeutige Topologie Op auf X mit Basis B.
Wir nennen Og die durch die Basis B definierte Topologie.

(2) Es existiert eine eindeutige Topologie Os auf X mit Subbasis S. Sei Ox eine beliebige
Topologie auf X mitS C Ox, dann gilt Os C Ox. Wir nennen Og die durch die Subbasis S
definierte Topologie.

Insbesondere ist Og die kleinste oder grobste Topologie auf X, beziiglich der alle Mengen der
Subbasis & offen sind.

BEWEIS. Zu (1). Die Menge O = {JU | U C B} enthilt § = (J0 und erfiillt Axiom (3)
in Definition 1.10. Nach Voraussetzung gilt X = (0 C O, somit ist auch Axiom (1) erfiillt. Um
Axiom (2) zu zeigen, seien Uy, ..., U, C B, dann folgt

(Uz/ﬁ)m---m(UMk): U Uin--NU.

U els, ..., Ux€Uy

Nach Voraussetzung gilt U; N --- N Uy € O fiir alle Terme auf der rechten Seite, und da Axiom (3)
gilt, auch fiir deren Vereinigung. Also ist O eine Topologie.

Man sieht leicht, dass jede Topologie @, die B enthilt, alle offenen Mengen aus O enthalten
muss, also folgt O C O'. Wire umgekehrt U € O’ \ O, dann liesse U sich nicht als Vereinigung
von Elementen aus O schreiben, B wire dann also keine Basis von O'. Also ist Og = O die einzige
Topologie mit Basis B.

Zu (2) setze

B={Uin---NU, | k>0,Uy,..., U, €S},
dann erfiillt B die Voraussetzung von (1) und definiert eine Topologie Op mit Subbasis S. Wie
unter (1) ldsst sich zeigen, dass das die einzige Topologie auf X mit Subbasis S ist; in der Tat
enthilt jede Topologie Ox mit S C Ox bereits Og. O
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1l.e. Konstruktionen topologischer Riume

In diesem Abschnitt lernen wir, wie man aus bekannten topologischen Rdumen neue topologi-
sche Rdume gewinnen kann.

Sei (X;)ier eine Familie von Mengen, dann bezeichne [[, X; die disjunkte Vereinigung dieser
Mengen, und ¢;: X; — [[; X; sei die Inklusion der Menge X; in die disjunkte Vereinigung. Da die
Mengen X; nicht immer paarweise disjunkt sind, miissen wir die disjunkte Vereinigung beliebiger
Mengen erst konstruieren, zum Beispiel wie folgt:

[Txi=Ulipxxi < Ix{Jxi wnd  wlzs) = (G,).
i€l el el

1.39. DEFINITION. Sei (X;, O;)icr eine Familie topologischer Radume. Die topologische Summe
der X; ist definiert als

H (X, 04) (H Xi, Ou) mit o, = {

Wenn wir X; mit der Teilmenge ¢;(X;) C [[,; X; identifizieren, dann ist U C [[,; X; genau dann
offen, wenn U N X fiir alle ¢ € I in X; offen ist.

Wir iiberpriifen, dass Oy eine Topologie ist. Dazu nutzen wir elementare Eigenschaften der
Urbild-Abbildung ¢; ! aus, nimlich

D) =0 € 0;, LX) =X, €05,

)

HU NN Ug) = U) N0y HU) € 0; und L;1<UU> = U N U) € O;
veud

Y U) € O fiir alle i € I} .

firUq, ..., U, € Ound U C O.

1.40. SATz. Sei (X;, O;)icr eine Familie topologischer Rdume.

(1) Die Topologie Oy ist die feinste Topologie auf der disjunkten Vereinigung [[, X;, fir die
alle Abbildungen v;: X; — ]_L X; stetig sind.

(2) Die Topologie O ist die einzige Topologie O auf [ [, X;, so dass eine beliebige Abbildung F
von ([, Xi, O) in einen beliebigen topologischen Raum (Z,Oz) genau dann stetig ist, wenn
alle Abbildungen F o 1;: (X;, O;) — (Z,0y) stetig sind.

(3) Der Raum ([, Xi, On) zusammen mit den Abbildungen (Lii Xi =11, Xi)z‘el 1st ein Kopro-
dukt der Raume (X;, O;)ier in der Kategorie Top, das heifit, dass zu jedem Objekt (Z,0z)
und jeder Familie von Morphismen (Fy: X; — Z)icr genau ein Morphismus F: [, X; —
Z existiert, so dass F; = F ou; fir allei € I.

1.41. BEMERKUNG. Die charakteristische Eigenschaft (2) der topologischen Summe wird durch
das linke kommutative Diagramm veranschaulicht.

FOLi Fi
(Xi, 0;) —— (Z,07z) (Xi,0;)) —— (Z£,07)
Lz[ in ///‘ (1'1)
F T F
(11, Xi, 0) (Y, Oy)

Ein Raum (Y, Oy) mit stetigen Abbildungen ¢;: X; — Y ist genau dann ein Koprodukt im Sinne
von Satz 1.40 (3), wenn zu jedem Raum (Z, Oz) mit stetigen Abbildungen F;: X; — Z genau eine
stetige Abbildung F' wie im rechten Diagramm existiert.
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Wie bei vielen universellen Konstruktionen folgt, dass das Koprodukt bis auf eindeutige Iso-
morphie eindeutig bestimmt ist durch (3). Wenn also ein anderer Raum (Y, Oy) mit Abbildun-
gen (n;: X; — Y); die Koprodukteigenschaft erfiillt, dann gibt es genau einen Hom&omorphis-
mus G: [[, X; = Y mit n; = G oy, fiir alle 4. Dazu betrachten wir die folgenden vier Diagramme.

(Xi,0;) —— (Y, 0y) (X, 0) —— (I X 0)
Lz[ /’/ﬂ mi /’/
. a T H
(11, Xi, 0) (Y, Oy)
(X’Lv o ) (H Xi, O) (Xla O ) (K OY)
Jj id //’7 l id -7
L i -
-7 Hoq " GoH
(11, Xi, 0) (Y,Oy)

Die ersten beiden Diagramme zeigen die Existenz eindeutiger Abbildungen G und H, die letzten
zwei Diagramme zeigen, dass H = G~ ', so dass G in der Tat ein Homéomorphismus ist. Da dieser
Homo6omorphismus stets eindeutig ist, kann man mit seiner Hilfe je zwei verschiedene Modelle fiir
das Koprodukt miteinander identifizieren.

BEWEIS des Satzes 1.40. Zu (1) sei O eine beliebige Topologie auf [ [, X;. Es sind genau dann
alle Inklusionsabbildungen ¢;: X; — [, X; stetig, wenn

L) e o, fiir alle U € O und alle i €

gilt, wenn also O C Oy.
Zu (2) seien (Z,0z) und F: (][, Xi, Ou) = (Z,0z) wie im Satz vorgegeben. Wenn F' stetig
ist, sind alle Abbildungen F o ¢; stetig, da ¢; nach (1) stetig ist.

Seien jetzt alle Abbildungen F o ¢; stetig, und sei U C Z offen, dann ist
G HEYU)) = (Fouw) ' (U) € 0

offen in X; fiir alle i € I. Nach Definition 1.39 gilt F~1(U) € O, also ist F stetig.

Zur Eindeutigkeit sei O eine weitere Topologie auf [ [, X; mit der in (2) geforderten Eigenschaft.
Fiir alle topologischen Réume (Z, Oz) ist also jede Abbildung F': [[, X; — Z genau dann stetig,
wenn Foy; fiir alle i € I stetig ist. Wir wihlen Z = [ [, X; mit verschiedenen Topologien und F' = id

und schlieflen wie folgt. Da
id: ([[x:.0) - ([[x:0)
stetig ist, sind alle
ti =1ido¢;: (X;,O0;) (HX,,O)
stetig, und nach (1) ist O grober als O;. Da nach (1) alle
idou: (Xi,0;) (HXZ, (’)U>
stetig sind, ist auch

id: (]_[ X;,0) (]_[ X, (’)U>

stetig. Also ist O ist nach Bemerkung 1.24 feiner als Ou- Insgesamt folgt also O = O, wie behauptet.
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Zu (3) seien f;: X; — Z stetig. Die einzige Abbildung f: [[, X; — Z mit f o = f; fiir alle ¢
wird gegeben durch
fli i) = fi(wi)

und f ist stetig nach (2). O
Als néchstes wollen wir Unterrdume topologischer Rdume betrachten.

1.42. DEFINITION. Sei (X, Ox) ein topologischer Raum, und sei Y C X. Die Unterraumtopologie
(auch Relativ-, Spur- oder induzierte Topologie) Oy ist definiert durch

Oy ={YNU|U€eOx}.
Man iiberlegt sich, dass Oy eine Topologie ist, denn
D=YnNOe Oy, Y=YNXeOy,

YnUu)N---nYNU,)=YNUN---NUp) €Oy  und Uonu)y=yn{Ju
veud
firalle Uy, ..., U, € Ox und U C Ox.
Auch die Unterraumtopologie wird durch eine Eigenschaft charakterisiert.

1.43. Satz. Sei (X, Ox) ein topologischer Raum und sei Y C X wversehen mit der Unterraum-
topologie Oy . Dann gilt:
(1) Oy ist die grébste Topologie auf' Y, fir die die Inklusion v:Y — X stetig ist.
(2) Oy ist die einzige Topologie, fiir die eine Abbildung F' von einem beliebigen topologischen
Raum (Z,0z) nach Y genau dann stetig ist, wenn die Abbildung 1o F: Z — X stetig ist.

BEWEIS. Da (~}(U) = UNY gilt, folgt (1) bereits aus der Definition von Oy
Zu (2) sei zunéchst (Z,Oz) ein beliebiger topologischer Raum, und sei F': Z — Y eine Abbil-
dung. Fiir eine offene Menge V =U NY € Oy gilt
FWV)=F1(NU) = (o F)'(U),

also ist F' genau dann stetig beziiglich Oy, wenn ¢ o F stetig ist beziiglich Ox.

Um zu zeigen, dass Oy die einzige Topologie mit dieser Eigenschaft ist, wihlen wir eine beliebige
Topologie O auf Y, die die in (2) geforderte Eigenschaft besitzt. Wir machen weiter wie im Beweis
von Satz 1.40. Da id: (Y,0) — (Y, O) stetig ist, ist auch ¢« = ¢t oid: (Y,0) — (X,0x) stetig,
und nach (1) ist O feiner als Oy. Umgekehrt ist ¢« = ¢t oid: (Y,0y) — (X,Ox) stetig, also ist
auch id: (Y, Oy) — (Y, O) stetig, und O ist grober als Oy nach Bemerkung 1.24. Also stimmen O
und Oy tiberein. O

1.44. DEFINITION. Seien (X,Ox) und (Y, Oy) topologische Raume. Eine Einbettung von X
nach Y ist eine injektive Abbildung F': X < Y, so dass die induzierte Abbildung von (X,Ox)
nach F'(X) C Y mit der Unterraumtopologie ein Homéomorphismus ist.

Wir betrachten jetzt die Produkttopologie. Dazu bezeichnen wir mit
HXi ={ (@i)ier | mi € X; }
i

das kartesische Produkt einer Familie (X;);c; von topologischen Riumen {iiber einer beliebigen
Indexmenge I, und mit m;: X — X, die Projektion auf die i-te Komponente.

1.45. DEFINITION. Sei (Xj;, O;)ier eine Familie topologischer Réume. Das topologische Produkt
der X; ist definiert als
H XZaO (HX’MOH) )
Z
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wobei On erzeugt wird von der Subbasis

Sh = U{ﬂ'i_l(Ui) ‘ U, € Oi} .
el
Da wir Opn iiber mit Hilfe einer Subbasis erkliart haben, wissen wir aus Satz 1.38, dass On eine
Topologie ist. Ein endlicher Durchschnitt von Mengen aus S hat die Gestalt

HUZ- = ﬂﬂ';l(UZ’) mit U; € O; fiir alle 1 € I und U; = X; fiir fast alle¢ € I .

iel iel
Mit anderen Worten: eine Teilmenge U C [, X; ist genau dann offen, wenn jeder Punkt z eine
Umgebung der obigen Form hat. Auch hier haben wir wieder eine universelle Eigenschaft.

1.46. SATz. Sei (X;, O;)icr eine Familie topologischer Rdume.

(1) Die Topologie Or ist die grobste Topologie auf [ [, X;, fir die alle Abbildungen m;: [, Xi —
X, stetig sind.

(2) Die Topologie Or ist die einzige Topologie O auf dem kartesischen Produkt [[; X;, so dass
eine Abbildung G von einem beliebigen topologischen Raum (Z,Oz) in das Produkt ][, X;
genau dann stetig ist, wenn die Abbildungen m; o G fiir alle i € I stetig sind.

(3) Der Raum ([, Xi,0n) zusammen mit den Abbildungen (m;: [[, Xi — Xi)ier ist ein
Produkt in der Kategorie Top, das heifit, zu jedem topologischen Raum (Z,0z) und
jeder Familie stetiger Abbildungen (G;: Z — X;)ieq existiert genau eine stetige Abbil-
dung G: Z =Y, so dass G; = m; 0 G fiir alle i € I.

1.47. BEMERKUNG. Die charakterisierende Eigenschaft (2) des Produkts wird durch das linke
Diagramm veranschaulicht.

(Hl X“O) <Y7 OY)
P S (1.2)
(Z,07z) . (X, 05) (Z, (925 o (Xi,04)

Ein Raum (Y, Oy) mit stetigen Abbildungen 7;: ¥ — X; ist genau dann ein Produkt im Sinne
von Satz 1.46 (3), wenn fiir alle (Z, Oz) mit stetigen Abbildungen G;: Z — X; genau eine stetige
Abbildung G wie im rechten Diagramm existiert.

Das Produkt ist ebenfalls bis auf eindeutige Isomorphismen eindeutig bestimmt. Da sich die
beiden Diagramme in (1.1) und (1.2) jeweils nur in der Richtung der Pfeile unterscheiden, sagt
man, die beiden Konstruktionen in den Definitionen 1.39 und 1.45 seien zueinander dual. Daher
rithrt die Wahl der Bezeichnungen und der Symbole , [ [“ und ,,[]*.

Man beachte, dass (geeignet formulierte) universelle Eigenschaften wie in Satz 1.40 (3) oder
Satz 1.46 (3) zwar die Eindeutigkeit der beschriebenen Objekte (bis auf eindeutige Isomorphis-
men) garantieren kénnen, aber nicht die Existenz. Man muss also fiir jede Kategorie (wie Set, Top
oder Vecy) erst beweisen, dass sie Produkte und Koprodukte enthélt.

BEWEIS von Satz 1.46. Die Subbasis Sn enthélt genau die Urbilder der offenen Teilmengen
von X; unter den Abbildungen ;. Also sind alle 7; beziiglich einer Topologie O auf [[;.; X; genau
dann stetig, wenn O C O, und es folgt Behauptung (1).

Zu (2) sei G stetig. Dann sind auch die Abbildungen m; o G stetig nach (1).

Seien umgekehrt alle Abbildungen ; o G stetig. Da die Abbildung G~': P(I], X;) — PZ mit
Vereinigungen und Durchschnitten vertauscht, folgt Stetigkeit von G bereits, wenn G=1(U) € Oy
nur fiir alle U € Sn gilt. Aber

G_l (7T'_1(UZ')) = (71’2' o G)_lUi € OZ

7
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wegen Stetigkeit der Abbildungen 7; o G.

Der Beweis der Eindeutigkeit ist vollig analog zu den Beweisen der Sétze 1.40 (2) und 1.43 (2).
Behauptung (3) folgt wie in Satz 1.40 (3) aus der entsprechenden Eigenschaft des kartesischen
Produkts und (2). O

1.48. BEMERKUNG. Eine andere natiirliche Topologie auf [[, X; ist die Boz-Topologie Op mit

Basis
Bo = { [Tv:
el
Wenn die Indexmenge I unendlich ist und unendlich viele X; nicht die Klumpentopologie tragen,
ist Og echt feiner als On. Diese Topologie hat leider nicht so schéne Eigenschaften wie On, obwohl

sie auf den ersten Blick einfacher aussieht.

Uie(’)iﬁiralleieI}.

Wir sagen, dass eine topologische Eigenschaft F (wie etwa eine Trennungs- oder Abzihlbarkeits-
eigenschaft) unter einer Konstruktion (wie etwa dem Produkt, der disjunkten Vereinigung oder der
Unterraumkonstruktion) vererbt wird, wenn immer dann, wenn alle zugrundeliegenden Topologien
die Eigenschaft E haben, auch die neu konstruierte Topologie diese Eigenschaft hat.

1.49. SATZ. (1) Die Trennungseigenschaften (T0) — (T4) und (T3a) und die Abzihlbar-
keitseigenschaft (A1) werden unter der disjunkten Vereinigung vererbt, die Eigenschaft
(A2) wird vererbt, wenn die Indexmenge hichstens abzihlbar ist.

(2) Es werden (T0) — (T3), (T3a), (A1) und (A2) unter Unterraumbildung vererbt.
(3) Es werden (T0) — (T3), (T3a) unter Produkten vererbt. Die Abzdihlbarkeitseigenschaften
(A1) und (A2) werden vererbt, wenn die Indexmenge hichstens abzihlbar ist.

BEWEIS. Zu (1) kann man die in den Trennungsaxiomen (T0) — (T4) gesuchten offenen Men-
gen U und V' C JJ,.; X; konstruieren, in dem man fiir alle i € I offene Teilmengen iU,
17 H(V) € X; angibt. Analog konstruiert man die in (T3a) gesuchte Funktion, indem man stetige
Funktionen auf jedem X; definiert und diese mit der universellen Eigenschaft aus Satz 1.40 (3)
auf [[;c; X zusammensetzt.

Sei x = vj(x;) € 1j(X;) C [1;e; Xi, und sei i C P(X;) eine abzihlbare Umgebungsbasis von x;
in X, dann ist ¢;(U) C P(]];c; Xi) eine abzdhlbare Umgebungsbasis von z in der disjunkten
Vereinigung, also wird (A1) vererbt. Wenn I abzdhlbar ist und B; C O; eine abz#éhlbare Basis
von O; fiir alle ¢ € I, dann ist

U Ui (Bl) C Ou
i€l
eine abzéhlbare Basis der disjunkten Vereinigung.

Zu (2) betrachten wir nur (T3) und (T3a), die anderen Trennungsaxiome lassen sich analog
beweisen. Sei also A C Y abgeschlossen in der Unterraumtopologie auf Y C X. Dann lésst sich Y\ A
zu einer offenen Teilmenge von X fortsetzen, deren Komplement B in X abgeschlossen ist mit A =
YNB.SeiyeY\AC X\ B. Wir nehmen an, dass (T3) in X gilt und finden disjunkte offene
Mengen U, V C X mit y € U, B C V. Dann sind Y NU und Y NV in Y offen und disjunkt und
trennen y und A. Zu (T3a) betrachte A, B und y wie oben. Wenn es eine Funktion f: X — [0, 1]
mit B C f~1(0) und f(y) = 1 gibt, dann ist f|, stetig nach Satz 1.43 (2) und trennt y und A in Y.

Sei U, abzahlbare Umgebungsbasis von z € Y C X in X, dann ist

{YNU|Uely} CPY)
eine abzéhlbare Umgebungsbasis von z in Y. Genauso iibertrigt sich (A2) von X auf den Unter-
raum Y.

Zu (3) betrachten wir wieder nur (T3) und (T3a), die anderen Trennungsaxiome funktionieren
analog. Ein Raum (Y, O,) erfiillt (T3) genau dann, wenn es zu jeder Umgebung U von y € Y eine
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abgeschlossene Umgebung A mit y € A C U gibt. Denn wenn (T3) gilt und U Umgebung von y
ist, dann ist auch das Innere U Umgebung von y. Wir trennen B =Y\ U von y durch disjunkte
offene Mengen V, W C X. Dann ist Y \ V' abgeschlossene Umgebung, day € W C Y \ V, und es
gilt Y\ V C U=Y \ B C U. Die Umkehrung gilt analog.

Sei also ¢ = (z;)ier € HZ-GI X; und sei U Umgebung von z. Nach Definition 1.45 und der
Konstruktion im Beweis von Satz 1.38 (2) existieren U;, € O;,,...,U;, € O;, mit

zem (Uy)N---nm (Uy) CU (*)
Nach unserer obigen Uberlegung existieren abgeschlossene Umgebungen A;; C Ui von x5, und

_I(Al‘j) n--- ﬂﬂ'i_kl(Aik) cU

1
ist eine abgeschlossene Umgebung von z in [[;.; X;. Also gilt (T3).

Zu (T3a) sei x € [[;c; X; wie oben und B C [[;; X; abgeschlossen. Setze U = [[,; Xi \ B.
Dann existieren U;,, ..., U; wie in (*). Also gibt es Funktionen

ik
fz'j : Xz'j — [0, 1] mit fij ’Xij\Uij: 0 und fij (.%'z]) =1.
Dann sind die f;; o m;; nach Satz 1.46 (2) stetig, und
f=min(fi, omi,..., fi, 07y HXi — [0, 1]

i€l

T,

ist als Minimum endlich vieler stetiger Funktionen wieder stetig mit f(z) = 1 und
BC X\ (m ' (Uy)n---nm H(Us)) € f7H0)

Sei schliefillich I hochstens abzihlbar und B; eine abzihlbare Basis von ;. Dann erhalten wir

eine abzahlbare Subbasis
S=|Jr'B;

iel
von On, denn jedes Element 7, 1(U ) von Sn lisst sich als Vereinigung von Elementen aus S schrei-
ben. Dann ist aber auch die Basis

B = {Ulﬂ“'ﬂUk | k € Ny und Ul,...,UkES}
von On abzéhlbar. Also wird (A2) und analog auch (A1) unter abzidhlbaren Produkten vererbt. [

Normalitidt wird unter Produkten und Unterrdumen nicht vererbt, also auch nicht (T4). Die
Gegenbeispiele konnen keine metrischen Réume sein, da sich Metriken auf Unterrdume und endliche
Produkte iibertragen lassen (Ubungen 1.110, 1.111), womit diese nach Satz 1.26 wieder normal sind.
Dann diirfen unsere Rdume auch (A2) nicht erfiillen, da sie sonst nach Bemerkung 1.37 metrisierbar
wéren. Wir besprechen diese Gegenbeispiele daher nicht hier, sondern verweisen auf [Q)].

1.f. Kompaktheit

Wir erinnern uns, dass abgeschlossene Intervalle I C R viele schone Eigenschaften haben: stetige
Funktionen f: I — R besitzen auf I ein Maximum und ein Minimum, und jede Folge (x;); in I
hat mindestens einen Haufungspunkt. Der Grund dafiir ist der Satz von Heine-Borel, nach dem
abgeschlossene Intervalle kompakt sind.

Wir lernen drei mégliche Definitionen von Kompaktheitheit kennen. Eine offene Uberdeckung
eines topologischen Raumes (X, Q) ist eine Teilmenge & C O mit JU = X. Ein Punkt z € X
ist Hiufungspunkt einer Folge (x;);cn, wenn fiir alle n € N in jeder Umgebung von z ein z; liegt
mit ¢ > n. Insbesondere sind Grenzwerte von Teilfolgen immer H&aufungspunkte.

1.50. DEFINITION. Sei (X, Q) ein topologischer Raum. Dann heifit X
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(1) quasikompakt, wenn es zu jeder offenen Uberdeckung U eine endliche Teiliiberdeckung gibt,
das heifit, eine Menge Uy C U mit JUy = X,

(2) kompakt, wenn er Hausdorffsch und quasikompakt ist,

(3) abzihlbar kompakt, wenn X Hausdorffsch ist und es zu jeder abzihlbaren offenen Uber-
deckung (U;);en eine endliche Teiliiberdeckung gibt, das heifit, X = Ui\i o U; fiirein N € N,
und

(4) folgenkompakt, wenn X Hausdorffsch ist und jede Folge x; € X eine konvergente Teilfolge
besitzt.

In der Literatur wird teilweise die Hausdorff-Eigenschaft in (2)—(4) nicht verlangt. Wir halten
uns hier an [Q].

1.51. BEMERKUNG. Es folgen einige wohlbekannte Eigenschaften kompakter Mengen.

(1) Abgeschlossene Unterrdume eines (abzidhlbar / folgen-) kompakten Raumes sind wieder
(abzdhlbar / folgen-) kompakt. Denn sei etwa X kompakt, A C X abgeschlossen und V
eine offene Uberdeckung von A, dann existiert i C Ox mit

V={UnA|UeclU}.

Dann ist aber /U{ X \ A} offene Uberdeckung von X, und eine endliche Teiliiberdeckung ¢4’
liefert uns auch eine endliche Teiliiberdeckung von A, nidmlich

{UnAlUecU}.

(2) Es sei (X,Ox) (abzéhlbar / folgen-) kompakt, (Y, Oy) ein Hausdorff-Raum und F: X —
Y stetig, dann ist das Bild im F' C Y, versehen mit der Unterraumtopologie, wieder
(abzéhlbar / folgen-) kompakt (Ubung 1.115).

(3) Sei (X,0) (abzdhlbar / folgen-) kompakt, und sei f: X — R stetig, dann ist f beschriankt

und nimmt sein Maximum an. Dazu kombinieren wir (2) mit den Sétzen 1.53 und 1.54
unten.

(4) Jeder kompakte Raum ist normal (Ubung 1.116).
(5) Sei (X,Ox) ein Hausdorff-Raum, und sei Y C (X, Ox) kompakt in der Unterraumtopo-
logie, dann ist Y C X abgeschlossen.

1.52. SATZ. Sei (X, Q) ein Hausdorff-Raum.

(1) Wenn X kompakt oder folgenkompakt ist, ist X auch abzihlbar kompakt.

(2) Esist X genau dann abzihlbar kompakt, wenn jede Folge in X einen Héaufungspunkt besitzt.
(3) Wenn X abzdhlbar kompakt ist und (A1) erfillt, ist X folgenkompakt.

(4) Wenn X abzdhlbar kompakt ist und (A2) erfillt, dann ist X kompakt.

Die Punkte (2) und (3) zeigen wieder einmal, dass man mit Folgen vorsichtig umgehen muss,
wenn das erste Abzdhlbarkeitsaxiom verletzt ist. Wir fassen den obigen Satz in einem Diagramm
zusammen.

(A2) (A1)
kompakt <= abzdhlbar kompakt —= folgenkompakt
N P

Wir betrachten im Folgenden vor allem kompakte Réume. In der Analysis ist hingegen der Begriff
der Folgenkompaktheit wichtiger.

BEWEIS VON SATZ 1.52. In (1) ist nur zu zeigen, dass jeder folgenkompakte Raum auch abz&hl-
bar kompakt ist, die andere Aussage ist klar. Sei also (U;);cn eine abzéhlbare offene Uberdeckung.
Wir nehmen an, dass es keine endliche Teiliiberdeckung gibt. Wir diirfen auflerdem annehmen, dass

i—1
Ui ¢ |JU;

j=0
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fiir alle ¢ € N gilt, andernfalls lassen wir U; weg und gehen zu einer kleineren Teiliiberdeckung iiber.
Wir wéhlen also eine Folge (z;);en mit
i—1
x; € U; \ U U j -
§=0
Sei x € X ein Haufungspunkt (z.B. der Grenzwert einer konvergenten Teilfolge), dann gilt x € Uj,
fiir ein 79 € N, also liegen unendlich viele Folgenglieder in U;,, im Widerspruch zur Konstruktion.

Zu (2) zeigen wir, dass jede Folge (x;);cn in einem abzihlbar kompakten Raum X einen Héu-
fungspunkt besitzt, die Riickrichtung folgt wie in (1). Sei A, = {x; | i > n} # 0, dann ist [,y An
die Menge aller Haufungspunkte. Wenn wir annehmen, dass (z;);en keinen Haufungspunkt besitzt,
sei U, = X \ A, dann ist (U, )nen eine abzihlbare offene Uberdeckung von X mit U, C U, fiir
alle m, n € N mit m < n. Es folgt, dass X = |J;_, U; = U, fiir ein n € N, im Widerspruch
zu A, # 0.

Zu (3) wihle nach (2) einen Haufungspunkt = der Folge (z;);en. Wenn (A1) erfiillt ist, existiert
eine abzéhlbare Umgebungsbasis (V;);en von z, und wie im Beweis von Satz 1.36 diirfen wir anneh-
men, dass V; C V; fiir alle 4, j € N mit ¢ < j. Um eine Teilfolge mit Grenzwert z zu konstruieren,
setzen wir igp = 1 und wéhlen induktiv 7; > i;_1 fiir j > 1 so, dass zi; € Vj. Aus V; C V; fiir
alle i < j folgt =, € Vj fiir alle k > j, also konvergiert (z;,);jen gegen .

Fiir (4) nehmen wir an, dass U C O eine beliebige offene Uberdeckung ist, und dass (V;)ien
eine abzéhlbare Basis von O ist. Wenn wir eine abzéhlbare Teiliiberdeckung von U konstruieren
konnen, folgt die Existenz einer endlichen Teiliiberdeckung aus der Annahme, dass X abzéhlbar
kompakt ist. Wir wihlen jetzt zu jedem i € N eine Menge U; € U U {0}, so dass V; C Uj, falls eine
Menge U € U mit V; C U existiert, und U; = @) sonst. Da U eine Uberdeckung von X war, muss
dann auch (U;);en eine Uberdeckung sein, denn jeder Punkt o € X ist in einem U € U enthalten,
und es existiert also ein ¢ mit « C V; C U. Elimination aller Indizes ¢ mit U; = @ liefert eine
hochstens abzéahlbare Teilitberdeckung von X, nach Voraussetzung existiert also auch eine endliche
Teiliiberdeckung. O

Es folgen einige weitere Sétze aus Analysis 11, die wir nicht noch einmal beweisen wollen.

1.53. SATz. Fiir einen metrischen Raum sind die Begriffe kompakt, abzdihlbar kompakt und
folgenkompakt dquivalent.

1.54. SATZ (Heine-Borel). Fine Teilmenge des R™ ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlos-
sen und beschrdinkt ist.

1.55. SATZ (Lebesgue). Sei K C R™ kompakt und sei U eine offene Uberdeckung von K. Dann
existiert € > 0, so dass fiir alle x € K ein U € U mit B:(x) N K C U existiert.

Den folgenden Satz wollen wir ebenfalls nicht beweisen.

1.56. SATZ (Tychonoff). Sei (X;, O;)ier eine Familie topologischer Riume, dann ist der Pro-
duktraum [[;c;(Xi, O;) genau dann kompakt, wenn alle Riume (X;, O;) kompakt sind.

Man beachte, dass die Box-Topologie aus Bemerkung 1.48 diese Figenschaft offensichtlich nicht
besitzt.
Schliefflich fithren wir noch den Begriff der lokalen Kompaktheit ein.

1.57. DEFINITION. Ein topologischer Raum heif3t lokalkompakt, wenn er Hausdorffsch ist und
jeder Punkt in X eine kompakte Umgebung besitzt.

1.58. BEISPIEL. Die Rdume R und R™ sind lokalkompakt, Q@ und Q™ jedoch nicht.
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Wir benutzen Kompaktheit, um eine interessante und wichtige Topologie auf der Menge C'(X,Y)
aller stetigen Abbildungen von X nach Y einzufiihren.

1.59. DEFINITION. Seien (X,Ox), (Y,Oy) topologische Raume, dann ist die kompakt-offene
Topologie Oy, auf C(X,Y') definiert als die Topologie zur Subbasis

Sko = {Skv | K C X kompakt und U C Y offen}
mit Sxy = {F € C(X,Y) | K Cc F7}(U)}.

Wenn der Definitionsbereich lokalkompakt ist, gibt es genug kompakte Mengen, um eine inter-
essante Topologie zu erhalten. Seien X, Y, Z Mengen, dann gibt es eine Bijektion

Abb(X x Y, Z) = Abb(X, Abb(Y, Z)) , Fr— f=(z— F(z, ) € Abb(Y, Z)) .
Die Abbildungen f und F' heiflen zueinander adjungiert.
1.60. SATz (Exponentialgesetz). Es seien (X,O0x), (Y,Oy) und (Z,Oz) topologische Riume,
f: X = C(Y,Z) eine beliebige Abbildung, und F': X XY — Z dazu adjungiert.
(1) Wenn F stetig ist, ist f: (X,0x) = (C(Y, Z), Oxo) ebenfalls stetig, wir erhalten also eine
injektive Abbildung
a: C(X xY,2) - C(X,C(Y, 2)) .

(2) Die Abbildung « ist stetig.

(3) Sei (Y,Oy) lokalkompakt. Dann ist « eine Bijektion.

(4) Es sei (X,Ox) Hausdorff und (Y, Oy) lokalkompakt. Dann ist o ein Homéomorphismus.

(5) Sei (X, Ox) lokalkompakt. Die kompakt-offene Topologie ist auf C(X,Y) die grébste Topo-
logie, fir die die Auswertungsabbildung

ev: X xC(X,Y)—=Y mit ev(z,g) = g(x)
stetig ist.

Wenn wir VX anstelle von (C(X,Y), Oy,) schreiben, lieBt sich (4) als ZX*Y = (ZY)X daher der
Name ,, Exponentialgesetz“. Die Eigenschaft (5) ist eine Moglichkeit, die kompakt-offene Topologie
zu charaktierisieren.

Die zahlreichen verschiedenen Bedingungen in (1)—(5) sind hésslich. Geht man aber zur Un-
terkategorie der kompakt erzeugten schwachen Hausdorff-Riume {iber, so existiert eine Topologie
auf C(X,Y), fir die (1)—(5) ohne weitere Voraussetzungen gelten. Wir lernen spéter weitere Moti-
vation fiir diese Unterkategorie kennen.

BEWEIS. Zu (1) sei F': X XY — Z stetig. Zu zeigen ist, dass
1 (Skp)={r € X | F(x,y) €U fiir alle y € K}

fiir alle kompakten K C Y und alle offenen U C Z in X offen ist. Sei dazu z € f~1(Sk ).
Da F~'(U) ¢ X x Y in der Produkttopologie offen ist und (x,y) € F~1(U) fiir alle y € K,
existieren V,, C X und W, C Y offen mit

(z,y) €V, x W, c F71(U).
Die offenen Mengen (Wy),cxk tiberdecken K, also gibt es endlich viele yi, ...,y € K, so dass
KCcW,, U---uW,, .

Dann ist
V=V,n---nV, cX
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offen mit z € V', und es gilt

k k
VxKcl|Jvxw,clJV, xw, cFY(U),
i=1 i=1
also V C f~1(Sk ). Somit ist f~1(Sk,) C X offen, und f ist stetig.

Zu (2) reicht es, fiir Subbasismengen Sk w (also K C X kompakt, W C C(Y,Z) offen) zu
zeigen, dass o~ '(Skw), denn a~! ist mit endlichen Durchschnitten vertriglich. Aus dem gleichen
Grund reicht es, fiir W Subbasismengen einzusetzen, denn fiir . C Y kompakt und U, V C Z offen
gilt

SL,UOV = {f Y - Z ‘ f(L) C U und f(L) C V} = SL,UQSL,V .
Die Stetigkeit von « folgt, denn fiir alle K C X und L C Y kompakt und U C Z offen ist auch die
folgende Menge offen:
at (SK7SL,U) = SKXL,U C C(X XY, Z) .

Zu (3) sei jetzt f: X — C(Y, Z) stetig. Es sei U C Z offen und (x,y) € F~1(U). Nach Voraus-

setzung ist f(x): Y — Z stetig, also ist

(f2)'(U)={yeY | Flz,y) e U} C Y
offen. Da Y lokalkompakt ist, hat y eine kompakte Umgebung K, und K ist normal nach Be-
merkung 1.51 (4), erfiillt also insbesondere (T3). Wie im Beweis von Satz 1.49 (3) besitzt y eine
abgeschlossene Umgebung A C K N (f(x))~1(U). Nach Bemerkung 1.51 (1) ist A dann auch kom-
pakt. Da f stetig ist, ist

V=f"(Sav)

eine offene Umgebung von z in X. Daraus folgt aber, dass V x A C F~}(U) eine Umgebung
von (z,y) in X x Y ist. Also ist F~(U) offen und F daher stetig.

Zu (4) zeigen wir, dass Mengen der Form Sk, 7 eine Subbasis von C'(X x Y, Z) bilden. Dann
folgt die Offenheit von o mit dem gleichen Argument wie in (2). Sei dazu M C X x Y kompakt
und U C Z offen, und sei F' € Sy . Es reicht, endlich viele Kompakta K; C X und L; C Y, 7 =1,
..., n zu konstruieren, so dass

F e mSK@'XL'L,U C SM,U .
Da X und Y Hausdorff sind, sind die Bilder Mx C X, My C Y der Projektionen von M C X xY
nach Bemerkung 1.51 (2) wieder kompakt. Daher finden wir zu jedem Punkt (z,y) € M kompakte
Umgebungen K, L,, so dass K, x L, C Ffl(U), also F' € SK,chy,U gilt. Wegen Kompaktheit
von M reichen endlich viele der Produkte K, x L, aus, um M zu iiberdecken. Daraus ergibt sich
die obige Behauptung.
Zu (5) betrachte die Identitét
id: (C(X,Y),0) — (C(X,Y),0) .
Sie induziert gerade die Abbildung
ev: (C(X,Y),0) x (X,0x) — (Y,0Oy) .

Also ist ev nach (1), (3) und Bemerkung 1.24 genau dann stetig, wenn O feiner als Oy, ist. O

1.61. BEMERKUNG. Es sei jetzt (Y, d) ein metrischer Raum.

(1) Eine Folge (f;); in C(X,Y) konvergiert genau dann in der kompakt-offenen Topologie
gegen f € C(X,Y), wenn (f;); gleichmdfsig auf Kompakta gegen f konvergiert (oder kurz:
kompakt konvergiert), das heifit, wenn es zu jedem Kompaktum K C X und jedem £ > 0
ein n € N mit

d(fi(z), f(x)) <e
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fiir alle # € K und alle i > n (Ubung 1.117).

(2) Sei X lokalkompakt, dann ist Konvergenz in der kompakt-offenen Topologie wegen (1)
dquivalent zur lokal gleichméfligen Konvergenz, das heifit, jeder Punkt x € X hat eine
Umgebung, auf der die Folge gleichméfig konvergiert.

(3) Wenn X sogar kompakt ist, ist Konvergenz in der kompakt-offenen Topologie dquivalent
zur gleichméfigen Konvergenz.

Um gleichméflige Konvergenz topologisch zu definieren, wenn X nicht kompakt ist, brauchen wir
eine stirkere Struktur als nur eine Topologie auf dem Raum Y.

1.g. Zusammenhang

Wir definieren den Begriff des zusammenhéngenden Raumes. Fiir viele Anwendungen bendtigen
wir den etwas stédrkeren Begriff des Wegzusammenhangs.

1.62. DEFINITION. Ein topologischer Raum (X, Ox) heifit

(1) zusammenhdngend, wenn es keine zwei nichtleeren offenen Mengen U, V' € O gibt mit U U
V=Xund UNV =0, und

(2) wegzusammenhdngend, wenn zu je zwei x, y € X ein Weg v von x nach y, das heiflt, eine
stetige Abbildung v: [0,1] — X mit v(0) = z und (1) = y, existiert.

Bedingung (1) kann man dquivalent mit abgeschlossenen Mengen formulieren.

1.63. BEMERKUNG. (1) Ein topologischer Raum (X, Ox) ist genau dann zusammenhén-

gend, wenn () und X die einzigen Mengen sind, die zugleich offen und abgeschlossen sind.

(2) Es trage Y = {0,1} die diskrete Topologie. Ein topologischer Raum (X, Ox) ist genau
dann zusammenhingend, wenn es keine stetige surjektive Abbildung F': X — Y gibt.

1.64. BEISPIEL. Jedes Intervall I C R ist zusammenhingend. Sei etwa [ = U UV mit U,
V' C (a,b) nichtleer, offen und abgeschlossen. Wir fixieren v € U und v € V, 0.B.d.A. sei u < v.
Setze x = inf(V N[u,v]), dann enthilt jede Umgebung von = sowohl Punkte von V' als auch von U.
Es folgt

reVnU=vVnuU,
da sowohl U als auch V abgeschlossen sind, im Widerspruch zu U NV = ().

1.65. SATZ. (1) Das Bild eines (weg-) zusammenhingenden Raumes unter einer stetigen
Abbildung ist wieder (weg-) zusammenhdingend.
(2) Jeder wegzusammenhingende Raum ist zusammenhdingend.

BEWEIS. Sei F': X — Y stetig. Wenn im F' C Y nicht zusammenhéngend ist, dann gibt es
nichtleere, offene Teilmengen U, V C im F mit im F' = UUV. Dann sind auch F~1(U) und F~(V)
nicht leer, offen mit X = F~1(U) U F~1(V). Also ist auch X nicht zusammenhzngend.

Sei X wegzusammenhéngend und F(z), F(y) zwei beliebige Punkte in im F'. Sei v: [0,1] — X
ein Weg von x nach y, dann ist F' oy ein Weg von F'(z) nach F(y) in im F. Also ist auch im F'
wegzusammenhéingend, und es folgt (1).

Zu (2) nehmen wir an, dass es nichtleere, offene und abgeschlossene Teilmengen U, V C X
mit X = U UV gibt. Wihle x € U und y € V. Dann kann es keinen Weg v von z nach y geben,
denn ansonsten wére

[0,1] =71 (U) Uy~ }(V)
mit v~ H(U), v~ 1(V) nichtleer, offen im Widerspruch zu Beispiel 1.64. O

1.66. DEFINITION. Sei (X, Oyx) ein topologischer Raum, und sei z € X.
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(1) Die Vereinigung aller zusammenhéngenden Unterrdume von X, die x enthalten, heifit die
Zusammenhangskomponente K (x) von .

(2) Die Menge aller Punkte y, die sich mit « durch einen stetigen Weg «: [0,1] — X verbinden
lassen, heifit die Wegzusammenhangskomponente von x.

(3) Der Raum X heifit total unzusammenhdingend, wenn {x} die Zusammenhangskomponente
von z ist fiir alle z € X.

1.67. BEMERKUNG. (1) Zusammenhangskomponenten sind immer abgeschlossen, Wegzu-
sammenhangskomponenten jedoch nicht notwendigerweise, sieche Ubung 1.118.
(2) Seien z, y € X, dann gilt entweder K(z) = K(y) oder K(z) N K(y) = 0, analoges gilt fiir
Wegzusammenhangskomponenten.
(3) Aus Beispiel 1.64 folgt, dass die Wegzusammenhangskomponente eines Punktes x in K (x)
enthalten ist.
(4) Fiir alle z € X gilt

K(z) C ﬂ{ V C X |z eV, V ist offen und abgeschlossen } .

Gleichheit muss nicht gelten.

1.68. DEFINITION. Ein topologischer Raum (X, Ox) heifit lokal (weg-) zusammenhdingend, wenn
zu jedem Punkt = und jeder Umgebung U von x eine (weg-) zusammenhéngende Umgebung V' C U
von z existiert.

1.69. BEMERKUNG. Es gibt lokal zusammenhéngende, nicht zusammenhéngende topologische
Réaume, und auch zusammenhéngende, nicht lokal zusammenhéngende topologische Rdume. Wir
werden spéter in der Regel mit lokal wegzusammenhéngenden Rdumen arbeiten.

1.h. Quotienten und Verklebung

In Absatz 1.e hatten wir bereits einige Konstruktionen topologischer Rdume vorgestellt. Jetzt
wollen wir beliebige Vereinigungen und Quotienten topologischer Rdume betrachten, und auch
mehrere R&ume zu einem neuen verkleben.

1.70. BEMERKUNG. Es sei (X, O;);cs eine Familie topologischer Rédume und X eine Menge.

(1) Gegeben Abbildungen f;: X — X; fiir alle i € I, existiert stets eine eindeutige grobste To-
pologie O auf X, fiir die alle f; stetig sind. Diese Topologie O heifit die von den f; induzierte
Topologie oder auch Initialtopologie. Beispiele sind die Unterraumtopologie (Satz 1.43 (1)),
die Produkttopologie (Satz 1.46 (1)) sowie die Klumpentopologie, falls I = {).

(2) Seien umgekehrt Abbildungen f;: X; — X fiir alle i € I gegeben, dann existiert stets eine
eindeutige feinste Topologie O auf X, fiir die alle f; stetig sind. Diese Topologie heifit die
von den f; koinduzierte Topologie oder Finaltopologie. Beispiele sind die Summentopologie
(Satz 1.40 (1)), sowie die diskrete Topologie, falls I = {).

Die Existenz und Eindeutigkeit ist in jedem Fall zu zeigen, die Argumente sind immer &hnlich denen
in den Beweisen der Sdtze 1.40, 1.43 und 1.46. Die Begriffe , Initialtopologie“ und ,,Finaltopologie*
stammen daher, dass man eine Topologie am ,,Beginn® beziechungsweise ,,Ende“ der betrachteten
,Pfeile”, also der Abbildungen f;, definiert.

Im Folgenden betrachten wir einige Finaltopologien. Die Quotiententopologie ist dual zur Un-
terraumtopologie. Anstelle einer injektiven Abbildung ¢: ¥ < X in einen gegebenen topologi-
schen Raum betrachten wir also eine surjektive Abbildung 7: X — Y von einem gegebenen
Raum (X,Ox) auf eine Menge Y. Dabei konnen wir Y als Quotienten ¥ = X/ ~ nach einer
Aquivalenzrelation ~ auffassen, wobei

T~y = m(x) =m(y) .
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1.71. DEFINITION. Es sei (X,Ox) ein topologischer Raum und 7: X — Y eine surjektive
Abbildung. Dann definieren wir die Quotiententopologie oder Identifizierungstopologie auf Y durch

Oy ={UcY|r YU)eOx}.

Ahnlich wie bei der Summentopologie iiberlegt man sich, dass Oy tatséchlich eine Topologie
ist. Die Quotiententopologie wird durch die folgende Eigenschaft charakterisiert.

1.72. SATZ. Es sei (X,Ox) ein topologischer Raum und w: X — Y eine surjektive Abbildung.
(1) Die Quotiententopologie ist die feinste Topologie auf Y, fir die m: X — 'Y stetig ist.
(2) Die Quotiententopologie ist die einzige Topologie auf Y, fir die eine Abbildung f von'Y
in einen beliebigen topologischen Raum (Z,Oz) genau dann stetig ist, wenn fomw: X — Z
stetig 1st.

1.73. BEMERKUNG. Um zu sehen, dass Unterraumtopologie und Quotiententopologie zueinan-
der dual sind, vergleichen wir die zugehorigen Diagramme.

(X,0x) (X,0x)
Lo fom
(7,07) — (Y,0y) (Y.0y) —— (£.02)

Das linke Diagramm beschreibt die Situation aus Satz 1.43 (2), das rechte die aus Satz 1.72 (2).

BEWEIS von Satz 1.72. Damit m: X — Y stetig ist, diirfen hochstens Teilmengen U C Y
mit 771(U) € Oy offen sein, also gilt (1).
Zu (2) kopieren wir den Beweis von Satz 1.43 (2) und drehen alle Pfeile um. O

1.74. BEMERKUNG. Sei p: (X,0x) — Y surjektiv, und Oy sei die Quotiententopologie. Wir
untersuchen, welche topologischen Eigenschaften sich von X auf Y vererben.

(1) Wenn X quasikompakt ist, dann ist auch Y quasikompakt, da Y = p(X). Wenn X kompakt
und Y Hausdorffsch ist, dann ist Y auch kompakt, vgl. Ubung 1.115.

(2) Wenn X (weg-) zusammenhéngend ist, dann ist auch Y (weg-) zusammenhéngend. Dies
folgt wiederum aus der Stetigkeit von p und Satz 1.65 (1).

(3) Trennungseigenschaften vererben sich im allgemeinen nicht von X auf Y, wie die Ubun-
gen 1.124 und 1.126 zeigen. Insbesondere vererbt sich auch Kompaktheit nicht automa-
tisch.

(4) Auch Abzahlbarkeitseigenschaften vererben sich nicht immer, siehe Bemerkung 1.83 unten.

Unter gewissen Zusatzvoraussetzungen an die Aquivalenzrelation ~ beziehungsweise die Abbil-
dung 7: X — X/ ~ lassen sich einzelne Trennungsaxiome von X auf den Quotienten iibertragen.
Diese Sétze helfen uns aber bei den Spezialfillen, die wir als n#chstes betrachten wollen, nicht
weiter, daher lassen wir sie hier weg.

Als néchstes wollen wir die Summen- und die Quotiententopologie benutzen, um zwei weitere
universelle Konstruktionen zu erkliren. Wir benotigen beide spéter bei der Konstruktion von CW-
Komplexen.

Seien (X, Ox) und (Y, Oy) topologische Rédume, sei V' C Y eine Teilmenge, und seien f: V — X
eine zunéchst beliebige Abbildung. Wir betrachten die Menge

XUpY =(XUY)/ ~,

wobei ~ die von y ~ f(y) fiir alle y € V erzeugte Aquivalenzrelation ist. Hierbei erzeugt jede
Teilmenge S C M x M eine Aquivalenzrelation R auf M, so dass aRb genau dann gilt, wenn es
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eine Kette a = ag, a1, ..., ay = b von Elementen von M mit (a;—1,a;) € S oder (a;,a;—1) € S
fir alle s =1, ..., k gibt. Die Punkte in V werden in unserem Fall entlang der Abbildung f an X
»angeklebt“. Die Quotiententopologie auf X Uy Y heifit hier auch , Verklebungstopologie®. Man
beachte: die kanonische Abbildung i: X < X U; Y ist injektiv, die Abbildung j: Y — X Uy Y im
allgemeinen jedoch nicht.

Ein wichtiger Spezialfall besteht darin, dass f stetig ist. In diesem Fall erfiillt W = X U; Y die
universelle Eigenschaft eines Pushouts.

1.75. FOLGERUNG. Seien (X, Ox), (Y, Oy) topologische Riume, V- CY und f: V — X stetig.
Der Raum X UyY trage die Identifizierungstopologie zur Abbildung m: XY — XU;Y. Sei (Z,0z)
ein weiterer topologischer Raum und g: X — Z und h: 'Y — Z stetig.

(1) Es existiert genau dann eine Abbildung k: X Uy Y — Z mit g = koi und h = ko j,
wenn go f =hly: V — Z, und k ist in diesem Fall eindeutig.
(2) In diesem Fall ist k stetig.

j -

(Y, Oy) — (W, Ow)

Y
(V,0v) — (X, 0x)

(1.3)

BEWEIS. Zu (1) existiert stets genau eine Abbildung
k:XUY - Z mit klx =g und kly=nh,

da die disjunkte Vereinigung ein Koprodukt in der Kategorie der Mengen ist. Damit k existiert,
muss k mit der Aquivalenzrelation ~ vertriglich sein. Das ist dquivalent zu

(9o )(y) =k(f(y) =k(y) =h(y) firalleycV.

Sei nun k: X Uy Y — Z eine Abbildung mit g = koi und h = ko j, dann gilt (ko7)|x =g
und (ko )|y = h, und es folgt k = k om wegen Satz 1.40 (3). Da 7 surjektiv ist, ergibt sich daraus
die Eindeutigkeit von k.

Zu (2) folgern wir nach Satz 1.40 (2), dass k stetig ist. Da k = ko, folgt aus Satz 1.72 (2) die
Stetigkeit von k. O

Sei jetzt (X;, O;)ien eine gerichtete Familie topologischer Rédume, das heifit, es existieren (be-

liebige) Abbildungen fi;: X; — X fiir alle ¢ < j mit
fjkofij:fiktXi—)Xk fiir alle 1 < j < k.
Wir betrachten den Kolimes
@&:H&/N, (1.4)
€N
wobei
X;2Dx;~ IS Xj = fzk(xz) = fjk(a:j) fiir ein k > i, J.

Die schwache Topologie auf lim__, X; ist die von den natiirlichen Abbildungen g;: X; — lim__, X;

koinduzierte Topologie.
Ein wichtiger Spezialfall besteht darin, dass alle f;; stetig sind.
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1.76. FOLGERUNG. Seien (X;, O;)ien topologische Riume und fij: X; — X stetige Abbildun-
gen mit fy, = fir o fi; fir allei < j < k. Sei liLnXi mit der Identifizierungstopologie zur Ab-
bildung [[;en Xi — hngi versehen. Sei (Z,0z) ein weiterer topologischer Raum und (h;: X; —
Z)ien stetige Abbildungen.

(1) Es existiert genau dann eine Abbildung ¢: E}HX@' — Z mit h; = £og; fir allei € N,
wenn hjo fj; = hi: X; — Z fiir alle i € N gilt, und £ ist in diesem Fall eindeutig.
(2) In dieser Situation ist { stetig.

Also erfiillt W = lim X; die universelle Eigenschaft eines Kolimes.
H

ho (Z,Oz)

(X0, Op) J’)l(XlaOI) — ¢ (1.5)

& ‘
g0 (W OW)

BEWEIS. Dieser Beweis ist vollig analog zum Beweis von Folgerung 1.75. U

In Wirklichkeit ist die Kolimes-Konstruktion wesentlich allgemeiner und umfasst die universel-
len Eigenschaften in den Diagrammen (1.3) und (1.5) als Spezialfille.

1.i. CW-Komplexe und topologische Mannigfaltigkeiten

Wir beschreiben jetzt zwei wichtige Klassen topologischer Rdume. Die Grundidee bei beiden
Konstruktionen besteht darin, Rdume zu konstruieren, die sich in einem gewissen Sinne dhnlich
verhalten wie R” mit der Standardbasis.

1.77. DEFINITION. Eine (topologische) Mannigfaltigkeit der Dimension n € N ist ein Hausdorft-
Raum M mit abzéhlbarer Basis, so dal jeder Punkt p € M eine Umgebung U C M besitzt, die
homoomorph zu R” ist.

1.78. BEISPIEL. Die folgenden Réume sind Mannigfaltigkeiten.

(1) Der Raum R™ ist eine Mannigfaltigkeit der Dimension n.

(2) Die Sphire S™ C R™! ist eine Mannigfaltigkeit der Dimension n. Hierzu betrachtet man
die stereographischen Projektion vom Nord- und Siidpol (0,...,0,+1) aus auf den Unter-
raum R" x {0}.

(3) Jede offene Teilmenge einer Mannigfaltigkeit ist wieder eine Mannigfaltigkeit. Hierzu reicht
es zu zeigen, dass offene Teilmengen des R" lokal homéomorph zu R™ sind. Betrachte dazu
die Abbildung

1

Bo(z) 3R  mit oy ——
r—ly — x|

(y—x).
(4) Sei M C R™ eine n-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit, dann ist M, versehen mit der
Unterraumtopologie, eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit.

1.79. BEMERKUNG. (1) Wir verlangen die Hausdorff-Eigenschaft (T2), um den Raum aus
Beispiel 1.29 und &dhnliche Konstrukte auszuschliessen. Wir verlangen abzéhlbare Ba-
sen (A2), damit unsere Mannigfaltigkeiten nicht zu groff werden, betrachte dazu etwa
das Produkt aus dem Intervall (0,1) mit einer {iberabzdhlbaren, diskreten Menge. Man
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3)

beachte, dass (Al) und (T1) automatisch erfiillt sind, da jeder Punkt eine Umgebung
homd6omorph zu R" besitzt.

Mannigfaltigkeiten erfiillen (T3), sind also regulér, daher nach dem ersten Metrisationssatz
von Urysohn metrisierbar (sieche Bemerkung 1.37), also insbesondere sogar normal. Sei
etwa A C M abgeschlossen und p € M \ A, dann wéhlen wir eine zu R"™ hom&omorphe
Umgebung U C M von p und betrachten p C R™ und ANU C R". Dann existiert r > 0,
so dass D,(p) N (ANU) = 0 in R™. Da M hausdorffsch und D, (p) kompakt ist, ist das
Bild K von D,(p) unter der Inklusion U — M kompakt und insbesondere abgeschlossen
nach Bemerkung 1.51 (2) und (5). Daher trennen die offenen Mengen K und M \ K den
Punkt p von der Menge A.

Wir werden spéter sehen, dass die Dimension eine lokale Invariante ist: eine offene Teil-
menge des R™ ist zu einer offenen Teilmenge des R™ genau dann isomorph, wenn n = m
gilt. Wir verlangen, dass eine Mannigfaltigkeit nur aus Komponenten einer festgelegten
Dimension besteht.

Mit dieser Definition ldsst sich zeigen, dass man jede Mannigfaltigkeit in den R einbetten
kann, wenn N hinreichend grof§ gewéhlt wurde.

Der Begriff der Mannigfaltigkeit ist jedoch fiir viele Zwecke zu speziell. Die folgende induktive
Konstruktion liefert hingegen (iiberraschenderweise) eine Klasse von topologischen Rédumen, die
fiir viele Zwecke allgemein genug ist. Als Referenz verweisen wir auf den Anhang von [H1] und auf
Abschnitt 4.d.

Wir bezeichnen mit D™ = D;(0) C R™ den abgeschlossenen n-dimensionalen Einheitsball, und
mit D" = S"~! seinen Rand. Hier wie auch im folgenden bezieht sich ein hochgestellter Index
immer auf eine Art Dimension und bezeichnet insbesondere nicht etwa einen Exponenten.

(1)
(2)

Wir beginnen mit einem diskreten topologischen Raum X°, dem 0-Geriist oder 0-Skelett,
dessen Punkte wir auch 0-Zellen nennen.

Sei das n — 1-Geriist X"~ ! bereits induktiv konstruiert, sei ™ eine beliebige Indexmenge,
und sei

(90?: oD" — X"fl)ieln
eine Familie stetiger Abbildungen. Definiere die natiirliche Abbildung

" = Ugo?: H@D” — xn! mit (U go?) (1,x) = @it (x) .

Dann konstruieren wir das n-Geriist X,,, indem wir #I"-viele Kopien von D" mit X"
entlang der Abbildung ¢™ verkleben wie in Folgerung 1.75:

xt = (I p*) ugn x""
ieln
Somit erhalten wir auf die X" die Quotiententopologie beziiglich einer Projektionsabbil-

dung
(X" ULl D™, Ou) T (X7,0x0) . (1.6)

Wir kénnen entweder nach endlich vielen Schritten aufhéren mit X = X™, oder diesen
Prozess fiir alle n € Ny fortsetzen, in diesem Fall setzen wir
X =lim X"
—
wie in Folgerung 1.76, und erhalten wiederum eine Quotiententopologie beziiglich
IT (x7,0xn) — (X,0x) .
n€Ng
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Als Menge ist X die aufsteigende Vereinigung der Réume X° c X' C ...
In X gehort zu jedem i € I™ eine charakteristische Abbildung

O D" — X" — X,

die die Verklebeabbildung ¢} : Sl — X" fortsetzt, und ¢ pn ist ein Homomorphismus
von B" auf sein Bild e = ®7'(B").

Aus den Definitionen der Verklebungstopologie folgt induktiv, dass eine Teilmenge UNX™ genau
dann in X™ offen ist, wenn alle (®/)~!1(U) C D’ offen sind fiir alle j <n und i € I7. Fiir n = 0
ist das klar, da X0 die diskrete Topologie trigt. Im Induktionsschritt ist U N X" genau dann offen,
wenn das fiir UNX""! und (®7)~1(U) fiir alle i € I" gilt, also genau dann, wenn (®7)~1(U) c D
offen sind fiir alle j < n und i € I7.

Nach Definition der Kolimes-Topologie ist U C X offen, wenn U N X™ in X" offen ist fiir
alle n, wenn also alle (®") 1 (U) offen sind. In der obigen Argumentation kénnen wir ,,offen” iiberall
durch ,,abgeschlossen ersetzen. Insgesamt kénnen wir also X als einen grofien Quotienten schreiben
beziiglich der Vereinigung aller charakteristischen Abbildungen

Uneng Uiem @7

HnGNo Hieln (Dn’ ODn) (X’ OX) ' (17)
Nach Definition 1.71 sind dann die folgenden drei Aussagen dquivalent:
(1) Die Menge X triagt die CW-Topologie Ocw .
(2) Eine Teilmenge U C X ist genau dann offen, wenn (®7)~}(U) C D" in der iiblichen
Topologie offen ist fiir alle n € Ny und alle ¢ € I™.

(3) Eine Teilmenge A C X ist genau dann abgeschlossen, wenn (®7)~1(4) C D" in der
iiblichen Topologie abgeschlossen ist fiir alle n € Ny und alle ¢ € I™.

Die iibliche Topologie auf D" ist hier einfach die Unterraum-Topologie zu D™ C R™.

1.80. DEFINITION. Ein so konstruierter topologischer Raum X heifit Zellkomplexr oder C'W-
Komplex. Die Teilmenge X™ C X heifit n-Gerist (n-Skelett) von X. Die Abbildungen

el St Xl X

heiflen Verklebeabbildungen, die
O D" — X" — X

charakteristische Abbildungen. Man nennt e = ®F(B") eine (offene) n-Zelle und e = ®7'(D")
eine abgeschlossene n-Zelle von X.

Die Buchstaben ,,CW* stehen fiir closure finite, weak topology, siche unten.

1.81. BEISPIEL. Die folgenden Raume sind CW-Komplexe:

X=9" mit X'=...=X""1=pt, Xt=...=8";

oder mit X =9 fir j <n, Xt=...=8";
X=R mit X'=7Z, X'=...=R;
X =R? mit X" =122, X'=ZxRURXZ, X%2=...=R?;
X =R" mit X°=2", X" =...=R";

Das erste Beispiel zeigt, dass ein gegebener topologischer Raum auf (viele) verschiedene Weisen als
CW-Komplex geschrieben werden kann.
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Wir geben exemplarisch charakteristische Funktionen fiir die ersten zwei CW-Strukturen auf S™
an. Fiir die erste wihlen wir ®°({0}) = e,11 € S C R*"! und

, v
sin(7 |v]) —

" (v) = (oD |v] € S" c R"™M=R"gR.
— cos( |v])

Fiir die zweite CW-Stuktur setzen wir beispielsweise

(Y
()= [+ /T-[o]2] € S x{0}=8"NR* c R"*MZR GROR"™
0

fiir alle j < n und alle v € DJ.
Wir wollen jetzt einige grundlegende Fakten iiber CW-Komplexe zusammenstellen.

1.82. BEMERKUNG. Sei X = lim__, X" ein CW-Komplex, dann ist die Verklebungstopologie
auf X™ gleich der von X induzierten Unterraumtopologie fiir alle n. Es reicht zu zeigen, dass
Teilmengen A C X" als Teilmengen von X™ genau dann abgeschlossen sind, wenn sie als Teilmengen
von X abgeschlossen sind. Nach Definition 1.71 der Quotiententopologie heifit das

(@)~ (A) € D™ abgeschlossen fiir alle m < n und alle i € I™

= (®7)~1(A) € D™ abgeschlossen fiir alle m € Ny und alle i € I™ .

Die Richtung ,<“ ist klar. Zu ,=* schlieBen wir durch Induktion iiber m: Wenn A c X™!
abgeschlossen ist, dann ist

(7)1 A) = (¢ 7H(4) < s"TtcD™

abgeschlossen in S™ 1 wegen der Stetigkeit der Verklebeabbildungen ¢, und in D™, da S™ 1 C
D™ abgeschlossen ist. Also ist A in X™ ebenfalls abgeschlossen, und damit auch in X. Somit
tragt X™ die von X = lim__, X™ induzierte Unterraumtopologie.

1.83. BEMERKUNG. C'W-Komplexe erfiillen nicht automatisch das erste Abzahlbarkeitsaxiom
(A1) und sind daher auch nicht immer metrisierbar, sieche Beispiel 1.34 (2). Als Beispiel betrachten
wir einen C'W-Komplex mit 0-Skelett

X0 =NU{+}.
Wir wihlen I' = N und definieren Verklebefunktionen
ol {-1,1} - X° mit ol(=1) =« und ol1)=n.

Unser CW-Komplex X = X! sieht also aus wie ein Stern mit abzihlbar vielen Zacken. Aquivalent
schreiben wir
X =(-L1xN)/~,

wobei (—1,m) ~ (—1,n) fir alle m, n € N, wihrend alle anderen Punkte nur zu sich selbst
dquivalent sind. Da der Raum [—1, 1] xN sogar das zweite Abzéhlbarkeitsaxiom (A2) erfiillt, erhalten
wir auch ein Gegenbeispiel zu Bemerkung 1.74 (4). Im Beweis unten werden wir auch sehen, dass
die CW-Topologie auf X echt feiner ist als die metrische Topologie, bei der wir X als Vereinigung
radialer Strecken in einem Vektorraum mit der franzésischen Eisenbahnmetrik aus Ubung 1.95
auffassen; dazu wéhlen wir etwa Uy, = By, (*).

Es sei (Up)nen eine Folge von Umgebungen von * in X. Mit Hilfe eines Diagonalarguments
konstruieren wir eine offene Umgebung V' von * in X, so dass kein U,, ganz in V enthalten ist.
Damit zeigen wir, dass * keine abzihlbare Umgebungsbasis besitzt, dass (A1) also verletzt ist.
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Nach Definition der Quotiententopologie reicht es,
(@) '(V) C [-1,1]
fiir alle n als offene Umgebung von —1 = (®L)~!(%) anzugeben. Da [—1, 1] insbesondere (T3) erfiillt,

finden wir (wie im Beweis von Satz 1.49 (3)) eine offene Umgebung V;, von —1 in [—1, 1] mit

Vi C ((27,)71(Un))"
Fiir die offene Menge
V=)o) cX
neN
gilt offensichtlich U,, ¢ V fiir alle n wie gewiinscht, denn

(@)~ (Un) £ (@5)" (V) -
1.84. SATz. CW-Komplezxe sind normal.

BEWEIS. Sei X = lim_, X" ein CW-Komplex. Zu zeigen ist, dass (T1) und (T4) gelten,
und (T1) ist dquivalent dazu, dass Punkte in X abgeschlossen sind.

Sei also z € X. Da X = lim__, X", existiert genau ein ng € Ng mit € X" \ X" 1, Da

xmo\xmo~t =TT €
7 9
1€I™0
liegt = in genau einer Zelle e?o". Wir betrachten X™ als Quotienten wie in (1.6), dann ist das
Urbild {x} gerade ein Punkt in einer Kopie von D™ und somit abgeschlossen in X ™ nach Definition
der Quotiententopologie.

Wie in Bemerkung 1.82 folgt aus der Stetigkeit der Verklebeabbildungen induktiv, dass {z}
in X™ abgeschlossen ist fiir alle n > ng. Jetzt konnen wir aus der Definition der Quotiententopologie
in (1.7) darauf schliefen, dass {z} C X abgeschlossen ist. Da x € X beliebig war, gilt also (T1).

Wir zeigen jetzt, dass auch (T4) erfiillt ist. Dazu seien A, B C X abgeschlossen. Wir konstru-
ieren induktiv offenen Mengen U™, V" C X" mit

ANX"cU", BNX"CV" und UPNV?=0. (*)

Fiir n = 0 kénnen wir U° = AN XY und V° = BN X° wihlen. Danach wihlen wir in jedem weiteren
Schritt fiir n > 0 offene Mengen U™ und V" C X", die (*) erfiillen sowie
Uvrnx"t=u"t und VPN Xt =Vl (**)
Aus der Definition der schwachen Topologie und (*), (**) folgt, dass die Mengen
v=JUv" md v=[]JV"
n&eNp neNg

in X offen sind mit A C U, B C V und UNV = (), womit (T4) vorbehaltlich der Konstruktion
der U™, V" bewiesen ist.

Um U und V" aus U"! und V"~ ! zu konstruieren, kénnen wir U™ N e fiir jede Zelle e €
X"\ X" ! einzeln konstruieren. Wir betrachten dazu die Mengen

AP = (9]) 71 (4), B! = (1) (B) c D,
und M} = (o)UY NP = () U c opr=s5"",

dabei sind A} und B]' abgeschlossen. Sei d die euklidische Metrik auf D™ C R". Nach dem Satz 1.54
von Heine-Borel ist D™ kompakt, also auch alle abgeschlossenen Teilmengen. Da

MM’N B =N'NA} =0,
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folgt aus der Kompaktheit von A?, B, M und N7, dass

n 1 : 1 : n n n n
& =3 mln{mgﬁn ylean" d(z,y), a:lel}\f;" yg}fn d(z,y), 1} =3 min{d(M}*, B}"),d(A}", N]*),1} > 0.

Wir erhalten also offene Teilmengen P/, Q7 C D™ der Gestalt

7

P-"—{xeD”

i6]\414”1md |£C>1—ET-L}

|z '

EENi”und \x|>1—5?}

]

7

und Q”:{xED”

mit
PSSt =M, QENS" =N, und P'OB}=QINA}=P'NQ} =1

Schliesslich benutzen wir die Normalitdt der offenen Kreisscheibe B™, um offene Mengen R}, T* C
B"™ zu konstruieren, so dass

R} D A} NnB",
T > BN B", und

RPNQTUB?,

0=
0=T"NnP'URY.

Da
(PPURM NAD™ = (1)U 1Y) wnd  (QFUTM) NAD™ = (o) (V1)
konnen wir jetzt U™ und V" so definieren, dass
(@7)"'(UM) =PPURY  und  (®F)TH(V") =QFUT]
fiir alle ¢ offen ist und (*) und (**) erfiillt. O

1.85. DEFINITION. Ein Unterkomplex Y eines CW-Komplexes X ist ein abgeschlossener Unter-
raum, der aus einer Vereinigung von Zellen von X besteht. Ein CW-Komplex heifit endlich, wenn
er aus endlich vielen Zellen besteht.

Da einzelne n-Zellen e}’ fiir n > 0 selbst nicht abgeschlossen sind, gehoren auch alle Zellen, die
vom Rand von €} getroffen werden, mit zum Unterkomplex. Insbesondere sind Unterkomplexe selbst
wieder CW-Komplexe, und man kann sich wie in Bemerkung 1.82 {iberzeugen, dass die Unterraum-
topologie eines Unterkomplexes Y C X mit seiner CW-Komplex-Topologie iibereinstimmt, indem
man induktiv die CW-Topologie auf Y mit der Unterraumtopologie von Y™ C X™ vergleicht.

Um einem moglichen Missverstindnis vorzubeugen, weisen wir darauf hin, dass der Abschluss
einer Zelle e} nicht notwendigerweise ein Unterkomplex von X ist, genausowenig ihr Rand Oe' C
Xn"=1 (obwohl das in vielen Beispielen durchaus so sein wird).

1.86. SATZ. Ein Unterraum A eines CW-Komplexes X ist genau dann kompakt, wenn er abge-
schlossenen und in einem endlichen Unterkomplex von X enthalten ist.

BEWEIS. ,<=": Jede abgeschlossene Zelle €' = ®'(D") ist als Bild einer kompakten Menge in
einem Hausdorff-Raum kompakt, siche Bemerkung 1.51 (2). Ein endlicher Unterkomplex ist eine
endliche Vereinigung abgeschlossener Zellen, und daher immer noch kompakt. Eine abgeschlossene
Teilmenge eines endlichen Unterkomplexes ist auch in X abgeschlossen und daher nach Bemer-
kung 1.51 (1) kompakt.

»—"“: Sei K C X kompakt, dann ist K abgeschlossen nach Bemerkung 1.51 (5). Fiir die andere
Richtung zeigen wir als néchstes, dass eine kompakte Teilmenge K C X hochstens endlich viele
offene Zellen treffen kann. Falls das nicht der Fall sein sollte, wihlen wir abzéahlbar unendlich viele
Punkte z; € K mit j € Ny, die in paarweise verschiedenen Zellen liegen. Durch Induktion iiber n
wie im Beweis von Satz 1.84 konstruieren wir offene Mengen U C X™ mit z; € U} falls z; € X",
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und U} = () sonst. Hierbei ist U}' das Bild eines kleinen Balles in B", falls x; € e} liegt, und

ansonsten wéahlen wir Uj’-1 so, dass
(@)~ (Up) = {x e D" é—' € (gp?)‘l(U]’?*l) und |z| >1—¢f }

fiir ein hinreichend kleines €' > 0. Anschliessend setzen wir U; = {J,, U}

Die Menge Uy = X \ {z1,x2,...} ist ebenfalls offen, da man zu z¢ € Uy analog zur Kon-
struktion der U; eine offene Umgebung von zg in Uy finden kann. Dann wird K iiberdeckt von den
offenen Mengen (Uj;)jen,, es existiert jedoch keine endliche Teiliiberdeckung, da x; jeweils nur in U;
enthalten ist, Widerspruch. Also kann K nur endlich viele offene Zellen treffen.

Es bleibt zu zeigen, dass der Abschluss jeder einzelnen Zelle e’ in einem endlichen Unterkomplex
enthalten ist. Wir beweisen das durch Induktion {iber n. Der Rand del* = ¢(S™ 1) einer Zelle e? ist
ein kompakter Unterraum von X"~ ! und trifft daher nur endlich viele offene Zellen der Dimension <
n, von denen jede nach Induktion in einem endlichen Unterkomplex enthalten ist. Durch Ankleben
von e} an die endliche Vereinigung dieser endlichen Unterkomplexe erhélt man einen endlichen
Komplex, der €}' und damit auch e enthélt. ]

Aus der Kompaktheit von D™ folgt also insbesondere, dass das Bild @ von ®7 nur endlich
viele Zellen trifft (daher ,closure finite*). Mit , weak topology“ ist die im dritten Schritt auf X
definierte Topologie gemeint, bzw. die durch (1.7) definierte Quotiententopologie. Dadurch lassen
sich CW-Komplexe sogar charakterisieren.

1.87. SATZ (ohne Beweis, siehe [H1]). Sei X ein Hausdorff-Raum und (®}: D™ — X)pen, icin
fir jedes n eine Familie stetiger Abbildungen. Dann sind die Abbildungen ®7' genau dann die cha-
rakteristischen Abbildungen eines CW-Komplezes auf X, wenn

(1) die Einschrinkungen ®F|pn allesamt Homéomorphismen auf ihre Bilder €' sind, und X
als Menge die disjunkte Vereinigung aller e} ist,

(2) die Bilder der ®F|spn jeweils nur endlich viele Zellen treffen,

(3) und eine Menge A C X genau dann abgeschlossen ist, wenn (®7)~1(A) C D™ fiir alle n
und alle i € I™ abgeschlossen ist.

Der Vollstandigkeit halber definieren wir eine besondere Klasse von stetigen Abbildungen zwi-
schen CW-Komplexen, die besonders schén mit der CW-Struktur vertraglich ist.

1.88. DEFINITION. Seien X und Y zwei CW-Komplexe. Eine stetige Abbildung F: X — Y
heifit zelluldr, wenn F(X™) C Y™ fiir alle n € Ny gilt.

Das folgende technische Resultat wird spéter noch benétigt.

1.89. PROPOSITION. Es sei X ein CW-Komplex und Y lokalkompakt, dann ist die Produktto-
pologie auf X XY gerade die Quotiententopologie zur Abbildung

U,, U; ®7 xidy
e

]_[neNO Hie[" D" xY X xY.

BEWEIS. Es bezeichne O die Produkt- und O_, die Quotiententopologie auf X x Y. Aus der
Stetigkeit von

mx o (P xidy)=® ompn: D" XY — X

und my o (P} xidy) = 7wy D" xY —Y

33



folgt mit den charakteristischen Eigenschaften aus Satz 1.46 (2) und Satz 1.72 (2) auch die Stetigkeit
von

P! xidy: D" xY — (X x Y,0n)
und idxxy: (X xY,0.) — (X xY,0n) .
Fiir einen beliebigen topologischen Raum folgt aus Satz 1.60 (1) und (3), dass
F:(XxY,0n) — Z
genau dann stetig ist, wenn die zugehorige Abbildung
f: X — (CY, Z), Oxo)
stetig ist. Aber das ist nach Satz 1.72 (2) dquivalent zur Stetigkeit von
fod: D" — (C(Y,Z), Oxo)
fiir alle n € Ny, 7 € I"™, also wiederum mit Satz 1.60 zur Stetigkeit von
Fo(®] xidy): D"xY — Z.
Nach Definition der Quotiententopologie sind fiir Z = (X x Y, O_,) alle Abbildungen
P! xidy: D" xY — (X xY,0.,)
stetig, also nach dem obigen auch
idxxy: (X xY,0n) — (X xY,0.,). O
1.90. BEMERKUNG. Es ist wichtig, dass Y lokalkompakt ist in der obigen Proposition. Seien
etwa X und Y zwei beliebige C'W-Komplexe mit charakteristischen Abbildungen ¢ und ¥’". Dann
erhalten wir eine CW-Struktur auf der Menge X x Y mit charakteristischen Abbildungen

n m

pvm o prx DM s X x Y.
Dann ist die CW-Topologie auf X x Y im allgemeinen feiner als die Produkt-Topologie.

Mit Hinblick auf eine Anwendung im n#chsten Kapitel wollen wir uns iiberlegen, dass CW-
Komplexe lokal zusammenziehbar sind.

1.91. DEFINITION. Ein topologischer Raum X heifit zusammenziehbar, wenn es eine stetige
Abbildung H: X X [0,1] — X und einen Punkt zp € X gibt, so dass

H(z,0) =z und H(z,1) ==
fiir alle z € X gilt.

Ein topologischer Raum X heifit lokal zusammenziehbar, wenn jede Umgebung U eines Punk-
tes & eine Umgebung V von x enthilt, die sich auf z zusammenziehen ldsst.

1.92. BEMERKUNG. (1) Zum Beispiel ist B" zusammenziehbar mit
2o=0 und H(z,t)=(1-t)x € B" fiir alle z € B" und alle ¢t € [0,1] .

(2) Topologische Mannigfaltigkeiten sind lokal homéomorph zu R™, und daher ebenfalls lo-
kal zusammenziehbar. Sei etwa U eine beliebige Umgebung von € M, und sei V eine
zu R™ homdomorphe Umgebung von z. Dann ist U NV zu einer offenen Teilmenge des R™
homoéomorph, enthélt also einen zusammenziehbaren Ball um x.

(3) Jeder zusammenziehbare Raum X ist wegzusammenhéngend, denn fiir alle z € X ist ¢ —
H(x,t) ein Weg von x zum festen Punkt zo.

1.93. SaTz. CW-Komplexe sind lokal zusammenziehbar.
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BEWEIS. Sei X ein CW-Komplex, sei zg € eZJO C Xm0\ X"~ ynd sei U C X eine Umgebung
von xg. Sei V™ C U N X™ das Bild eines kleines Balles in B™ unter der charakteristischen
Abbildung ®;°, beziehungsweise VO = {z0} fiir den Fall dass ng = 0 und # € X°. Dann konstruieren
wir induktiv offene Mengen V" C U N X™ mit V" N X"~ ! = V"L fiir alle n > ng, wobei wieder
x

e () (V) und ] > 1 ey} c (@)~ ()

n_l ny __ T n
(@) (V)—{ eD ’

fir ein hinreichend kleines €]' € (0,1). Anschliessend setzen wir V = [J V™.

Wir kénnen jetzt eine Abbildung H wie in Definition 1.91 definieren, indem wir — begin-
nend mit der ,hochsten“ Dimension — Punkte innerhalb einer Zelle auf ihren Rand projizie-
ren. Da Zellen beliebig hohe Dimension haben kénnen, miissen wir vorsichtig sein. Wir definieren
zundchst H™: V" x [0,1] — V™ fiir n > ng durch

@ (o) = 22 ()
|z
fiir alle z € V™ N el Hier nutzen wir aus, dass e < 1, also |z| > 0 fiir alle x € (®7)~1(V").
Offensichtlich gilt also
H"(V",1) C Vvl ound  H™(z,t) =z fiir alle z € V7L

Auflerdem definieren wir H™: V" x [0,1] — V™ durch
H™ ($20(2), ) = B0 ((1 )+t (@;;0)‘1(:50)) .
Wir schreiben P* = H(-,1): V™ — V"~ ! und definieren H: V x [0,1] — V fiir € V" durch

H(z, 1) T fir 0 <t <2mo—"~1 yund
T - ’ ’ ’ ’ ’
’ H™ (P" oo PP (), 20 7m0t — 1) fiir 20~ —1 < ¢ < 2m07m

Dann ist H die gewiinschte Abbildung. Fiir die Stetigkeit von H reicht nach Proposition 1.89 und
Satz 1.72 (2), dass H(®!'(-), -): D™ x [0,1] — X fiir alle n € Ny und alle ¢ € I" stetig ist. Wir
schreiben [0, 1] als CW-Komplex mit den 1-Zellen

[07 1] = [07 2n0—n—1] U [2”0_71'_1, 2710—71] J---u [2_1, 20]

und benétigen mit dem gleichen Argument nur die Stetigkeit von H(®!(-), -) auf dem Produkt
von D™ mit den einzelnen Teilintervallen, aber die folgt direkt aus der Konstruktion der H™ und H.
Man beachte, dass wir trotz beliebig hoher ,, Kontraktionsgeschwindigkeiten* nahe ¢ = 0 aufgrund
der Quotiententopologie auf X keine Probleme mit der Stetigkeit bei ¢ = 0 bekommen. g

1.94. FOLGERUNG (aus Satz 1.93). Sei X ein CW-Komplex, dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent.

(1) X ist zusammenhdingend.
(2) X ist wegzusammenhdingend.
(3) X! ist zusammenhdingend.
(4) X! ist wegzusammenhingend.

BEWEIS. (1) = (2). Sei « € X, und sei Z, die Wegzusammenhangskomponente von z. Da X
lokal zusammenziehbar ist, folgt:

(1) Z, ist offen, denn alle z € Z, haben eine zusammenziehbare Umgebung U. Sei H: U X
[0,1] — U die Kontraktion, dann ist ¢t — H(z,t) ein Weg von y nach z € U. Also kann
jeder Punkt z € U mit y, also auch mit z verbunden werden.
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(2) Z, ist abgeschlossen, denn sei y € Z,, und sei U eine zusammenziehbare Umgebung von ,
dann gibt es einen Punkt in U N Z,, der sowohl mit = als auch mit y durch einen Weg
verbunden werden kann, also kann auch z mit y durch einen Weg verbunden werden.

Somit ist Z, offen, abgeschlossen und nicht leer. Wenn X zusammenhéngend ist, folgt X = Z,,
somit ist X auch wegzusammenhéngend.

Da jeder wegzusammenhingende Raum nach 1.65 (2) zusammenhéngend ist, folgt also (1) <=
(2). Da X! selbst ein CW-Komplex ist, folgt auch (3) <= (4).

(1) = (3). Wir nehmen an, dass X! nicht zusammenhingend sei. Dann existiert eine offene und
abgeschlossene Menge () # A' # X! mit offenem und abgeschlossenen Komplement () # B! # X1,
und A™ und B" sind sogar Unterkomplexe, da abgeschlossene Zellen zusammenhéngend sind.

Wir zeigen induktiv, dass X™ nicht zusammenhéngend ist, indem wir nichtleere abgeschlossene
Mengen A™ und B"™ mit

At xrt=A""t 0 B*nX"'=B""', ud X"=A"UB" *)
angeben. Betrachte dazu ¢} : Sl = gD — X" fiir i € I™. Da S" ! zusammenhiingend ist

fiir n > 2, ist auch ¢'(S" ') zusammenhéngend, und somit gilt entweder del! = ¢7'(S"~1) c A}
oder del C B"~!. Wir kénnen jetzt Unterkomplexe () # A", B" C X" definieren durch

Ar=A"""v |J & wd B"=B"'Uu |J e,
el ielm
denc At dencBn1
und es gilt (*). Ausserdem sind A™, B™ als Unterkomplexe abgeschlossen. Schliesslich folgt

X=AUB mit A=|[]J A" wd B= ] B",
n€Np n€Ng
und A und B sind beide abgeschlossen und nicht leer, also ist auch X nicht zusammenhéingend.
(4) = (2). Sei jetzt X! wegzusammenhingend, und sei z € X°. Wir zeigen induktiv, dass X"
auch wegzusammenhéngend ist. Sei also y € X", dann suchen wir einen Weg von y nach x. Falls y €
X"~1, sind wir nach Induktionsvoraussetzung fertig.
Ansonsten ist y = ®7(yo) mit yo € D™. Wir wihlen zg € S"1 = D" und erhalten einen Weg

s ®F((1—s)yo + s20)

von y nach z = ®7(z) € X", und somit auch einen Weg von y nach x nach Induktionsvoraus-
setzung. Damit ist X" dann auch wegzusammenhéngend.

Seien schliesslich z, y € X beliebig, dann existiert ein N > 0 mit z, y € X, und somit lassen
sich z, y durch einen Weg in X~ C X verbinden. g

1.j. Ubungen zu Kapitel 1

Ubungen zu Abschnitt 1.a.

1.95. UBUNG. Die Metrik der franzosischen Eisenbahnen. Sei (V,|-||) ein normierter Vektor-
raum. Man setze

df(z,y) = |y — || falls  und y kollinear, und
PEW = ol + gl sonst.
Zeigen Sie:

(1) (V,dy) ist ein metrischer Raum.
(2) Sei dp(x,y) = ||y — || die tibliche Metrik. Die Identitét idy : (V,dy) — (V,dy,) ist stetig,
nicht jedoch idy : (V,dy,) = (V,dy).
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1.96. UBUNG. Seien (X, d), (Y,d’) metrische Riume und o € (0, 1]. Eine Abbildung F': (X, d) —
(Y, d') heiBt a-Hdldersch, falls eine Konstante C' > 0 existiert, so dass fiir alle z, y € X gilt:

d'(F(z),F(y)) < Cd(z,y)* .

1-Holdersche Abbildungen heissen auch Lipschitzsch. Zeigen Sie, dass jede a-Holdersche Abbildung
stetig ist.

1.97. UBUNG. Sei p eine Primzahl. Jede rationale Zahl ¢ # 0 lisst sich eindeutig schreiben als
ra

b )
mit 7, a, b € Z, b > 0, so dass p, a und b paarweise teilerfremd sind. In diesem Fall definieren wir
die p-adische Bewertung von g durch [/¢||, = p~" und [|0[|, = 0. Dadurch wird die p-adische Metrik

q=p

dp(z,y) = [ly — =[],
auf Q induziert.
(1) Zeigen Sie, dass d, wirklich eine Metrik ist, also die Axiome (1)—(3) aus Definition 1.1

erfiillt.
(2) Zeigen Sie, dass eine verschirfte Dreiecksungleichung gilt:

dp(x’z) S max{dp(:r:,y),dp(y,z)} )

und ,,<“ kann nur auftreten, wenn dy(z,y) = dp(y, 2) gilt.

(3) Folgern Sie daraus: Fiir alle z, y € (Q,d,) und alle ¢, § > 0 seien Bs(z) und B.(y)
metrische Bélle beziiglich d),, dann sind Bs(x) und B.(y) entweder disjunkt, oder einer der
beiden Bille enthélt den anderen.

1.98. UBUNG. Sei (X,d) ein metrischer Raum, und sei (x;);cy, eine Folge in X. Zeigen Sie:
die Folge z; konvergiert genau dann gegen = € X, wenn es zu jeder Umgebung U von x in X
ein ng € Ny gibt, so dass x; € U fiir alle i > ng.

1.99. UBUNG. Seien (X,d) und (Y, d’) metrische Réume, und sei # € X. Zeigen Sie: eine Abbil-
dung F: (X,d) — (Y,d') ist genau dann stetig am Punkt z, wenn die Urbilder aller Umgebungen
von F(z) in Y wiederum Umgebungen von z sind.

Ubungen zu Abschnitt 1.b.

1.100. UBUNG. Sei X eine beliebige Menge, und sei
O ={UC X | X\U ist eine endliche Menge } U{0} C PX.

Zeigen Sie, dass O eine Topologie auf X definiert. Diese Topologie heifit auch die koendliche Topo-
logie.

1.101. UBuNG. Die folgende Konstruktion ist wichtig in der algebraischen Geometrie. Wir
nennen eine Teilmenge A C C" Zariski-abgeschlossen, wenn es eine Menge P C Clzy,..., 2z, von
Polynomen gibt, so dass

A:{zEC"{p(z):OfﬁrallepEP}. (*)

Eine Menge U C C™ heiit Zariski-offen, wenn C™\ U Zariski-abgeschlossen ist. Zeigen Sie, dass die
Menge Oy aller Zariski-offenen Teilmengen eine Topologie bildet. Diese Topologie heifit auch die
Zariski- Topologie.

Hinweis: Uberlegen Sie sich, dass es dquivalent (und etwas einfacher) ist, zu zeigen: (1) ) und C™
sind Zariski-abgeschlossen; (2) wenn A, ..., Ay Zariski-abgeschlossen sind, dann auch A;U---U A,
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(betrachten Sie hierzu geeigenete Produkte der definierenden Polynome); (3) wenn alle A € A C
PC™ Zariski-abgeschlossen sind, dann auch

A=) 4.

Bemerkung: Aus dem Hilbertschen Basissatz folgt, dass man fiir jedes A nur jeweils endlich viele
Polynome braucht, um A wie in (*) zu definieren.

1.102. UBUNG. Seien X und Y beliebige Mengen. Zeigen Sie:

(1) Sei O5 = PX die diskrete Topologie, und sei Ox = {0}, Y} die Klumpentopologie. Dann
sind fiir jeden beliebigen topologischen Raum (Z,0) alle Abbildungen F': (X,0s) —
(Z,0) und alle Abbildungen G: (Z,0) — (Y, O) stetig.

(2) Seien Oy, Oy beliebige Topologien auf X und Y. Falls fiir jeden beliebigen topologischen
Raum (Z, Q) alle Abbildungen F': (X,Ox) — (Z,0) und alle Abbildungen G: (Z,0) —
(Y, Oy ) stetig sind, dann ist Ox = Oy die diskrete und Oy = Ok die Klumpentopologie.

Ubungen zu Abschnitt 1.c.

1.103. UBUNG. Sei (X,d) ein metrischer Raum, und seien A, Ay und A; abgeschlossene Teil-
mengen von X, und Ag und A; seien disjunkt. Zeigen Sie:
(1) die Funktion dg: X — R mit da(z) = inf,c 4 d(a, x) ist stetig;
(2) es gilt da(x) = 0 genau dann, wenn x € A;
(3) die Funktion f = da,/(da, + da,) hat die in Satz 1.26 (3) geforderten Eigenschaften.

1.104. UBUNG. Sei X eine Menge mit mindestens zwei Elementen, und sei Ox die Klum-
pentopologie auf X. Welche Trennungseigenschaften besitzt (X, Og)?

1.105. UBUNG. Es sei X eine unendliche Menge mit der koendlichen Topologie © aus Aufga-
be 1.100. Welche Trennungseigenschaften besitzt (X, 0)?

1.106. UBUNG. Eine Teilmenge U C N heiBe offen beziiglich der Ordnungstopologie O, wenn
aus m € U auch n € U fiir alle n > m folgt.

(1) Uberpriifen Sie, dass O~ die Axiome einer Topologie erfiillt.
(2) Welche Trennungseigenschaften hat (N, O.)?
1.107. UBUNG. Zeigen Sie:

(1) die Zariski-Topologie auf C" ist fiir kein n > 1 hausdorffsch, erfiillt aber (7°1).
(2) Jedes Polynom p € Clzy,. .., z,] definiert eine stetige Abbildung p: (C", Oz) — (C,0z).
(3) Versuchen Sie zu erklédren, warum (2) nicht Bemerkung 1.28 (2) widerspricht.

Hinweis: Um (1) zu beweisen, iiberlegen Sie sich, dass fiir alle Polynome p gilt:

(1) wenn p(z) # 0, dann existiert ein kleiner metrischer Ball B.(x), auf dem p nirgends
verschwindet.
(2) wenn p auf einem kleinen metrischen Ball verschwindet, dann verschwindet es auf ganz C".

Ubungen zu Abschnitt 1.d.
1.108. UBUNG. Betrachte den Raum X = [0, 1] mit

ly2 — yﬂ falls 1 = z2, und
d((z1,91) (22, 92)) = {1 falls 2, # 2,

(1) Zeigen Sie, dass d eine Metrik auf X ist.
(2) Welche Abzihlbarkeitseigenschaften erfiillt (X, Oy)?

38



Ubungen zu Abschnitt 1.e.

1.109. UBUNG. Betrachten Sie den obigen Raum X = [0, 1]2.

(1) Geben Sie einen Homéomorphismus X — [];c(15[0, 1] an.

(2) Geben Sie einen Homdomorphismus zu einem nichttrivialen topologischen Produkt an.
1.110. UBUNG. Sei (X,dx) ein metrischer Raum mit Topologie Oy, , und sei Y C X versehen

mit der induzierten Metrik dy = d|y xy. Zeigen Sie, dass die von Oy, induzierte Unterraumtopo-
logie Oy mit der metrischen Topologie Oy, iibereinstimmt.

1.111. UBUNG. Seien (X, dx), (Y, dy) metrische Réume, dann definieren wir eine Metrik dx xy
auf dem kartesischen Produkt X x Y durch
dxxy ((z1,91), (w2, 92)) = max{dx (z1,22),dy (y1,%2) } -

Zeigen Sie, dass die von Og4, und Oy, induzierte Produkttopologie mit der metrischen Topolo-
gie Oy, lbereinstimmt.

1.112. UBUNG. Sei k ein beliebiger Kérper. Es seien V; Vektorrdume iiber k fiir i € I. Wir
betrachten die direkte Summe und das
EBVi = {(xi)ier | ;i € V; fiir alle i € I, fast alle 2; = 0}
i€l
C [ Vi = {(zi)ier | 2 € V; fiir alle i € I} .
el
Zeigen Sie:

(1) Die direkte Summe ist ein Koprodukt in Vecy.
(2) Das direkte Produkt ist ein Produkt in Vec.

(3) Fiir die Dualriume gilt
(Bv) =11v"
iel icl

1.113. UBUNG. Wir versehen R, R? und alle Unterrdume mit der Standardtopologie. Welche
der folgenden Abbildungen sind Einbettungen:

F:(0,1) — R? F(t) = (cos2mt,sin27t) (a)
G:[0,1) — R? G(t) = (cos2nt,sin 2rt) . (b)
H:Z >R H(n) = {?/n :O;SE ! ()

1.114. UBUNG. Sei (X;, O;)ics eine iiberabzihlbare Familie topologischer Riume mit #X; > 1
fir alle ¢ € I. Zeigen Sie: dann besitzt [[,(X;, O;) nicht die erste Abzéhlbarkeitseigenschaft.

Ubungen zu Abschnitt 1.f.

1.115. UBUNG. Seien (X, 0), (Y, ©) Hausdorff-Riume, X sei kompakt, und sei F': X — Y eine
stetige Abbildung. Zeigen Sie, dass dann auch F(X) C Y, versehen mit der Unterraumtopologie,
kompakt ist.

1.116. UBUNG. Zeigen Sie: kompakte Riume sind normal, erfiillen also insbesondere (T4). Dazu
zeigt am besten zuerst, dass kompakte Raume (T3) erfiillen.
Hinweis: Per Definitionem sind kompakte Raume Hausdorffsch.
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1.117. UBUNG. Zeigen Sie: Wenn (Y, d) metrischer Raum und (f;: X — Y'); eine Folge stetiger
Funktionen ist, dann konvergiert (f;); genau dann in der kompakt-offenen Topologie gegen f €
C(X,Y), wenn (f;) gleichméBig auf Kompakta gegen f konvergiert.

Ubungen zu Abschnitt 1.g.
1.118. UBUNG. Sei

(o)

versehen mit der von Op2 induzierten Unterraumtopologie.

(1) Skizzieren Sie X.
(2) Zeigen Sie, dass X zusammenhéngend ist.
(3) Bestimmen Sie die Wegzusammenhangskomponenten von X.

x;«éO}U({O}x[—l,l]) C R?

1.119. UBUNG. Zeigen Sie:

(1) Der Raum der rationalen Zahlen Q ist total unzusammenhéngend sowohl beziiglich der
metrischen Topologie als auch beziiglich der p-adischen Topologien fiir alle Primzahlen p.
(2) Der Raum (C",Oy) ist zusammenhéngend.

1.120. UBUNG. Sei (X;, O;);cs eine beliebige Familie topologischer Riume und X = [L(X:, 0)
ihr Produkt. Zeigen Sie, dass die Wegzusammenhangskomponente eines Punktes (z;);e; € X das
Produkt der Wegzusammenhangskomponenten der Punkte x; € X; ist. Insbesondere ist X genau
dann wegzusammenhéngend, wenn alle X; wegzusammenhéngend sind.

Ubungen zu Abschnitt 1.h.
1.121. UBuNG. Fiihren Sie den Beweis von Satz 1.72 (2) aus.

1.122. UBUNG. Seien (X,Ox) und (Y, Oy) topologische Riume, sei V C Y, und sei f: V — X
stetig beziiglich der Unterraumtopologie auf V. Zeigen Sie:

(1) die Topologie Ox ist genau die von der Verklebungstopologie auf X C X U; Y induzierte
Unterraumtopologie;
(2) wenn V abgeschlossen ist und X und Y beide (T1) erfiillen, dann gilt (T1) auch fiir XU;Y.

1.123. UBUNG. Zeigen Sie:

(1) Sei X ein topologischer Raum und A in X abgeschlossen. Dann ist eine Teilmenge B von
A genau dann in X abgeschlossen, wenn sie in A abgeschlossen ist.
(2) Sei X = A3 U...U Ay Vereinigung abgeschlossener Teilmengen, dann ist B in X genau
dann abgeschlossen, wenn alle BN A; in A; abgeschlossen sind.
(3) Das Argument in (2) funktioniert fiir eine beliebige lokal endliche Vereinigung: sei X =
Uicr Ai, so dass alle A; in X abgeschlossen sind, und so dass jeder Punkt eine Umgebung
U besitzt mit U N A; = ( fiir fast alle . Dann ist B in X genau dann abgeschlossen, wenn
alle BN A; abgeschlossen sind.
(4) Sei X wie in Teil (2) beziechungsweise wie in Teil (3). Seien f; : A; — Y stetige Abbildungen
mit fja,na; = fjla,na,, dann gibt es genau eine Abbildung f: X — Y mit fi4, = f;, und
f ist stetig.
1.124. UBUNG. Sei S ¢ C der komplexe Einheitskreis, und sei z = ¥ ¢ S' ¢ C. Wir
betrachten auf S! die von z ~ zx erzeugte Aquivalenzrelation, das heifit, # ~ y genau dann,

wenn z/y = z* fiir ein k € Z. Bestimmen Sie die Quotiententopologie auf S'/ ~, unterscheiden Sie
die Fille ¢ € 27Q und ¢ ¢ 27Q.
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1.125. UBUNG. Betrachten Sie auf R? die Aquivalenzrelation

x _ .
(1, 22) ~ (Y1,92) <= (y1,42) = (7"561772) fiir ein »r € R* =R\ {0} .

(1) Skizzieren Sie die Aquivalenzklassen im R2.
(2) Skizzieren Sie X = R?/ ~.
(3) Beschreiben Sie die Quotiententopologie auf X, z.B., indem Sie eine Basis angeben.

1.126. UBUNG. Betrachten Sie die in Aufgabe 1.125 definierte Aquivalenzrelation ~ auf R?. Sei
wie vorhin X =R?/ ~, und sei Y := (R?\ {(0,0)})/ ~.
(1) Welche der Trennungseigenschaften (T0), (T1), (T3), (T4) erfiillt X7
(2) Zeigen Sie, dass Y zum Raum aus Beispiel 1.29 homomorph ist.
(3) Welche Trennungseigenschaften erfiillt Y7

1.127. UBUNG. Sei (X,Ox) ein normaler topologischer Raum, sei f: X — Y eine surjektive
Abbildung, und sei Oy die Quotiententopologie auf Y. Zeigen Sie:

(1) wenn Urbilder f~!({y}) von Punkten in Y abgeschlossen sind in X, gilt (T1) fiir (Y, Oy);
(2) wenn f abgeschlossen ist, das heifit, wenn f(A) C Y abgeschlossen ist fiir alle abgeschlos-
senen A C X, dann gilt (T4) fir (Y, Oy).
Wir haben also ein einfaches Kriterium dafiir, wann Quotienten normaler Rdume wiederum normal
sind.

Ubungen zu Abschnitt 1.i.

1.128. UBUNG. Seien (X,0x), (Y,Oy) und (Z,0y) topologische Riume mit stetigen Abbil-
dungen

(X,0x) —Lo (v,0y) —2 (2,04).
(1) Falls Oy die von g und Oz induzierte Topologie ist, und Ox die von f und Oy induzierte
Topologie ist, dann ist Ox auch gleich der von g o f und Oz induzierten Topologie.
(2) Falls Oy die von f und Ox koinduzierte Topologie ist, und Oz die von g und Oy ko-

induzierte Topologie ist, dann ist Oz auch gleich der von g o f und Ox koinduzierten
Topologie.

1.129. UBUNG. Sei k = R, C oder H ein (Schief-)Korper, und sei k = 1, 2 oder 4 = dimgk,
dann sei
(kP", Oxpn) = (k"N {(0,...,0)}) / ~,
wobei (zq, ..., Zn) ~ (Yo, S ,Yn) genau dann, wenn es ein z € k* =k \ {0} gibt, so dass y; = zz;
fiir allei = 0, ..., n. Die Aquivalenzklasse von (x, ..., x,) wird auch als [zg : - - - : 2, geschrieben.
Zeigen Sie, dass kP", versehen mit der Quotiententopologie, eine kn-dimensionale topologische

Mannigfaltigkeit ist. Zeigen Sie dazu, dass kP" die Eigenschaften (T2) und (A2) besitzt, und
konstruieren Sie Homoomorphismen von U; = {[xg : - - : @] | #; # 0} C kP™ nach k™ = R"*,

1.130. UBUNG. Zeigen Sie, dass kP™ homoomorph zum Unterraum
{[wo: - :@m:0:-:0] | (2o,...,2m) €K™\ {(0,...,0)} } C kP"

ist fiir alle 0 < m < n, und dass diese Unterrdume gerade die abgeschlossenen Zellen eines CW-
Komplexes mit je einer Zelle der Dimension 0, k, ..., kn bilden. Versuchen Sie insbesondere,
charakteristische Abbildungen ®*/: D* — kP™ anzugeben, und iiberpriifen Sie, dass die oben
definierte Topologie mit der Topologie des so definierten CW-Komplexes {ibereinstimmt.
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1.131. UBUNG. Wir definieren
kP> = liLnkP” .

Sei k> der Vektorraum der endlichen k-wertigen Folgen, und sei
Q= (k>*\{0}) / ~ mit ,,~“ wie oben.

Zeigen Sie:
(1) die natiirliche Abbildung F': kP> — @ ist bijektiv;
(2) sei || || eine Norm auf k> und sei Og die dazugehorige Quotiententopologie auf (), dann

ist F' stetig;
(3) (Zusatzaufgabe) die Umkehrabbildung F~1! ist fiir keine Norm || - || auf k> stetig.

1.132. UBUNG. Es seien X, Y zwei CW-Komplexe, dann bezeichne On die Produkttopologie
auf X x Y und Ocw die Topologie zur CW-Struktur aus Bemerkung 1.90.

(1) Zeigen Sie, dass Ocwy stets feiner ist als On.
(2) Folgern Sie aus Proposition 1.89, dass Ocw = On falls X und Y lokal kompakt sind.
(3) Funktioniert das Argument in (2) auch, wenn nur einer der Réume lokal kompakt ist?
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KAPITEL 2

Fundamentalgruppe und Uberlagerungen

Wir behandeln in diesem Kapitel die Fundamentalgruppe eines topologischen Raumes. Diese
Gruppe ldsst sich fiir geeignete topologische Rdume X auf zweierlei Art definieren:

(1) Als Gruppe 71 (X, o) der Homotopieklassen von Wegen ~: [0, 1] — X mit festem Anfangs-
und Endpunkt v(0) = (1) = o € X, oder
(2) Als Gruppe I', die auf einem einfach zusammenhéngenden Raum X operiert, mit X =
X/T.
2.1. BEISPIEL. Sei X = C* =C\ {0} und sei p = 1.

(1) Wir beschrénken uns im folgenden auf stiickweise glatte Wege. Sei «v: [0, 1] — X ein Weg
mit v(0) = v(1) = 1, dann erhalten wir die Umlaufzahl

1 1[5
o= b [ L0,
2mi )y 2z 2mi Jo (1)

In der Tat kann man zeigen, dass je zwei Wege in C* mit Anfangs- und Endpunkt p = 1
und der gleichen Umlaufzahl um 0 in C* (mit festgehaltenen Anfangs- und Endpunkten)
homotop sind. Also ist 71 (C*, 1) = Z.

(2) Betrachte die (leicht modifizierte) Exponentialabbildung C — C* mit z — €2™#, dann gilt

20 — 2z e e 7.

Wir kénnen also C* als Quotient des einfach zusammenhéngenden Raumes C nach der
Gruppe I' = Z schreiben; dabei operiert Z auf C durch Addition, geometrisch also durch
Verschiebungen.

Wir wollen ab sofort unter einem Raum immer einen topologischen Raum verstehen, und un-
ter einer Abbildung, einer Funktion oder einem Weg immer eine stetige Abbildung, eine stetige
Funktion, oder einen stetigen Weg.

2.a. Homotopien und Homotopiedquivalenz

In diesem Abschnitt fithren wir den Begriff der Homotopie von Abbildungen ein. Homotopien
sind Wege im Raum der Abbildungen. Indem wir statt stetiger Abbildungen Aquivalenzklassen
homotoper stetiger Abbildungen betrachten, konnen wir den Begriff des Homéomorphismus durch
den wesentlich groberen Begriff der Homotopiedquivalenz ersetzen. Im Rest dieser Vorlesung lernen
wir Methoden kennen, um nicht homotope Abbildungen oder nicht homotopiefiquivalente Raume
voneinander zu unterscheiden.

Ab sofort geben wir die Topologien nicht mehr an, wenn es nicht unbedingt nétig ist. Falls nicht
anders angegeben, seien Abbildungen zwischen topologischen Rdumen immer stetig.

2.2. DEFINITION. Seien X, Y topologische Rdume. Zwei Abbildungen fy, fi: X — Y heiflen
homotop, kurz fo ~ f1, wenn es eine beziiglich der Produkttopologie stetige Abbildung H: X X
[0,1] — Y mit H(z,t) = fi(z) fiir t € {0,1} gibt. Dann heit H eine Homotopie zwischen fo
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und fi, und wir schreiben H; = H(o,t): X =2 X x {t} = Y fiir alle ¢ € [0, 1]. Die Menge aller zu f
homotopen Abbildungen heifit die (freie) Homotopieklasse von f und wird mit [f] bezeichnet.

2.3. BEMERKUNG. (1) Homotopie ist eine Aquivalenzrelation (Ubung 2.74), und ihre Aqui-
valenzklassen sind gerade Homotopieklassen.
(2) Homotopie ist vertriglich mit Hintereinanderschalten von Abbildungen:

(fo~r fi:Y—=Z und go~gi: X =Y) = (foogo) ~(ficg): X = Z.

2.4. DEFINITION. Seien X, Y topologische Rdume. Eine stetige Abbildung f: X — Y heifit
Homotopiedquivalenz, wenn es eine stetige Abbildung ¢g: Y — X gibt, so dass

gofNidXZX—>X und fogwidin—>Y.
In diesem Fall heiflen X und Y homotopiedquivalent, und g heifit ein Homotopieinverses zu f .

2.5. BEISPIEL. Ein Raum X ist genau dann zum einpunktigen Raum Y = {} homotopiedqui-
valent, wenn er zusammenziehbar ist. Sei dazu f: X — Y die offensichtliche Abbildung, und
sei g: Y — X gegeben mit g(*) = x9 € X. Dann ist f o g = idy, und eine Homotopie zwischen id x
und g o f ist gerade eine Abbildung H: X x [0,1] — X wie in Definition 1.91.

2.6. BEMERKUNG. (1) Jeder Homoomorphismus f ist insbesondere eine Homotopiedqui-
valenz mit g = f~1.
(2) Homotopiesiquivalenz ist eine Aquivalenzrelation (Ubung 2.75).
(3) Betrachte die Homotopie-Kategorie HTop mit

Obj(HTop) = { topologische Riume } ,
Homy 75, (X,Y) = { stetige Abbildungen }/ ~ .

Die Identitét auf X im Sinne von Definition 1.20 (3) ist die Homotopieklasse der Abbil-
dung idx. Die Verkettung von Homotopieklassen ist nach Bemerkung 2.3 (2) wohldefiniert.
Ein Morphismus f: X — Y in einer Kategorie C heifit invertierbar oder Isomorphismus, wenn
es einen Morphismus g: Y — X (ein Inverses) gibt, so dass

go f=idx und fog=idy .

Beispiele sind Bijektionen in Set, Gruppenisomorphismen in Grp, lineare Isomorphismen in Vec,
und natiirlich Homéomorphismen in 7op. Nach obiger Definition sind Homotopiefiquivalenzen ge-
rade die Isomorphismen in H7op.

Algebraische Topologie versucht als erstes Ziel, gewisse Klassen von Rdumen bis auf Homotopie-
Aquivalenz zu unterscheiden.

Oftmals ist freie Homotopie ein etwas zu grober Begriff. Beispielsweise ist ein Weg v: [0,1] — X
immer homotop zur konstanten Abbildung auf seinen Anfangspunkt.

2.7. DEFINITION. Ein Paar topologischer Rdume, kurz Paar, besteht aus einem topologischen
Raum X und einer beliebigen Teilmenge A C X. Eine Abbildung f: (X, A) — (Y, B) von Paaren
ist eine stetige Abbildung f: X — Y mit f(A) C B. Ein punktierter (topologischer) Raum (X, x0)
ist ein Paar (X, {xo}) mit 29 € X. Der Punkt z heiit auch Basispunkt. Eine punktierte Abbil-
dung f: (X,z9) — (Y, o) ist eine Abbildung der entsprechenden Paare, es gilt also f(xo) = yo.

2.8. DEFINITION. Es seien (X, A) und (Y, B) Paare. Zwei Abbildungen f, g: (X, A) — (Y, B)
heiflen homotop relativ zu A, wenn es eine Homotopie H: X x [0,1] — Y zwischen fund g: X — Y
gibt mit

H(a,t) = f(a) = g(a) fiir alle a € A und alle ¢t € [0,1] .
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Wir sprechen manchmal von Homotopien relativ zu A, ohne eine Teilmenge B C Y festzulegen.
In diesem Fall konnen wir formal jede beliebige Teilmenge f(A) C B C Y zulassen. Diese spielt
aber keine weitere Rolle.

Der Weg ~v: [0,1] — C* mit v(t) = €* ist in C* frei homotop zu einem konstanten Weg
vermoge

H(t, 8) — 627”'(173)1‘/ '

Wir werden aber bald sehen, dass «y nicht relativ zu {0, 1} (also relativ zu den Endpunkten) homotop
zum konstanten Weg ist.

2.9. BEMERKUNG. Wir erinnern uns an die kompakt-offene Topologie aus Definition 1.59.

(1) Wie in Satz 1.60 gehort zu jeder Homotopie H: X x [0,1] — Y zwischen f, g: X — Y ein
stetiger Weg h: [0,1] — (C'(X,Y), Ok) von f nach g mit

(h(s))(x) = Hs(x) = H(z,5)

fir alle x € X, s € [0,1]. Wenn X lokal kompakt ist, liefert jeder solche Weg umgekehrt
eine Homotopie. In diesem Fall sind Wegzusammenhangskomponenten in C(X,Y’) also
gerade Homotopieklassen von Abbildungen von X nach Y.

(2) Sei jetzt A C X eine beliebige Teilmenge und f: X — Y eine stetige Abbildung, dann
betrachte die Teilmenge

Cra(X,Y) ={g e C(X,Y) [gla=fa} CCX,Y),

dann liefert eine Homotopie relativ zu A einen Weg in Cy4(X,Y) wie oben. Wenn X
lokal kompakt ist, gehort wie oben zu jedem Weg in C4(X,Y) eine relative Homotopie.
Das folgt aus (1), indem man Cj|4(X,Y) mit der Unterraumtopologie versieht und deren
charakterisierende Eigenschaft ausnutzt.

Zum Schluss geben wir ein Beispiel, dass Homotopiedquivalenzen mitunter nicht so offensichtlich
sind, wie sie erscheinen.

2.10. DEFINITION. Eine Teilmenge A eines topologischen Raumes X heifit Retrakt von X, wenn
es eine stetige Abbildung f: X — A mit f|a = ida gibt. Sie heifit Deformationsretrakt, wenn
zusétzlich to f: X — X homotop zur Identitat idx ist, und starker Deformationsretrakt, wenn die
Homotopie zwischen ¢ o f und idx sogar relativ zu A gewihlt werden kann.

2.11. BEISPIEL. (1) Jede einpunktige Menge {p} C X ist Retrakt von X, aber nur dann
Deformationsretrakt, wenn X zusammenziehbar ist. Beispielsweise ist {1} € C* kein De-
formationsretrakt (Beweis spéter).

(2) Der Einheitskreis S C C* ist ein starker Deformationsretrakt von C* mit

f(z)= é und H(z,s) =

Er ist aber kein Retrakt von ganz C (Beweis spéter).

z

e

Das folgende Beispiel soll zeigen, dass man sich nicht jede Deformationsretraktion vorstellen
kann.

2.12. BEISPIEL. Bings ,,Haus mit zwei Zimmern“ kann man basteln, indem man zwei leere Dosen
mit den Unterseiten aneinanderklebt. Dann bohrt man von jeder Seite durch einen Deckel und die
gemeinsamen Unterseiten je ein Loch am Rand, und klebt je einen passenden Zylinder zwischen ein
Deckel- und ein Unterseitenloch so ein, dass dieser auf seiner vollen Lange den jeweiligen Dosenrand
beriihrt (Abbildung 2.1, linkes Bild). Man kann jetzt durch das Loch in der einen Dose in das
»Zimmer® in der anderen Dose gelangen und umgekehrt.
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ABBILDUNG 2.1. Bings Haus mit zwei Rdumen

Man iiberzeugt sich, dass Bings Haus ein starker Deformationsretrakt einer vollen Dose ist
(Abbildung 2.1, rechtes Bild), genau wie ein Punkt in der Dose. Da Homotopiedquivalenz transitiv
ist, ist Bings Haus zusammenziehbar. Die zugehorige Deformationsretraktion kann man sich aber
kaum vorstellen.

2.b. Die Fundamentalgruppe

Die Fundamentalgruppe eines topologischen Raumes misst, wieviele Typen von nichtzusam-
menziehbaren Schleifen es in einem topologischen Raum gibt. Beispielsweise ist ein Fahrrad dann
sicher an einem Gitter angeschlossen, wenn das Fahrradschloss sowohl im umgebenden Raum ohne
Gitter, als auch im umgebenden Raum ohne Fahrrad nicht zusammenziehbar ist. Wir definieren
hier die Fundamentalgruppe und geben erste Eigenschaften an. Fiir Anwendungen benttigen wir
einige Techniken, die wir in den nichsten Abschnitten kennenlernen werden.

2.13. DEFINITION. Es sei (X, z) ein punktierter topologischer Raum. Eine Schleife in (X, z) ist
ein Weg von x nach z, also eine Abbildung v: [0,1] — X mit v(0) = v(1) = . Seien 1, v zwei
Schleifen in (X, z), dann ist ihre Verkettung die Schleife v1vy2: [0, 1] — X mit

(m72)(t) = {

~v1(2t) falls 0 <t < % ,und

(2t —1) falls 3 <t <1.
Die Fundamentalgruppe m (X, x) ist die Menge aller Schleifen in (X, z) modulo Homotopie relativ
zu {0, 1}.

Bei der Verkettung werden also beide Schleifen nacheinander mit doppelter Geschwindigkeit
durchlaufen. Wir benutzen Ubung 1.123 um zu sehen, dass die Verkettung wieder stetig ist.

Homotopie relativ zu {0,1} bedeutet fiir Schleifen soviel wie Homotopie bei festgehaltenem
Anfangs- und Endpunkt. Insbesondere gilt fiir eine solche Homotopie zwischen ~g und =1, dass

H(0,s) =H(l,s) ==z fiir alle s € [0,1] ,und
H(t,s) = s(t) fiir alle ¢ € [0,1] und alle s € {0,1} .
2.14. SaTz. m (X, x) bildet mit der Verkettung eine Gruppe. Das neutrale Element und das
Inverse zu [y] € m (X, x) werden reprdsentiert durch e beziehungsweise 7: [0,1] — X, mit
e(t) == und () =v(1 —t) fir alle t € [0,1] .
BEWEIS. Hier ist einiges zu zeigen: zundchst die Wohldefiniertheit der Verkettung relativer
Homotopieklassen, dann die Gruppenaxiome.
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Seien H; und Hy: [0,1] x [0,1] — X relative Homotopien zwischen den Schleifen ap und oy
beziehungsweise zwischen 5y und 31. Wir verketten die Homotopien und erhalten

o H;(2t,s) falls 0 <t < 3, und
Hy(2t—1,s) fallsi<t<1.
Dann ist H eine Homotopie zwischen apfy und aq5; relativ zu {0, 1}, also ist die Verkettung mit

relativer Homotopie vertriglich, und damit als Verkniipfung auf 71 (X, z) wohldefiniert.
Zur Assoziativitdt iiberlegen wir uns, dass

1
(ny2)73) (1) = a4t —1) 1/4<t<1/2,

(4t) 0<t<1/4,
(
g(2t—1) 1/2<t<1;
(
(

-2

)

1(2t) 0<t<1/2,

(11(7273)) () = { 72(4t —2) 1/2<t<3/4,
v3(4t—3) 3/4<t<1.

2

Also konstruieren wir eine Homotopie zwischen (v172)7y3 und 71 (727y3) wie im folgenden Bild,
S 7
/—\ //—)

—_—
/| e VS

il

\t_//))—1
0 1 T %

also in Formeln als

Y1 (4t/(1+s)) 0<t<(1+s)/4,
H(s,t) = 72 (4t — (1 +5)) (1+s)/4<t<(2+5)/4,
3(1=4(1—-t)/(2—5)) (2+s)/4<t<1.
Um zu zeigen, dass [e] ein linksneutrales Element ist, konstruieren wir &hnlich wie oben eine relative

Homotopie zwischen ey und + fiir eine beliebige Schleife . SchlieBlich {iberpriifen wir, dass [y] nur
von [v] abhéngt und zu [y] linksinversiv ist. Dazu konstruieren wir eine Homotopie

Hit,s) = v(1 — 2st) fallsogtg%,und
’ v(1—2s(1—t)) falls $<t<1.

zwischen e und 7. Damit haben wir die Gruppenaxiome fiir 71 (X, z) nachgewiesen.
Insbesondere folgt, dass [e] das eindeutige, beidseitige neutrale Element und [7] das eindeutige,
beidseitige Inverse zu [7] ist. O

Wir werden spéiter etwas nachléissig sein und manchmal v statt [y] schreiben.

2.15. SATZ. Sei X ein Raum, x, y € X. Jede Homotopieklasse von Wegen von x nach y
induziert einen Isomorphismus von m (X,x) — m1(X,y). Insbesondere hingt der Isomorphietyp
der Gruppe m (X, x) nicht vom Basispunkt x ab, wenn X wegzusammenhdngend ist.

BEWEIS von Satz 2.15. Sei «: [0, 1] — X ein Weg von z nach y, dann betrachte die Abbildung
(X, x) 3 v+— aya € m(X,y) .
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Wie im obigen Beweis sieht man, dass [@ya] weder von der Klammerung noch von den relativen
Homotopieklassen von « und v abhéngt. Es handelt sich um einen Homomorphismus, da
(@710)(a2a) ~ (@m)(aa@)(y2a) ~ (@y1)e(yza) ~ (@71)(y2a) ~ a@(r172)a -
Der inverse Gruppenhomomorphismus wird analog von @ induziert, denn @ = « und
a(aya)a ~ (aa)y(aa) ~ eye ~ v . O

Man schreibt daher manchmal 71(X), wenn X wegzusammenhéingend ist und es nur auf den
Isomorphietyp der Gruppe 71 (X, z) ankommt, aber nicht auf die einzelnen Elemente.

2.16. BEMERKUNG. Fiir # = y gehort also zu jedem o € 71(X,z) ein Automorphismus
von 71(X, z). In diesem Fall handelt es sich um den inneren Automorphismus
¥ ayQ .
Dies zeigt: Wenn 71 (X, ) nicht kommutativ ist, kann man nicht von den Elementen von 71 (X)

sprechen, ohne einen Fuflpunkt zu fixieren.

2.17. BEMERKUNG. Es sei (X, z) ein punktierter topologischer Raum. Dann definieren wir den
Pfadraum PX, den freien Schleifenraum LX und den (punktierten) Schleifenraum Q(X,x) durch

PX = (C<[O7 1]7X)7Ok0) 5
LX ={ye PX[7(0)=~(1)} c PX,
und QX,z) ={ye LX | v(0) =~(1) =z} C LX,
wobei LX und Q(X, z) die von PX induzierte Unterraumtopologie tragen.

(1) Da [0,1] kompakt ist, sind relative Homotopien von Schleifen in (X,z) nach Bemer-
kung 2.9 (2) gerade Wege in Q(X,x). Also entspricht m1(X,z) gerade der Menge der
Wegzusammenhangskomponenten von Q(X, z), kurz

m1(X,x) = (X, z)) .
(2) Falls X wegzusammenhingend ist, hat LX gerade die Wegzusammenhangskomponenten

mo(LX) = 7T1<Xax)ab )

da wir nach Bemerkung 2.16 die Elemente v und o '~ya identifizieren miissen. Hierbei
bezeichnet G*" die Abelisierung

G* = G/[G, ]

der Gruppe G, die dadurch entsteht, dass alle Kommutatoren [g, h] = ghg~*h~! mit dem
neutralen Element gleichgesetzt werden. Die Abelisierung ist der grofite abelsche Quotient
von G.

(3) Analog zu (1) kann man hohere Homotopiegruppen induktiv fiir & > 2 durch

(X, ) = m_1 (X, ), e4)
definieren. Dabei bezeichnet e, wie in Satz 2.14 die konstante Schleife im Punkt . Man

sieht hier aber beispielsweise nicht, dass alle (X, z) fiir £ > 2 abelsch sind.

So, wie man in einer Kategorie nicht nur Objekte betrachtet, sondern immer auch Morphismen,
betrachtet man nicht nur Kategorien fiir sich, sondern auch ,, Abbildungen* zwischen ihnen. Dabei
muss man vorsichtig sein, da Abbildungen im strengen Sinne nur zwischen Mengen, aber nicht
zwischen Klassen definiert sind.
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2.18. DEFINITION. Es seien A und B zwei Kategorien. Ein (kovarianter) Funktor F: A —
B ordnet jedem Objekt A € Obj(.A) ein Objekt FA € Obj(B) und jedem Morphismus F €
Hom 4 (A, B) einen Morphismus FF' € Homp(F A, FB) zu, so dass

Fida =idrya , (1)
F(FoQG)=FFoFG (2)
fiir alle A, B,C € Obj(A) und alle F' € Hom (B, (), G € Hom4(A, B).

2.19. DEFINITION. Wir betrachten die Kategorien Top, (und H7op,) der punktierten topolo-
gischen Rdume und der (relativen Homotopieklassen von) stetigen Abbildungen mit

Obj(Top,) = Obj(HTop, ) = { (X,z) | X € Obj(Top) und z € X } ,
Homrey, (X,2),Y,y) ={F: X =Y ‘ F € Homypp(X,Y) und F(z) =y }
und  Homypep, (X, ), (Y,y)) = Homp,, (X, 2), (Yy)) / ~,

wobei ~ hier Homotopie relativ zum Basispunkt bezeichnet. Die Identitit auf (X, z) ist die (relative
Homotopieklasse der) Abbildung idx ., und die Verkettung ist die Hintereinanderausfiihrung.

Spéter werden wir die Klasse der Objekte in H7op, etwas einschrinken, siche Beispiel 4.64 (2).
2.20. BEISPIEL. Durch Vergessen der Basispunkte und Ubergang zu (relativen) Homotopieklas-
sen von Abbildungen erhalten wir ein kommutatives Diagramm von Funktoren
Top, —— HTop,

| |

Top —— HTop
2.21. SATZ. Die Fundamentalgruppe ist ein Funktor

m: Top, — Grp

von der Kategorie der punktierten topologischen Rdume in die Kategorie der Gruppen. Dabei
wird (X, z) auf m(X,z) und F: (X,z) — (Y,y) auf Fr, = mF: m(X,z2) = m1(Y,y) abgebildet
mit

FEh]=[FoqlemYy)  firale[y] € m(X, ).
Dieser Funktor ist auch auf HTop, wohldefiniert.

BEWEIS. Sei F': (X,z) — (Y,y) eine stetige punktierte Abbildung. Als erstes zeigen wir,
dass mF = F, ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus ist. Sei H eine relative Homoto-
pie zwischen 7o, 71: ([0,1],{0,1}) — (X, z), dann ist die Abbildung F o H: [0,1] x [0,1] — Y eine
relative Homotopie zwischen F o y9 und F o ~1, also ist F, wohldefiniert.

Seien 71, 72 zwei Schleifen in (X, x). Dann folgt

(Fom)(Fov)="Fo(n)

direkt aus Definition 2.13, also ist F} ein Gruppenhomomorphismus.
Als néchstes tiberpriifen wir, dass m; die beiden Eigenschaften aus Definition 2.18 erfiillt.
Da idy oy = 7, gilt offensichtlich (1), also

(idX)* = idm (X,x) -
Seien F': (Y,y) = (Z,z) und G: (X,z) — (Y,y) punktierte Abbildungen. Dann folgt (2), da
(F oG] = [(FoG)on] =[Fo(Goy)] = F.G.[]) -
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Um zu zeigen, dass 71 auch auf H7op, wohldefiniert ist, miissen wir nur {iberpriifen, dass F
nur von der relativen Homotopieklasse von F' abhéingt. Sei also H: X x [0,1] — Y eine relative
Homotopie zwischen Fy und Fi: (X, z) — (Y,y), dann ist die Abbildung [0, 1] x [0,1] — Y mit

(t,8) = H(v(t),s)

eine relative Homotopie zwischen Fp,y und Fi,.7. U
Wir kénnen den Funktor 71 : Top, — Grp also in zwei Funktoren

Top, —— HTop, s Grp,

zerlegen, dabei ist der erste Funktor der gleiche wie in Beispiel 2.20.

Wegen Bemerkung 2.16 diirfen wir jedoch auf keinen Fall den Basispunkt vergessen, wir erhalten
also keinen Funktor Top — Grp. Spéter werden uns Homologie und Kohomologie solche Funktoren
(mit Werten in abelschen Gruppen) liefern.

2.22. FOLGERUNG. Seien (X, x), (Y,y) homotopiediquivalente Paare topologischer Riume, dann
ist T (X, z) isomorph zu m (Y, y).

BEWEIS. Sei F': (X,z) — (Y,y) homotopieinvers zu G: (Y,y) — (X, z), dann folgt aus Funk-
torialitat, dass
G* o) F* = idﬂ.l(x’x) und F* o G* = idﬂ.l(xy) .

Also sind F, und G, zueinander inverse Gruppenisomorphismen. O

Mit dem gleichen Argument sieht man, dass Funktoren stets Isomorphismen auf Isomorphismen

abbilden.

2.23. DEFINITION. Ein topologischer Raum heiflt einfach zusammenhdngend, wenn er wegzu-
sammenhéngend ist mit w1 (X) = {e}.

Hierbei haben wir ausgesnutzt, dass der Isomorphietyp von 7 (X, ) nach Satz 2.15 nicht vom
Basispunkt x € X abhingt. In Ubung 2.77 lernen Sie andere Charakterisierungen einfach zusam-
menhéngender Rdume kennen.

2.24. BEISPIEL. (1) Der einpunktige Raum {x} ist einfach zusammenhéngend, da es nur
die konstante Schleife ¢ — * gibt.
(2) Sei X zusammenziehbar, dann ist X nach Beispiel 2.5 zu {*} homotopiedquivalent, also
folgt m1(X) = {e}. Nach Bemerkung 1.92 (3) sind zusammenziehbare Rdume insbesondere
wegzusammenhéngend, also ist X auch einfach zusammenhéngend.

2.c. Die Fundamentalgruppe der S!

In diesem Abschnitt rechnen wir unsere erste Fundamentalgruppe aus, und zwar ,,von Hand*.
Anschlielend beweisen wir den Brouwerschen Fixpunktsatz und den Satz von Borsuk-Ulam als
Anwendungen davon.

Wir fassen S! als Teilmenge von C (mit der Unterraumtopologie) auf. Um 71 (S, 1) zu berech-
nen, brauchen wir den Begriff der Uberlagerung.

2.25. DEFINITION. Eine Abbildung p: X — X heift Uberlagerung, wenn es zu jedem x € X
eine Umgebung U von x und eine Menge M mit diskreter Topologie gibt, so dass

UxM = pl(U) — X

l l l

U = U — X
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Wir nennen dann U gleichmifig tiberlagert. Eine Uberlagerung p: X — X heifit universell, wenn X
zusammenhéngend und einfach zusammenhéngend ist.

2.26. BEISPIEL. Betrachte die modifizierte komplexe Exponentialabbildung p = €*™ : R —
S1 C C. Diese Abbildung ist eine Uberlagerung, denn jeder Punkt z = e>™% ¢ 51 hat eine
gleichmiBig iiberlagerte Umgebung S* \ {—z}, da

S Yo b D) =(30) ez

neL

Da R zusammenziehbar ist, ist p: R — S nach Definition 2.25 eine universelle Uberlagerung.

2.27. SATZ (Homotopie-Liftungssatz). Sei p: X = X eine Uberlagerung, und seien F:Y X
und H:'Y x [0,1] — X stetig mit

H(-,0)=poF:Y - X,
dann existiert genau eine stetige Abbildung H:Y x [0,1] — X mit
poH=H und H(-,O) F:Y—>X.

X
x{O}[ . l

Y x [0,1]

Wir nennen H einen Lift der Homotopie H mit Startwert F'.

BEWEIS. Idee: Lokale Existenz und Eindeutigkeit liefern globale Existenz und Eindeutigkeit.

Zur lokalen Existenz von Lifts fixiere y € Y. Zu jedem s € [0, 1] existiert eine gleichméBig
iiberlagerte Umgebung Us von H(y,s) € X, ein offenes Teilintervall Iy C [0,1] mit s € I; und
eine offene Umgebung V5 C Y von y mit H(Vs x Ig) C Us. Endlich viele solche Intervalle I
iiberdecken [0, 1], da [0, 1] kompakt ist. Also existieren 0 = tg < t; < -+ < ¢, = 1, gleichmé&Big
iiberlagerte U; und Umgebungen V; von y mit

H(V; x [ti—1,t]) C U; .

Wir konstruieren induktiv Umgebungen W; von y und Lifts H von H |y, x(0,]- Setze dazu

zunéchst Wy =Y und Ho( ,0) = F. Sei jetzt eine offene Umgebung W;_1 von y und ein Lift H; 4
von H|yw,  x[o0_,) bereits konstruiert. Betrachte die stetige Abbildung

fi: Wiin'V; Hialotiy), p ' (U) =U; x M; —— M, ,

und sei m; = fi(y) € M;. Da M; die diskrete Topologie tréigt, ist {m;} C M; offen, also ist
Wi=ft(m) CcWieanV;

eine offene Umgebung von y. Fiir w € W; setze

~ H;_ w, s 0<s<t_1,

Hi(w,S): 7 1( ) N ~ > bi—1

(H(w,s),mi) ceU xM,CX t;_1<s<t.
Dann ist H; auf beiden Teilbereichen stetig und stimmt auf dem Durchschnitt iiberein, ist also
insgesamt stetig. Setze schlielich W, = W}, und erhalte einen Lift
Hy,: W, x[0,1] - X von Hlyw, x[0,1] -
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AuBerdem ist das die einzige mogliche Wahl von H;: W; x [0,t;] — X. Wenn die Eindeutigkeit
auf W;_1 x [0, t;—1] bereits induktiv gezeigt ist, erzwingen fiir alle y’ € W; Liftungseigenschaft sowie
die Stetigkeit der Abbildung

ﬁi (y/a : ) —1
[ti—hti] — P (Uz) =U; x M; —— M;
unsere Wahl von H (v, s) fiir s € [t;—1,t;], denn eine stetige Funktion in einen diskreten Raum ist
lokal konstant. _ _ _

Schlieflich ist Hy, = Hg: Wy, x [0,1] = Wy x [0,1] — X ein stetiger Lift von H|w, [0,

mit H(y/,0) = F(y/) fiir alle y/ € W,. Seien y, ¥ gegeben, dann folgt

Hylw,nw,)x[0,1] = Hy lw,0w,)x[0,1]

aus unser obigen lokalen Eindeutigkeitsiiberlegung.
Somit koénnen wir alle lokalen Lifts H Wy x [0,1] — X zu einer globalen Abbildung H

zusammensetzen. Die Stetigkeit von H folgt, da H nahe (y,s) mit H iibereinstimmt und H
nach Konstruktion bei (y, s) stetig ist. D

2.28. SATZ. Es gilt m1(S*,1) & Z, wobei [idg1] der 1 € Z entspricht.

BEWEIS. Wir betrachten die Uberlagerung p = ¢*™" : R — S aus Beispiel 2.26. Wir fassen vy €
71(S1,1) als Homotopie H von Abbildungen von Y = {*} nach S! mit H(x,s) = v(s) auf. Es
sei ﬁ(*) = 0 € Z ein Lift von H(%,0) = 1, dann existiert nach Satz 2.27 ein Lift 5(s) = H(x, s),
und es folgt ¥(1) € p~(1) = Z.

Seien g und v; relativ homotope Schleifen in (S, 1) mit Lifts 59 und 71 : [0,1] — R. Wir fassen
eine relative Homotopie H zwischen vy und 7 als Homotopie K (s,t) = H (¢, s) von der konstanten
Abbildung s — 1 zu sich selbst auf. Dann lésst sich K nach Satz 2.27 zu einer Homotopie K liften,
wobei K (s,t) = 75(t) fiir s € {0,1} aufgrund der Eindeutigkeit der Lifts 7;. Wir erhalten also eine
Homotopie H(t, s) = K (s,t) zwischen 59 und 5;. Da s — H(1, s) die konstante Abbildung H (1, s) =
1 € 8! liftet, erhalten wir eine relative Homotopie zwischen Wegen, die bei 0 € R beginnen.
Insbesondere folgt 40(1) = J1(1) € Z. Also erhalten wir eine wohldefinierte Abbildung

®:m(SH1) =Z  mit  ®([y]) =F(1) €Z  fiir ¥ wie oben.
FEin Lift von ~;17y ist

1(2t) 0<t<1/2,
Y2 = -
F1(1) + 42(2t — 1) 1/2§t§1,

dabei nutzen wir aus, dass fiir jede Zahl n € Z die Abbildung t — 4(t) +n ein Lift von -~y ist, wenn 7
ein Lift ist, da
e27ri(ﬁ7(t)+n) _ 6271"L'§/(t) . e2min _ ’}/(t) 1.

Also ist ¢ ein Gruppenhomomorphismus. Man kann sich durch Nachrechnen iiberzeugen, dass ~y
dabei gerade auf die Umlaufzahl v, o) aus Beispiel 2.1 (1) abgebildet wird.

Zur Injektivitit seien 79, 71 Schleifen in S! mit Lifts 9, 71, so dass 79(0) = 51(0) = 0
und (1) = 41(1) = n € Z. Da R zusammenziehbar ist, ist R einfach zusammenhéngend. Ins-
besondere existiert eine relative Homotopie H zwischen 5o und 4 (Ubung 2.77). Dann ist p o H
eine relative Homotopie zwischen 7o und 7, also folgt [vo] = [71]-

Zur Surjektivitdt betrachte zu n € Z die Schleife ~,, mit Lift 7,, wobei

2nint

und  Fu(t) =nt . O
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ABBILDUNG 2.2. Die Retraktion im Beweis des Brouwerschen Fixpunktsatzes

Wir kommen jetzt zu zwei Anwendungen; weitere folgen in den Ubungen 2.80 und 2.81. Zur
Motivation zunéchst der eindimensionale Fall des Brouwerschen Fixpunktsatzes.

2.29. BEMERKUNG. Jede stetige Funktion f: D! = [-1,1] — [~1,1] hat einen Fixpunkt. Be-
trachte dazu die Funktion
g: [-1,1] =R mit x—x— f(z).
Es gilt f(x) = x genau dann, wenn g(xz) = 0. Da g(—1) < 0 und ¢(1) > 0, folgt die Behauptung
aus dem Zwischenwertsatz.

2.30. BEMERKUNG. Sei ¥ C X, sei y € Y, und sei R: X — Y eine Retraktion, dann ist
der Homomorphismus m R: m (X, y) — m1(Y,y) surjektiv und me: m1(Y,y) — 71 (X, x) injektiv.
Zerlege dazu idy, (y,y) = midy als

R
7'[-1(}/7:y) .EL‘_) 7Tl()(’y) J‘l._) Wl(Y,y) .

Mit anderen Worten: eine Retraktion verhélt sich dhnlich wie eine Projektion in einem (semi-)
direkten Produkt von Gruppen, Ringen, Vektorrdumen etc.

2.31. SATZ (Brouwerscher Fixpunktsatz, n = 2). Jede stetige Abbildung F': D*> — D? hat einen
Fixpunkt.

BEWwEIS. Falls es keinen Fixpunkt gibt, konstruieren wir eine Retraktion R: D?> — 9D? = §!
wie in Abbildung 2.2. Da m1(D?,1) = 0 und 71 (S, 1) = Z, widerspricht das der obigen Bemerkung.
Zur Konstruktion der Retraktion beachten wir, dass min,ep2 d(F(x),z) > 0 wegen Kompakt-
keit von D?. Daher erhalten wir eine stetige Abbildung, indem wir die Strecke von F(z) nach x
iiber  hinaus fortsetzen, bis sie S! schneidet, und x den Schnittpunkt R(z) zuordnen. Falls z € S*,
ist x = R(x) dieser Schnittpunkt, also erhalten wir die gesuchte Retraktion. O

Der folgende Satz gilt analog fiir Abbildungen S™ — R, wird hier aber nur fiir n = 2 bewiesen.
2.32. SAaTZ (Borsuk-Ulam). Sei f: S? — R? stetig, dann existiert x € S? mit f(x) = f(—x).
BeEwEIs. Falls nicht, existiert eine Abbildung G: S? — S' ¢ R? = C mit

f(x) = f(=x)
G(z) = F—=—F—,
TR
und es folgt G(x) = —G(—x) auf ganz S2. Betrachte den Aquator
v:[0,1] = S? C R? mit ~y(t) = (?x?()%%)

Ohne Einschrinkung gelte G(v(0))

=1 € S!' ¢ C, anderfalls drehen wir S' C R? entsprechend.
Es sei ¢ = G o. Wir wollen G.[y] =

[g9] € mS! = Z bestimmen. Sei dazu §: [0,1] — R ein
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Lift von g: [0,1] — S wie in Satz 2.28 unter der Uberlagerung p: R — S mit p(t) = > aus
Beispiel 2.26. Aus

g(t+1/2) = G(=v(t)) = —(Go)(t) = —g(t)
folgt
git+1/2)—g(t)eZ+1/2,
da p~1(—1) = Z + 1/2. Da der obige Ausdruck stetig von ¢ abhiingt und Z + 1/2 diskret ist, ist er
konstant, und wir erhalten

3(1) — §(0) = (5(1) — §(1/2)) + (3(1/2) — 5(0)) = 2(3(1/2) — §(0)) € 2Z+1.

_ Insbesondere wird der Aquator auf ein ungerades Element von mS' = Z abgebildet. Der
Aquator v ist aber null-homotop in S2. Sei H eine Homotopie von 7 zur konstanten Schleife,
dann ist G o H eine Homotopie von g zur konstanten Schleife, was einen Widerspruch darstellt. [

Die Beweise der obigen Sitze sind nicht konstruktiv, das heif3t, sie liefern kein Verfahren, das
einen Punkt mit der gesuchten Eigenschaft findet. Das gleiche gilt fiir die beiden Anwendungen
in den Ubungen 2.80 und 2.81, auch dort sind die Beweise indirekt. Man beachte, dass es in
allen vier Problemen beliebig ,schlecht konditionierte“ Situationen gibt, in denen eine beliebig
kleine Variation der Ausgangsdaten (zum Beispiel Variation von F' um weniger als € > 0 in der
Supremumsnorm) beliebig groBe Anderungen des gesuchten Punktes bewirken konnen.

2.d. Der Satz von Seifert-van Kampen

Wir wollen als néchstes den Satz von Seifert-van Kampen beweisen, der es in vielen Féllen
ermoglicht, die Fundamentalgruppe eines zusammengesetzten Raumes aus den Fundamentalgrup-
pen seiner Bausteine zu rekonstruieren. Dazu benttigen wir ein paar Begriffe aus der Gruppentheo-
rie.

Sei (G})ier eine beliebige Familie von Gruppen. Wir wollen zunéchst eine Gruppe konstruieren,
die alle Gruppen G; enthilt, und in der keine ,,unnétigen“ Relationen gelten. Diese Gruppe soll das
»freie Produkt® der Gruppen G; heiflen. Wir werden sehen, dass das freie Produkt das Koprodukt
in der Kategorie Grp der Gruppen ist.

2.33. BEMERKUNG (Zur Erinnerung). Produkt [[ und Summe € von Gruppen; Abbildungen
Gj L> @iGi EE— HiGi L Gj.
In beiden Fillen kommutieren die Elemente verschiedener Gruppen, was eine zusétzliche Relation

darstellt, die wir hier umgehen wollen.

Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass die Gruppen G; paarweise disjunkt sind, ansonsten
miissten wir die Elemente von G; als (7, ¢g) ,markieren*.

2.34. DEFINITION. Sei (G;);es eine Familie von Gruppen. Ein Wort w im Alphabet U;G; ist ein
Tupel gi ... gy der endlichen Linge {(w) = k > 0 von Buchstaben g; € G;, mit i; € I. Schreibe ()
flir das leere Wort. Ein Wort heif3t gekiirzt oder reduziert, wenn

(1) kein Buchstabe ein neutrales Element e; € G; ist, und
(2) keine zwei aufeinanderfolgenden Buchstaben g, gj+1 zur gleichen Gruppe G;; = G
gehoren.

i1
Ein Wort kiirzen oder reduzieren heif3t, so oft wie moglich einen der folgenden Schritte auszufiihren:
(1) Weglassen eines Einselementes e; € G; an einer beliebigen Stelle des Wortes,
w’eiw" s w'w ,

54



(2) Ersetzen zweier aufeinanderfolgender Buchstaben g;, g;4+1 € Gy, aus derselben Gruppe
durch ihr Produkt,
w'gigjr1w” — w'(gigjp)w” .
Zwei Worter heiflen dquivalent, wenn sie zum gleichen Wort reduziert werden kénnen.

2.35. PROPOSITION. Jedes Wort lisst sich auf genau eine Weise reduzieren.

BEWEIS. Die einzige mogliche Wahl beim Reduzieren besteht in der Reihenfolge, in der mogliche
Reduktionsschritte ausgefithrt werden. Falls diese Schritte an rdumlich getrennten Stellen im Wort
stattfinden, ist ihre Reihenfolge egal, beispielsweise sei 1 < i, 1+ 1 < j, j+ 1 < k, dann ist

/ 1 mn ! /! mn
w' g; i1 W gj gj1w" ~ w'(gigit1)w" (9;9541)w

eqG; EG]'
unabhéngig von der Reihenfolge der Reduktionsschritte.

Nur wenn ein Element gleichzeitig auf zwei verschiedene Weisen reduziert werden kann, kann es
auf die Reihenfolge ankommen. Die moglichen Buchstabenketten, bei denen das vorkommen kann,
sind

w' ghkw"” ~w' (gh)kw” ~w' g(hk) w” ~ w' (ghk) w" |
w' gew” ~w' (ge)w” ~w' gw” und w' eguw” ~w' (eg)w” ~w' gw”

mit g, h, k und e = e; € G, fiir ein ¢ € I. Hier sorgen die Rechenregeln fiir Gruppen dafiir, dass es
nicht auf die Reihenfolge der Reduktion ankommt. 0

2.36. DEFINITION. Sei (G;)icr eine Familie von Gruppen. Das freie Produkt +;G; = []; G;
der G; ist die Menge aller reduzierten Worter, die Multiplikation ist Hintereinanderschreiben und
anschlieBende Reduktion. Definiere Abbildungen ¢;: G; — [[; G; mit

=0 9=e
i19) {g g€Gi\ e}

2.37. PROPOSITION. Das freie Produkt ist eine Gruppe, und die Abbildungen ¢; sind Homomor-
phismen.

BEWEIS. Da es laut Beweis des Satzes 2.35 nicht auf die Reihenfolge der Reduktionsschritte
ankommt, erhalten wir das Produkt dreier Worter durch Hintereinanderschreiben aller drei Worter
und anschliefendes Kiirzen; hieraus folgt Assoziativitdt der Multiplikation.

Das leere Wort ist offensichtlich neutrales Element, und fiir jedes Wort gilt

(gr--g0) =gt ot
Fiir alle ¢ € I und alle g € G; ist ;(g) gekiirzt, und offensichtlich ist ¢; ein Homomorphismus. O
2.38. BEISPIEL. (1) Freie Gruppen in einem Buchstaben Z.
(2) Freie Gruppen Fj, = Hle Z.
(3) Unendliche Diedergruppe Do = Zg * Zs (Isometriegruppe des metrischen Raumes Z C R),

die nichttrivialen Elemente der beiden Kopien von Zs sind zwei benachbarte Spiegelungen,
etwa an den Punkten 0 und 1/2.

2.39. SATZ. Das Produkt von Gruppen ist ein Produkt auf der Kategorie der Gruppen. Das freie
Produkt von Gruppen ist ein Koprodukt auf der Kategorie der Gruppen.
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BEWEIS. Sei (G;)ier eine Familie von Gruppen. Wie in Ubung 1.112 ist ihr Produkt

i€l

zusammen mit den Projektionen

pi: [[Gi=Gi,  pi((gi)ier) = g5 -
i€l

Elemente des Produktes werden komponentenweise verkniipft, das neutrale Element ist (e;);cs
mit e; € G; neutral, das Inverse von (g;)ier ist (g; Dier. Die Projektionen p; sind Gruppenhomo-
morphismen.

Sei H eine weitere Gruppe, und seien f;: H — G; Gruppenhomomorphismen. Zu zeigen ist
nach Bemerkung 1.47 die universelle Eigenschaft des Produktes, wonach es genau einen Homomor-
phismus f: H — G mit f; = p; o f fiir alle ¢ € I gibt. Man sieht leicht, dass dann gerade

f(h) = (fi(h)ier € [[ Gi
el
folgt, und dass f tatséichlich ein Homomorphismus ist.

Nach Bemerkung 1.41 besagt die universelle Eigenschaft des Koproduktes, dass es zu jeder
Gruppe H und Homomorphismen f;: G; — H genau einen Homomorphismus f: %7 G; — H
mit f; = f oy fiir alle ¢ € I gibt. Da das freie Produkt von den einbuchstabigen Wortern erzeugt
wird, folgt

flgrgr) = fi(o1) - fir(gk) € H |

wobei g; € Gj; wie oben. Offensichtlich ist Kiirzen mit f vertréglich, da alle f; Homomorphismen
sind. Also ist f ebenfalls Homomorphismus. O

Im Satz von Seifert-van Kampen benétigen wir einen Quotienten des freien Produkts. Da man
Quotienten von Gruppen nur nach Normalteilern bilden kann, erinnern wir uns an die Definition
von Normalteilern.

Ein Normalteiler N einer Gruppe G ist eine Untergruppe mit der zusétzlichen Eigenschaft,
dass gng~' € N fiir alle g € G und alle n € N. Kerne von Gruppenhomomorphismen F: G — H
haben diese Eigenschaft, denn sei g € G, k € ker F', dann folgt

F(gkg™") = F(g) -E(fg-F(Q)‘1 =e€cH,

also gkg™' € ker .
Sei umgekehrt IV ein Normalteiler, dann definieren wir eine Gruppenstruktur auf dem Quoti-
enten

G/N ={gN | g € G} mit gN ={gn|ne N}
durch
(gN) - (hN) = g(hNh™') - (hN) = gh- N - N = (gh)N .
Die Normalteiler-Eigenschaft garantiert uns, dass dieses Produkt wohldefiniert ist. Die natiirliche
Abbildung G — G/N mit g — gN ist ein Gruppenhomomorphismus mit Kern N.

2.40. DEFINITION. Es sei G eine Gruppe und M C G eine Teilmenge. Dann ist der von M
erzeugte Normalteiler (M) von G der kleinste Normalteiler N C G, so dass M C N.

Man kann sich iiberzeugen, dass Durchschnitte von Normalteilern wieder Normalteiler sind, so
dass der Begriff des kleinsten Normalteilers in der obigen Definition sinnvoll ist. Alternativ dazu
geben wir (M) explizit an.
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2.41. BEMERKUNG. Es gilt
(M) = {glmitlgl_l"'gkmlflgk_l ‘ k Z O)glu"'7gk S G und my,...,mg € M} . (*)

Man iiberzeugt sich leicht, dass die rechte Seite eine Untergruppe von M beschreibt, und sogar
einen Normalteiler, da

glgmior - agmFle g™ = (gg0)mit(gorh) - (ggi)mi (ggr) "

Umgekehrt enthélt jeder Normalteiler, der M enthélt, auch alle Produkte von Elementen der
Form gm™!g~!, also ist die rechte Seite von (*) tatséichlich der kleinste Normalteiler, der M enthélt.

Wir formulieren und beweisen jetzt den weiter oben angekiindigten Satz.

2.42. SATz (Seifert-van Kampen). Sei (X, x) ein punktierter Raum, und seild C O eine offene
Uberdeckung von X, so dass

(1) jede Menge U € U den Basispunkt x enthdlt, und
(2) jeder Durchschnitt U NV fir U, V € U wegzusammenhingend ist.

Dann ist die von den Homomorphismen tys: m1 (U, z) — 71 (X, x) induzierte natirliche Abbildung
p: [ m(U.2) — m(X,2)
veud
surjektiv. Falls dariberhinaus
(3) jeder Durchschnitt UNV MW fir U, V, W € U wegzusammenhdngend ist,
dann wird der Kern der Abbildung ¢ gegeben durch

ker p = ({ (wav—u)«] - (wnv—v)« UV el und [7] € m(U NV, z) }) : ()
Hier bezeichnen ¢;;: U — X und wyny—y: UNV — U die Inklusionsabbildungen.

BEWEIS. Wir schreiben wieder o fiir die Verkettung beliebiger Wege mit passenden Anfangs-
und Endpunkten wie im Beweis von Satz 2.15.

Um zu zeigen, dass die Abbildung ¢ surjektiv ist, betrachten wir eine Schleife v: [0,1] — X
mit v(0) = v(1) = 2. Da (v~} (U))yeu eine offene Uberdeckung des kompakten Intervalls [0, 1] ist,
existiert nach dem Satz 1.55 von Lebesgue ein n > 0, so dass jeder Weg

%) = (Vp=11)) <t+zn_1)

fiir 1 <4 < n ganz in einer der Mengen U; € U verlduft. Nach (1) und (2) gibt es Wege «; von x
nach () = 7i(1) = 741(0) in U; N U;11. Also schreiben wir v als Verkettung

v 71a1_1 04172062_1 e Qp_1Yn € Ime
—_—— —— ——
EimLUl* €im LU €im vy, «
und es folgt Surjektivitit.
Wir bezeichnen die rechte Seite von (*) mit N C [[;¢, m1(U, x). Sei v € 71 (U NV, x), dann ist
offensichtlich
le] = MA = (wnv-u)<D] - (wavov) 7 € m(X,z),

TV
€im Ly« Eim Ly 4

woraus sich N C ker ¢ ergibt.

Sei umgekehrt v = 1 -- -~y fiir Schleifen +; in U; € U, dargestellt durch das entsprechende
Wort w € ker . Dann existiert eine Homotopie H: [0,1] x [0,1] — X von der trivialen Schleife
zu 7. Nach dem Satz von Lebesgue konnen wir das kompakte Einheitsquadrat [0, 1] x [0,1] so
in Waben zerlegen, dass jede Wabe W; C [0,1] x [0,1] von H ganz in eine der Mengen U; € U
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ABBILDUNG 2.3. Zerlegung des Einheitsquadrats in Waben

abgebildet wird. Nach (3) finden wir zu jedem Eckpunkt (¢,s) einen Weg o von x nach H(t,s),
der ganz im Durchschnitt der (maximal drei) offenen Mengen U;, Uj, Uy, € U zu den angrenzenden
Waben W;, W;, W), verlauft. Wir konnen jetzt jede Kante zwischen zwei Waben wie oben durch
eine Schleife aoﬁafl beschreiben, die ganz im Durchschnitt der U;,U; € U zu den angrenzenden
Waben W;, W; verléduft.

Wir zerlegen die Homotopie H in eine Folge einzelner Homotopien H; relativ zu z, die jeweils
eine Wabe W; tiberstreichen, siche Abbildung 2.3. Zu Beginn der Homotopie wird der betrachtete
Pfad beschrieben durch ein Wort aus Buchstaben der Form

”.[’(UiﬂU]'—)Uj)* [O[O/Bal] s € | | Wl(U,CC) s
——
o in U;NU; veu

dabei gehort U; hier stets zu einer Wabe W ,,unterhalb® des Pfades zu Beginn der Homotopie H;.
Fall die Kante 8 an die Wabe W; angrenzt, miissen wir als erstes diesen Buchstaben durch einen
Buchstaben in 71 (U;, x) ersetzen. Dazu beachten wir, dass

— /_
w,L(UiﬂUj%Ui)*[U]w” = (w,L(UiﬂUj—)Ui)*[U]L(UiﬂUj—)Uj)*[J] fw 1) (w/L(UmUjan)*[U]wq :

Dieses Ersetzen entspricht also gerade der Multiplikation von links mit einem Element von N,
vergleiche Bemerkung 2.41.

Wenn wir alle Buchstaben, die zu Kanten der Wabe W; gehoren, durch Buchstaben in 1 (U;, x)
ersetzt haben, konnen wir die Homotopie H; durchfiihren. Dabei wird ein Produkt von Schleifen
in U; durch ein in U; homotopes Produkt ersetzt. Nach Kiirzen verdndert sich das zugehorige Wort
im freien Produkt der 71 (U, x) also gar nicht.

Nach endlich vielen Schritten erreichen wir den urspriinglichen Weg v = -1 - - - v, wobei y aber
moglicherweise durch ein anderes Wort représentiert wird, falls ein oder mehrere ~; als Schleifen
in anderen Umgebungen geschrieben wurden. Nochmaliges Multiplizieren mit Elementen von N
behebt dieses Problem.

Da wir mit der trivialen Schleife, dargestellt durch das leere Wort, begonnen haben, haben wir
also w € ker ¢ insgesamt als Produkt von Elementen von N geschrieben, also folgt ker ¢ C N und
daher kerp = N. (|

2.43. BEISPIEL. Die Ziffer ,,8“ ldsst sich als Vereinigung zweier Kreise schreiben. Sei ,,8“ = UUV,
wobei U und V kleine offene Umgebungen der beiden Kreise seien, so dass die Kreise Deformations-
Retrakte von U und V sind. Wihle x( als Schnittpunkt der beiden Kreise, dann liefert Seifert-van
Kampen, dass m1(,8“, x¢) = Z * Z.
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2.44. BEISPIEL. Ohne die erste Voraussetzung (1) &t sich der Satz von Seifert-van Kampen
nicht formulieren. Es folgen zwei Beispiele, die zeigen, dass die anderen beiden Voraussetzungen
ebenfalls nétig sind.

(1) Betrachte X = S' C C als Vereinigung zweier zusammenziehbarer Mengen Uy = S\
{+i}. Beide Mengen haben triviale Fundamentalgruppe, also ist auch w1 (Uy, 1) (U—-, 1)
trivial. Auf der anderen Seite ist 7 (S!, 1) = Z nichttrivial, insbesondere ist die natiirliche
Abbildung 71 (Uy, 1) * m(U_,1) — 71(S*, 1) nicht surjektiv. Das liegt daran, dass UT N
U~ = S\ {i,—i} nicht zusammenhiingend ist, also Voraussetzung (2) verletzt ist.

(2) Betrachte Y = S'U[—1,1] C C, und setze U, = Y'\{z} fiir € {—4,0,4}. Dann sind die drei
Mengen U, jeweils homotopiedquivalent zu einem Kreis, haben also Fundamentalgruppe Z.
Der Durchschnitt je zweier dieser drei Mengen ist zusammenziehbar, also gilt N = {e}
und

(Y, 1) = (m (Ui, 1) xm (U3, 1)) /N = Z* 7,
denn Voraussetzung (3) folgt aus Voraussetzung (2), solange wir nur zwei offene Mengen
betrachten.
Andererseits gilt

(m1(Ui, 1) w1 (Uo, 1) ¥ mi(U—4,1)) /N = Z+ L+ L,

und Z * Z x Z ¥ Z * Z, etwa haben beide Gruppen unterschiedliche Abelisierungen.
Da U; N Uy N U_; nicht wegzusammenhingend ist, ist Voraussetzung (3) fiir die Uber-
deckung {U;, Uy, U_;} verletzt.

2.45. BEMERKUNG. Der Spezialfall X = UUV im Satz 2.42 von Seifert-van Kampen ist beson-
ders wichtig und etwas einfacher zu formulieren als der allgemeine Fall. Da der Beweis aber nicht
einfacher wird, haben wir gleich den allgemeinen Fall betrachtet.

(1) Seien G, H, K Gruppenund a: K — G, b: K — H Gruppenhomomorphismen, so definiert
man das amalgamierte Produkt von G und H {iber K durch

Gxxk H=G*H | ({a(k)b(k)™' |ke K}).

Das amalgamierte Produkt erfiillt die universelle Eigenschaft eines Pushouts in der Kate-
gorie Grp, vergleiche Folgerung 1.75.

b
K—H
Seien dazu i: G — G xx H und j: H — G xx H die natiirlichen Homomorphismen, sei L

eine Gruppe und seien g: G — L, h: H — L Homomorphismen mit goa =hob: K — L,
dann existiert genau ein Gruppenhomomorphismus

fiGxg H— Lmitg= foiund h= foj.

(2) Sei X = U UV topologischer Raum mit U, V offen. Dann trigt X die Quotientento-
pologie zur natiirlichen Abbildung U UV — X. Also ist X ebenfalls ein Pushout nach
Folgerung 1.75. Dazu fasst man U NV als Teilmenge von V auf und betrachtet die Inklu-
sion f: UNV < U (oder umgekehrt). Wenn wir einen Basispunkt z € U NV festlegen,
erhalten wir analog einen Pushout X = U Uyny V in der Kategorie Top, .
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(3) Der Satz von Seifert-van Kampen besagt, dass der Funktor 7y den Pushout in 7op , auf den
Pushout in Grp abbildet, falls U NV wegzusammenhéngend ist. Denn, wie schon gesagt,
reichen Voraussetzung (1) und (2) aus, solange man Uberdeckungen aus zwei Mengen
betrachtet.

(4) Man beachte: Ein beliebiger Funktor F: C — D muss den Pushout in C nicht auf den
in D abbilden, falls beide Pushouts existieren. Das zeigt bereits Beispiel 2.44 (1). Im
allgemeinen erhilt man nur einen Morphismus vom Pushout der Bilder unter F in das
Bild des Pushouts unter F, siche Ubung 2.87.

2.46. BEISPIEL. Die Sphire S"~! C R” ist offensichtlich wegzusammenhiingend fiir n > 2. Wir
betrachten S" = Uy UU_ C R*" mit Uy = S™\ {(0,...,0,F1)} wie in Beispiel 1.78 (2). Die
stereographische Projektion liefert Hombéomorphismen U, = R™ = U_, also sind Uy zusammen-
ziehbar. SchlieBlich ist S?~! ein Deformationsretrakt von U, N U_. Mit = = (1,0,...,0) erhalten
wir fiir n > 2, dass

m(S", ) = m(Us, @) *7 v, nv_ o) MU=, @) = {e} %7 (gn-1.) {€} = {e},

also sind Sphéren einfach zusammenhéngend ab Dimension 2.

Man ist versucht, das obige Beispiel so zu begriinden, dass man jede Schleife in S™ fiir n > 2
von einem Punkt y € S™, der nicht getroffen wird, zum Basispunkt x , wegdriickt“. Beispiel 1.22
zeigt aber, dass man Schleifen konstruieren kann, die jeden Punkt in S™ treffen. Also braucht man
ein komplizierteres Argument.

2.47. BEISPIEL. Zur Vorbereitung auf die Ubungsaufgabe 2.83 zu den Borroméischen Ringen
geben wir drei weitere Beispiele. Dabei betrachten wir die Fundamentalgruppen von Komplementen
eines oder mehrerer Kreise im R3.

(1) Betrachte S* € R? x {0} C R3. Wir addieren einen Punkt im Unendlichen, indem wir U =
R3 \ S! via stereographischer Projektion in S3\ S! einbetten, hierbei wird S! zu einem
GroBkreis, und der fehlende Punkt in S sei e4 = (0,0,0,1). Es sei V die obere Halbkugel,
dann ist S? ein Deformationsretrakt von U NV. Also gilt nach Satz 2.42 mit = U NV,
dass

mi(SP\ 81, 2) = m(R%\ ST, 2) #r, (52,0 (Vi 2) 2 (R\ S, )
Jetzt bilden wir $3\ S! durch stereographische Projektion an einem Punkt der S nach R?

ab und erhalten einen Homomorphismus $2 \ S* = R3\ ({(0,0)} x R). Aber S* ist ein
Deformationsretrakt davon, so dass schliefflich

m(R3\ Y =2 m(83\ S =2 m(R3\R) =2 m(SY) =7,

(2) Wir betrachten jetzt das Komplement zweier ,,unverlinkter” Kreise im Raum, genauer Y =
R3\ (S x {~1,1}). Mit Beispiel (1) und Seifert-van Kampen folgt

m(Y) 2 my((R? x (=00, 1))\ (" x {=1})) 7z, k2 (~1,1)) T ((R? x (=1,00)) \ (8" x {1}))
=7 *{e} 7= Fy .
(3) Wir betrachten im Gegensatz dazu das Komplement zweier ,einfach verlinkter® Kreise
im R3, ndmlich
Z =R3\ ({(cos g,sinp,0) | ¢ € R} U{(0,cos? + 1,sin¢)p € R}) .

Wie in (1) fiigen wir einen Punkt im Unendlichen hinzu, dann hat Z die gleiche Funda-
mentalgruppe wie

S\ ({(cos p,5in 0, 0,0) | ¢ € R} U{(0,0,cos 9, sin¢) | ¥ € R}) .
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Ein Deformationsretrakt hiervon ist der Clifford-Torus

{\}i(cosgo,sincp,cosw,sinw) ‘ 0,1 € ]R} ~ gl st

m(Z) =m(S") xm(S") =ZxZEm(Y).
Also kann die Fundamentalgruppe des Komplementes erkennen, ob man einen oder zwei Kreise
entfernt hat, und ob diese ,verlinkt“ waren oder nicht. Auch fiir Knoten im R3 ist die Funda-
mentalgruppe des Komplementes eine sehr méchtige Invariante. Allerdings kann man zwei auf
verschiedene Weisen definierten Gruppen nicht immer ohne weiteres ansehen, ob sie isomorph sind
oder nicht.

so dass

Wir haben schon in der Ubung 2.76 gesehen, dass die Fundamentalgruppe eines endlichen
Produktes punktierter Rdume gleich dem Produkt ihrer Fundamentalgruppen ist. Etwas dhnliches
wird fiir Koprodukte punktierter topologischer Rdume gelten.

2.48. DEFINITION. Das Bouquet oder Wedge-Produkt einer Familie (X, x;);c; punktierter to-
pologischer Rédume ist der punktierte Raum

il iel

mit der Quotiententopologie, wobei die Aquivalenzrelation ,,~“ erzeugt wird durch z; ~ x; fiir alle
Paare i, j € I, und z¢ = [z;] fiir alle i € I. Sei ¢;: (X;, ;) — (\/ieI(Xi,wi),xg) die natiirliche
Inklusion.

2.49. BEMERKUNG. Das Wedge-Produkt erfiillt die universelle Eigenschaft eines Koproduktes
in der Kategorie Top , . Dazu sei (Y, y) ein weiterer punktierter Raum und seien f;: (X;, 2;) = (Y,v)
punktierte Abbildungen, dann existiert zunsichst einmal genau eine stetige Abbildung f: [ic; Xi =
Y mit f; = f: 1;, wobei z; hier die Inklusion von Xj in die disjunkte Vereinigung bezeichne.

Sei q: [T;e; Xi = Ve (Xi, ;) die Abbildung auf den Quotienten. Die Abbildung f bildet alle
Basispunkte z; auf y ab, also ist die induzierte Abbildung f: \/,c;(X;, z;) — (Y, y) wohldefiniert,
nach Satz 1.72 stetig, und wegen der Eindeutigkeit von f = f o ¢ auch eindeutig.

2.50. FOLGERUNG. Sei (X;, z;)ier eine Familie gut punktierter topologischer Réiume, das heifit,
dass jeder Punkt x; eine zusammenziehbare offene Umgebung U; C X; besitzt. Dann gilt

771<\/(Xi,xi),a:g> = [T m (Xi, ) .

il iel
Also bildet der Funktor m; unter entsprechenden Voraussetzungen auch Koprodukte in Top

auf Koprodukte in Grp ab. In Abschnitt 3.f werden wir ,,gut punktiert* etwas anders definieren;
die Folgerung bleibt aber giiltig.

BewEis. Wir schreiben \/, (X, ;) = U;c; Vi mit
Vi =Xz v\ (Us).
i€\{j}
Da die U; zusammenziehbar sind, ist X; Deformationsretrakt von V. AuBerdem ist
VinVi=\/(Usz:) =V; N VNV,
i€l
zusammenziehbar, falls mindestens zwei der Indizes j, k, £ € I verschieden sind. Aus dem Satz 2.42
von Seifert-van Kampen folgt die Behauptung. O

61



2.e. Die Fundamentalgruppe eines CW-Komplexes

Wir berechnen die Fundamentalgruppen von C'W-Komplexen mit Hilfe des Satzes von Seifer-
van Kampen. Es wird sich zeigen, dass jede Schleife zu einer Schleife im 1-Geriist homotop ist,
und dass man bereits am 2-Geriist alle m6glichen Homotopien erkennen kann. Insgesamt gilt al-
so m (X, x0) = 71 (X2, 20) fiir wegzusammenhingende C'W-Komplexe mit 2o € X, wobei X! die
Erzeuger und X2 die Relationen in einer Prisentation von 71 (X, x¢) liefert. Umgekehrt taucht jede
Gruppe als Fundamentalgruppe eines CW-Komplexes auf.

2.51. BEMERKUNG. Sei M eine Familie von Erzeugern von G, und sei R C *,,c3/Z eine Menge
von Relationen in der von den Elementen von M erzeugten freien Gruppe F. Dann sei N = (R)
der von den Relationen erzeugte Normalteiler von F'. Wir schreiben

G=F/N=(M|R),

diese Darstellung heiflt auch eine Prdsentation der Gruppe G. Jede Gruppe besitzt eine Présenta-
tion. Zum Beispiel kénnten wir M = G setzen, dann ist F' die Menge aller Worter in M (wobei wir
die Gruppenstruktur von G vergessen haben). Dann wéhlen wir R = ker(F' — (), wobei wir jedes
Wort in F' auf das entsprechende Produkt in G abbilden.

Zur Erinnerung: Ein CW-Komplex X ist die Vereinigung seiner n-Geriiste X", versehen mit
der schwachen Topologie. Dabei ist X© diskret, und man konstruiert induktiv

Xt=X""1u|Jep=X""ug [] D"
icln icIn
Unter einem mazimalen Baum in einem wegzusammenhingenden CW-Komplex verstehen wir
einen zusammenziehbaren Unterkomplex Y C X! mit X° C Y. Wir werden im Laufe des Beweises
des folgenden Satzes verstehen, dass ein maximaler Baum gleichzeitig ein maximaler zusammen-
ziehbarer Unterkomplex von X! ist.
2.52. SATZ. Sei X ein wegzusammenhingender CW-Komplex und xo € X°.
(1) Dann existiert J C I', so dass
Y=Xx0lJej
JjEJ
ewn mazimaler Baum in X ist.
(2) Fir J wie in (1) gilt
(XY, o) = H Z .
ieI\J
(3) Es sei [0] € m1(SY,1) &2 Z ein Erzeuger, dann gilt
m(X?, o) = m (X', 20)/({9Flo] | i € I7}) .
(4) Es gilt
m(X,20) = (X% 20) = ({[o] [ € '\ T} | {hlo] | i € 12}).

Dieser Satz ist zwar nicht einfach zu formulieren, und auch der Beweis ist kompliziert, da
der Satz von Seifert-van Kampen mit offenen Teilmengen arbeitet, wihrend die natiirlicherweise
auftretenden Unterkomplexe im Beweis abgeschlossen sind — ein Grofiteil des Beweises besteht
darin, dieses Problem zu umgehen. Dafiir 143t sich die Berechnung der Fundamentalgruppe eines
gegebenen CW-Komplexes mit Hilfe dieses Satzes auf rein algebraische Rechnungen mit Erzeugern
und Relationen zuriickfithren. Das werden wir in Folgerung 2.53 und Beispiel 2.54 ausnutzen.
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ABBILDUNG 2.4. Ziehe einen maximalen Baum zusammen

BEWEIS. Zu (1) definieren wir eine Metrik d auf X° so, dass d(z,y) die Anzahl der Kanten e} C
X! angibt, die ein Weg von x nach 3 in X' mindestens durchlaufen muss. Die Axiome einer Metrik
lassen sich leicht iiberpriifen. Da X wegzusammenhingend ist, ist nach Folgerung 1.94 auch X!
wegzusammenhingend, so dass es stets Wege v: [0,1] — X! von  nach y gibt. Aus der Kompaktheit
von [0, 1] folgt mit Bemerkung 1.51 (2) und Satz 1.86, dass d(x,y) < oo fiir alle x,y € X1

Wir konstruieren Y = ;2 Y) induktiv. Dazu sei Yy = {zo}. Gegeben Yj,_; fiir k > 1, so dass

YO, =Y nX={zeX?|d z) <k-1}

und Jp_1 mit

0 1
Yk,]_ = Yk*l U U ej 5
J€Jk—1

finden wir von jedem - € X% mit d(x, z¢) = k mindestens eine Kante €] , die 2 mit einem Punkt 2’ €
VY | mit d(2’, z9) = k—1 verbindet. Wir nehmen fiir jeden solchen Punkt genau eine entsprechende
Kante zu Y, _1 hinzu und erhalten Y. Man beachte, dass es von jedem Punkt = € Yko dann induktiv
genau einen kiirzesten Weg von x nach xg gibt, der iiber k£ Kanten fiihrt.

Um zu zeigen, dass {zo} Deformationsretrakt von Y und Y somit zusammenziehbar ist, kon-
struieren wir zunéchst Abbildungen Hy: Yj x [0, 1] — Y} relativ zu Yy _1 x [0, 1], so dass Hy(y,0) =y
und Hy(y,1) € Yy fiir alle y € Y. Dazu ziehen wir gleichzeitig alle Kanten E}z von z € Y2/Y? |
nach z’ € Y/,CO_1 auf ihren Endpunkt 2’ zusammen. Anschlieflend setzen wir alle H;, wie im Beweis
von Satz 1.93 zu einer Abbildung H: Y x [0,1] — Y zusammen mit

Hiy, s) = Yy fﬁrOSsSQ‘k,und
V)= Hy((rpgr 0 ormp)(y),27 ¥ s —1)  fiir 27F < s < 21K

fiir alle y € Y3 \ Yi—1, £ > 0, wobei r, = H(-,1): Yy — Y;_1 die oben konstruierten Retraktionen
seien. Damit haben wir gezeigt, dass Y zusammenziehbar ist mit X° C Y, also in unserem Sinne
ein maximaler Baum. Auflerdem wiirde das Hinzunehmen jeder weiteren Kante zu Y einen Unter-
komplex von X! mit nichttrivialer Fundamentalgruppe liefern, so dass Y tatsiichlich ein maximaler
zusammenziehbarer Unterkomplex ist.

Zu (2) reicht es nach Folgerung 2.50 zu zeigen, dass X' zu einem Bouquet von Kreisen homo-
topiedquivalent ist. Dazu definieren wir eine Abbildung

fr(Xt ) — \/ (1),
€I\ J

die ganz Y auf den Basispunkt und jede Kante e} mit i ¢ J homdomorph auf den entsprechenden
Kreis S* \ {1} rechts abbildet. Umgekehrt definieren wir

g: \/ (Sl,l)—>(X1,$0)
iel\J
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ABBILDUNG 2.6. Die Umgebung Uy von X"~}

so, dass jeder Kreis auf eine Schleife a;el3; abgebildet wird; dabei seien «;, 3; die kiirzesten Wege
von zg zu den Endpunkten a;, b; von eil, siehe Abbildung 2.4.

Die Abbildung go f: (X!, 29) — (X!, x0) bildet ganz Y auf xp und jede Kante e} auf die
Schleife ael3; ab. Wir kénnen die obige Homotopie H zu einer Homotopie zwischen id x1 und go f
ausdehnen, indem wir e} x {s} auf einen Weg von H (a;, s) iiber e} nach H(b;,s) abbilden.

Umgekehrt zieht fog: Viell\J(51’ 1) — \/iejl\J(Sla 1) jeweils das erste und das letzte Drittel
jedes Kreises auf den Basispunkt zusammen. Auch hier lisst sich eine Homotopie zur Identitéit ange-
ben. Also sind (X!, zg) und Vie m ;(S', 1) homotopiedquivalent. Jetzt folgt (2) aus Folgerung 2.50,
da 7 (S1,1) 2 Z.

Auch die Schritte (3) und (4) basieren auf dem Satz von Seifert-van Kampen. Um induktiv
von w1 (X" 1 xz0) zu m (X", z0) fiir n > 2 zu gelangen, vergroBern wir X™ zu X, siehe Abbil-
dung 2.5. Dazu wihlen wir fiir jedes ¢ € I"™ einen Weg ~; von zg zum Bild x; des Basispunktes
von S"~! unter der Verklebeabbildung ;. Wir verkleben I™ x [0, 1] x [0, 1] wie folgt mit X".

(1) Wir identifizieren alle Strecken {(7,0)} x [0, 1] miteinander und kleben [(7,0,0)] an den
Punkt z.

(2) Wir verkleben {i} x [0,1] x {0} entlang von 7;: [0,1] x {0} mit X"~!.

(3) Wir kleben {1} x [0,1] auf eine Strecke in e}’ vom Punkt x; ins Innere der Zelle bis zum
Radius 1/2.

Dann ist X" ein Deformationsretrakt von X ', indem wir jedes Quadrat {i} x [0,1] x [0, 1] auf das
Bild von {i} x ([0,1] x {0} U {1} x [0,1]) zusammenziehen.
Wir betrachten die folgenden offenen Teilmengen. Es sei
vo=X"\ {J o(Dis) .
ieln
wobei D’f/Q C D™ den abgeschlossenen Ball vom Radius % bezeichne, sieche Abbildung 2.6. Dann
ist X" 1 ein Deformationsretrakt von Uy.

64



{i}x[0,1]x(0,1]

ABBILDUNG 2.7. Der Raum U;

ABBILDUNG 2.8. Die Fundamentalgruppe von Uy N U;

Nach Satz 1.93 existiert eine zusammenziehbare Umgebung von xp in X™ N Uy. Es sei V) C X"
ihr Urbild unter der Retraktion 7., : X" X " dann ist V[ ebenfalls zusammenziehbar. Fiir ¢ € I"
setze

Ui=VoU ({i} x[0,1] x (0,1])Uel .

Man iiberzeugt sich, dass U; ebenfalls zusammenziehbar ist, siehe Abbildung 2.7.

Fiir ¢ # j € I" ist U; N U; = Vj zusammenziehbar, also insbesondere wegzusammenhéngend.
AuBlerdem ist

UynNU; = Vo U ({i} x[0,1] x (0,1]) UDFH(B™\ D’f/Q)

wegzusammenhingend mit Deformationsretrakt @?(Sg/;l). Analog sieht man, dass auch dreifache
Durchschnitte von U = {Up} U{U; | i € I" } wegzusammenhéngend sind.

Im Fall n = 2 folgt

T (Uo NUsx0) 21 (SY) 27,

wobei ein Erzeuger [o] € m1(S!) auf eine Schleife abgebildet wird, die in Uy zu 7;(; © o )7; homotop
ist, siehe Abbildung 2.8. Behauptung (3) folgt jetzt aus Satz 2.42, da

771(X2,$0) = 7F1(Y2,l‘0) = (Wl(UU,CEQ) * H 7T1(UZ',$Q)> / ({['Yz(@z Oo’)ﬁi] | 1 E 12})

ieln
= m(X1,m0) /| ({[ilpioo)y] | i€ I7}) .

Man beachte, dass die Erzeuger [y;(¢; o 0)7;] nach Satz 2.15 vom Weg ~; abhingen. Da aber
verschiedene Wege zueinander konjugierte Erzeuger liefern, héngt der erzeugte Normalteiler nach
Bemerkung 2.41 nicht von der Wahl von ~; ab.

Der Beweis von Behauptung (4) beginnt damit, dass UgNU; ~ S™~! fiir n > 3 nach Beispiel 2.46
einfach zusammenhiingend ist und somit 71 (X™, zg) = 71 (X", 2¢) analog zur obigen Uberlegung.
Jetzt liefert die Inklusion ¢: X™ < X Isomorphismen der Fundamentalgruppen. Denn sei « eine
Schleife in X, dann verlduft v in einem Geriist X™ nach Satz 1.86, also ist die Abbildung

Ly - 7T1(X2,$0) = ’/Tl(Xn,{L‘()) — 7r1(X,x0)
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surjektiv. Falls v nullhomotop ist, verlduft aus dem gleichen Grund eine Homotopie H zur trivialen
Schleife ganz in einem X" (wobei n jetzt grofer sein kann), also ist ¢, auch injektiv. Damit ist der
Satz bewiesen. O

2.53. FOLGERUNG. Sei G eine Gruppe, dann existiert ein CW-Komplex X mit m(X) = G.

BEWEIS. Sei G durch Erzeuger M C G und Relationen R gegeben. Wir konstruieren einen
CW-Komplex X. Sei X? = {zy} das 0-Skelett, bestehend aus einer 0-Zelle z.

Wir wihlen I' = M, das heift, fiir jeden Erzeuger m € M sei el eine 1-Zelle, deren zwei
Endpunkte notwendigerweise an g angeklebt sind. Dann ist {zo} € X' ein maximaler Baum, also
ist F' = m (X!, 20) die von den Schleifen {el | m € M} erzeugte freie Gruppe. Wir identifizieren
den zu el gehorigen Erzeuger mit m € M.

Wir wihlen I2 = R, und fiir jede Relation r» = my - --my, € R wihlen wir eine 2-Zelle €2, so dass
die Verklebeabbildung ?: S' — X! gerade das Element m - --mjy, € m1 (X", x0) repriisentiert.

Aus Satz 2.52 folgt jetzt

7r1(X2,x0):<M\R):G. ]
2.54. BEISPIEL. Wir betrachten Flichen, genauer, kompakte, zusammenhéngende topologische
Mannigfaltigkeiten der Dimension 2.

(1) Eine orientierbare Flache X, vom Geschlecht g > 0 lisst sich als CW-Komplex mit einer

Ecke {zo}, 29 Kanten ay,...,aq4, b1,...,b; und einer 2-Zelle schreiben. Die zugehorige
Verklebeabbildung <p2 entspreche der Schleife aibi@iby - - - agbgagby, und wir erhalten die
Présentation

m(Xg,20) = (ay,...,ag,by,.... by | arbray " - agbgay b, ") .

Fiir g = 0 erhalten wir die Sphire S2, fiir ¢ = 1 den Torus 7. Da die Relation ein Produkt
von Kommutatoren ist, erhalten wir die Abelisierung

m1(Xg, 20)™ = Z%9 .

(2) Eine nicht orientierbare Flache Y, vom Geschlecht g > 0 ldsst sich analog schreiben als
CW-Komplex mit einer Ecke {z¢}, g + 1 Kanten aq, ..., a, und einer 2-Zelle. Die Verkle-
beabbildung sei gegeben durch die Schleife a3 - - - ag, also gilt

m1(Yy, o) = (ag, ..., a4 | a%---aﬁ) .

Fiir g = 0 erhalten wir RP?, fiir ¢ = 1 die Kleinsche Flasche. In diesem Fall erhalten wir
die Abelisierung

T (Y, 20)™ = 29 /((2,...,2)) 2 29 © T2,

wobei die rechte Darstellung zu den Erzeugern aq,...,aqy und ag + --- + a4 gehort.

Wir sehen also, dass man die unterschiedlichen Flachen anhand ihrer Fundamentalgruppen unter-
scheiden kann.

2.f. Uberlagerungen

Wir betrachten Uberlagerungen X — X eines gegebenen topologischen Raumes X, und ver-
gleichen die Fundamentalgruppen von X und X miteinander.

Wir erinnern uns an die Definition 2.25 von Uberlagerungen. Eine Uberlagerung heifit universell,
wenn sie zusammenhéngend und einfach zusammenhéngend ist.
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2.55. BEISPIEL. In Beispiel 2.26 hatten wir bereits eine universelle Uberlagerung p: R — S?
kennengelernt. Andere zusammenhingende Uberlagerungen von S' C C sind von der Form
pp: St —» St mit z—s 2F
fiir 0 < k € Z. Es gilt
impe, =k7Z CZ=m(S41).
Wir werden spiter sehen, dass das bis auf Isomorphie alle zusammenhiingenden Uberlagerungen
der S* sind.

Unter einem Lift einer Abbildung F': ¥ — X in eine Uberlagerung p: X — X verstehen wir
eine Abbildung F:Y — X mit F' = po F. Wenn wir von punktierten Ridumen und Abbildun-
gen (Y, y0) — (X, ) « (X, Zo) sprechen, erwarten wir von einem Lift ebenfalls, dass er yo auf
abbildet.

Wir erinnern uns an den Homotopie-Liftungssatz 2.27 und insbesondere an den Beweis des
Satzes 2.28. Dort hatten wir fiir p: R — S! gesehen, dass wir jede Schleife in (X, ) zu einem Weg
in X mit vorgegebenem Anfangspunkt eindeutig liften kénnen, und dass relativ homotope Schleifen
zu relativ homotopen Wegen liften. Das dortige Argument iibertriigt sich auf alle Uberlagerungen.

2.56. SATZ. Sei p: ()?,ico) — (X, xq) eine Uberlagerung, dann ist die Abbildung
Dx: Wl()N(,i‘o) — m1(X, 7o)

injektiv, und fir v: [0,1] — X mit v(0) = (1) = zo liegt [y] genau dann im Bild von p., wenn =y
einen Lift 4: [0,1] = X mit 4(0) = J(1) = Zo besitzt.

BEWEIS. Sei 7: St — X eine Schleife, so dass v = p o 4 relativ zu Anfangs- und Endpunkt
nullhomotop ist. Dann ldsst sich die Nullhomotopie mit Satz 2.27 zu einer relativen Nullhomotopie
von 7 liften. Also ist p. injektiv.

Eine Schleife v, deren Lift 4 mit Anfangspunkt ¥y wiederum eine Schleife ist, liegt im Bild
von py, da p.[y] = [po7q] = [7]. Sei umgekehrt ~y eine Schleife mit [y] € im(p,). Dann ist v homotop
zu einer Schleife der Form 4/ = p o 4'. Liften der Homotopie liefert eine Homotopie zwischen dem
Lift 4 von v mit 4(0) = Zp und 4/, also folgt (1) = 7'(1) = Zp. O

2.57. BREISPIEL. Die ,Acht® X = S' Vv S! hat sehr viele paarweise nicht isomorphe UEerla—
gerungen, siche [H1]. Wir werden sehen, dass das Bild imp, der Fundamentalgruppe (X, Z)
in 71 (X, 2¢) die Uberlagerung p: X ,Zo) — (X, zg) bereits bis auf Isomorphie festlegt.

.
p/
g

Wir wollen allgemeiner fragen, wann sich eine Abbildung F': (Y,y0) — (X, zg) zu einer Abbil-
dung F': (Y, to) — (X, %) mit F = po F liften lisst.

Wir erinnern uns an den Begriff , lokal wegzusammenhéngend* aus Definition 1.68. Falls Y lokal
wegzusammenhéngend ist, sind alle Wegzusammenhangskomponenten sowohl offen als auch abge-
schlossen. Also ist Y in diesem Fall genau dann wegzusammenhéingend, wenn Y zusammenh#ngend
ist.

2.58. SaTz (Liftungssatz). Sei p: ()Z',:Nco) — (X, o) eine Uberlagerung, und sei Y zusammen-
héingend und lokal wegzusammenhdngend. Dann lisst sich eine Abbildung F: (Y,y9) — (X, x0)
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genau dann zu einer Abbildung F - (Y,yo) — ()?,5:0) mit F =po F liften, wenn
im F, C imp, C m(X,p) . *)
In diesem Fall ist der Lift F durch ﬁ(yo) = g eindeutig bestimmd.

Falls Y nicht zusammenh#ngend ist, miissen wir den Lift auf jeder Wegzusammenhangskompo-
nente von Y einzeln konstruieren; eventuell benétigen wir dazu jeweils andere Basispunkte.

BEWEIS. Die Aussage ,,—“ ist klar, da aus der Existenz von F bereits
imF, = im(p* o ﬁ*) C im p,

folgt.

Sei umgekehrt (*) erfiillt. Wir definieren einen Lift F wie folgt. Da Y wegzusammenhingend
ist, konnen wir zu jedem y € Y einen Pfad ¢ von yp nach y angeben, und dazu wie im Beweis von
Satz 2.28 einen Lift 7 von 7 = F oo mit Anfangspunkt 7(0) = zo. Wir setzen F(y) = 7(1). Hieraus
folgt auch bereits die Eindeutigkeit von F.

Um zu zeigen, dass F wohldefiniert ist, wihlen wir einen weiteren Weg o’ von gy nach y und
konstruieren einen Lift 7/ von 7/ = F o ¢/ wie oben. Dann ist 7/7 € im Fy, C im p, nach (*), also
existiert ein geschlossener Lift 7'7 nach Satz 2.56. Das heisst, ein Lift 7 von 7 startet bei 7/(1) und
fithrt zu Z9. Wegen der Eindeutigkeit des Lifts ist 7 = 7, und es folgt 7(1) = 7/(1), was zu zeigen
war.

Zur Stetigkeit von F sei y € Y, und sei U eine gleichméBig iiberlagerte Umgebung von = = F'(y)
in X. Dann existiert eine Umgebung Uc Xvoni=F (y), so dass p: U — U ein Homdomor-
phismus ist. Hierbei kénnen wir offensichtlich U so wéhlen, dass U als Umgebung von g beliebig
klein wird. Wegen Stetigkeit von F ist F~!(U) offen, und es existiert eine wegzusammenhiingende
Umgebung V C F~}(U) von y.

Sei o ein Weg von yy nach y. Sei 7 der Lift von 7 = F o ¢ wie oben, so dass also 7(1) = ﬁ(y)
Sei 4/ € V, und sei a ein Weg von y nach 3 in V. Da 8 = F o« in U verlduft, hat 8 einen
Lift 3 = (pl3)tofBin U. Dann ist 73 ein Lift von 78 = F o (ca), und es folgt

F/)=GFB)1)=p(1) el .

Also gilt F(V) € U, und da U beliebig klein gewéihlt werden kann folgt die Stetigkeit von F' bei y.
Da y beliebig war, ist F' stetig. O

2.59. BEMERKUNG. Der lokale Wegzusammenhang wurde nur eingesetzt, um die Stetigkeit
von F nachzuweisen, er ist aber nétig fiir die Existenz des Liftes, siche Ubung 2.93. Zur Eindeutigkeit
von F reicht Zusammenhang jedoch aus: Sei etwa p: (X, %) — (X, x) eine Uberlagerung, und sei Y
zusammenhéingend. Seien F, F': (Y,y0) — ()N(, Zo) Lifts von F. Dann ist die Menge

{yeY |Fy)=F(y}cY
offen, abgeschlossen und nicht leer, also stimmen die Lifts auf ganz Y iiberein.

FEine Gruppenwirkung einer Gruppe G auf einem topologischen Raum X ist ein Homomorphis-
mus von G in die Gruppe der Homéomorphismen von X. Unter Umsténden trigt der Quotient X /G,
dessen Punkte die Bahnen der G-Wirkung sind, wieder die Struktur eines topologischen Raumes,
so dass die kanonische Abbildung X — X/G eine Uberlagerung ist. Wir beschreiben zunichst diese
Konstruktion. Spéter iiberlegen wir uns, welche Uberlagerungen von Gruppenwirkungen kommen.

68



2.60. DEFINITION. Eine (Gruppen-) Wirkung oder Operation einer Gruppe I' auf einem topolo-
gischen Raum X ist ein Gruppenhomomorphismus p von I' in die Gruppe Aut X der Homdomor-
phismen von X, schreibe p, oder kurz v: X — X fiir das Bild von vy € T.

Eine Bahn von p (oder auch kurz von I') ist eine Teilmenge der Form

pr(z) =Tz ={py(z) [yeT} C X
mit x € X. Der Quotient
X/T'={Tz|ze X} CPX
ist die Menge aller Bahnen. Es bezeichne
p: X — X/T mit p(x) =Tx
die Projektionsabbildung. Der Raum X/T" trage die Quotiententopologie unter p.

Es folgen zwei Bedingungen an Gruppenwirkungen, die sicherstellen, dass die Projektionsabbil-
dung eine Uberlagerung ist.

2.61. DEFINITION. Eine Gruppenwirkung von I' auf X heifit frei, wenn fiir alle x € X und
alle v € T" aus vy(x) = = bereits v = e folgt. Sie heifit eigentlich diskontinuierlich, wenn jeder
Punkt z € X eine Umgebung U in X besitzt, so dass y(U) NU = 0 falls v(z) # .

Wenn I frei operiert, kann v(z) = x nur fiir das neutrale Element gelten.

2.62. BEISPIEL. Wir geben verschiedene Beispiele von Gruppenwirkungen.

(1) Essei X = R, T' = Z und v(z) = x++~. Dann ist der Quotient R/Z homdomorph zu S* ¢ C
wie in Beispiel 2.26 via

2mwix

Zxr — e

Diese Wirkung ist frei und eigentlich diskontinuierlich. Wahle dazu als Umgebung von x €
R das Intervall U = (z — %,x—i— %), dann gilt (z +n — %,3:+n+ %) N(x— %,w—l— %) =0
fur alle n € Z \ {0}.

(2)BEssei X = S'cC, T =27, r = % € Q eingekiirzter Bruch und ~(z) = > . 2,
Elemente v € qZ C 7 wirken trivial, das heifit, es gilt v(z) = z fiir alle z € S'. Daher ist
diese Wirkung nicht frei. Sie ist aber eigentlich diskontinuierlich: zu z € S! wihle

; 1 1
— 2mip | -
g {e ’ wé( 2(1’2q>}’

dann gilt U N p,(U) = 0 fiir alle n € Z \ ¢Z.
Die Faktorgruppe Z/qZ wirkt ebenfalls auf S'. Der Quotient ist homdomorph zu S*
via

(Z)qZ)z — 27 € ST,
und die Abbildung S' — S! ist dieselbe wie in Beispiel 2.55. Diese Wirkung ist sowohl
frei als auch eigentlich diskontinuierlich.

(3) Es seien X, I' wie in (2), aber » € R\ Q. Dann liegen alle Bahnen dicht in X. Da
jede offene Menge alle Bahnen schneidet, ist X/I' jetzt eine iiberabzidhlbare Menge mit
der Klumpentopologie. Die Wirkung ist zwar frei, aber nicht eigentlich diskontinuierlich.
Denn die Bahn von z € S* trifft jede noch so kleine Umgebung U: Zu jeder Umgebung U
von z € St existiert also n € Z \ {0} mit p,(z) € U, insbesondere U N p,,(U) # 0.

2.63. PROPOSITION. Es sei p eine freie und eigentlich diskontinuierliche Wirkung einer Grup-
pe I' auf X. Dann ist die Projektionsabbildung p: X — X/T" eine Uberlagerung.
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BeEWEIS. Es sei y = 'z € X/T', und es sei U eine Umgebung von x wie in Definition 2.61. Es
sei V =p(U) € X/T, dann folgt aus Definition 2.61, dass

p (V)= 2wy c x.
yel’

Wir diirfen U als offen annehmen. Dann sind alle v(U) offen, und A C p~!(V) ist genau dann offen,
wenn alle AN ~(U) offen sind. Also erhalten wir den gesuchten Homéomorphismus

p W)= [[r)=TxU,
yel’

das heifit, V' C X/T " ist gleichméfBig iiberlagert. Da das fiir alle y € X/T" funktioniert, folgt unsere
Behauptung. ]

2.64. BEMERKUNG. Der Raum X/T' triigt die Quotiententopologie. Nach Bemerkung 1.74 ist
nicht klar, dass sich ,schone“ Eigenschaften von X auf den Quotienten vererben. Als Beispiel
betrachte den normalen Raum X = R?\ {(0,0)}. Hierauf operiert Z durch n (z,y) = (2"z,2 "y).
Da (0,0) ¢ X, ist diese Operation frei und eigentlich diskontinuierlich. Sei etwa (z,y) € X, dann
konnen wir als Umgebung U wie in Definition 2.61 von x die Menge (2_1/233, 21/2:E) x R wiéhlen,
falls 2 # 0, oder die Menge R x (271/2y,21/2y), falls y # 0.

Allerdings ist der Quotient nicht einmal Hausdorffsch. Die Punkte a = p(z,0) und b = p(0,y) €
X /T lassen sich nicht trennen, denn fiir noch so kleine Umgebungen U von a und V' von b gibt es
ein hinreichend grofles n € Z so dass

Usp(x,27"y) =p2 "z,y) e V.

2.65. DEFINITION. Eine Decktransformation einer Uberlagerung p: X — X ist ein Homdomor-
phismus F': X — X, so dass po I' = p. Eine zusammenhéngende Uberlagerung heiit normal, wenn
es zu je zwel To, Z1 € X mit p(Zo) = p(Z1) eine Decktransformation F' mit F(Zo) = %1 gibt.

Warnung: ,normal“ hat hier nichts mit (T1) und (T4) zu tun, sondern mit dem Begriff des
Normalteilers, siche Folgerung 2.68.

2.66. BEMERKUNG. Die Decktransformationen einer gegebenen Uberlagerung p: X — X bilden
stets eine Gruppe I', die Decktransformationsgruppe. Sei X zusammenhéngend und lokal wegzu-
sammenhiingend. Da jede Decktransformation ein Lift j von p: X — X mit (Zg) = F(&0) = &
ist, operiert I' wegen der Eindeutigkeit der Lifte frei. Indem wir Urbilder gleichm#fig iiberlagerter
Umgebungen von Punkten in X betrachten, sehen wir, dass I' auch eigentlich diskontinuierlich
wirkt. Falls p: X — X normal ist, folgt X = X/I‘

Seien umgekehrt X, I' wie in Proposition 2.63 und X zusammenhingend und lokal wegzu-
sammenhiingend. Dann ist p: X — X/I" eine normale Uberlagerung, und T ist die Gruppe der
Decktransformationen. Hier benutzen wir wieder die Eindeutigkeit im Liftungssatz 2.58, um zu
zeigen, dass es keine weiteren Decktransformationen gibt.

2.67. BEISPIEL. Wir haben in Beispiel 2.62 schon gesehen, dass die zusammenhingenden Uber-
lagerungen der S! in Beispiel 2.55 normal sind. Das linke Bild in Beispiel 2.57 besitzt keine Deck-
transformationen aufler der Identitét, ist also nicht normal. Fiir das rechte Bild erhalten wir eine
Decktransformationsgruppe I' 2 Z?2, also ist dieses Beispiel normal. Dreht man aber nur je einen
horizontalen und einen vertikalen Pfeil in dem Bild um, so erhilt man eine neue Uberlagerung ohne
nichttriviale Decktransformationen.
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2.68. FOLGERUNG (aus dem Liftungssatz 2.58). Es sei p: X — X eine zusammenhingende,
lokal wegzusammenhingende Uberlagerung, seien xo € X und %o, %1 € p~1(x0), und sei 7 ein Weg
in X von Ty nach 1. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(1) Es existiert eine Decktransformation F: X — X mit F(Z) = &1.

(2) Bs gilt p.(mi (X, 0)) = p.(m (X, 31)) C m1(X, ).

(3) Fiiry=po7 gilt [y] ' p«(m1(X, Z0))[v] = pu(m1 (X, Z0)).-
Insbesondere ist p genau dann eine normale Uberlagerung, wenn im p, Normalteiler von m (X, z0)
ist. In diesem Fall ist T' = m1 (X, x0)/im(ps) die Gruppe der Decktransformationen.

BEWEIS. Da Decktransformationen invertierbar sind und die Abbildung p liften, folgt die Aqui-
valenz von (1) und (2) unmittelbar aus Satz 2.58. ) .
Wie im Satz 2.15 liefert o — o~y einen Isomorphismus von 71 (X, Zo) mit 71 (X, Z1). Es folgt

p(m(X, 21)) = (] e (m (X, 20)) 7]

und daraus die Aquivalenz von (2) und (3). Da sich je zwei Wege 71,72 von &y nach & bis auf
Homotopie nur bis auf Verkettung mit der Schleife 497, am Punkt Z, unterscheiden, kommt es
nicht auf die Wahl von # an.

Wenn im p, ein Normalteiler ist, gilt (3), wegen (1) existieren alle Decktransformationen, und p
ist normal. Sei umgekehrt p normal, also gilt (1). Da es zwischen je zwei Punkten in p~!(zg) einen
Weg 7 gibt, folgt aus (3), dass im p, ein Normalteiler ist.

Um eine Wirkung von 7 (X, z9) auf X zu konstruieren, betrachten wir zu [y] € m1(X, zq) die
nach dem Liftungssatz 2.58 eindeutige Decktransformation py,: X — X, die den Basispunkt &
auf den Endpunkt 4(1) des Lifts 4 von v mit 5(0) = & abbildet.

Wir miissen zeigen, dass p einen Gruppenhomomorphismus liefert. Sei dazu [y1] € 71 (X, z),
und sei 47 der Lift von 1 mit 41(0) = Zo. Dann folgt py,,1(Z0) = J1(1). AuBerdem ist 5" = Pl o¥ ein
Lift von v mit 5/(0) = 41(1), also ist die Verkettung 717 = 419’ ein Lift von 1y mit 477(0) = Zo.
Es folgt

P (PR (0)) =y (F(1)) = 7' (1) = 319(1) = ppay)(Fo) -
Wegen der Eindeutigkeitsaussage im Liftungssatz 2.58 folgt p[,,] © pjy] = p[y,4]; und wir erhalten
eine Gruppenwirkung.

Da nach Satz 2.56 gerade die Elemente von im p, zu Schleifen in (X , %) liften, folgt ker p =
im p,, so dass die Gruppe I' = (X, x0)/imp, frei und wegen Bemerkung 2.66 auch eigentlich
diskontinuierlich auf X operiert, mit X = X JT. O

2.g. Die universelle Uberlagerung

Nach Satz 2.56 bestimmt jede Uberlagerung p: ()?,i'o) — (X, z0) eine Untergruppe im p, der
Fundamentalgruppe von (X, zo). Wir wollen zeigen, dass es fiir geeignete Réume X umgekehrt
zu jeder Untergruppe G C 71(X,z0) bis auf Isomorphie genau eine zusammenhingende Uberla-
gerung p: ()A(: ,Z0) — (X, z0) mit imp, = G gibt. Dazu erinnern wir uns, dass eine Uberlagerung
nach Definition 2.25 universell heif3t, wenn sie zusammenhéingend und einfach zusammenh#ngend
ist. Eine universelle Uberlagerung p: R — S' haben wir in Beispiel 2.26 bereits kennengelernt.

Wir werden spiter sehen, dass die universelle Uberlagerung von X jede zusammenhingende
Uberlagerung von X iiberlagert, daher der Name. AuBerdem kann man jede beliebige (auch nicht
zusammenhiingende) Uberlagerung mit Hilfe der universellen Uberlagerung konstruieren.

2.69. DEFINITION. Ein topologischer Raum X heif3t semilokal einfach zusammenhdngend, wenn
jeder Punkt z € X eine Umgebung U besitzt, so dass im(m (U, z) — m1(X,z)) = 0.
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2.70. SATZ. Jeder zusammenhdingende, lokal wegzusammenhingende und semilokal einfach zu-
sammenhdngende topologische Raum X mit xg € X hat eine universelle Uberlagerung.

2.71. BEMERKUNG. Die Voraussetzung ,semilokal einfach zusammenhéngend“ wirkt technisch.
Tatsichlich ist sie notwendig, siche Ubung 2.94. Sei némlich X — X eine universelle Uberlagerung,
sei U C X eine wegzusammenhéngende, gleichméfig iiberlagerte Umgebung von = € X, sei U
eine Zusammenhangskomponente von p~1(U), sei & € U und z = p(z). Dann folgt im(m (U, z) —
m1(X,z)) = {e} aus den folgenden kommutativen Diagrammen.

U—— X m(U,5) —— m(X,7) = {e}
p@z Jp — (P|ﬁ)*J(% p*l
U— X 7T1(U,$) E— 71'1(X,.%')

BEWEIS von Satz 2.70. Angenommen, es gebe eine universelle Uberlagerung. Dann wissen wir
nach Satz 2.56, dass eine Schleife v in X mit (0) = v(1) = x¢ genau dann zu einer Schleife in
der universellen Uberlagerung liftet, wenn sie in X nullhomotop ist. Wie immer folgt, dass zwei
Wege o, ¢’ von zp nach x € X genau dann Lifts 6, ¢’ mit §(0) = 6'(0) = Zo und gleichem
Endpunkt & = &(1) = 6'(1) haben werden, wenn o und ¢’ homotop sind. Also definieren wir

X={0:001] > X|o0) =20} /~ und p(o]) =0(1),

wobei ,,~* hier Homotqpie relativ zu {0, 1} bezeichne.
Zur Topologie von X sei zunéchst U C X offen und x € U, dann hat x nach Voraussetzung eine
wegzusammenhéngende offene Umgebung V' C U mit im(m(V, z) — 71 (X, z)) = 0. Also bildet

B={V € Ox |V wegzusammenhéngend und im(mi(V,z) — m(X,z)) =0}

eine Basis von Oyx.
Fiir V € B und einen Weg o: [0,1] — X mit ¢(0) = zg und o(1) € V setze

U(V,0) = {[08]| 8 Weg in V mit (0) =o(1)} C X .
Dann ist die Abbildung
UV,0) —V mit [0f] — B(1) (*)
eine Bijektion, denn Surjektivitit folgt, da V wegzusammenhéngend ist, und Injektivitdt, da fiir
zwei Wege 3, 8’ mit gleichem Anfangspunkt x und gleichem Endpunkt die Schleife 5’ B~lin V ja
in X zusammenziehbar ist, somit also auch [o3] = [¢3] € X.

Wir definieren also eine Topologie auf X durch Angabe einer Basis
B = {UWV,0) } V € Bund ¢ Weg in X mit 6(0) =zo und (1) € V' } .

Aus (*) folgt jetzt sofort die Stetigkeit von p und die Uberlagerungseigenschaft, da alle V € B
gleichméfig tiberlagert sind.

Es gilt im p, = 0, denn sei 4 eine Schleife in X, dann zerlegen wir [0, 1] in Teilintervalle [t;, t;11],
so dass jedes Teilintervall in eine der Mengen U(V;,0;) € B abgebildet wird. Wir erhalten eine
Nullhomotopie von v = po#, indem wir ausnutzen, dass o7, +,,,] ~ oi+1 gilt (Bild). Aus Satz 2.56

folgt 771()?, Zo) = 0 da offensichtlich im p, = 0. d
2.72. BEMERKUNG. Auf der soeben konstruierten universellen Uberlagerung p: X > X ope-
riert die Fundamentalgruppe (X, zg) durch [y] - [o] = [yo]. AuBlerdem folgt aus obigem Beweis,

dass X /71 (X, x0) = X. Beides erhalten wir aber auch direkt aus Folgerung 2.68, da die Grup-
pe im p, = {e} trivial und insbesondere ein Normalteiler von 7 (X, zg) ist.
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Die universelle Uberlagergng erfiillt eine universelle Eigenschaft und ist daher bis auf eindeutige
Isomorphie von punktierten Uberlagerungen eindeutig bestimmt.

2.73. FOLGERUNG. Es sei (X, xo) zusammenhdingend und lokal wegzusammenhdingend, und es
sei p: (X,i0) = (X, xo) eine universelle Uberlagerung.
(1) Es sei q: (Y,y0) — (X,20) eine weitere Uberlagerung. Dann existiert genau eine Abbil-
dung r: (X,Z0) — (Y,y0) mit p = qor, und r ist ebenfalls eine universelle Uberlagerung
von Y.
(2) Sei insbesondere p': (X', &h) — (X, x0) eine weitere universelle Uberlagerung, dann exi-

stiert ein eindeutiger Homéomorphismus F: (X, o) — (X', &), so dass p=p' o F.

BEWEIS. Da X einfach zusammenhéngend ist, folgt die Existenz und Eindeutigkeit eines Lif-
tes r von p aus Satz 2.58, da {e} = imp, C im ¢.. Um zu sehen, dass r eine Uberlagerung ist, wihlen
wir zu y € Y eine wegzusammenhéngende Umgebung U von x = ¢(y), die sowohl von p als auch
von ¢ gleichmifig iiberlagert wird. Dann sind die Wegzusammenhangskomponenten von p~1(U)
und ¢~ 1(U) jeweils homdomorph zu U via p beziehungsweise q. Sei V' C Y die Wegzusammen-
hangskomponente von ¢~ !(U), die y enthilt. Da p = gor, und da stetige Abbildungen zusammen-
hiingende Mengen auf zusammenhingende Mengen abbilden, ist »~1(V) C p~!(U) eine disjunkte
Vereinigung von Wegzusammenhangskomponenten von p~!(U). Also ist r eine Uberlagerung von Y,
und da X einfach zusammenhiingend ist, sogar eine universelle.

Die zweite Aussage zeigt man mit dem iiblichen universellen Trick. O

Es seien X, X und Y wie oben. Aus Satz 2.56 und Folgerung 2.68 ergibt sich sofort, dass
Y = X/m(Y,y0) = X/ img, .

Auf diese Weise kann man eine Kategorie aller punktierten zusammenhingenden Uberlagerungen
von (X, zg) konstruieren und zeigen, dass sie zur Kategorie aller Untergruppen von 71 (X, z¢) dqui-
valent ist. Dabei ist ein A quivalenz von Kategorien F: A — B ein Funktor, so dass
(1) zu jedem B € Obj(B) ein A € Obj(.A) mit FA = B existiert, das heifit, so dass F auf
Objekten bis auf Isomorphie surjektiv ist, und
(2) fiir alle A, C € Obj(.A) die Abbildung F: Hom4 (A, C') — Homp(F A, FB) eine Bijektion
ist, das heif3t, so dass F auf Morphismen bijektiv ist.
In unserem Fall betrachten wir eine Kategorie, deren Objekte gerade Untergruppen G, H, ...

von 71 (X, zg) und deren Morphismen gerade die Inklusionsabbildungen sind, also
{H — G} falls H C G, und
0 sonst.

Hom(H,G) = {

Auflerdem betrachten wir eine Kategorie, deren Objekte gerade punktierte, zusammenhéngende
Uberlagerungen p: (Y,y0) — (X, x0), q: (Z,20) — (X,x0) von (X, x0), ..., und deren Morphis-
men F:p — ¢ gerade punktierte Uberlagerungen 7: (Y,49) — (Z, %) mit p = ¢ o r sind. Als
Funktoren erhalten wir zum einen die Zuordnung

m(X,20) D G+— X/G  und (H— G)+— (X/H - X /G mit Hz — Gx) ,
zum anderen die Zuordnung
pr— imp, C (X, x0) und (p—> q) — (Impy, — imgy) ;

fiir eine Aquivalenz von Kategorien hitte es gereicht, nur einen dieser zwei Funktoren anzugeben.
Einen dhnlichen Sachverhalt lernt man in der Algebra kennen. Dort klassifizieren die Untergrup-

pen der Galois-Gruppe genau die Zwischenkorper in einer Galois-Korpererweiterung. Die Rolle der

universellen Uberlagerung spielt der algebraische Abschluss eines perfekten Korpers, siche unten.
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Allgemeiner kann man auch beweisen, dass die Kategorie aller Uberlagerungen édquivalent ist zur
Kategorie aller Gruppenwirkungen von 71 (X, zg) auf (diskreten) Mengen. Diese Kategorie umfasst
die Kategorie der Untergruppen von 71(X,xo), wobei man einer Untergruppe I' C 71 (X, xo) die
Menge der Rechtsnebenklassen M = 71 (X, z¢)/T" zuordnet. Um aus einer diskreten Menge M mit
71 (X, zo)-Wirkung eine Uberlagerung zu konstruieren, betrachtet man den Quotienten

X xp M= (X x M)/T,

wobei v auf X x M durch (&, m) = (v&,ym) wirkt. Die Bahnen der I-Wirkung auf M entsprechen
genau den Zusammenhangskomponenten der Uberlagerung X xp M. Die obige Zuordnung 48t
sich zu einem Funktor ausbauen, von dem man wieder zeigen kann, dass er eine Aquivalenz von
Kategorien liefert.

Zum Schluss dieses Kapitels geben wir ein ,, Wérterbuch® zur Ubersetzung zwischen Sachver-
halten aus der Galois-Theorie und der Uberlagerungstheorie an.

Galois-Theorie Uberlagerungstheorie

Perfekter Korper K Zusammenhéingender, lokal wegzusammenhéngender,
semilokal einfach zusammenhéngender,
punktierter topologischer Raum (X, zg)

Algebraische Erweiterung L D K Zusammenhéngende, punktierte
Uberlagerung ¢: (Y,10) — (X x0)

Algebraischer Abschluss K Universelle Uberlagerung p: (X, Zo) — (X, z0)

Absolute Galoisgruppe G = G (I? /K) Fundamentalgruppe m1 (X, z¢)

abgeschlossene Untergruppe H C G Untergruppe I' C m (X, zo)

Fixkorper von H Quotient (X /T, TEo) — (X, z0)

Normale Erweiterung L D K Normale Uberlagerung q: (Y, o) — (X, zo)

Relative Galoisgruppe G(L/K) Decktransformationsgruppe m1 (X, zg)/(im gx)

Die Parallelen sind klar erkennbar. Entscheidender Unterschied: alle ,,Pfeile“ in der Kategorie
der algebraischen Erweiterungen verlaufen genau andersherum als in der Kategorie der punktierten
Uberlagerungen. Das liegt daran, dass die entsprechenden Aquivalenzen von Kategorien in der
Galois-Theorie kontravariante Funktoren sind. Wenn wir anstelle der topologischen Rdume X die
Algebra der stetigen Funktionen X — C betrachten, sind wir in einer &hnlichen Situation wie bei
den Korpern. Wie Sie umgekehrt im Falle von Zahlkérpern zu einer ,,geometrischen“ Beschreibung
kommen, lernen Sie in der arithmetischen Geometrie.

2.h. Ubungen zu Kapitel 2
Ubungen zu Abschnitt 2.a.

24 UBUNG. Sei (X, A) ein Paar und Y ein Raum. Zeigen Sie: Homotopie relativ zu A ist eine
Aquivalenzrelation auf der Menge der Abbildungen von X nach Y.

2.75. UBUNG. Seien X, Y, Z topologische Rdume, und seien F: X — Y und G: Y — Z
Homotopiediquivalenzen, dh., es existieren Abbildungen P, Q mit PoF ~idx, FoP ~idy ~ QoG
und G o @ ~ idz. Konstruieren Sie Homotopien

(PoQ)o(GoF) ~idx und (GoF)o(Po@) ~idyg .
Insbesondere ist Homotopiedquivalenz eine Aquivalenzrelation.
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Ubungen zu Abschnitt 2.b.

2.76. UBUNG. Seien X, Y topologische Ridume, seien € X und y € Y Punkte. Finden Sie
einen natiirlichen Gruppenisomorphismus

m (X XY, (z,9)) 2 m(X,z) x m(Y,y) .

2.77. UBUNG. Sei X ein topologischer Raum. Beweisen Sie die Aquivalenz der folgenden Aus-
sagen, in dem Sie jeweils geeignete Homotopien angeben.
(1) Jede Abbildung S' — X ist homotop zu einer konstanten Abbildung.
(2) Jede Abbildung F: S' — X lisst sich zu einer Abbildung F: D? — X mit Flyp2 = F
ausdehnen.
(3) Die Fundamentalgruppen w1 (X, z) sind fiir alle z € X trivial.
(4) Je zwei Wege zwischen zwei Punkten z, y € X sind homotop.

2.78. UBUNG. Zeigen Sie, dass die Fundamentalgruppe eines wegzusammenhingenden Raum-
es X genau dann abelsch ist, wenn fiir alle z, y € X der Isomorphismus

m(X,z) = m(X,y), b= ho ol
nicht vom Weg v von x nach y abhéingt.
2.79. UBUNG. (1) Sei o eine Verkniipfung auf einer Menge G und e € G. Dann sind dqui-
valent:

(a) (G,o,e) ist eine Gruppe.
(b) Es gibt eine Kategorie G in der jeder Morphismus invertierbar ist (siche Bemer-
kung 2.6) mit Obj(G) = {x}, Homg(*, *) = G mit Verkniipfung o und id, = e.
(2) Seien G, H Gruppen, G, H Kategorien wie in (1) und sei F': G — H eine Abbildung.
Dann sind dquivalent:
(a) F ist ein Gruppenhomomorphismus.
(b) Es gibt einen Funktor F: G — H mit F* = x und F = F': Homg (%, *) — Homy (x*, ¥).

Ubungen zu Abschnitt 2.c.

2.80. UBUNG. Seien T (Toast), S (Schinken) und A (Ananas) drei kompakte, paarweise dis-
junkte Teilmengen des R3. Zeigen Sie, dass es eine Schnittebene E C R? gibt, die jede der drei
Teilmengen T', S und A in zwei Teile von gleichem Volumen zerlegt.

Hinweis: Zu jedem v € S? existiert (mindestens) ein d = d,, so dass die Hyperebene

{a | (z,v) =d}

das gesamte Sandwich T'U S U A in zwei gleichgrosse Teile teilt. Uberlegen Sie sich, dass die
Funktionen ¢, s und a: S? — R mit

t(v)zvol{xGT‘ (z,v) < dy }

und s, a analog nicht von der Wahl von d, wie oben, sondern nur von v abhéngen, und in v stetig
sind. Folgern Sie dann die Behauptung mit dem Satz von Borsuk-Ulam.

2.81. UBUNG. Beweisen Sie den Fundamentalsatz der Algebra wie folgt. Sei P = 2" +a12" ! +
-+ 4 apz": C — C ein Polynom. Zeigen Sie: Fiir R > max{1,Y." | |a;|} ist der Pfad
_ P(Rz)
 |P(R2)]
in S! homotop zu 7o : S* — S, 4(2) = 2™ Folgern Sie: P hat mindestens eine Nullstelle zy mit
|20 < R.

y: 8t — St zy(z):
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Ubungen zu Abschnitt 2.d.

2.82. UBUNG. Seien G, H Gruppen. Zeigen Sie:
(1) Das Zentrum Z(G« H) = {z € G+ H | zw = wz fiir alle w € G« H } von G * H ist die
triviale Gruppe {e} = {0} C G = H;
(2) alle Torsionselemente (Elemente w € G x H mit w" = e fiir ein N > 0) sind von der
Form w = vgv~! oder w = vhv™! mit v € G* H und g € G bzw. h € H mit gV = ¢
bzw. hN = e.

2.83. UBUNG. Zeigen Sie mit Hilfe von Beispiel 2.47 (2), dass die Borroméischen Ringe R1, Ry,
R3 C R? sich im umgebenden R? nicht trennen lassen. Bestimmen Sie dazu die Aquivalenzklas-
se [v] € T (R3\ (R1 U Ry),7(0)) = Z * Z eines Weges v, der R3 parametrisiert.

&

1 .
X = U {n(cosw—l—l,smgo)‘goeR} c R?

n>1

2.84. UBUNG. Es sei

versehen mit der Unterraumtopologie. Zeigen Sie, dass X {iberabzdhlbare Fundamentalgruppe hat,
indem Sie fiir jede Z-wertige Folge {a, }nen eine Schleife angeben, die den Kreis mit Radius % genau
ap-mal umliuft.

2.85. UBUNG. Es sei G eine Gruppe. Fiir g,h € G schreibe [g,h] := ghg~'h™' € G. Dann
definiert man die Abelisierung von G als

G =G/ ({lg.h]g.heGY).

Es sei p: G — G2 die Projektion auf den Quotienten. Zeigen Sie:
(1) Die Gruppe G ist abelsch (kommutativ).
(2) Sei H eine abelsche Gruppe und f: G — H ein Homomorphismus, dann gibt es genau
einen Homomorphismus f: G*® — H, so dass f = fop.
2.86. UBUNG. Seien G, H Gruppen, p: G — G?", ¢: H — H? wie in Aufgabe 2.85, und
f: G — H ein Homomorphismus. Zeigen Sie:
(1) Es gibt genau einen Homomorphismus f2*: G* — H?P so dass go f = f2? o p.
(2) Dadurch wird Abelisierung zu einem Funktor von der Kategorie aller Gruppen in die der
abelschen Gruppen.
(3) Folgern Sie, dass die freien Gruppen Fj und Fj fiir & # [ nicht isomorph sind.

2.87. UBUNG. Es seien C, D zwei Kategorien, in denen es alle Produkte ,, x“, Koprodukte 11
und Pushouts ,,U“ gibt, und sei F: C — D ein Funktor. Konstruieren Sie mit Hilfe der universellen
Eigenschaften Morphismen in D, und zwar

F(Ax B) — F(A) x F(B),
F(A)UF(B) — F(AUB),
.F(A) U]—'(C) .F(B) — f(A Uco B),
fiir alle Objekte A, B, C von C und Morphismen f: C — A, g: C — B.
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Ubungen zu Abschnitt 2.e.

2.88. UBUNG. Man betrachte den Wiirfel [0,1]3 und erzeuge X1, X2, indem man je zwei Seiten
gemif der beiden Skizzen identifiziert. Finden Sie eine CW-Struktur fiir einen der Rdume X;
mit je zwei 0-Zellen, vier 1-Zellen, drei 2-Zellen und einer 3-Zelle, und beweisen Sie entweder,
dass m1(X1,2) = {£1,+i,+j, £k} zur Gruppe der ganzen Einheits-Quaternionen isomorph ist,
oder dass (X2, x) = Zg zyklisch von der Ordnung 8 ist.

L L

[ — [ —

X1 Xo

Anleitung: Férben Sie in der Skizze jeweils die Ecken und die Kanten, die miteinander identifiziert
werden, gleich ein, und geben Sie den Kanten eine Richtung. Orientieren Sie sich dazu an den
Buchstaben auf den Seiten. Ein maximaler Baum besteht aus einer Kante zwischen den Ecken. Die
verbleibenden gerichteten Kanten liefern drei Erzeuger, die drei Fliachen je eine Relation. Versuchen
Sie, die so erhaltene Présentation soweit wie moglich zu vereinfachen.

2.89. UBUNG. (1) Geben Sie eine CW-Zerlegung von S™ C R™! an, so dass S"NR*+1 x {0}
aus zwel k-Zellen besteht fiir alle 0 < k& < n.
(2) Die Gruppe Zo = {1,—1} operiert auf S™ durch Multiplikation. Zeigen Sie, dass der
Quotient S™/Zy genau der reell projektive Raum RP™ aus Aufgabe 1.130 ist.
(3) Berechnen Sie w1 (RP™,[1:0:---:0]) fiir n > 2.

2.90. UBUNG. Seien X1, Xo =2 S' x S zwei Tori. Erzeugen Sie X, indem Sie X; und X5 entlang

eines Kreises S x {1} miteinander verkleben.

(1) Finden Sie eine CW-Struktur auf X und berechnen Sie so m1(X).
(2) Stellen Sie X als topologisches Produkt aus zwei bekannten Rdumen dar, und berechnen
Sie so m1(X).

Ubungen zu Abschnitt 2.f.

2.91. UBUNG. Seien p: X = X, p1: )Z'l — X1 und ps: )?2 — X9 Uberlagerungen. Zeigen Sie:
(1) sei A C X eine Unterraum und A=p'AC X, dann ist ply: A — A eine Uberlagerung;
(2) die natiirliche Abbildung p; X pa: X1 x X9 — X3 x Xs ist eine Uberlagerung.

2.92. UBUNG. Sei p: X — X eine Uberlagerung, wobei X zusammenhéngend sei. Zeigen Sie:
(1) die Mengean_l({x}) C X sind fiir alle # € X gleichméchtig;

(2) der Raum X ist genau dann kompakt, wenn X kompakt ist und p~!({zo}) endlich ist fiir
ein xg € X.

2.93. UBUNG. Wir betrachten den topologischen Raum
Vi={(2+sinT)e*™ | pe(0,1]}U[1,3] CC.
(1) Skizzieren Sie Y, und zeigen Sie, dass w1 (Y) = 0.

(2) Beweisen Sie, dass die Radialprojektion F': Y — S' € C dennoch keinen Lift F:Y >R
zulésst.
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Ubungen zu Abschnitt 2.g.

2.94. UBUNG. Sei X C R? die Vereinigung aller Kreise um (%,O) mit Radius % mit n € N

wie in Ubung 2.84, und X trage die vom R? induzierte Unterraumtopologie. Skizzieren Sie X und
zeigen Sie, dass X keine einfach zusammenhéngende Uberlagerung besitzt.

2.95. UBuNG. Uberlagerungstheorie benétigt keine Trennungseigenschaften. Sei X = ((—1.,.1) X
{1,—1})/ ~ der Ihnen wohlbekannte, nicht Hausdorffsche Raum aus Beispiel 1.29, wobei die Aqui-
valenzrelation ,,~* erzeugt werde von (t,1) ~ (¢,—1) fiir alle ¢ # 0.

(1) Zeigen Sie, dass X zusammenhiingend und lokal zusammenziehbar ist.
(2) Bestimmen Sie die universelle Uberlagerung von X.
(3) Bestimmen Sie die Fundamentalgruppe von X.

2.96. UBUNG. Bestimmen Sie wie in Folgerung 2.53 einen CW-Komplex mit Fundamentalgruppe
isomorph zur unendlichen Diedergruppe, préisentiert durch

(a,b | a%,6?) = (2/22) « (Z/22),
und seine universelle Uberlagerung. Sie diirfen Beispiel 2.54 (2) zu Hilfe nehmen.

2.97. UBUNG. Bestimmen Sie alle zusammenhéngenden punktierten Uberlagerungen der beiden
Réume X7 und X5 aus Ubung 2.88 bis auf punktierte Uberlagerungs-Homdomorphismen, und geben
Sie gegebenenfalls die Gruppe der Decktransformationen an.

2.98. UBUNG. Verkleben Sie die acht Seiten des unten skizzierten Polytopes wie angegeben,
und zeigen Sie, dass der entstehende topologische Raum X die Fundamentalgruppe

(X, zg) = { (l(f(é)

besitzt. Finden Sie eine universelle Uberlagerung. Wie kann man eine Uberlagerung von X kon-

struieren, die nicht normal ist?

a,b,CEZ}
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KAPITEL 3
Homotopiegruppen

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir die Fundamentalgruppe aus der Topologie und erhalten
hohere Homotopiegruppen. Wir lernen einige Berechnungsmethoden kennen, unter anderem die
lange exakten Sequenzen fiir Paare und fiir Faserungen.

Als Beispiel zeigen wir, dass eine stetige Abbildung der n-dimensionalen Sphére S™ in sich
durch ihren Abbildungsgrad in Z bis auf Homotopie eindeutig bestimmt wird, mit anderen Wor-
ten gilt m,(S™) = Z. Als Anwendung beweisen wir den Brouwerschen Fixpunktsatz 0.2. Hohere
Homotopiegruppen 7, (S™) der Sphéren lassen sich geometrisch als sogenannte gerahmte Bordis-
musgruppen k-dimensionaler Untermannigfaltigkeiten des R™** interpretieren.

Da wir zur Berechnung der Homotopiegruppen nur wenige Werkzeuge haben, fithren wir au-
Berdem stabile Homotopiegruppen ein. Die hoheren stabilen Homotopiegruppen der Sphéren sind
zwar leichter zu bestimmen als die 7, (S™), sind aber dennoch bis zum heutigen Tage noch nicht
vollstdndig bekannt.

3.a. Hohere Homotopiegruppen

Wir betrachten zunéchst die Kategorie Top, der punktierten topologischen Réume aus De-
finition 2.19. Da wir in diesem Kapitel fast nur punktierte Riume betrachten, schreiben wir
statt (X, xo) auch manchmal nur kurz X. Eine Homotopie zwischen zwei punktierten Abbildun-
gen f, g: (X,z9) — (Y,yo) ist eine Homotopie relativ zu {z¢}, siche Definitionen 2.2 und 2.8.
Falls eine solche Homotopie existiert, nennen wir f und g homotop in 7op, und schreiben wieder
kurz f ~ g. Wie in Bemerkung 2.3 erhalten wir eine Aquivalenzrelation, die mir der Verkettung
von stetigen Abbildungen vertriglich ist.

Indem wir als Morphismen zwischen punktierten Rdumen nicht einzelne punktierte stetige Ab-
bildungen, sondern punktierte Homotopieklassen betrachten, erhalten wir die punktierte Homoto-
piekategorie H7Top,, siche Definition 2.19. Streng genommen sollten wir hier nur gut punktierte
Réume zulassen, siche Definition 3.55 und Beispiel 4.64 (2) unten. Wir schreiben dafiir kurz

[X, Y] = [(X7 .f()), (Yv yO)] = Hom'H%m ((Xv 1‘0), (K yo)) .

In Satz 2.21 haben wir bereits gesehen, dass die Fundamentalgruppe einen kovarianten Funk-
tor m: HTop, — Grp definiert. Wir wollen jetzt weitere Funktoren m, auf H7op, definieren.
Fiir n = 0 erhalten wir nur punktierte Mengen, fiir n > 2 erhalten wir abelsche Gruppen.

Es seien A C X topologische Raume, dann bezeichne X/A € Top, den Quotientenraum mit
Basispunkt A/A. Er trage die Quotiententopologie aus Definition 1.71, die zugrundeliegende Aqui-
valenzrelation hat dann also A als eine Aquivalenzklasse, alle Punkte von X \ A hingegen bilden je
einpunktige Aquivalenzklassen. Falls A = () und X kompakt ist, definieren wir

X/0 =X, =X U{«} € Top,

wir fiigen also zu X einen zusétzlichen Basispunkt * mit der Topologie der disjunkten Vereinigung
(Definition 1.39) hinzu. Ubrigens ist der Funktor - : Top — Top__ linksadjungiert zum vergesslichen
Funktor Top, — 7Top, das heift, fiir einen unpunktierten Raum X und einen punktierten Raum Y
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gilt
Homyey, (X+,Y) = Homye, (X,Y) .
Es sei I = [0, 1] das Einheitsintervall und I* der k-dimensionale Einheitswiirfel, dann bezeichne
oIk = 1%\ (0,1)*

den (geometrischen) Rand des Einheitswiirfels. Im Falle k = 0 ist (1 ) = Opt = () leer, dabei ist pt
ein fester einpunktiger Raum. Nach Ubung 3.103 gibt es fiir alle k£ einen Homo6éomorphismus

I%/o1% = s* .
Den Basispunkt, also die Aquivalenzklasse des Randes I*, identifizieren wir mit dem Nordpol.

3.1. DEFINITION. Fiir einen punktierten Raum X und k > 0 definieren wir die k-te Homoto-
plegruppe
m(X) = ([I*/01", X],0)
dabei sei 0 € m,(X) die Homotopieklasse der konstanten Abbildung c(t1,...,%;) = xo. Sei F': X —
Y eine punktierte Abbildung, dann definieren wir 7 F': 7 (X) — 7 (Y) durch

mE([f]) = [F o f].
Sei schliefllich £ > 1 und a = [f], b = [g] € m(X), dann definieren wir ab = [fg] € 7, (X), wobei

f([2t1,ta, ... tK]) falls t; < %, und
g([2t1 — 1,t2, e ,tk]) falls t1 > %

(fg)(tr, ... tr) :{

Wie in Bemerkung 2.3 und Satz 2.14 folgt, dass die Verkniipfung und die Abbildung i F
wohldefiniert sind. Fiir £ = 0 erhalten wir keine Gruppe, da wir keine Verkniipfung definiert haben,
so dass wir hier eigentlich nur 0-te Homotopiemenge sagen diirften. Fiir m; F' schreibt man oft auch
kurz F, und fiir ab schreibt man meist a + b, wenn k > 2.

3.2. BEMERKUNG. Wir kénnen 7 (X) auch wie folgt beschreiben.

(1) Fiir k = 0 ist 1°/01° = {0} /0 = SY ein diskreter Raum aus zwei Punkten * (Basispunkt,
Nordpol) und 0 (Siidpol). Die Menge der punktierten Abbildungen f: S® — X entspricht
genau den Punkten x € X, wobei f(x) = o und f(0) = x. Eine Homotopie h zwischen
solchen Abbildungen bildet {x} x I konstant auf xy ab, und

v =hlioyxr: I = X mit ~(t) = h(0,t)

beschreibt einen Weg von f(0) nach ¢(0). Umgekehrt liefert jeder Weg v: I — X von f(0)
nach ¢(0) eine punktierte Homotopie h zwischen f und g mit

h(s,t) = ~(t) falls s =0, und
" Y o falls s = x.

Somit ist 7o(X) gerade die Menge der Wegzusammenhangskomponenten von X, und 0 €
mo(X) bezeichnet die Wegzusammenhangskomponente des Basispunktes zg.

(2) Fiir k = 1 ist eine punktierte Abbildung f: S — X gerade eine Schleife am Basispunkt z,
und 0 bezeichnet die konstante Schleife. Die Verkettung entspricht der iiblichen Verkettung
von Schleifen. Also ist 71 (X) genau die Fundamentalgruppe von X aus Abschnitt 2.b.

(3) Da es fiir alle k einen Homoomorphismus 1¥/9IF — (S*, ) gibt, gibt es eine natiirliche
Bijektion

mi(X) 2 [S%, X] .
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3.3. DEFINITION. Es seien C, D Kategorien und F, G: C — D kovariante (kontravariante)
Funktoren. Eine natirliche Transformation 7: F — G ordnet jedem Objekt X von C einen Mor-
phismus 7x: F'(X) — G(X) in D so zu, dass fiir jeden Morphismus f: X — Y in C das Diagramm

Ff Ff

F(xX) L P(y) F(xX) <L F(y)
Txl i lTY beziehungsweise Txl . lTy
ax) L ayy a(x) <Gy

kommutiert. Wenn 7x fiir alle X ein Iso-/Mono-/Epimorphismus ist, spricht man entsprechend von
einem natiirlichen Iso-/Mono-/Epimorphismus.

Oftmals wird das Adjektiv ,natiirlich“ benutzt, ohne die beteiligten Funktoren im einzelnen
zu spezifizieren. In der obigen Bemerkung 3.2 (3) erhalten wir beispielsweise einen natiirlichen
Isomorphismus zwischen den Funktoren 73 und [S*, -]: HTop, — Set.

3.4. BEISPIEL. Der einpunktige Raum pt ist initiales (kofinales) und terminales (finales) Objekt
in der Kategorie Top , . Das heifit, zu jedem punktierten Raum (X, z¢) gibt es genau eine punktierte
Abbildung pt — X, ndmlich % — z¢ (pt ist initial), und genau eine Abbildung X — pt, ndmlich die
konstante Abbildung (pt ist terminal). Ein initiales und terminales Objekt heifit auch Nullobjekt.

Insbesondere sei X = S*. Wegen Bemerkung 3.2 (3) gilt

mi(pt) = [S*,pt] = {e} = 0.

Fiir unser néchstes Zwischenergebnis benttigen wir drei weitere Kategorien. Die Kategorie Set ;-
der punktierten Mengen hat als Objekte Paare (A, ag) aus einer Menge A mit einem ausgezeichneten
Element ap € A. Manchmal schreiben wir wieder kurz A fiir (A, ap). Wie bei den punktierten
Réaumen definieren wir

Homge;, (A, B) = Homge, ((A,a0), (B, b)) = {f: A— B ‘ flap) = bg} )

Auflerdem sei Grp die Kategorie der Gruppen, mit Gruppenhomomorphismen als Morphismen,
und Ab sei die Kategorie der abelschen Gruppen, wiederum mit Gruppenhomomorphismen als
Morphismen.

Wir erhalten ,,vergessliche“ Funktoren

Ab — Grp — Set .

Da jede abelsche Gruppe insbesondere eine Gruppe ist, ist der erste Funktor eine Einbettung. Die
Kategorie Ab ist sogar eine wolle Unterkategorie von Grp, das heifit, fiir zwei Objekte A, B € Ab
gilt

Hom 45 (A, B) = Homg,, (A, B) .
Der zweite Funktor Grp — Set, ordnet jeder Gruppe A mit neutralem Element e die punktierte
Menge (A, e) zu. Da jeder Gruppenhomomorphismus die neutralen Elemente aufeinander abbildet,
ist er auch ein Morphismus punktierter Mengen.

3.5. SATZ. Die Homotopiegruppen haben folgende Eigenschaften.
(1) Fir alle k > 0 ist m,: HTop, — Sety ein Funktor.
(2) Fiir alle k > 1 ist m: HTop, — Grp ein Funktor.
(3) Fiir alle k > 2 ist m,: HTop, — Ab ein Funktor.

Damit sind die wichtigsten elementaren Eigenschaften der 73 bereits zusammengefasst. Insbe-
sondere sind die Homotopiegruppen homotopieinvariant, vertréiglich mit punktierten Abbildungen,
und fiir £ > 2 sogar abelsche Gruppen.
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BEWEIS. Der Beweis von (1) und (2) ist d&hnlich wie bei der Fundamentalgruppe, siehe Satz 2.14
und Satz 2.21.

Wir beginnen mit (1) fiir & > 0 beliebig, dabei hilft Bemerkung 3.2 (1), den Fall £k = 0
besser zu verstehen. Seien F': X — Y und fy ~ f1: I¥/0I*¥ — X punktiert homotope punktierte
Abbildungen. Wie in Bemerkung 2.3 (2) sind dann auch F o fy und F o fi: I*¥/0I* — Y punktiert
homotop, so dass

mF ([fo]) = [F o fo] = [F o fi] = mF([f1]) -
Wir erhalten also in der Tat eine Abbildung

e F (X)) = me(Y) .

Es gilt offensichtlich mpidx = idg, (x). Fir F: X - Y, G: Y — Z und f: I¥ /o1 — X folgt
auflerdem

(G o F)([f]) = [Go Fo f] = mG([F o f]) = m;G (i F([f]))

also gilt auch 7, (GoF') = (m,G)o(mF), und m, ist insbesondere ein Funktor von der Kategorie Top .
in die Kategorie Set der punktierten Mengen.

Seien jetzt Fy ~ Fy: X — Y punktiert homotop, und sei f: I*/0I* — X eine punktierte
Abbildung. Dann sind Fy o f, F} o f nach Bemerkung 2.3 (2) punktiert homotop, also gilt

mFo([f]) = [Foo f] = [Fio f] = mF1([f]) -
Somit ist 7 mit Homotopie vertréiglich und liefert daher eine Abbildung
T Homypop (X,Y) = [X, Y] — Homget, (m(X), me(Y)) .

Also ist 7, sogar ein Funktor von der Kategorie H7op, in die Kategorie Set; der punktierten
Mengen. Damit ist (1) gezeigt.

Zu (2) sei k > 1. Punktierte Homotopien Hy, Ho: (I¥/0IF) x I — X zwischen f; und g
beziehungsweise fo und go: I*/OI* — X lassen sich zusammensetzen zu einer Homotopie H zwi-
schen fi fo und g1go mit

, und

Hi([2t1,ty.. .t falls £ <
H([tl,--.,tk],s):{ 1([ 1,42 ’k]78)7 alls 1;

HQ([2t1 — 1,t2 ve ,tk], S) N falls t1

NI NI

Genauso wie in Definition 3.1 behandeln wir also die Variable t; so, wie die Variable ¢ in Definiti-

on 2.13 und im Beweis von Satz 2.14. Mit dem gleichen Trick lassen sich die Homotopien aus dem

Beweis von Satz 2.14 zum Beweis der Gruppenaxiome auf die hiesige Situation iibertragen.
Auflerdem gilt wie im Beweis von Satz 2.21 fiir F': X — Y und f, g: I¥/0I* — X, dass

mE([f])meF([g]) = (F o f)(Fog) = Fo(fg)=mF([fg]),
also ist 7, F' ein Gruppenhomomorphismus. Die Funktoraxiome
meidy = idg, (x) und 7k (F o G) = miF o i, G

folgen bereits aus (1), also ist (2) bewiesen.
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Zum Beweis von (3) benédtigen wir die Variablen ¢; und t3. Wir definieren eine punktierte
Homotopie H zwischen fg und gf durch

H([t1,...,t],s)

f([2t1, 122 ts, ..., ti)) fir s€[0,1], t1€][0,3], ta € [0,1—2s],
g([2t1 — 1,222 45, t])  firse[0,3], t1e[i 1], ta € [2s,1] ,
f([2(t175)+%,2t2,...]) fﬁrse[i,%], tlE[S*%,S‘F%], ty € [0,%]

=g([2(t1+s)—3,2t5—1,...]) firse[L,2], te[2-s52-5], the[i 1],
f([2th — 1, 525,85, ., t])  firse [3,1], t€3.1], ty € (0,25 — 1],
g([2t1, 212522 5. 1)) fir se [3,1], t1€][0,3], to € [2—2s,1],
\ L0 sonst.

Hieraus folgt, dass 7 (X) abelsch ist fiir £ > 2. Nach (2) ist i F': (X)) — 7 (Y) fiir alle stetigen
Abbildungen F': X — Y ein Homomorphismus, der nach (1) nur von der punktierten Homotopie-
klasse von I’ abhéngt, also erhalten wir einen Funktor 7 : H7op, — Ab. ]

3.6. BEMERKUNG. Nach Bemerkung 2.6 sind Isomorphismen in der Homotopiekategorie H7op |
gerade punktierte Homotopiedquivalenzen. Ein topologischer Raum ist nach Beispiel 2.5 genau dann
zusammenziehbar, wenn er zum einpunktigen Raum pt homotopiedquivalent ist. Da ein Funktor
isomorphe Objekte auf isomorphe Objekte abbildet, folgt aus Beispiel 3.4, dass

X zusammenziehbar — (X)) =0 fir alle £ > 0.

Wir werden spéter im Satz von Whitehead sehen, dass fiir eine grofie Klasse topologischer Rdume
auch die Umkehrung gilt.

3.7. PROPOSITION. Fir alle k > 1 liefert jede relative Homotopieklasse [y] von Pfaden von xg
nach x1 einen Isomorphismus

V].: me(X, @) = me(X,@o)  mat [YL[f] = [ f],

f2t—3,..2t— 3) fir 3 <ti,...t <
7(2—4max{ tl—%},..., tk—%‘}) sonst.

Insbesondere wirkt die Fundamentalgruppe m1(X) durch Gruppenautomorphismen auf m(X).

und

Mw

wobei v.f = {

Fiir k£ = 1 erhalten wir innere Automorphismen von 7 (X), siche Bemerkung 2.16.

BEwEIS. Mit dhnlichen Methoden wie im vorangegangenen Beweis {iberpriift man die folgenden
Aussagen.

(1) Die Abbildung ~.f ist stetig.

(2) Relativ homotope Pfade 79, 71 von xg nach 27 und punktiert homotope Abbildungen fj,
fi: I¥/0I* — (X,z1) liefern punktiert homotope Abbildungen ~o.fo, 71.f1. Wenn wir
Schleifen an x( betrachten, erhalten wir also eine wohldefinierte Abbildung 1 (X) X
(X)) = 75 (X).

(3) Es gilt v0.(71.f) ~ (7071)-f, und fiir den konstanten Pfad e gilt e.f ~ f. Wenn wir Schleifen
an xg betrachten, ist die obige Abbildung also eine Gruppenwirkung.

(4) Die obige Operation ist mit der Gruppenstruktur auf m;(X) vertriglich. O

Wir wollen uns jetzt die Menge Homy 7, (S™, X) = [S%, X] der freien Homotopieklassen von
Abbildungen von S™ nach X anschauen.
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3.8. FOLGERUNG (aus Proposition 3.7). Es sei X ein wegzusammenhingender topologischer
Raum und k > 1. Dann steht die Menge [S%, X] der freien Homotopieklassen nicht punktierter
Abbildungen S™ — X in natiirlicher Bijektion zur Menge mi(X)//m1(X) der Orbiten der m(X)-

Wirkung auf 7 (X).

Wir schreiben hier 7, (X) /71 (X) um deutlich zu machen, dass es sich nicht um den Quotienten
nach einer Untergruppe handelt.

BEWwEIS. Fixiere zg € X. Es sei f: S¥ — X gegeben, dann withlen wir einen Weg v in X von
zu f(ey1) und erhalten nach Proposition 3.7 ein Element [. f] € 7 (X, zo). Fiir einen weiteren Weg ~/
gilt dann

W'-f1= 0311,
der Orbit von [v.f] unter der 71 (X, zo)-Wirkung héngt also nicht von der Wahl von v ab.

Sei h eine freie Homotopie zwischen f und ¢g: S™ — X, dann setzen wir y(t) = h(e1,t). Mithilfe
von h lidsst sich eine punktierte Homotopie zwischen f und ~.g konstruieren, so dass der obige
Orbit auch nicht von der freien Homotopieklassen von f abhingt. Also ist die obige Zuordnung
wohldefiniert. Sie ist auch natiirlich im Sinne von Definition 3.3, denn sei F': X — Y stetig, dann
erhalten wir ein kommutatives Diagramm

[5%, X] —— m(X)//m(X)

| |r

(ST, Y] —— m(Y)//m(Y).
Surjektivitét ist klar, da wir jede punktierte Abbildung als nicht punktierte Abbildung auffassen

konnen. Zur Injektivitit bleibt zu zeigen, dass f, g: S¥ — X frei homotop sind, wenn [v.f] = [y.g]
fiir geeignete Wege ~, v gilt. Aber das folgt, da ~.f stets frei homotop zu f ist. O

3.9. DEFINITION. Es sei (X, x) ein punktierter topologischer Raum und £ > 1. Wir definieren
den k-ten Schleifenraum von (X, zg) durch

QX)) =" (X, mo) = { f: IF > X |oI* C fY(z0) } Cc C(IF, X),

wobei C(I*, X) die kompakt-offene und QF(X,z¢) die Unterraumtopologie trage. Als Basispunkt
von Q%(X, xg) fixieren wir die konstante Abbildung auf z.

3.10. BEMERKUNG. Es gilt (Ubung 3.105, siche Bemerkung 2.17):
(1) fiir k, £ >0 gilt QF(QF(X)) = QF(X);
(2) fiir k, £> 0 gilt m,(QY(X)) = mp0(X).
3.b. Die lange exakte Homotopiesequenz eines Paares

Ein punktiertes Paar (X, A) besteht aus einem punktierten topologischen Raum X mit Ba-
sispunkt zg und einer Teilmenge A C X, so dass zg € A. Eine Abbildung zwischen punktierten
Paaren (X, A), (Y, B) ist eine punktierte Abbildung f: X — Y, so dass f(A) C B. Die punktierten
Paare mit ihren Abbildungen bilden eine Kategorie

Pair .

Zwei Abbildungen f, g: (X, A) — (Y, B) punktierter Paare heiflen (als Abbildungen punktierter
Paare) homotop, wenn es eine punktierte Homotopie h: X x I — Y zwischen ihnen gibt, so dass

AxIch'(B). (3.1)
Die punktierten Paare mit Homotopieklassen von Abbildungen bilden eine Kategorie
HPairy .
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ABBILDUNG 3.1. Das Tripel 8’12 C 9I? C I?

Fir k > 1 bezeichne
I = aI*\ ((0,1)*1 x {0})
den Rand von I* ohne eine (offene) Seite, sieche Abbildung 3.1. Da wir im Folgenden manche
Abbildungen auf (0,1)*~! x {0} nicht festlegen, nennen wir I*~1 x {0} die ,offene Seite* von I*.

3.11. DEFINITION. Fiir ein punktiertes Paar (X, A) und k£ > 1 definieren wir
(X, A) = ([(I¥/o'1F,01%/0'T), (X, A)],0) ,

dabei bezeichne wieder 0 die konstante Abbildung auf zg € A. Seien a = [f], b = [¢] € m(X, A)
und k£ > 2, dann definieren wir ab = [fg] € m(X, A) wie in Definition 3.1. Aulerdem bezeichnen wir
die Homotopieklasse der konstanten Abbildung c¢(t1,...,t;) = zo mit 0 = [¢] € m(X, A). Sei schliefi-
lich F': (X,A) — (Y, B) eine Abbildung punktierter Paare, dann definieren wir mF': mp,(X, A) —
(Y, B) durch
e ([f]) = [F o f].
Fir £ = 0 setzen wir
mo(X, A) = mo(X/A) = m0(X)/mo(A) ,

wobei der rechte Quotient als Quotient punktierter Mengen zu verstehen ist. Fiir eine Abbildung F
punktierter Paare sei moF': mo(X, A) — m(Y, B) die von moF': mo(X) — mo(Y') induzierte Abbil-
dung.

Man beachte, dass wir aufgrund der Sonderrolle der Koordinate t;, in der Definition von 9'I*
eine gesonderte Definition fiir my bendtigen und im Falle & = 1 keine Gruppenstruktur erhalten.
Wie in Bemerkung 2.3 folgt wieder, dass die Verkniipfung und die Abbildung 7 F wohldefiniert
sind. Fiir 7y F' schreibt man oft auch kurz Fj, und fiir ab schreibt man meist a + b, wenn k£ > 3.

3.12. BEMERKUNG. Wenn in der obigen Definition A = {z0} gilt, dann wird 9I*/9'T* auf zg
abgebildet. Nach der charakteristischen Eigenschaft der Quotiententopologie in Satz 1.72 entprechen
solche Abbildungen f: I*/9'T* — (X, z0) genau den Abbildungen aus Definition 3.1. Es folgt

(X, {zo}, wo) = T (X, 7o)
sogar fiir alle £ > 0, aber fiir £k = 1 fehlt der linken Seite die Gruppenstruktur.
3.13. BEMERKUNG. Nach Ubung 3.103 gibt es fiir alle k& > 1 einen Hom&omorphismus
(I*/9' 1%, 01% ' IF) = (DF, 51y .

Dabei liegt der Basispunkt auf dem Rand S*~! der Einheitskreissscheibe. Wir erhalten also fiir & > 1
natiirliche Bijektionen
ﬂ—k(X7 A: l‘o) - [(Dkv Sk_l? *)7 (Xa Aa .’B(])] :
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3.14. PROPOSITION. Die relativen Homotopiegruppen haben folgende Eigenschaften.
(1) Fir alle k > 0 ist w2 HPairy — Sety ein Funktor.
(2) Fir alle k > 2 ist m: HPairy — Grp ein Funktor.
(3) Fir alle k > 3 ist m: HPairy — Ab ein Funktor.

BEWwEIS. Vollig analog zum Beweis von Satz 3.5, wobei wir aber, da die Variable ;. eine Son-
derrolle spielt, £ > 2 in (2) und k& > 3 in (3) fordern miissen. O

3.15. PROPOSITION. Fiir alle k > 1 liefert jede relative Homotopieklasse [y] von Pfaden in A
von xg nach x1 einen Isomorphismus

[’7]‘2 Wk(X7A7x1) - Wk(XvAva) mit [’V]Lf] = [’Yf] )

f(2t2 =5 ... 2ty — 3, 2t) fir <t tp1 <3t <4

wobei W'f:{7(2_4max{}t1—%‘a-'-vhk_l_%"’%‘}) somst.

Insbesondere wirkt die Fundamentalgruppe w1 (A) durch Gruppenautomorphismen auf mp(X, A).
BEWEIS. Analog zum Beweis von Proposition 3.7. g
3.16. BEMERKUNG. Fiir k > 1, £ > 0 gilt (Ubung 3.106, siche Bemerkung 3.10)

m(Q4(X), Q4A)) = mre(X, A)
Fiir k = 0 ist die Behauptung falsch, wie man am Beispiel (D, S°) mit £ = 1 sehen kann.

Wir definieren exakte Sequenzen hier in Set,. Sei f: (A, ap) — (B,by) eine punktierte Abbil-
dung, dann definieren wir ihren Kern als

ker f = f{b} C A.

AuBlerdem sei 0 = pt = {x} eine feste einpunktige Menge. Mit dieser Notation sieht alles genauso
aus wie in der Kategorie der Gruppen oder R-Moduln, die wir spéter noch betrachten werden.
Allerdings folgt in Set aus ker f = {ag} = {*} noch nicht, dass f injektiv ist.

3.17. DEFINITION. Eine Sequenz in Set ist eine Familie (f;: M; — M;_1);cz punktierter Abbil-
dungen zwischen punktierten Mengen. Eine Sequenzabbildung von (f;: M; — M;_1) nach (g;: N; —
N;_1) vom Grad d € Z ist eine Familie punktierter Abbildungen (k;: M; — N;iq)icz, so dass das
Diagramm

C— Mi*l (_.fi. Mz JiL Mi+1 PR

ki—ll /ﬂl k’i+1l

Gi+d Jit+d+1
S Ni+d71 — Nier A — N’i+d+1 S -

kommutiert, das heif$t, es gilt k;_1 o f; = g;+q 0 k; fiir alle ¢ € Z.

Eine Sequenz (f;: M; — M;_1) heifit exakt an der Stelle M;, wenn ker f; = im f;11 C M; gilt.
Sie heiit (lange) exakte Sequenz, wenn sie an allen Stellen exakt ist. Eine kurze ezakte Sequenz ist
eine exakte Sequenz der Form

0 A A A" 0.

Vollig analog definieren wir Sequenzen und exakte Sequenzen in den Kategorien Grp und Ab.

Kurze exakte Sequenzen denken wir uns nach links und rechts fortgesetzt durch 0 = {x} bezie-
hungsweise durch die einelementige Gruppe. Wir werden Diagramme zu Sequenzen teils wie oben
mit Pfeilen von rechts nach links darsellen, teils aber auch die Richtung der Pfeile umdrehen:

- M Jir1 M; Ji

M1 —— ---
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3.18. BEMERKUNG. Wenn in einer exakten Sequenz von Gruppen eine der Abbildungen konstant
auf e abbildet, dann erlaubt es Riickschliisse iiber die benachbarten Gruppen und Abbildungen,
siehe Ubung 3.107. Das passiert insbesondere dann, wenn eine der Gruppen trivial ist.

Es sei (X, A, o) ein punktiertes Paar. Dann haben wir natiirliche Inklusionen in 7op, bezie-
hungsweise Pair.,

i: (A, z0) — (X, o) und Jj: (X, {zo},x0) — (X, A, {z0}) .

3.19. SATz (Homotopiesequenz eines Paares). Es sei (X, A, xg) ein punktiertes Paar. Firk > 1
und [f] € me(X, A, 20) mit f: IF/O'TF — X definiere O[f] = [0f] € mr_1(A, o) durch

of = f’([’cflx{O})/(alkflx{O}): Ik_l/ﬁl’“_l — A.

Dann erhalten wir eine natiirliche lange exakte Sequenz
e ke (X, A) L mo(X) E mo(A) <2 m(XA) Ao (X) < om(A) &

Die Gruppe m1(A, xo) operiert durch Sequenzabbildungen, wobei sie auf 7o(X), mo(A) und mo(X, A)
trivial operiere.

Von rechts kommend bis 71 (X) handelt es sich dabei um eine exakte Sequenz von Gruppen,
bis m(X) sogar um eine exakte Sequenz abelscher Gruppen. Die Abbildung d nennt man auch
den Verbindungshomomorphismus. Die Sequenz setzt sich durch {*} unendlich weit nach links fort.
Eine Verallgemeinerung fiir Tripel findet sich in Ubung 3.110.

BEWEIS. Zunichst einmal ist die Einschrankung 0f wie gefordert eine punktierte Abbildung.
Auflerdem ist 0 mit punktierten Homotopien von Abbildungen von Paaren vertrdglich und re-
spektiert die Gruppenstruktur, falls & > 2. Also ist die Abbildung 9: m(X, A, z¢) — 7r_1(A, x0)
wohldefiniert.

Sei F': (X, A, xz9) — (Y, A, yo) eine Abbildung punktierter Paare, dann induziert F' eine Se-
quenzabbildung von der Sequenz des Paares (X, A,zo) in die des Paares (Y, A,yp). Somit ist
die Sequenz natiirlich, das heifit, i., j. und O sind natiirliche Transformationen zwischen Funk-
toren HPairy — Sety im Sinne von Definition 3.3.

Schliefllich sind die Gruppenwirkungen aus den Propositionen 3.7 und 3.15 ebenfalls mit i, j,
und ¢ vertriglich; dabei wirkt g € m1(A) als i.g auf 7, (X).

Zur Exaktheit sind sechs Inklusionen zu beweisen. Wir iiberpriifen nur zwei davon, der Rest
ist Ubung 3.108. Zu einer Abbildung f: I*/0I* — X wie in Definition 3.1 oder f: I*/o'TF — X
wie in Definition 3.11 bezeichne dabei f die entsprechende Abbildung auf I¥. Wenn wir umgekehrt
nur f angeben, so lisst sich mit der charakteristischen Eigenschaft der Quotiententopologie aus
Satz 1.72 (2) die Stetigkeit der zugehorigen Abbildung f iiberpriifen. Im Folgenden sei stets k > 1.

Jimj, C ker 0% Gegeben sei f: I*/0I* — X. Da I¥=! x {0} c OI*, ist d(jo f) = flr—1x 0y
die konstante Abbildung auf den Basispunkt, also 9j.[f] =0 € mx_1(A).

Jkerd C imj, “ Es sei f: I*/0'TF — X gegeben, und es sei h: (I*1/0I* 1) x I — A cine
Nullhomotopie von 0f in A. Betrachte g: I* — X mit

_ h(ti, ... tg_1,1—2t;) firt, <3
glt1, ... te) = ! ) i} i
f(tl,...,tk,1,2tk—1) fiir thQ.

Betrachte die Homotopie k: I* x I — X zwischen j o § und f mit

s+ (22— s)tk> |

k(tl,...,tk,s) = g<t1,.. te_1,

87



Da g ganz 0'I* auf x( abbildet, bildet sie &I x I auf o ab. Da h Werte in A annimmt, erhalten

WI1r
k(tl,...,tk_l,o,s) :g(tl,...,tk_l,g) = B(tl,...,tk_l,l —8) eA.

Somit j.[g] = [f] € m(X, A). O

Das folgende Lemma ist sehr hilfreich im Umgang mit exakten Sequenzen.

3.20. LEMMA (Vierer- und Fiinferlemma). Gegeben sei eine Sequenzabbildung

A B « c D E
S
A B« (' D E

in Sety. Beide Zeilen seien exakt. Auflerdem seien C, C' Gruppen und c ein Gruppenhomomor-
phismus. Dann gilt:

(1) seien b, d surjektiv und a injektiv, und sei B’ ebenfalls eine Gruppe und C' — B’ ein
Gruppenhomorphismus. Dann ist ¢ surjektiv;

(2) seien b, d injektiv und e surjektiv. Dann ist ¢ injektiv;

(3) seien b, d bijektiv, a injektiv und e surjektiv, und C' — B’ wie in (1). Dann ist ¢ bijektiv.

BEWEIS. Man beweist (1) und (2) durch Diagrammjagd. Es folgt (3). O

3.21. FOLGERUNG. Es sei f: (X, A) — (Y, B) eine Abbildung von Paaren. Wenn f und f|a
fir alle k Isomorphismen mp(X) — mi(Y) beziehungsweise mi(A) — mr(B) induzieren, dann
ist fo: (X, A) = (Y, B) ebenfalls ein Isomorphismus fir alle k. O

3.c. Faserungen

Die lange exakte Sequenz aus Satz 3.19 ist in der vorliegenden Form noch nicht wirklich hilfreich,
um Homotopiegruppen zu bestimmen. Hier formulieren wir sie um in eine lange exakte Sequenz
fiir Serre-Faserungen. Spéter werden wir noch eine (nicht so lange, aber noch wichtigere) exakte
Sequenz fiir Kofaserungen kennenlernen.

3.22. DEFINITION. Eine Abbildung p: £ — B hat die Homotopieliftungseigenschaft beziiglich
eines Raumes X, wenn zu jeder Abbildung f: X — FE und jeder Abbildung h: X x I — B mit

h(-,0)=pof: X - B
ein Lift h: X x I — E existiert mit

poh=h und A(-,0)=f:X > FE.

f
X ——F
b
X{0}[ 7 JP
h

XxI—B8B

Die Abbildung p heifit Serre-Faserung, wenn sie die Homotopieliftungseigenschaft beziiglich X =
I* fiir alle k > 0 besitzt. Sie heiBt Hurewicz-Faserung, wenn sie die Homotopieliftungseigenschaft
sogar beziiglich aller topologischen Rdume X besitzt.

Wenn die Abbildung p iiberdies punktiert ist, nennen wir sie eine punktierte Serre- beziehungs-
weise Hurewicz-Faserung, und p~1(by) C E ihre Faser.
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3.23. BEMERKUNG. Nach Ubung 3.111 sind die Paare (I*, I¥=! x {0}) und (I*,&'I*) homoo-
morph. Also ist eine Abbildung p: F — B genau dann eine Serre-Faserung, wenn fiir alle & > 1
und alle Abbildungen f: I*¥ = B und §: 8'I* — E mit

f’(’?’[’“ =pog: 8/Ik — B
eine Abbildung f: I* — E existiert mit

pof=f ud  flgp=3.

Das gleiche geht selbstverstindlich auch, wenn man eine andere offene Seite aus OI* entfernt.

[fJ
L P
f

*—— B

3.24. PROPOSITION. Es seip: (E,eq) — (B,bo) eine Serre-Faserung, und es sei F = p~1(by) C
E. Dann induziert p fir alle k > 0 einen Isomorphismus

D« Wk(Ea F, 60) - Wk(Ba{bO}abO) = ﬂ-k(BabO) :

Fiir £ = 0 ist diese Aussage falsch: es kann durchaus Wegzusammenhangskomponenten von B
geben, deren Urbild leer ist.

BEWEIS. Zur Surjektivitit betrachte eine punktierte Abbildung f: I¥/0I* — (B, by), aufgefasst
als Abbildung (I*,0I%) — (B, {by}). Die Abbildung §: 'T* — {eo} C E sei konstant. Dann liefert

Bemerkung 3.23, angewandt auf f: I¥ — B, das gesuchte Urbild f, denn f |o/1 = g ist die konstante
Abbildung, und auf der ,offenen Seite“ I*~! x {0} nimmt f Werte in F = p~'(eg) an.

Zur Injektivitit seien fo, fi: (I*/0'T%, 1% )& T%) — (E, F) mit p.[fo] = p«[f1] gegeben. Dann
bilden po f; den gesamten Rand nach by ab. Es sei h: (I*/0I%) x I — B eine punktierte Homotopie
zwischen po fo und po fi in B. Definiere §: oI%+1 \ ((O, 1)1 x {0} x (0, 1)) — FE durch

. filt1, ... ty) falls tjyq =i € {0,1}, und
g(tla . 7t/€+1) =
) sonst.

Diese Abbildung ist wohldefiniert, siche Abbildung 3.2. Nach Bemerkung 3.23, angewandt auf h,
existiert eine Abbildung h, die § fortsetzt, und auf der ,,offenen Seite“ ¢;, = 0 Werte in F annimmt,
da h dort auf by abbildet. Also ist & eine punktierte Homotopie von Paaren zwischen fy und fi,
was zu zeigen war. O

Es ist nicht ungewohnlich, dass Injektivitdt dhnlich wie Surjektivitéit bewiesen wird: ,, Injekti-
vitdt bis auf Homotopie ist Surjektivitdt fiir Homotopien®.

3.25. SATZ (Homotopiesequenz fiir Serre-Faserungen). Es sei p: (E,eq) — (B, by) eine punk-
tierte Serre-Faserung, und es seii: F' = p~Y(by) — E die Inklusion der Faser. Dann existiert fiir
alle k > 1 ein Verbindungshomomorphismus 0: m(B) — mp_1(F), so dass die Sequenz

70(B) L= 1o(E) ¢ 70(F) «2 m(B) &= m(E) «— . ..
exakt und natirlich ist.

Im Gegensatz zur Homotopiesequenz 3.19 eines Paares bricht diese Sequenz bei m(B) ab.
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ABBILDUNG 3.2. Der Definitionsbereich von g

BeEwEIs. Mit Proposition 3.24 erhalten wir eine Sequenzabbildung

A S kal(F,eo) L/ Fk(E,F,C()) (J—* ﬂk(E,eo) —

H | H

L kal(F,eo) L Wk(B,b()) (p—* ﬂk(E,eo) — ...,
hierbei sei 9’ der Verbindungshomomorphismus aus Satz 3.19. In der Tat kommutiert das rechte
Quadrat, da p o j = id(p, (5} © p- Das linke Quadrat nehmen wir als Definition fiir den Verbin-

dungshomomorphismus 0 = @ o (p.)~!. Da die obere Sequenz exakt ist, ist es die untere auch.
Da nicht notwendigerweise mo(E, F') = my(B) gilt, bleibt Exaktheit bei mo(E, ep) zu priifen. Sei

zunichst f: SY — (F,eg) gegeben, dann bildet poio f konstant auf by ab, also gilt im i, C ker p,. Sei

umgekehrt f: SY — (E,ep) mit [f] € ker p, gegeben, dann existiert eine punktierte Nullhomotopie

von po f in B, also ein Pfad von p(f(0)) nach by. Mit der Homotopieliftungseigenschaft erhalten

wir einen Pfad von f(0) nach F', also eine punktierte Homotopie von f zu einem Element in imi,.
Zur Natiirlichkeit betrachte ein kommutatives Diagramm punktierter Serre-Faserungen

E—?2.D

”l lq
B c.

Seien F = p~1(by) und G = ¢ (cp) die Fasern, dann bildet g|p die Faser F' auf G ab. Betrachte
jetzt die zugehorigen langen exakten Sequenzen

T 0 o
N 7Tk_1(E) — Wk_l(F) — ﬂk(B) (p— Wk(E) — ...

wl Mnl ﬂl %l

i (D) o w1 () 2 T (O) 2 (D) —— ...
Die dufleren Quadrate kommutieren, da die entsprechenden punktierten Abbildungen ebenfalls

kommutieren. Nach Definition des Verbindungshomomorphismus kommutiert das innere Quadrat,
da die Sequenz aus Satz 3.19 natiirlich ist. O

3.26. FOLGERUNG (aus dem Liftungssatz 2.58). Es sei p: ()Z',:io) — (X, x0) eine Uberlagerung.
Dann ist die Abbildung

pe = mep: (X, Fo) — m(X, z0)
ein Isomorphismus fir alle k > 2. Auflerdem haben wir eine exakte Sequenz
70(X) +— mo(X) +— mo(p~ (o)) +— m(X) &2 m(X) «— 0.
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Die Injektivitédt von mp kennen wir bereits aus Satz 2.56.

BewEIS. Nach dem Homotopieliftungssatz 2.27 sind alle Uberlagerungen Hurewicz-Faserungen,
also erst recht Serre-Faserungen. Dabei ist die Faser F' = p~!(xg) einer Uberlagerung diskret,
und S* ist zusammenhéngend fiir k£ > 1, folglich sind alle stetigen punktierten Abbildungen S* —
F konstant. Es folgt mi(F) = 0 fiir alle £ > 1. Mit Satz 3.25 und Bemerkung 3.18 folgen die
Behauptungen. O

3.27. BEISPIEL. Die universelle Uberlagerung von S' ist R nach Beispiel 2.26, also zusammen-
ziehbar. Wegen den Bemerkungen 3.2 (1) und 3.6, Satz 2.28 und Folgerung 3.26 gilt daher

m(S1) = {
3.28. BEISPIEL. Essei E = B x F ein Produkt punktierter Raume und p: £ — B die Projektion

auf den ersten Faktor. Dann ist p nach__Ubung 3.112 eine Hurewicz-, also auch eine Serre-Faserung.
Es gilt m(F) = m(B) x i (F), siehe Ubung 3.104. Also hat die Homotopiesequenz die Form

Z fir k=1, und
0 sonst.

e e (F) <2 mi(B) <& m(B) X m(F) 42 mu(F) 42 i (B) —— ...

2y (E)

Die Abbildung p. ist die Projektion auf 7 (B), und i.(a) = (0,a) € mp(B)xm(F) fir alle a € 7 (F).
Die Sequenz ist offensichtlich bei 7 (E) exakt. Da p, surjektiv und i, injektiv ist, folgt aus der
Exaktheit an den anderen Stellen, dass

ker 0 = im p, = 7 (B) und imd =keri, =0,
also ist der Verbindungshomomorphismus 9 = 0 fiir alle k.

3.29. BEMERKUNG. Allgemeiner sei p: F — B eine Faserung. Unter einem Schnitt von p ver-
stehen wir ein Rechtsinverses von p, also eine Abbildung s: B — E mit p o s = idg. Mit anderen
Worten ist im B C F in diesem Fall ein Retrakt von E. Im obigen Beispiel ¥ = B x F' liefert jeder
Punkt f € F' einen Schnitt sy mit s¢(b) = (b, f).

Wenn p einen Schnitt besitzt, gibt es in der Homotopiesequenz 3.25 ein Rechtsinverses s, von p.
Aus pios. = idy, (p) folgt die Surjektivitdt von px, somit gilt 9 = 0. Also kénnen wir 9 als Hindernis
gegen die Existenz eines Schnittes auffassen.

In Ubung 5.85 werden wir sehen, dass die Homotopiesequenz 3.25 ab k > 2 genau die gleiche
Gestalt wie im obigen Beispiel hat. Im Falle & = 1 konnen wir lediglich folgern, dass 71 (E) isomorph
zu einem semidirekten Produkt 71 (B) x 71 (F) ist.

3.30. DEFINITION. Ein Faserbiindel mit typischer Faser F ist eine stetige Abbildung p: £ — B,
so dass jeder Punkt b eine Umgebung U C B besitzt, fiir die ein Homéomorphismus ¢: p~1(U) —
U x F existiert, so dass das Diagramm

pNU)— UxF

A

kommutiert, wobei pry; die Projektion auf den ersten Faktor bezeichne. Dann heif$t E' der Totalraum,
B die Basis, und ¢ eine lokale Trivialisierung oder Biindelkarte von p: E — B.

Ein Produkt wie in Beispiel 3.28 heifit auch triviales Faserbiindel, daher die Terminologie.
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ABBILDUNG 3.3. Schichtweise Konstruktion von h

3.31. PROPOSITION. FEs sei p: E — B eine Abbildung, und jeder Punkt b € B besitze eine
Umgebung U C B, so dass p: p~"(U) — U eine Serre-Faserung ist. Dann ist p ebenfalls eine
Serre-Faserung.

3.32. FOLGERUNG. Jedes Fuaserbiindel p: EE — B ist eine Serre-Faserung. O

Faserbiindel {iber parakompakten Rdumen sind sogar Hurewicz-Faserungen [tD2, Section 13.4],
aber das zeigen wir hier nicht.

BEWEIS von Proposition 3.31. Es sei I eine offene Uberdeckung von B durch Mengen U, iiber
denen p eine Serre-Faserung ist. Es sei X = I* fiir k > 0, und h: X x [ — B und f: X — E seien
Abbildungen wie in Definition 3.22. Dann ist { =1 (U) | U € U } eine offene Uberdeckung von I¥+1.
Nach dem Satz 1.55 von Lebesgue koénnen wir 75+ fiir ein geeignetes N > 1 in N*+1 Wiirfel der
Kantenlénge % unterteilen, so dass jeder dieser Wiirfel ganz in einer der Mengen h~!(U) mit U € U
enthalten ist.

Um h zu konstruieren, setzen wir f von I* x {0} Schicht fiir Schicht auf I*+! fort. Wir kon-
struieren in jeder Schicht A zunichst auf den Strecken iiber allen Ecken, dann auf den Quadraten
iiber allen Kanten, und so weiter, und zum Schluss auf den k + 1-dimensionalen Wiirfeln selbst,
siche Abbildung 3.3. Dabei miissen wir in jedem Schritt von einer Menge der Form 0'I* auf I’ fort-
setzen. Dazu benutzen wir Bemerkung 3.23 und die Tatsache, dass wir stets iiber einer der offenen
Mengen U C B arbeiten, fiir die p~!(U) — U eine Serre-Faserung ist. O

3.33. BEISPIEL. Der komplex projektive Raum CP™ ist definiert als Quotientenraum
CP" = (C"\{0})/~,

wobei (zg, . ._:,zn) ~ (wo,...,w,) genau dann, wenn es a € C* mit a- (205 .-y 2n) = (Wo, ..., wy
gibt, siche Ubung 1.129. Man schreibt fiir die Aquivalenzklassen auch gern (zg : -+ : z,) =
q(20,...,2n). Der CP™ wird iiberdeckt von den n + 1 Teilmengen Uy, ..., U, mit

Uk = { (Zo Do Zn) ‘ Zk 7& 0} = im(q’(ckx{o}x(cnfk) .

Wir betrachten die sogenannte Hopf-Faserung
p: 52n+1 SN (Cn+1 \ {0} l& CP"”.

Uber jedem Uy, erhalten wir als lokale Trivialisierung den Homoomorphismus

0: p 1 (Uy) = Up x St mit O(20, -+ 2n) = ((zo Deee i zp), é—fk)
-1 -1
_ w2z, 2055 1y...,2, 2
und % 1((20:---:zn),w): (fl fl n) )
H(zk 20551y, 2 Z")H

Also ist die Hopf-Faserung ein Faserbiindel mit typischer Faser S' C C*.
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Es gilt S? = CP! (Riemannsche Zahlenkugel). Also erhalten wir als Spezialfall insbesondere
die klassische Hopf-Faserung S% — S? mit Faser S'. Die zugehorige exakte Homotopiesequenz 3.25
hat die Form .

coe— 1 (SY) 2 e (S?) B (8) - m(SY) e—

N—— N——
=0 fiir k#£2 =0 fiir k#£1

Also gilt 74,(S5?) = m,(S3) fiir alle k > 3.
3.34. BEISPIEL. Der quaternionisch projektive Raum HP™ ist definiert als Quotient
HP" = (HP"T\ {0})/~,

wobei (qo,-..,qn) ~ (ro,...,r,) genau dann, wenn es a € H* mit a-(qo,...,qn) = (ro,...,7rs) gibt.
Mit den gleichen Argumenten wie oben erhalten wir die quaternionische Hopf-Faserung

p: S4n+3 SN Hn+1 \ {0} — s HP"

als Faserbiindel mit typischer Faser S® c H*.
Es gilt S* = HP', also existiert ein Faserbiindel p: S7 — S% mit typischer Faser S3. Die
zugehorige Homotopiesequenz hat die Gestalt

e a1 (%) < me(SY) B (ST) € m(S3) <2 Mg (1) —— -

3.d. Der Ausschneidungssatz

Fiir kleine k ist es manchmal mdoglich, die k-te Homotopiegruppe eines Raumes aus den k-ten
Homotopien von Unterrdumen (genauer, von Unterraum-Paaren) zusammenzusetzen, dhnlich wie
im Satz 2.42 von Seifert und van Kampen. Einen direkter Vergleich mit diesem Ergebnis nehmen
wir spéter vor.

3.35. DEFINITION. Ein Raum X # 0 heiit n-zusammenhingend, wenn 7 (X, z) = 0 fiir alle x €
X und alle 0 <k <n.

Eine Abbildung f: X — Y mit X # () heiit n-zusammenhingend, wenn fiir alle z € X die
induzierte Abbildung f.: (X, z) — m(Y, f(z)) ein Isomorphismus ist fiir alle 0 < k& < n und
surjektiv fiir k = n.

Ein Paar (X, A) mit A # 0 heiBt n-zusammenhdingend, wenn die Inklusion A — X eine n-
zusammenhingende Abbildung ist.

Eine Abbildung f: (X, A) — (Y, B) von Paaren mit A, B # () heiit n-zusammenhingend, wenn
fir alle x € A und alle 0 < k < n die induzierte Abbildung f.: mx(X, A, z) — m(Y, B, f(z)) ein
Isomorphismus ist, und eine Surjektion fiir k£ = n.

Fiir einen Raum bedeutet 0-zusammenhéngend das gleiche wie wegzusammenhéngend, siehe
Bemerkung 3.2 (1), und 1-zusammenhéngend bedeutet wegzusammenhéngend und einfach zusam-
menhéngend nach Bemerkung 3.2 (2). Ein Paar (X, A) ist 0-zusammenhéngend, wenn jede Weg-
zusammenhangskomponente von X einen Punkt von A enthilt.

3.36. BEMERKUNG. Fiir einen Raum X sind adquivalent:

(1) der Raum X ist n-zusammenhingend;
(2) fiir alle & < n lisst sich jede Abbildung S¥ — X zu einer Abbildung D¥*! — X fortsetzen;
(3) fiir alle k& < n ldsst sich jede Abbildung OI**! — X zu einer Abbildung I**' — X
fortsetzen.
Die Aquivalenz von (2) und (3) ist offensichtlich, da die Paare (D*+1, S¥) und (I*+! o1k+1)
homoéomorph sind.
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ABBILDUNG 3.4. Die Mengen K,.(W) und G,(W)

Zur Aquivalenz von (1) und (2) sei f: S¥ = I¥/0I* — X gegeben. Eine Nullhomotopie h von f
ist eine Fortsetzung von f auf I**!/&I*+1 und umgekehrt, und das Paar (I*+1/9'T*+1 1% /OTI%) ist
hom&omorph zu (D¥1, SF).

3.37. BEMERKUNG. Fiir ein Paar (X, A) und n > 0 sind dquivalent:

(1) das Paar (X, A) ist n-zusammenhéngend;

(2) fiir alle £ < n und alle z € A gilt m,(X, A, x) = 0;

(3) fiir alle 1 < k < n ist jede Abbildung (I*,0I*¥) — (X, A) als Abbildung von Paaren
homotop zu einer Abbildung (I*,0I%) — (A, A), und jeder Punkt in X lisst sich durch
einen Weg mit A verbinden;

(4) fiir alle k < n lisst sich jede Abbildung (9'I**1 9I% x {0}) — (X, A) zu einer Abbil-
dung (I*+1 % x {0}) — (X, A) fortsetzen.

Die Aquivalenz von (1) und (2) ergibt aus der langen exakten Sequenz 3.19 des Paares (X, A).

Zu (2) = (3) iiberlegt man sich, dass die Paare (I*,01%), (D* S¥=1) und (I¥/0'1%,01% /O’ TF)
paarweise homoéomorph sind.

Wie in Bemerkung 3.23 existiert ein Homdomorphismus g: I¥71 — 1 der ' T*+1 auf I* x {0}
abbildet und umgekehrt. Zu (3) = (4) sei h: (I**10'1%*1) — (X, A) die Homotopie aus (3)
zu fo g_1|1kx{0}. Dann ist h o g die gesuchte Fortsetzung.

Fiir (4) = (2) betrachte f: (I¥/0'T* 01%/0'I*) — (X, A). Da das Paar (I¥/0'I*,01%/0'I%)
zu (0'TF+1 9I% x {0}) hombomorph ist, ist f relativ zum Rand 9I* /9’ I* homotop zu einer Abbil-
dung (I*/0'1%,01F J0'TF) — (A, A), liegt also im Bild von m(A, A, z) = 0.

3.38. SATZ (Ausschneidungssatz, Blakers-Massey). Es sei X ein topologischer Raum und U,
V C X offtn mit X = UUV und UNV # 0. Das Paar (U,U NV) sei p-zusammenhingend,
und (V,UNYV) sei q-zusammenhdngend mit p, ¢ > 0, dann isti: (U,UNV) — (X,V) eine (p+q)-
zusammenhdngende Abbildung von Paaren.

Der Name rithrt daher, dass wir die abgeschlossene Menge V'\ U aus X ,ausschneiden“ kénnen,
ohne die ersten p+ ¢ —1 Homotopiegruppen zu verdandern. Mit Hilfe dieses Satzes werden wir spéter
einige nichttriviale Homotopiegruppen ausrechnen und viele wichtige Resultate beweisen.

Wir kopieren den Beweis von Puppe, siche [tD2, Abschnitt 6.9]. Als erstes bringen wir die
Repréasentanten von Homotopieklassen oder Homotopien zwischen ihnen in eine spezielle Form
(Propositionen 3.39, 3.40), siche Abbildung 3.6. Anschliefend kénnen wir den Anteil mit Werten
in V' \ U wegdeformieren (Proposition 3.41).

Dazu betrachten wir achsenparallele Wiirfel der Form

W(a,0,J) = {x € R" | z; € [a;,a; + d]fiir i € J, und z; = a; sonst } C R"
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ABBILDUNG 3.5. Die Homotopie hq

fira € R", 0 > 0und J C {1,...,n}. Fir W = W(a,d,J) und 0 < r definieren wir Teilmen-
gen K, (W) und G,(W) C W — wie in Abbildung 3.4 angedeutet — durch

K.(W)={2zeW | € (asa; + %) fiir mindestens r verschiedene i € J } ,

5 . . . (3:2)
G, (W)= {x eWw ‘ T; € (ai +5,a; + 6) fiir mindestens r verschiedene 7 € J} .

Inbesondere gilt K, (W) = G,(W) = ( falls » > dim W = #J. Unter den Seiten von W(a,?,J)
verstehen wir alle Wiirfel W(a/, 4, J") mit J' C J und mit a; € {a;,a; + 6} fiir alle i € J\ J’
und a); = a; sonst. Die Vereinigung aller echten Seiten W heifit wieder der (geometrische) Rand OW
von W.

3.39. PROPOSITION. FEs seien r < dimW, f: W — X und A C X gegeben, so dass
YA NW c K.(W)

fiir alle Seiten W' von W gilt. Dann ist f homotop relativ zum Rand OW zu einer Abbildung g: W —
X mit g7 (A) € K,.(W). Eine entsprechende Aussage gilt, wenn man K, tberall durch G, ersetzt.

BEWEIS. Ohne Einschrinkung sei W = I* ein Einheitswiirfel. Wir definieren eine Abbil-
dung h = hy: I* — I* homotop zur Identitit und ersetzen f durch die homotopie Abbildung f o h.
Dazu fixieren wir x = (}L, e %) Fiir jeden Strahl s am Punkt x sei y der Schnittpunkt von s
mit 9]0, %]k, und z sei der Schnittpunkt von s mit 9I*. Dann bilde h; die Strecke zy affin auf die
Strecke xz, und die Strecke yz konstant auf den Punkt z ab, siche Abbildung 3.5. Diese Abbildung
ist stetig, eine Homotopie zur Identitéit wird gegeben durch hy = (1 — t)idy + t h1, und man sieht
leicht, dass g = f o hy die gestellte Bedingung erfiillt. O

Wir betrachten jetzt eine Abbildung f: I*¥ — X. Nach dem Satz 1.55 kénnen wir I* fiir ein
geeignetes N so in N¥ Wiirfel der Kantenlinge % zerlegen, dass jeder dieser Wiirfel entweder
in f~1(U) oder in f=1(V) liegt.

3.40. PROPOSITION. Das Paar (U, U N'V) sei p-zusammenhdngend, und (V,U N'V) sei q-
zusammenhdngend fiir p, ¢ > 0. Dann existiert zu jeder Abbildung f: I* — X eine Homotopie h
von f zu g: I*¥ — X, die fiir alle Seiten W von Wiirfeln der obigen Zerlequng folgendes erfiillt:

(1) falls W C f=HUNV), gelte h(x,t) = f(x) fiir allex € W, t € I;
(2) fallsw C f~Y(U), gelte h(x,t) C U firallex € W, t € I, und g~ (U\V)NW C Kp11(W);
(3) fallsW C f=Y(V), gelte h(x,t) CV firallex € W, t € I, und g~ {(V\U)NW C Ggr1(W).

BEWEIS. Wir konstruieren h der Reihe nach fiir alle Ecken der Wiirfel W, dann fiir alle Kanten,
und so weiter, und zum Schluss fiir die Wiirfel W selbst.
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Sei also zunéchst W = {z} eine Ecke. Falls f(z) € U NV, definieren wir h|y «; durch (1). Sei
also f(x) € U\ V. Da mp(U,U NV) = 0, finden wir einen Weg von x zu einem Punkt in U NV;
dieser sei unsere Homotopie. Genauso verfahren wir, falls f(z) € V' \ U.

Sei jetzt W ein Wiirfel der Dimension n > 1. Nach Induktion ist h auf OW x I bereits konstruiert
und wird auf W x {0} durch f|w gegeben. Falls W C f~1(U NV), definieren wir h|y x; wieder
durch (1). Gelte also W C f~}(U), aber nicht W C f~1(V). Wir unterscheiden zwei Fille.

Falls n < p, gilt 7,(U,UNV) = 0. Nach Induktionsvoraussetzung gilt h(x,t) € U und h(z,1) €
UNV fiir alle x € W und alle t € I. Wir setzen f[y {0y und hlowx; geméif Bemerkung 3.37 (4
zu einer Abbildung h: W x I — U so fort, dass h(z,1) € UNV fiir alle x € W. Es folgt

g HU\V)=0=EKpn(W).
Falls n > p, konstruieren wir A und g mit Hilfe von Proposition 3.39. Analog verfahren wir,

falls W C f=1(V), aber nicht W c f~Y(U). O

3.41. PROPOSITION. Es seik < p+qund f: (I*,0'TF) — (X,U) eine Abbildung mit I*~1x{0} C
F~YV). Dann existiert eine Homotopie h: I*1 — X won f zu einer Abbildung g: I* — U mit
folgenden FEigenschaften.

(1) Wenn f eine Seite W C 0'I* von I¥ nach UNV abbildet, gelte h(x,t) = f(x) fir allet € T
und alle x € W.

(2) Fiir alle t € I und alle x € O'I* gelte h(z,t) € U.

(3) Fiir allet € I und alle x € I*=1 x {0} gelte h(z,t) € V.

BEWwEIS. Wir wenden Proposition 3.40 an und erhalten eine zu f homotope Abbildung I* —
X. Die Bedingungen (1)—(3) in Proposition 3.40 stellen sicher, dass diese Homotopie die obigen
Eigenschaften (1)—(3) erfiillt. Wir diirfen daher ohne Einschrankung fiir alle W annehmen, dass

FFAUON\NV)CKppt(W)  und YV \U) C Gy (W) .

Betrachte jetzt die orthogonale Projektion P: I* — I*=1 x {0}. Sei W’ das Bild unter p eines
Wiirfels W der obigen Zerlegung. Da wir die Kontrolle iiber eine Koordinate verlieren, gilt

Kp(W) € PTHE,(W)  und Gy (W) € P7H(Gy(W)) .

Da k —1 < p+ ¢, sind die Mengen K,(W’) und G,(W’) nach Konstruktion (3.2) disjunkt, siehe
Abbildung 3.4. Wegen Proposition 3.40 (2) und (3) sind dann auch die kompakten Mengen

A={P@)|zef{(U\V)} wd B={P@)|zef (V\U)}cI"!

disjunkt. Da 9'I* auf U abgebildet wird, ist insbesondere B auch disjunkt zu dI*~!. Nach Urysohns
Lemma 1.30 existiert eine stetige Funktion u: I*~1 — I mit u|4 561 = 0 und u|p = 1.

Insbesondere liegt f~(U \ V) oberhalb des Graphen von u in I*, und f~1(V \ U) unterhalb,
siehe Abbildung 3.6. Wir konstruieren eine Homotopie relativ zu ¢'I* durch

Wy, .. apt) = f(on,. . ap—r, op + (- ap)tu(e, ..., 2p—1)) -

Diese Homotopie bildet ganz dI*¥ x I nach V' ab, und die Abbildung g = h(-, 1) nimmt Werte in U
an. Zusammen mit der Homotopie aus Proposition 3.40 ist die Behauptung bewiesen. ]

BEWEIS des Ausschneidungssatzes 3.38. Es sei k& = 0. Jede Wegzusammenhangskomponente
von U und V enthélt Punkte von U NV, da p, ¢ > 0. Es folgt

m0(X, V) = {x} = m(U,U N V).
Zur Surjektivitat der Abbildung
(U, UNV,2) = mp (X, V,.%')
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ABBILDUNG 3.6. Die Urbilder von V \ U und U \ V in I*

seien 1 < k <p+qund f: (I*/0'1*,01%/0'TF) — (X, V) gegeben. Wir wenden Proposition 3.41
auf f: I¥ — X an. Es folgt [f] = [g] € m(X,V) und [g] € im(ix). Damit ist Surjektivitit von i,
bewiesen.

Der Beweis der Injektivitdt verlauft dhnlich. Sei 2 < k < p + ¢, und seien fy, f1 € 71 (U, U N
V,x) mit i, fo = i. f1 représentiert durch f;: (I*=1,0I*1) — (U,UNV), so dass 9'I*~! C fj_l({x})
fir j = 0, 1. Dann existiert eine Homotopie h: (I*,0I*~! x I) — (X, V) zwischen f und f;, wobei
ganz O'I*~1 x I auf z abgebildet wird. Insbesondere bildet & die Seite I*~2 x {0} x I nach V ab, alle
anderen Seiten von I* werden nach U abgebildet. Wir werden Proposition 3.41 auf h an und erhalten
eine neue Abbildung k: I¥ — U. Dabei wird zunéchst fj durch eine in (U, UNV') punktiert homotope
Abbildung g; = k(- , j) ersetzt, und k ist eine punktierte Homotopie zwischen go und g; in (U, UNV).
Es folgt [fo] = [g0] = [91] = [f1] € mx—1(U, U N'V), und wir erhalten die Injektivitét von 7, in den
Graden 0, ..., p+ g — 1. Zusammen mit der obigen Surjektivitit ist i: (U,UNV) — (X, V) also
eine (p + q)-zusammenhiingende Abbildung von Paaren. O

3.e. Der Satz von Brouwer und Hopf

In diesem Abschnitt berechnen wir einige Homotopiegruppen von Sphéiren. Die Homotopie-
gruppen der S! kennen wir bereits aus Beispiel 3.27.

Fiir n > 1 bezeichne e; € S C R"! den Basispunkt. Wir zerlegen S” = U UV mit U =
S™\{—ea} und V = S™\ {ez}; beide Teilmengen sind zusammenziehbar. Mit Bemerkung 3.6 liefert
die lange exakte Sequenz des Paares (S™, V') Isomorphismen

e w1 (V) e (8™ V) e m(87) e (V) — (33)
=0 B =0

fir alle k. Der Durchschnitt U NV ist homotopiesiquivalent zu einer S”~'. Mit Folgerung 3.21
schlieffen wir, dass die jeweiligen Inklusionen der ,oberen* und ,unteren“ Hemisphéren in die S"
fiir alle k£ Isomorphismen

(D", ST 2 (U, UNV)  und  mp(D™,S"TH) 2o (V,UNV) (3.4)

induzieren. Der Raum D" ist zusammenziehbar. Die Homotopiesequenz 3.19 des Paares (D", S~ 1)
liefert also Isomorphismen

e g (D) — 1 (S7Y) e (D7, ST v (D7) — - (3.5)
=0 B =0
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fiir alle k.

3.42. SATZ (Brouwer, Hopf). Fir alle n > 1 gilt:
(1) der Raum S™ ist (n — 1)-zusammenhdingend;
(2) das Paar (D™, S™1) ist (n — 1)-zusammenhdingend;
(3) es gilt
T (S™) & mp (D™, 8™) 2 7,
dabei werden beide Gruppen von der jeweiligen Identitdt erzeugt;
(4) die Abbildung

_ . 1
1 (5" S (D, S 2w (U, U A V) 25w (5™, V) T (S

ist ein Isomorphismus fir alle 1 < k < 2n — 2, und surjektiv, falls 1 < k =2n — 2.

In (3) haben wir I"/0I™ gemifl Bemerkung 3.2 (3) mit S™ und (I™/9'I",0I™/J'T") gemiB
Bemerkung 3.13 mit (D", S"!) identifiziert.

Aussage (1) kann man auch elementar (ohne Ausschneidung) beweisen, allerdings ist der Beweis
immer noch etwas aufwindig. Dazu stellt man ein Element von 7;(S™) mit k& < n durch eine
punktierte Abbildung f: I*/0I* — S™ dar. Diese Abbildung kann surjektiv sein, siche Beispiel 1.22.
Indem man f im Inneren von I* geschickt glittet, erhilt man eine punktiert homotope Abbildung,
die einen Punkt in S™ nicht trifft, ohne Einschrinkung den Siidpol . Dann zieht man S™\ {z} auf
den Nordpol zusammen und erhélt so eine Nullhomotopie von f.

BEWEIs. Wir beweisen zunéchst (1), (2) und (4) durch Induktion tiber n. Fiir n = 1 gelten die
Behauptungen, denn S! ist zusammenhiingend, es gilt mo(D?!, S?) = {x}, und Aussage (4) ist leer.

Sei jetzt n > 1. Nach Induktionsvoraussetzung ist m(S""1) = 0 fir k < n — 2. Aus (3.5)
folgt mp (D™, S™1) = 0 fiir alle k < n—1, also ist (D", S"!) ein (n — 1)-zusammenhiingendes Paar
nach Bemerkung 3.37, und (2) ist gezeigt.

Wegen (3.4) sind auch die Paare (U,UNV) und (V,UNV) jeweils (n — 1)-zusammenhéngend.
Nach dem Ausschneidungssatz 3.38 ist (U, U NV) — (S™, V) eine (2n — 2)-zusammenhéngende
Abbildung. Es folgt Behauptung (4).

Fir n > 2 ist 2n — 2 > n, und fiir £ < n erhalten wir

0=mp(D", 8" N 2m(U,UNV) =21 (S, V) = mp(S™) .

Damit sind (1), (2) und (4) fiir alle n gezeigt.

Fiir n = 1 folgt (3) aus Satz 2.28. Fiir n = 2 betrachten wir die Homotopiesequenz der Hopf-
Faserung aus Beispiel 3.33. Wegen (1) hat sie die Form

e i (83) < my (SY) <2 7o (S2) L o (SB) — - -
——
=0 ~7, =0

Mit (4) und (3.5) erhalten wir die Isomorphismen in (3) induktiv fiir alle n.

Wir konstruieren induktiv Homéomorphismen

o IF/01" =5 8% und e (IF/9' 1%, 01F )0'TF) =5 (DF, 5%
wie in den Bemerkung 3.2 (3), und zeigen, dass [idsn] = [¢n] und [idprt1 gny] = [tnt1] jeweils
Erzeuger von 7, (S™) beziehungsweise 7,41 (D", S") sind. Fiir m1(S!) folgt das aus Satz 2.28.
Sei also n > 2 und [¢,—1] Erzeuger von m,_1(S™!). Dann koénnen wir v, konstruieren, indem
wir
Unl (=15 q0y) f(01m -1 x{0}) = Pn1
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auf (I"/9'1", 01" /9'T™) fortsetzen. Nach Satz 3.19 und (3.5) ist dann [tb,] = 07 [p,_1] Erzeuger
von 7, (D", S"1).
Mit dem Ausschneidungssatz 3.38 erhalten wir einen Isomorphismus

Z=7m,(D",S" Y 2, (U, UNV) — 7,(S™, V) 2 7, (8") =2 Z

(fiir n = 2 ist diese Abbildung wegen (4) zunéchst nur surjektiv, aber die einzigen surjektiven
Gruppen-Endomorphismen von Z sind a +— =a, also bijektiv). Das Bild von [¢,] ist Erzeuger
von 7, (S™).

Das Bild von [¢,] in 7, (S™, V) entspricht einer Abbildung, die das Innere von I homdomorph
auf die Hemisphére {x € S™ | z3 > 0} abbildet. In m,(5™,{e1}) = m,(S™) entspricht das ei-
ner Abbildung, die das Innere von I™ homéomorph auf S™ \ {e;} abbildet; diese sei unsere neue
Abbildung ¢y,. O

3.43. BEISPIEL. Wir betrachten die Hopf-Faserungen aus den Beispielen 3.33 und 3.34.

(1) Da7(S?"*1) = 0 fiir n > 1 nach Satz 3.42 (1), ist die Inklusion i: S* — §?"! der Faser in
der Hopf-Faserung p: S?"*t! — CP™ homotop zur konstanten Abbildung; es folgt 77 = 0
fiir alle k. Somit zerfallt die lange exakte Sequenz in eine Folge kurzer exakter Sequenzen
der Form

0 — mp_1(S) = mp(CP) &5 m(827+1) e— 0
Aus Beispiel 3.27 folgt jetzt
T (CP™) =2 my(SY) = 7Z und Tp(CP™) 2 mp (827 fiir alle k # 2 .
Wegen Satz 3.42 (3) gilt fiir k£ # 2 also auch
Tont1(CP™) 2 19,1 1(S*" ™) = Z | insbesondere  m3(S?) = m3(CP) =7 .
Erzeuger dieser Gruppe Z ist iibrigens die Hopf-Faserung selbst, denn

[p] = [poidgen+i] = pylidgen+1] .
Interessanterweise kann man also eine Sphére in eine Mannigfaltigkeit M kleinerer Dimen-
sion nicht-nullhomotop abbilden.
(2) Genauso ist in der quaternionischen Hopf-Faserung i: S® — S4"*3 homotop zur konstanten
Abbildung, und wir erhalten eine Folge kurzer exakter Sequenzen

0 *
0 ¢— mp_1(S3) «— m(HP™) & m,(S4H3) «— 0.

Im Gegensatz zur St gilt m,(S3) # 0 fiir unendlich viele k > 3. Fiir k = 4n + 3 sehen
wir aber immerhin, dass die Klasse [p] = pi[idgan+s] der quaternionischen Hopf-Faserung
unendliche Ordnung in der Gruppe m4,+3(HP™) hat. Im Spezialfall n = 1 folgt daraus,
dass 77(S%) eine unendliche Gruppe ist.
In der Tat enthlt my,_1(S?") stets Z als direkten Summanden fiir alle n € Z, aber das konnen
wir jetzt noch nicht beweisen. Ansonsten ist 7;(S™) endlich fir & > n, und wir sehen, dass die
Bedingung in Satz 3.42 (4) scharf ist, denn m4,_1(S?") — 4, (S?"*1) ist sicher nicht injektiv.

Der Satz 3.42 von Brouwer-Hopf hat viele topologische und geometrische Anwendungen. Einige
fassen wir hier zusammen, weitere folgen in Ubung 3.117.

3.44. SATZ (Brouwerscher Fixpunktsatz). Fir n > 0 hat jede stetige Abbildung f: D™ — D™
einen Fizpunkt.

Der Fall n = 1 folgt aus dem Zwischenwertsatz, siehe Bemerkung 2.29, und n = 2 haben wir
bereits in Satz 2.31 behandelt.
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BEWEIS. Fiir n = 0 ist nichts zu zeigen, es sei also n > 1. Wie im Beweis von Satz 2.31 im
Fall n = 2 nehmen wir an, dass die Abbildung f: D™ — D" keinen Fixpunkt hat, und konstruieren
dann eine Retraktion r: D" — S"~! = 9D" wie in Abbildung 2.2. Sei i: S"~' — D" die Inklusion,
dann gilt also r 0 i = idgn—1. Wie in Bemerkung 2.30 folgt fiir jeden kovarianten Funktor ® von
der Kategorie Top, in eine Kategorie C, dass ®r o i = idggn-1. Der Funktor m,_1: Top, — Set
liefert jetzt einen Widerspruch, da m,_1(S" 1) # {*} = m,_1(D"). O

Wir wollen jetzt freie Homotopieklassen von Abbildungen von S™ nach S™ betrachten und
erinnern uns an Folgerung 3.8. Fiir die Spéren S™ mit n > 1 wirkt 7;(S™) trivial auf 7 (S™),
denn 7(S!) = Z ist abelsch und alle anderen 7 (S') verschwinden, und fiir n > 1 ist 71 (S™)
trivial. Daher identifizieren wir [S%, S"] mit mj(S™).

3.45. DEFINITION. Sei deg: [ST,S"] = m,(5S") — Z der Isomorphismus aus Satz 3.42 (3). Fiir
eine Abbildung f: S™ — S™ heifit deg f = deg[f] € Z der Abbildungsgrad von f.

Spéter werden wir diesen Begriff verallgemeinern auf Abbildungen zwischen orientierten topo-
logischen Mannigfaltigkeiten der gleichen Dimension.

3.46. FOLGERUNG (aus Satz 3.42). Zwei Abbildungen f, g: S™ — S™ sind genau dann homotop,

wenn sie den gleichen Abbildungsgrad haben. O
3.47. BEISPIEL. Es sei A € GL(n,R) fiir n > 1, dann hat die Abbildung f4: S~ — S"~! mit
Ax
fa(e) = 77—
[Az]|

den Abbildungsgrad deg f4 = signdet A € {1,—1}.

Die Gruppe GL(n,R) hat genau zwei Wegzusammenhangskomponenten, auf denen die Deter-
minante unterschiedliches Vorzeichen hat. Ein Weg v zwischen zwei Elementen A, B € GL(n,R)
liefert eine Homotopie

t
W, t) = 20T
Iy (&)l
zwischen f4 und fp. Da deg fg, = degid = signdet E, gilt, reicht es, ein Element A mit deg f4 =
signdet A = —1 anzugeben. Aus dem Beweis von Satz 3.5 schlieflen wir, dass folgende Matrix das

Gewiinschte leistet:

1 0
0 -1

Unter einem Vektorfeld auf S™ verstehen wir eine Abbildung f: S™ — R"*!, so dass z und f(x)
fiir alle  aufeinander senkrecht stehen.

3.48. SATz (Satz vom Igel). Die Sphdre S™ trigt genau dann ein nirgends verschwindendes
Vektorfeld, wenn n ungerade ist.

BEWEIS. Sei n = 2k — 1 ungerade. Ein nicht verschwindendes Vektorfeld wird gegeben durch
f(z) =iz fiir alle z € S™ ¢ C* .

Umgekehrt sei f ein nirgends verschwindendes Vektorfeld. Indem wir f(x) durch % ersetzen,

diirfen wir || f(z)|| = 1 fiir alle € S™ annehmen. Dann erhalten wir eine Homotopie zwischen id
und —id durch
h(z,t) = cos(mt) x + sin(wt) f(x) .
Es folgt
1 = degid = deg(—id) = signdet(—FE, 1) = (-1)"!,
also ist n ungerade. ([l
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Wir beweisen noch die Invarianz der Dimension und die Invarianz des Gebietes. Dabei ist inter-
essant, dass wir mit Hilfe eines homotopieinvarianten Funktors Eigenschaften nachweisen kénnen,
die nicht homotopieinvariant sind. Wir erinnern uns an den Begriff der topologischen Mannigfaltig-
keit aus Definition 1.77, siehe auch Bemerkung 1.79 (3). Es sei (X, z) ein punktierter topologischer
Raum und z € X, x # . Dann schreiben wir X |z = (X, X \ {z}) = (X, X \ {z}, zo).

3.49. BEISPIEL. Bis auf Hom6omorphie gibt es nur zwei zusammenhéngende eindimensionale
Mannigfaltigkeiten: den Kreis S' und das offene Intervall R. In diesem Fall erhalten wir fiir jeden
Punkt = Bijektionen mo(S!|x) = mo(R|z) = {*}, sowie mit Folgerung 3.21 auch

m1(SYx) 2 a (S {zo}) 2 Z, und m(R|z) = (D, S0 = m(SY) = {0, %} .
3.50. PROPOSITION. FEs sei M eine zusammenhdngende topologische Mannigfaltigkeit der Di-
mension n > 2, und es set x € M. Dann gilt
(1) Fir0 <k <n-—1ist m;(M|z)=0.
(2) Die Gruppe mp(M|x) enthdilt eine Kopie von Z als Untergruppe.

Falls M nicht zusammenh#ngend ist, gilt die Aussage, falls wir den Basispunkt in der gleichen
Zusammenhangskomponente wie = wahlen.

BEWEIS. Es sei U C M eine offene Umgebung von x, die zu B™ (oder dquivalent zu R™)
homoomorph ist. Indem wir U gegebenenfalls verkleinern, diirfen wir annehmen, dass sich der
Homoomorphismus zu einem Homdomorphismus U = D™ fortsetzt.

Wir zerlegen

M=UU(M\{z}).
Da M zusammenhéngend ist, ist (M \ {z},U \ {z}) ein 0-zusammenhingendes Paar. Da U zu-
sammenziehbar und U \ {z} zu S"~! homotopiedquivalent ist, ist Uz = (U,U \ {z}) ein (n — 1)-
zusammenhéngendes Paar. Aus dem Ausschneidungssatz folgt fiir £ < n — 1, dass

me(M|x) = mp(M, M\ {z}) = m,(U,U \ {z}) = m(U]z) = 0.
Betrachte jetzt die Inklusion U — M und die Quotientenabbildung
g M—-M/(M\U)=S".
Wie im Beweis von Satz 3.42 erhalten wir einen Isomorphismus
Tn(qoi): mu(Ulz) = mp (D™, 8™ 1) — 1, (S™) .
Wie in Bemerkung 2.30 folgt die Injektivitdt von m,i. ([l

3.51. SATZ (Invarianz der Dimension, Brouwer). Es seien M, N topologische Mannigfaltigkeiten.
der Dimensionen m, n € N. Wenn M und N homdomorph sind, gilt m = n.

BeEwEIs. Wir betrachten als erstes den Spezialfall, dass m = 0. In diesem Fall tragt M die
diskrete Topologie. Wenn M und N homdéomorph ist, tragt auch N die diskrete Topologie, also gilt
auch n = 0. Andernfalls kénnen wir mit Beispiel 3.49 und Proposition 3.50 die Dimension von M
charakterisieren als

m=inf{k € N | mp(M|z) #£0} .
Wenn M und N homéomorph sind, folgt m = n. O

3.52. DEFINITION. Eine (topologische) Mannigfaltigkeit mit Rand der Dimension n € N ist ein
Hausdorff-Raum M mit abzihlbarer Basis, so da8l jeder Punkt p € M eine offene Umgebung U C M
besitzt, die homdomorph zu R™ oder zu R"™1 x [0, o0) ist.

Der (geometrische) Rand OM von M ist die Teilmenge derjenigen Punkte, die von Homdomor-
phismen U — R"™! x [0, 00) wie oben auf Punkte in R"~! x {0} abgebildet werden.
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3.53. BEMERKUNG. Fiir einen Punkt z in einer Mannigfaltigkeit A/ mit Rand gibt es genau
zwel Moglichkeiten, siehe Ubung 3.118.

(1) Fiir jede offene Umgebung U C M von z und jeden Homdomorphismus ¢: U — R~ x
[0, 00) gilt p(x) € R"! x (0,00); in diesem Fall heifit z ein innerer Punkt von M, oder

(2) Es gibt keine offene Umgebung von x in M, die zu R™ homéomorph ist, und fiir jede
offene Umgebung U C M von x und jeden Homoomorphismus ¢: U — R x [0, 00)
gilt o(z) € R"™! x {0}; in diesem Fall heiit = ein Randpunkt von M.

3.54. BEISPIEL. Wir kennen bereits einige topologische Mannigfaltigkeiten mit Rand.

(1) Jede topologische Mannigfaltigkeit M im Sinne von Definition 1.77 ist eine Mannigfaltig-
keit mit Rand OM = ().

(2) Jede differenzierbare Mannigfaltigkeit M mit Rand N C M ist topologische Mannigfaltig-
keit mit Rand OM = N.

(3) Der Halbraum R™~! x [0, 00) ist eine Mannigfaltigkeit mit Rand R"~! x {0}.

(4) Der abgeschlossene Ball D™ ist eine Mannigfaltigkeit mit Rand S™~!.

(5) Der Einheitswiirfel I" ist eine Mannigfaltigkeit mit Rand 91", denn es gilt (D", S"!)
(1%, 0Im 1),

I

3.f. Kofaserungen und Quotienten

Wenn man in einem Diagramm alle Pfeile umdreht, erhélt man ein dazu duales Diagramm. In
diesem Sinne sind Produkte dual zur disjunkten Vereinigung (S#tze 1.40 und 1.46), Unterrdume sind
dual zu Quotienten (Sdtze 1.43 und 1.72). Solange man nur abstrakt mit universellen Eigenschaften
arbeitet, lassen sich alle Argumente iibertragen. Aber bereits die Existenz von Produkten oder
disjunkten Vereinigungen liisst sich nicht rein abstrakt zeigen, man braucht konkrete Uberlegungen.

Eckmann-Hilton-Dualitdt ist die Idee, dass es auch zu jedem homotopietheoretischen Begriff
einen dualen Begriff geben sollte. In diesem Abschnitt geht es um den dualen Begriff zu den Fase-
rungen aus Abschnitt 3.c, der tatséchlich mindestens so wichtig ist wie das Original. Im Hinblick
auf spéter betrachten wir in diesem Abschnitt auch Rdume ohne Basispunkt. Wir bilden das duale
Diagramm zum Diagramm zur Homotopieliftungseigenschaft

I f

Y ——E Y - X
X{0}[ h/// P und eVOT H/// ]z
Y xR CY) " 4

Hier ist nach dem Exponentialgesetz 1.60 (3) das Produkt mit dem festen, lokalkompakten Raum I
dual zum Wegeraum C(I, -): anstelle von Homotopien von Abbildungen von Y nach B oder E
betrachten wir Homotopien von Abbildungen von A oder X nach Y. Das rechte Diagramm fiihrt
zu unserem neuen Begriff.

3.55. DEFINITION. Eine Abbildungi: A — X ist eine (Hurewicz-) Kofaserung, wenn i fiir jeden

Raum Y die Homotopieausdehnungseigenschaft besitzt, das heifit, wenn es zu jedem Raum Y, jeder
Abbildung f: X — Y und jeder Homotopie h: A x I — Y mit

h(a,0) = f(i(a)) fiir alle a € A (1)
eine Homotopie H: X x I — Y gibt, so dass
H(z,0) = f(x) und H(i(a),t) = h(a,t) firallex € X,a€ Aundtel. (2)
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Wir nennen ein Paar (X, A) eine Kofaserung, wenn die Inklusion i: A — X eine Kofaserung ist.
Wir nennen einen punktierten Raum (X, z¢) gut punktiert und x( einen guten oder nicht entarteten
Basispunkt, wenn {zo} in X abgeschlossen und (X, {zo}) eine Kofaserung ist.

Die neue Definition von ,,gut punktiert® unterscheidet sich von derjenigen aus Folgerung 2.50,
siche Bemerkung 3.60 (3).

3.56. BEISPIEL. Zun#chst wollen wir etwas besser verstehen, was wir gerade definiert haben.
Wir beginnen mit einigen trivialen Beispielen.
(1) Die Identitét idx ist eine Kofaserung.
(2) Die triviale Abbildung ) — X ist eine Kofaserung in 7op, das Analogon pt — X in Top,
jedoch nicht immer.
(3) Die Inklusion X — X UY ist eine Kofaserung in 7op. Falls Y gut punktiert ist, ist
auch X — X VY eine Kofaserung in Top, .

Weitere Beispiele gibt es in den Ubungen 3.122 und 3.130.
3.57. DEFINITION. Es sei f: Y — X eine Abbildung. Wir definieren den Abbildungszylinder
Zf =Y xIuX)/~,
wobei ,,~“ die von (y,0) ~ f(y) fiir alle y € Y erzeugte Aquivalenzrelation sei.

3.58. BEMERKUNG. Es sei i: A — X eine Abbildung, dann entspricht ein Paar von Abbildun-
gen f, h wie in Definition 3.55 (1) nach der charakteristischen Eigenschaft 1.72 (2) der Quotien-
tentopologie genau einer stetigen Abbildung F': Zi — Y. Insbesondere induzieren fiir Y = X x [
die Abbildungen

X2 Xx{0}— XxI und AxIZ%xxr
eine stetige Abbildung 7: Zi — X x I. Es folgt, dass i genau dann eine Kofaserung ist, wenn Zi ein
Retrakt von X x [ ist, das heif3t, wenn eine Abbildung 7: X x I — Zi mit 7ot = idy; existiert. Denn
fiir jede Kofaserung i liefert die Homotopieausdehnungseigenschaft fiir idz;: Zi — Zi gerade eine
solche Abbildung 7. Seien umgekehrt f und h wie in Definition 3.55 (1) gegeben, sei F': Zi — Y die
davon induzierte Abbildung, und sei 7: X x I — Zi wie oben, dann erfiillt H = Fo7: X xI =Y
gerade die Bedingung in Definition 3.55 (2).

Jetzt kann man zeigen, dass jede Kofaserung eine Einbettung ist (Ubung 3.125), also induziert
einen Homoomorphismus A = im(7). Wir konnen uns also auf Paare (X, A) beschrianken. In diesem
Fall ist X x {0} U A x I also ein Retrakt von X x I. Wenn X ein Hausdorff-Raum ist, ist A C X
abgeschlossen (Ubung 3.126).

3.59. PROPOSITION. FEs sind dquivalent:

(1) (X, A) ist ein Umgebungsdeformationsretrakt, das heifit, es gibt eine Abbildung u: X — I
und eine Homotopie h: X x I — X, so dass

Acu (0, (a)
hlx x{oyuaxr = Tx|xx{oyuaxT > (b)
h(z,t) € A fir alle x € X mit u(x) <t; (c)

(2) X x {0} UA x I ist starker Deformationsretrakt von X x I;
(3) X x {0} UA x I ist Retrakt von X x I;
(4) (X, A) ist eine Kofaserung.

Der Begriff Umgebungsdeformationsretrakt bedeutet, dass sich eine Umgebung U = u~1([0, 1))
von A in X (aber nicht notwendigerweise in U) auf A zusammenziehen lésst. Aus (c) schlieBen wir,
dass u~1(0) gerade der Abschluss von A ist. Wenn A abgeschlossen ist, folgt also A = u~1(0).
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BEWEISs. Nach Bemerkung 3.58 sind (3) und (4) dquivalent, und (3) folgt offensichtlich aus (2).
Es gelte (1), dann folgt (2) mit der Deformationsretraktion r7: X x I x I — X x I,

r(z,t,s) = {(h(x,st% (1—s)t)  falls t <u(x), und
o (h(x, st),t — su(x)) falls ¢ > u(x).

Es gelte jetzt (3), und r: X x I — X x {0} U A x I sei Retraktion. Es seien 7x: X x I — X
und 77: X x I — I die Projektionen. Dann definiere v und h durch

u(x) = Stlelg)(t —mr(z,t))
h(z,t) = nxr(z,t) .

Die Funktion u ist stetig, da I kompakt ist. Die Eigenschaften (a)—(c) sind leicht zu priifen, also
folgt (1). O

3.60. BEMERKUNG. Mit diesem Ergebnis erhalten wir weitere Beispiele von Kofaserungen.

(1) Nach Bemerkung 3.23 ist das Paar (D", S"~1) 2 (I", 0I") eine Kofaserung fiir n > 0.

(2) Allgemeiner sei M topologischer Mannigfaltigkeit mit Rand OM # ), dann ist (M,0M)
eine Kofaserung. Hierzu ist allerdings noch zu zeigen, dass M in M eine Umgebung der
Gestalt OM x [0,1) besitzt.

(3) Der Begriff ,,gut punktiert* in Folgerung 2.50 unterscheidet sich von dem aus Definiti-
on 3.55. Wir haben damals eine anschaulichere Definition gew#hlt, wihrend die jetzige
besser in den allgemeinen Kontext der Homotopietheorie passt. Man kann Folgerung 2.50
aber auch mit dem neuen Begriff zeigen (Ubung 3.123).

3.61. FOLGERUNG (aus Proposition 3.59). Es seien (X, A) und (Y, B) Kofaserungen mit A C X
und B C'Y abgeschlossen. Dann ist auch (X XY, AxY UX x B) Kofaserung.

Bewers. Wir nehmen an, dass (X, A) mit u: X — Jund h: X xI — X sowie (Y, B) mitv: ¥ —
I und k: Y x I — I zu Umgebungsdeformationsrektrakten wie in Proposition 3.59 (1) werden.
Dann ist auch (X x Y, A x Y U X x B) ein Umgebungsdeformationsrektrakt mit w: X xY — I
und £: X XY x I — X xY, wobei

w(z,y) = min(u(z), v(y)) ,
Ua.y,t) = (h(z.min(t,v(y))), k(y min(t, u(@))) ) -
Wir benétigen A und B abgeschlossen, um ¢(z,y,t) € AxY UX x B aus t > w(t) zu folgern. [

Wir benutzen als néchstes die Homotopieausdehnungseigenschaft, um interessante Aussagen
iiber Kofaserungen zu beweisen.

3.62. PROPOSITION. Es sei (X, A) eine Kofaserung. Falls A zusammenziehbar ist, ist die Quo-
tientenabbildung X — X/A eine Homotopiedquivalenz.

BEWEIS. Es bezeichne F': X — X/A die Quotientenabbildung. Es sei h: A x I — A eine
Homotopie zwischen id4 und der konstanten Abbildung auf den Punkt ap € A C X. Mit der
Homotopieausdehnungseigenschaft fiir coh erhalten wir eine Homotopie H: X xI — X mit H|4x7 =
hund H(-,0) =idx. Da H(a,1) = ay fiir alle a € A, induziert H(-, 1) eine Abbildung G: X/A —
X. Da G(F(x)) = H(z,1) fiir alle z € X, ist H eine Homotopie zwischen idx und G o F.

Da H(a,t) = h(a,t) € A fiir alle a € A, induziert H eine Abbildung H: (X/A) x I — X/A,
und es gilt H(-,1) = F o G. Also ist H eine Homotopie zwischen id x/4 und F o G. d
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ANB B
ABBILDUNG 3.7. Der RaumY =U UV

In Folgerung 1.75 haben wir Pushouts kennengelernt. Wenn A C X Teilmenge und f: A — B
stetig ist, schreiben wir hier X Uy B statt BUy X . Dieser Begriff ist iibrigens dual zum Faserprodukt
oder Pullback aus Ubung 3.112. Ein Spezialfall des Pullbacks ist die Faser, das duale Diagramm
liefert die Kofaser einer Kofaserung A — X, ndmlich den Quotienten X/A.

3.63. BEISPIEL. Es sei A C X Teilmenge und f: A — pt die konstante Abbildung, dann
ist X Uy pt homdomorph zum Quotienten X/A.

Das niichste Resultat ist eine wichtige Ubung, siehe 3.127.

3.64. PROPOSITION. Es sei (X, A) eine abgeschlossene Kofaserung und f: A — B stetig. Dann
ist auch (X Uy B, B) eine abgeschlossene Kofaserung. O

Weitere Aussagen iiber Kofaserungen folgen in den niichsten Abschnitten. Anstelle beliebiger
Paare betrachtet man in der Homotopietheorie besonders gern Kofaserungen. Daher wollen wir ein
wichtiges Resultat auf eine Kofaserungs-Situation iibertragen.

3.65. FOLGERUNG (Ausschneidungssatz fiir Kofaserungen). FEs seien A, B C X abgeschlossen
mit AUB = X, ANB # 0, so dass (A, AN B) eine p-zusammenhingende und (B, AN B) eine
q-zusammenhdingende Kofaserung ist, mit p, ¢ > 0. Dann ist (X, B) ebenfalls eine Kofaserung,
und i: (A, AN B) — (X, B) ist eine (p+ q)-zusammenhdngende Abbildung von Paaren.

BEWEIS. Indem wir X als Pushout von A ldngs der Inklusion A N B — B auffassen, sehen wir
mit Proposition 3.64, dass (X, B) eine Kofaserung ist.
Wir betrachten die Teilmenge

Y =(Ax{0HUu((AnB)xI)U(Bx{1})Cc X x1I,

siehe Abbildung 3.7. Nach Proposition 3.59 (2) existieren Homotopien H: A x I? — A x I zwi-
schen id 4 ; und einer Retraktion auf A x {0}U(ANB) x I, und K: B x I? — B x I zwischen idpx
und einer Retraktion auf B x {1} U (AN B) x I. Da (AN B) x I abgeschlossen ist, diirfen wir H
und K verkleben und sehen, dass Y Deformationsretrakt von X x I ist. Insbesondere induziert die
Projektion X x I — X eine Homotopiedquivalenz ¥ — X.

Wir zerlegen jetzt Y in offene Teilmengen U =Y N (X x [0,1)) und V =Y N (X x (0,1]). Dann
induziert die obige Projektion Homotopieiquivalenzen U — A, V — Bund UNV — AN B. Jetzt
folgt die Aussage aus dem Ausschneidungssatz 3.38. g

Wir wollen den Ausschneidungssatz benutzen, um Aussagen iiber Quotienten von Paaren to-
pologischer Rdume zu machen.

3.66. DEFINITION. Es sei (X, zg) ein punktierter topologischer Raum. Dann definieren wir den
(reduzierten) Kegel iiber X als

CX = (X x1I)/(X x{0}U{azo} xI).
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Es sei (X, A) ein punktiertes Paar, dann definieren wir den Homotopiequotienten (auch Homoto-
piekofaser) X /A durch
XJJA=XUyCA=(XUCA)/ ~,

wobei die Aquivalenzrelation ,~“ erzeugt wird durch X > a ~ [(a,1)] € CA fiir alle a € A.

Wir koénnen genausogut auch den unreduzierten Kegel und den unreduzierten Homotopiequo-
tienten betrachten.

3.67. BEMERKUNG. Wir nehmen an, dass (A4, zp) gut punktiert ist.

(1) Nach Bemerkung 3.60 (1) ist (D!, SY) = (I,0I) eine abgeschlossene Kofaserung. Wir
wenden Folgerung 3.61 auf dieses Paar und (A, ) sowie (A4,{z0}) an und erhalten abge-
schlossene Kofaserungen

(Ax1I,Ax09I) und (AxI,AxOIU{xo} x1I).

Das erste Paar betrachten wir spéter als den Zylinder iiber A. Wir betrachten die Quoti-
entenabbildung

q: Ax0IU{xo} x I — (Ax0IU{xo} xI)/({xo} xI)=AVA.
Der Pushout des zweiten Paares oben mit ¢ liefert den sogenannten reduzierten Zylinder
(A xTI)Uy ((A x OI U{xo} x I)/({xo} X I)) = (AxI)/({zo} xI).
Nach Proposition 3.64 erhalten wir eine abgeschlossene Kofaserung
((A x I)/({xo} x I),AV A) .

(2) Es sei ¢: A — {z9} C A die konstante Abbildung. Nach der universellen Eigenschaft aus
Folgerung 1.75 erhalten wir eine Abbildung g = (c,id4): AV A — A. Wir betrachten den
reduzierten Zylinder und bilden den Pushout

((Ax I)/({mo} x 1), AV A) Uy A= CA.

Mithin bildet der reduzierte Kegel eine Kofaserung (C' A, A). Wenn A C X eine beliebige
Teilmenge ist, liefert der Pushout ldngs der Inklusion A: X den Raum X //A und wir
erhalten eine abgeschlossene Kofaserung (X /A, X).

(3) Sei jetzt (X, A) ebenfalls eine abgeschlossene Kofaserung. Dann diirfen wir den Pushout
yumdrehen“ und erhalten eine Kofaserung (X //A,CA). Da (X x I)/(X x {0}) zusam-
menziehbar ist, ist C'A nach Proposition 3.62 zusammenziehbar, und X /A ist homoto-
pieiquivalent zum Quotienten (X //A)/CA = X/A. Wir betrachten X /A als Ersatz fiir
den Quotienten bis auf Homotopie, selbst wenn (X, A) keine abgeschlossene Kofaserung
ist. Daher der Name ,,Homotopiequotient“.

3.68. PROPOSITION. Es sei (X, A) eine p-zusammenhingende abgeschlossene Kofaserung und A
sei q-zusammenhdngend mit p > 0, ¢ > —1. Dann ist die Quotientenabbildung (X, A) — (X/A, %)
eine p + q + 1-zusammenhdangende Abbildung.

Wenn A nicht zusammenhéngend ist, sei ¢ = —1.

BEWEIS. Anstelle von X /A betrachten wir den Raum X /A = XU, CA. Da C' A zusammenzieh-
bar und A ein g-zusammenhéngender Raum ist, ist (C'A, A) ein (g + 1)-zusammenhéngendes Paar
nach Definition 3.35. Nach dem Ausschneidungssatz 3.65 ist die Inklusion (X, A) — (XU CA,CA)
eine (p + ¢ + 1)-zusammenhéngende Abbildung. Da C'A zusammenziehbar und die Quotientenab-
bildung X Uy CA — X /A eine Homotopiedquivalenz ist, gilt 7, (X Ug CA,CA) = (X Uy CA) =
m(X/A) fiir alle k. O
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3.69. BEISPIEL. Wir betrachten das 1-zusammenhiingende Paar (D2, S'). Da S! zusammen-

hiingend ist, erhalten wir eine 2-zusammenhéngende Quotientenabbildung (D2, S') — (52, %). Tat-
séichlich gilt mo(D?, St) & Z = m5(S?), aber 0 22 73(D?, S1) — m3(S5?) = Z ist nicht mehr surjektiv.

3.70. FOLGERUNG (aus der langen exakten Sequenz 3.19 des Paares (X, A)). Es sei (X, A) eine
p-zusammenhdngende Kofaserung mit p > 0, und A sei g-zusammenhdngend. Dann erhalten wir
eine natirliche exakte Sequenz

19}
0 +— mo(X) «— mo(A) «— m(X/A) +— -+ — Tpyg(X) «— mpiqe(A4) .
BeEwEIs. Wir betrachten die lange exakte Sequenz fiir Paare und erhalten

0
Tptq( Xy A) =—— mpig(X) =— Tp1g(A) ~—— g1 (X, 4) =—— -

’ |

Tptq(X/A) < Tp4q(X) < mpiq(A) Tptq+1(X/A) . U

Im Allgemeinen gibt es keine passende Abbildung 0: mp4q+1(X/A) = mpiq(A), die die Sequenz
fortsetzt. Fiir (X, A) = (D3,5?) mit p = 2 und ¢ = 1 wiire 9: my(S3) = Z/2 — 73(S?) = Z
linksinvers zur Quotientenabbildung my (D3, 5?) & Z — 74(S3) 2 Z/2.

3.g. Der Freudenthalsche Einhingungssatz

Wir definieren das reduzierte Produkt und die Einhdngung punktierter Rdume und zeigen,
dass Homotopiegruppen unter iterierter Einhédngung ,stabil“ werden. Die Eigenschaften dieser so-
genannten stabilen Homotopiegruppen beleuchten wir dann im néchsten Abschnitt.

Wir erinnern uns an das Bouquet oder Wedge-Produkt punktierter Rdume aus Definition 2.48.
Es ist das Koprodukt in der Kategorie Top , nach Bemerkung 2.49. Seien (X, ;) jes gut punktierte

Réume, dann hat

(TT X5z 15 € 73)

Jje€J
die Homotopieausdehnungseigenschaft, und {z; | j € J} ist eine abgeschlossene Teilmenge. Das
Bouquet \/ je 7(Xj,x;) ist der Quotient nach dieser abgeschlossenen Teilmenge, also nach Proposi-
tion 3.64 selbst eine abgeschlossene Kofaserung.

Die universellen Eigenschaften aus Satz 1.40 und 1.46 liefern stets Abbildungen vom Koprodukt
einer Familie punktierter Rdume in ihr Produkt. Wir kénnen also X VY nach X x Y abbilden,
indem wir z € X auf (z,yp) und y € Y auf (zg,y) € X xY abbilden, und erhalten einen Unterraum
des kartesischen Produktes.

3.71. DEFINITION. Es seien (X, z¢), (Y, y0) punktierte Riume, dann definieren wir das reduzierte
(oder auch Smash-) Produkt durch

(X, 20) A (Yiyo) = (X X Y)/(XVY).

Fiir 2 € X, y € Y schreibe z Ay € X AY fiir die Aquivalenzklasse des Punktes (z,y). Seien (X, A),
(Y, B) punktierte Paare, dann setzen wir

(X, A)NY,B)=(XANY, ANYUXAB).

Seien f: X1 — Xa, g: Y1 — Y5 punktierte Abbildungen von Raumen oder Paaren, dann definieren
wir ihr reduziertes Produkt als

fAg: XiANYT = XoAYs mit (fAg)xAy) = flx)Agly).
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Die (reduzierte) Einhdngung oder (reduzierte) Suspension von X oder (X, A) ist definiert als
SX =X St beziehungsweise (SX,SA).
Die Einhdngung einer punktierten Abbildung f: X — Y ist definiert als
Sf=fANidgi: SX — SY .
Spiter werden wir die Basispunkte des Ofteren nicht mitschreiben.

3.72. BEISPIEL. Es folgen einige wichtige elementare Beispiele.

(1) Der reduzierte Kegel von X aus Definition 3.66 ldsst sich als CX = (X, xg) A (I, 0) schrei-
ben.

(2) Es gilt S* A 8¢ = Sk+£, Formal sieht man das am einfachsten mit Hilfe der Homoomor-
phismen

Sk A St (IFjo1F) A (1F/01%) = IFTE [ (91% x TP U IF x OI') = I*+ JorF+t = gk+t
(3) Es gilt S¥ A (D*, §¢1) = (DF* Sk+6=1) Hierzu betrachten wir
SE A (DY, 87 = (1% /a1 A (I°)9'TF, 01 )9’ T")
> (IFH) (01" x T'UT" x 9'T%), Q1% x I' U IF x Q1Y) Jo' IMHY) = (DM, gkt |

:5/\1’“@ oIk+t

3.73. BEMERKUNG. Es folgen einige elementare Eigenschaften.
(1) Das reduzierte Produkt von Abbildungen ist mit der Verkettung vertriglich:

(fing1)o(faNgz) = (fiofe) A(g1og2)-

Insbesondere definiert die Einhédngung einen Funktor S: Top, — Top,, .

(2) Das reduzierte Produkt punktierter Raume oder Paare ist genau wie das kartesische Pro-
dukt (jeweils bis auf eindeutige natiirliche Homéomorphismen) assoziativ und kommutativ.
Insbesondere konnen wir die Einh&ngung iterieren und erhalten

SEFX = (- (XASHA--)AST= X ASK,
AuBlerdem gilt
SMXAY)ZXAYASP2 X A(SPY) = (SFX)AY .
(3) Es gilt (bis auf einen eindeutigen natiirlichen Homéomorphismus) das Distributivgesetz
(XVY)NZ=(XNZ)V(YNZ),

und analog fiir das reduzierte Produkt von links (Ubung 3.131), analog zum Distributiv-
gesetz von disjunkter Vereinigung und kartesischem Produkt. Insbesondere gilt auch

SHXVY)=Stx v sty .
(4) Es gilt (bis auf einen eindeutigen natiirlichen Homéomorphismus), dass
XANS"2Xx=5'nX.

Insbesondere gilt S*X = X A S* auch fiir k£ > 0.

(5) Ein reduziertes Produkt gut punktierter Rdume ist wieder gut punktiert. Dazu benutzen
wir Folgerung 3.61 und Proposition 3.64, und stellen X A Y als Pushout der Kofase-
rung (X x Y, X VYY) ldngs der konstanten Abbildung X VY — pt dar.
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Genauso ist ein reduziertes Produkt gut punktierter, abgeschlossener Kofaserungen
wieder eine gut punktierte, abgeschlossene Kofaserung (Ubung 3.132). Also erhalten wir
auch einen Einhdngungsfunktor fiir gut punktierte, abgeschlossene Kofaserungen mit

SF(X,A) = (S*X,S*A) .

(6) Seien (X, A) und (Y, B) gut punktierte, abgeschlossene Kofaserungen, und sei (Z,C) =
(X,A) A (Y, B), dann gilt Z/C = (X/A) A (Y/B). Eine analoge Eigenschaft haben wir in
Beispiel 3.72 (2) bereits benutzt.

Man beachte, dass das reduzierte Produkt nicht die universelle Eigenschaft eines Produktes
aus Satz 1.46 auf Top, erfiillt — diese Rolle iibernimmt das punktierte kartesische Produkt, wie
wir bereits aus Ubung 3.104 wissen. Stattdessen legen die obigen Eigenschaften nahe, es als eine
Art Tensorprodukt zu betrachten. Diesen Standpunkt werden wir in Abschnitt 4.c noch néher
beleuchten.

3.74. SATZ (Freudenthalscher Einhi#ngungssatz). Fs sei X ein n-zusammenhdingender, gut
punktierter Raum, dann ist der Finhdngungshomomorphismus

S: (X)) = mre1(SX)

ein Isomorphismus fir k < 2n und surjektiv fir k = 2n 4 1. Insbesondere ist SX ein (n + 1)-
zusammenhdngender Raum.

Bevor wir diesen Satz beweisen, bemerken wir, dass wir genau dieses Verhalten im Falle X = S"
bereits in Satz 3.42 (4) beobachten konnten.

BEwEIS. Wir erinnern uns an den reduzierten Kegel C X aus Definition 3.66. Wir hatten in
Bemerkung 3.67 (2) die Basis des Kegels CX mit X identifiziert und gezeigt, dass (CX, X) eine
Kofaserung ist. Fiir den Quotienten erhalten wir

CX/X2Z(XxI)/(XxdITU{xo} xI)=(XxSY)/(XvSH)=SX.

Wir fahren #hnlich fort wie im Beweis des Satzes 3.42 von Brouwer und Hopf. Da C'X zusam-
menziehbar ist, erhalten wir in der langen exakten Homotopiesequenz 3.19 des Paares (CX, X)

einen Isomorphismus 9: 711 (CX, X) = 7 (X). Die Umkehrabbildung wird induziert von f +—
J Aid(,1). Wir schalten die Quotientenabbildung ¢: CX — SX nach und erhalten die gesuchte
Abbildung

St (X)) 25 M (CX, X) 25 1 1(SX) .

Da X ein n-zusammenhingender Raum und C' X zusammenziehbar ist, ist (CX, X) ein (n+1)-
zusammenhéngendes Paar. Unsere Behauptung folgt also aus Proposition 3.68 iiber die Quotien-
tenabbildung q. ([l

3.h. Stabile Homotopiegruppen

Wir benutzen den Freudenthalschen Einhédngungssatz, um stabile Homotopiegruppen zu definie-
ren. Anschliefend beweisen wir einige angenehme Eigenschaften dieser Funktoren. Unter anderem
konnen wir abgeschlossene Kofaserungen durch ihre Quotienten ersetzen, ohne héheren Zusammen-
hang vorauszusetzen. Tatséchlich liefert stabile Homotopietheorie den Prototyp fiir eine Homolo-
gietheorie. Allerdings bezahlen wir auch einen Preis: die einfachen Formeln fiir Produkte und die
lange exakte Sequenz fiir Faserbiindel gehen verloren.

3.75. BEMERKUNG. Wir betrachten Abbildungen zwischen Einhdngungen.
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(1) Es seien X, Y punktierte Rdume. Auf der Menge [SX,Y] der punktierten Homotopie-
klassen von Abbildungen SX — Y kénnen wir wie in den Definitionen 2.13 und 3.1 eine
Gruppenstruktur definieren durch

(f+9)@At) = {f(””\ (21)) falls(i
2

g(zA(2t—1)) falls

Die Abbildung ist wohldefiniert, denn fiir ¢ € {0, %, 1} bildet sie auf den Basispunkt g
ab, ebenso wie im Falle, dass x = xg.

(2) Indem wir diese Konstruktion iterieren, erhalten wir Gruppenstrukturen auch auf [S* X, Y]
fiir alle & > 1. Im Falle k& > 2 ist [S¥X, Y] abelsch wie in Satz 3.5 (3).

(3) Als Spezialfall der obigen Konstruktion betrachten wir [S*X, S*Y]. Da Einhingung ein
Funktor ist, erhalten wir eine Abbildung

S:[S*X,SkY] — [SPHIX, SkHlY]  mit fe Sf.

Nach Bemerkung 3.73 (2) ist das reduzierte Produkt assoziativ und kommutativ. Wir
konnen also dafiir sorgen, dass die ,,neue* Kopie von S' in S¥*1X = S(S*X) nicht dieje-
nige ist, mit der wir oben die Gruppenstruktur definiert haben. Daher ist S: [S¥ X, S¥Y] —
[Sk+1 X, SF*+1Y] ein Gruppenhomomorphismus.

(4) Wir wissen aus Ubung 3.116, dass [S™, S™] mit der Hintereinanderschaltung zu einem Ring
wird. Analog sehen wir, dass Hintereinanderausfithrung eine bilineare Abbildung

[S"X,S"Y] x [S"Y x §"Z] = [S"X, 5" Z]
liefert.

In Folgerung 1.76 haben wir die universelle Eigenschaft des Kolimes kennengelernt und Kolimi-
ten fiir Familien topologischer Rdume definiert. Auch in der Kategorie der abelschen Gruppen gibt
es Kolimiten. Sei dazu (Gg)ren eine Familie abelscher Gruppen mit Homomorphismen f: Gy, —
Gy, so dass freo fjr = fje fiir alle j < k < £. Dann definieren wir in Analogie zu (1.4) den Kolimes

G=1mGy = PG [/ ~,
— keN

wobei Gj 3 g; ~ gr € G, genau dann gelte, wenn es ein £ > k, j gibt, so dass fjs(g;) = fre(gr) € Go.
Fiir jedes k erhalten wir eine natiirliche Abbildung f;: G — G mit g — [gx] € G, so dass f =
fo o fre fur alle k& < £. Man kann sich davon {iberzeugen, dass G eine Gruppe ist, dass alle fj
Gruppenhomomorphismen sind, und dass (G, (fx) k) die universelle Eigenschaft eines Kolimes aus
Folgerung 1.76 erfiillt. Beispiele gibt es in Ubung 3.134.

Hier haben wir zunichst Abbildungen S: [S*X, S¥Y] — [S*+1 X, S¥*+1Y]. Hintereinanderschal-
ten von (£— k) dieser Abbildungen liefert fie: [S*X, S*Y] — [S*X, S*Y]. Bei einem Kolimes kommt
es nie auf die ersten Glieder in der Folge an. Daher stort es im Folgenden nicht, dass im Allgemei-
nen [X,Y] keine Gruppe und [SX, SY] nicht abelsch ist. Wir diirfen am Anfang der Folge sogar
negative Indizes zulassen.

Sei f: X — Y stetig, dann erhalten wir ein kommutatives Diagramm

S S
(X)) —— T (SX) —— mpo(PX) —— -
Tl'ka/ 7Tk+1SfJ( 7Tk+152fl

T (Y) 5, Tr+1(SY) 5. Ty (S?Y) —— -
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denn fiir u: S¥ — X gilt nach Bemerkung 3.73 (1), dass
(Tr1 Sf)(S[u]) = [(f Aidgi) o (wAidgt)] = [(f ou) Aidgi] = S((mkf)[u]) - (3.6)

Die obere Reihe des Diagramms , konvergiert“ gegen den Kolimes der 7y, (S™X) fiir n — oo, die
untere gegen den Kolimes der x4, (5™Y), und die Abbildungen 7, S™ f induzieren eine Abbildung
zwischen diesen Kolimiten.

3.76. DEFINITION. Es seien X, Y punktierte Rdume, dann definieren wir
[X,Y]* = h_n}[S"X, S"Y]e Ab .
Insbesondere definieren wir fiir alle k € Z die k-te stabile Homotopiegruppe von X als
m(X) = [S*, X]* = lim 7y . (S X) € Ab .
Fiir Abbildungen f: X — Y definieren wir

mf = li_r>n7rk+nS"f: (X)) = m(Y) .

Wir konnten jetzt eine ,naive“ stabile Homotopiekategorie mit den gleichen Objekten wie
in TJop, und H7Top, definieren, und als Morphismenmengen die Gruppen [X, Y]® einsetzen. Diese
Kategorie ist aber fiir Anwendungen nicht ,,stabil genug®: zum einen enthélt sie zu wenig Objek-
te, so dass man spéter zu sogenannten ,Spektren® iibergeht. Zum anderen enthélt sie zu wenig
Morphismen, so dass man stattdessen Folgen solcher Abbildungen fj zwischen Teilmengen der k-
ten Rdume der Spektren betrachtet, dass jeder , Teil* des k-ten Raumes fiir irgendein ¢ > k im
Definitionsbereich von f; liegt. Im Falle der stabilen Homotopiegruppen sind diese Uberlegungen
allerdings nicht notwendig, so dass wir hier bereits das Wort ,,stabil“ benutzen diirfen.

3.77. PROPOSITION. Fliir alle k € Z sind die stabilen Homotopiegruppen Funktoren
s HTop, — Ab. O

Ein Kolimes ist besonders leicht dann zu berechnen, wenn die Folge der betrachteten Objekte
irgendwann stationédr wird, das heifft, wenn die Abbildungen fy,: G — Gy fir alle k, £ > nyg
Isomorphismen sind. In diesem Fall ist der Kolimes G natiirlich isomorph zu allen Gruppen Gy,
mit k& > ng. Genau dieses Phdnomen beobachten wir im Fall der stabilen Homotopiegruppen.

3.78. FOLGERUNG (aus dem Freudenthalschen Einhdngungssatz 3.74). Fir jeden gut punktier-
ten topologischen Raum X gilt

S(X) = 0 falls k < 0, und
T =
b Thee(S'X)  falls k>0 und € >k + 2.

Wenn X ein n-zusammenhdngender Raum ist, gilt sogar

$(X) & T (X) falls k <n, und
e =
K Tere(SYX)  falls k > n und £ > max(k — 2n,0). O

3.79. DEFINITION. Ein gutes Paar (X, A, xo) ist eine abgeschlossene Kofaserung, bei der (A, zg)
gut punktiert ist.

Zu jedem guten Paar betrachten wir die Inklusionsabbildung i: A — X und die Quotien-
tenabbildung ¢: X — X/A. Fiir Abbildungen f schreiben wir wieder kurz f, = 7} f, wenn keine
Missverstdndnisse zu erwarten sind.
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3.80. SATZ (stabile Homotopiesequenz). Fir gute Paare (X, A) erhalten wir eine natirliche
lange exakte Sequenz abelscher Gruppen
e (A) T (XJA) S (X)) e w(A) — -
Diese Sequenz haben wir in Folgerung 3.70 bereits fiir die ,unstabilen“ Homotopiegruppen
gesehen, allerdings hat sie dort auf beiden Seiten nach endlich vielen Schritten aufgehort.

BeEwEIS. Wir starten wieder mit den langen exakten Sequenzen der Paare (S™X,S™A) aus
Satz 3.19. Sie sind mit Einhdngung vertraglich, das heifit, das Diagramm

- m—1(X) St mo1(4) 2 m(X, A) —— m(X)

d d d 5|
e m(SX) L (SA) d e m(SX, SA) S (SX) e -

kommutiert. Dadurch erhalten wir die gesuchte Sequenz als Kolimes der obigen Sequenzen unter
iterierter Einhdngung. Jedes endliche Stiick der obigen Sequenz wird durch ausreichend h&ufiges
Einhingen stationir. Fiir die Terme 7y4¢(S¢A) und 74 ¢(S*X) erhalten wir das mit Folgerung 3.78,
und fiir die Terme 75, ¢(S*X, S*A) ergibt es sich aus dem Fiinferlemma 3.20. SchlieBlich diirfen
wir 7540(S*X, S¢A) fiir hinreichend hohe £ nach Proposition 3.68 und Bemerkung 3.73 (5) und (6)
durch 74 ¢(S*(X/A)) ersetzen.

Die dufleren Quadrate der obigen Sequenz kommutieren wegen der Funktorialitdt der Einhén-
gung, siehe (3.6). Fiir das mittlere Quadrat betrachten wir die Konstruktion von 0 in Satz 3.19. Es
sei [u] € m,(X, A) reprisentiert durch

w: (I8 /' 1%, 01% )0'TF) — (X, A) .
Mit Beispiel 3.72 (3) sehen wir schliefilich, dass

0Su = 8(u VAN idS1) = (u N id51)|(1kx{0})/(31k><{0})
= (u’([k—lX{O})/(alk—lx{o})) VAN idsl = OJu A idsl = Sou .
Also kommutieren S und 9, und wir erhalten den Verbindungshomorphismus auch im Kolimes.

Die stabile lange exakte Sequenz im Satz ist natiirlich, da die einzelnen Sequenzen natiirlich
sind. O

3.81. BEMERKUNG. Motiviert durch den obigen Beweis kénnen wir 7 (X, A) = 7 (X/A) defi-
nieren. Dann gilt eine lange exakte Sequenz fiir Paare wie in Satz 3.19. Den Ausschneidungssatz
fiir stabile Homotopiegruppen bekommen wir geschenkt, denn wenn (A, AN B) und (B,AN B)
gute Paare sind, gilt A/(ANB) = X/B, also erst recht 7 (A, AN B) = 7} (X, B). Wir diirfen dabei
aber nicht vergessen, dass sowohl Proposition 3.68 {iber Quotienten als auch der Freudenthalsche
Einhdngungssatz 3.74 wesentlich auf dem Ausschneidungssatz beruhen.

Es sei (X;);es eine Familie gut punktierter Réume, und ¢;: X; — X =\/ jeg Xj seien die Struk-
turabbildungen. Dann erhalten wir Abbildungen ¢j,: 7}(X;) — 73 (X) fiir alle j € J. Aufgrund
der universellen Eigenschaft 1.41 des Koproduktes P, ; 77 (X;) induzieren diese Abbildungen eine

eindeutige Abbildung
Du: Pri(x)) = mp(X) = w,z(\/ Xj) .
jeJ jeJ jeJ

3.82. PROPOSITION. Die obige Abbildung @ tj« ist ein natirlicher Isomorphismus.
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Bewers. Falls die Indexmenge J = {1,..., N} endlich ist, zeigen wir die Behauptung durch
Induktion iiber N. Dazu betrachten wir das Paar (\/ =1 X5 \/N 'X; ;) zusammen mit der Inklusion
und der Quotientenabbildung

N N N N-1
LN:XN‘—>\/X]‘ und qN:\/Xj—»\/Xj/\/ngXN.
i1 N . 2
Da gy oty = idx,, spaltet die lange exakte Sequenz

N—-1
qN
-eﬁmwtgﬁ<VX>e@<VXOe

LN
* j=1

aus Satz 3.80. Induktiv erhalten wir
N N-1 N
ﬂ,g(vxj) gﬂ;(\/ Xj> o i) = Prilx
j=1 j=1 =1

Im Falle eine unendlichen Indexmenge zeigen wir zuerst Surjektivitat. Dazu wéhlen wir zunéchst
einen Reprasentanten [f] € w4, (S™X), der wiederum dargestellt wird durch

fo88— snx =\ S"X; .
jedJ
Da X gut punktiert ist, ist auch S™X nach Bemerkung 3.73 (5) gut punktiert. Wir bestim-
men u: S"X — I und h: S"X x I — S™X wie in Proposition 3.59 (1). Dann erhalten wir eine
offene Umgebung U = u~!([0,1)) vom Basispunkt * € S"X, so dass h die Menge U in S"X relativ

zu * auf * zusammenzieht. Aulerdem sei U; = S™X; \ {*#} C S"X, dann ist U; ebenfalls offen, und
die Mengen U und (Uj),cs tiberdecken S™X.

Da f stetig und S**" kompakt ist, existiert eine endliche Teilmenge Jy C J, so dass
SkJrn — f*l(U) U U f*l
Jj€Jo
Die Teilmenge ;¢ f ~H(U;) c S*¥*" ist offen, und ihr Rand wird auf den Basispunkt in X abge-
bildet. Durch Verkleben erhalten wir eine Homotopie

{h(f(s)jt) falls s & U, ey, [ f~HU;), und
(s,t) —>

f(s) falls s € Uz, f71(U;) -
Fiir t = 1 trifft diese Abbildung nur noch diejenigen X; mit j € Jo. Wir erhalten eine Abbildung g ~
f mit
g: S — ) "X — \/ 57X .
Jj€Jo je€J

Somit liegt [f] = [¢g] im Bild von 7 (\/JGJ0 i) = D, i (X;), also auch im Bild von B ; m}(X;).

Um Injektivitdt zu zeigen, sei ), ;[fi] ein Element des Kernes, insbesondere [f;] € mj(X;),
und [f;] = 0 fiir fast alle 7. Wir betrachten einen Représentanten f: S””" — S™X, der nur endlich
viele der X; trifft. Dann kénnen wir eine Nullhomotopie h wie oben ebenfalls auf einen endlichen
Teil des Koproduktes herunterdriicken, und die Behauptung folgt. U

3.83. BEMERKUNG. Wir haben jetzt bei einigen bekannten Resultaten die ldstigen Zusammen-
hangsvoraussetzung durch den Ubergang zu stabilen Homotopiegruppen eliminiert. Wir haben aber
auch einige schone Eigenschaften verloren: da die Einhdngung eines kartesischen Produktes kein
Produkt mehr ist, geht die Produktformel aus Beispiel 3.28 verloren, genauso wie die lange exakte
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Homotopiesequenz 3.25 fiir Serre-Faserungen. Anstelle dieser Resultate treten Spektralsequenzen,
die fiir viele Berechnungen zu sperrig sind.

Die Kunst im Umgang mit Homotopiegruppen besteht daher oft darin, moglichst viele Rech-
nungen im sogenannten ,,stabilen Bereich* durchzufiihren, also fiir solche k, fiir die 7, (X) = 7} (X)
fiir den jeweiligen Raum X noch gilt.

3.i. Gerahmter Bordismus

Wir geben jetzt eine differentialtopologische Beschreibung der stabilen Homotopiegruppen. Der
Begriff einer k-dimensionalen differenzierbaren Untermannigfaltigkeit M des R™ sollte bekannt sein.
Wir lassen im Folgenden iibrigens auch die leere Menge als Untermannigfaltigkeit zu. In jedem
Punkt p € M spaltet sich R" auf in den Tangentialraum 7,,M an M und den dazu senkrechten
Normalenraum v, M. Diese Unterrdume des R™ héngen stetig von p € M ab, insbesondere bildet
die Vereinigung aller v, M eine Untermannigfaltigkeit von M x R" C R?", das Normalenbiindel v M
von M. Dabei identifizieren wir p € M mit dem Nullvektor an der Stelle p und erhalten einen
Einbettung M — vM, den Nullschnitt.

Unter einer Trivialisierung des Normalenbiindels von M verstehen wir eine stetige Abbil-
dung 7: vM — M xR" % so dass Tp: vpM — {p} xR™* fiir alle p € M ein linearer Isomorphismus
ist. Aquivalent dazu kénnen wir jedem p € M auf stetige Weise einen Rahmen (v1, ..., v4_y), das
heift, eine Basis von v, M, zuordnen, so dass 7(v;) = (p,e;j) € M x R™*. Daher nennen wir 7 auch
Rahmung von M.

Sei schliellich 7 eine Rahmung von M C R”, und sei J C R ein Intervall der Linge > 0. Dann
konnen wir das Normalenbiindel v(J x M) C R*™! mit J x vM — J x M identifizieren, da die
zusétzliche Richtung im umgebenden Raum tangential zu J ist, also nicht zum Normalenbiindel
beitrigt. Daher induziert 7 eine Rahmung 7 o myp: v(J x M) = J x vM — Rk,

3.84. DEFINITION. Es seien 0 < k < n.

(1) Eine gerahmte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ besteht aus
(a) einer glatten, kompakten k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M C R™ (ohne
Rand) fiir ein n > k, und
(b) einer Trivialisierung 7: vM — M x R"* des Normalenbiindels von M in R", der
Rahmung.
(2) Ein gerahmter Bordismus zwischen zwei k-dimensionalen gerahmten Untermannigfaltig-
keiten (M;, 7;) (i =0, 1) des R™ besteht aus
(a) einer glatten, kompakten (k+ 1)-dimensionalen Untermannigfaltigkeit W C I xR"™ C
R mit Rand OW C I x R™ mit Krdgen

W ([0,e) xR") =[0,e) x My und WnN((1-¢1]xR")=(1—¢,1] x M

fiir ein geeignetes ¢ > 0, und
(b) einer Trivialisierung 7: vW — W x R"™* von vW, so dass auf den Kriigen

= — . n—=k
Tlio,e)x Mo = 70 © Tunty : VW lwn(jo,e)xrny — R
= . n—k
und Tl axan = 710 Tumy VW wn(—e1)xrry — R

(3) Zwei gerahmte k-dimensionale Untermannigfaltigkeiten des R™ heiflen gerahmt bordant,

wenn ein gerahmter Bordismus zwischen ihnen existiert. Es bezeichne Qg’n die Menge aller
gerahmten k-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten des R™ bis auf gerahmten Bordismus.

In (2) schreiben wir
OW,7) = 0o(W, 7))L 01 (W, T) mit O;(W,7) = (M;, ;) .
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------------

{0} xR"™

[075)><M0
ABBILDUNG 3.8. Ein gerahmter Bordismus

Wenn 01 (W, 7) = ) gilt, nennen wir (Mg, 19) gerahmt nullbordant und (W,7) einen gerahmten
Nullbordismus von (Mg, 10).

Die einzigen kompakten Untermannigfaltigkeiten, die wir uns gut vorstellen kénnen, sind ge-
schlossene Kurven im R? und R? (,Knoten“) sowie orientierbare Flichen im R3. Fiir alle diese
Untermannigfaltigkeiten finden wir Rahmungen (fiir Knoten sogar abzéhlbar viele nicht homo-
tope). Es gibt aber auch Untermannigfaltigkeiten hoherer Dimension und Kodimension, die keine
Rahmungen zulassen.

Als Beispiel fiir einen Bordismus betrachten wir eine ,,Hose* wie in Abbildung 3.8, deren Rand
aus zwei Kreisen in {0} x R? und einem Kreis in {1} x R? besteht. Wir erhalten eine kompatible
Trivialisierung des Normalenbiindels zum Beispiel, wenn wir jeweils fiir alle Kreise die nach aufien
beziehungsweise die nach innen weisenden Normalenvektoren gewéhlt haben.

3.85. BEMERKUNG. Wir iiberpriifen, dass ,gerahmt bordant eine Aquivalenzrelation definiert.

(1) Sei (M, T) gerahmte Mannigfaltigkeit, dann ist W = I x M ein Bordismus, und 7 induziert
eine Trivialisierung 7 von vW, die 7 an beiden Randkomponenten fortsetzt.

(2) Sei W ein gerahmter Bordismus zwischen (M, 7) und (Mi, 7). Spiegeln an der Ebe-
ne {%} X R™ liefert einen Bordismus zwischen M; und My, und die Trivialisierung 7 lésst
sich mitspiegeln.

(3) Sei schlielich (W', 7') gerahmter Bordismus zwischen (My, 79) und (M, 1), und (W”,7")
sei gerahmter Bordismus zwischen (M;,71) und (Ma, o). Wir stauchen beide Bordismen
auf [0, %] x R™ beziehungsweise [%, 1] x R™, dann bildet die Vereinigung W aufgrund der
Produktstruktur auf den Krigen wieder eine glatte Mannigfaltigkeit, und wir wéhlen ¢ =
min(%, %/) Die Trivialisierungen 7 und 7’ stimmen nach Stauchung auf (% —¢, %+5) mit
der von 7 induzierten Trivialisierung iiberein, und lassen sich daher auf ganz W fortsetzen.

Wir haben also gezeigt, dass gerahmter Bordismus eine wohldefinierte Aquivalenzrelation darstellt.

Sei (M, T) eine gerahmte Untermannigfaltigkeit des R™, und sei p € M. Wir definieren eine
Abbildung a: vM — R™ durch

a(p,v) =p+v.
An der Stelle (p,0) € M x {0} C M mit p € M hat vM den Tangentialraum
TpoyvM =T,M ® v,M = R" = T,R" |
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und wir sehen, dass da, o) = idgr. Nach dem Umkehrsatz ist a also ein lokaler Diffeomorphismus

nahe des Nullschnitts M C vM. Da M kompakt ist, finden wir ein > 0, so dass a: v M — R™
eine Einbettung wird, wobei

v = {vey,M|<r}.
Wir definieren jetzt eine Abbildung f: R® — §"~* = pn=F/gn=k=1 dqurch

7p(v)

2= falls x = a(p,v) fiir ein p € M und ein v € v, M mit |v| < r, und

* sonst.

Diese Abbildung ist stetig auf ima. Sei jetzt U C S"~* offene Umgebung von *. Dann ist a=(U)
offene Umgebung von R™ \ ima. Also ist f insgesamt stetig. Das Bild ima ist in einem Kompak-
tum K in R™ enthalten, also wird R” \ K konstant auf % abgebildet. Also konnen wir f auf die
Einpunktkompaktifizierung fortsetzen und erhalten f: S™ — S™k,

3.86. SATZ (Pontryagin-Thom-Konstruktion, [Mi, Chapter 7]). Fir 0 <k <n gilt
T (S"TR) 2 QP

BEWEIS. Der vollstéindige Beweis benotigt einige Sétzen aus der Differentialtopologie. Wir ge-
ben hier daher nur eine Beweisskizze und verweisen ansonsten auf [Mi].

Als erstes geben wir eine Umkehrabbildung zur obigen Konstruktion an. Dabei benutzen wir,
dass es in jeder punktierten Homotopieklasse von Abbildungen f: S — S" F einen glatten Re-
prisentanten gibt, fiir den der ,,Siidpol“ 0 € R"% = §7=k\ {4} regulirer Wert ist, und setzen

M= f0) € fH (S F\ {+}) C R

Dann ist M eine glatte Untermannigfaltigkeit nach dem Satz iiber implizite Funktionen. Als Tri-
vialisierung des Normalenbiindels wéhlen wir einfach 7 = df |, .

Offensichtlich hingt (M, 7) von der Wahl des Reprisentanten f von [f] € m,(S" %) ab. Es sei
also g ein weiterer glatter punktierter Reprisentant, fiir den 0 ein reguldrer Wert ist. Dann kénnen
wir mit dem gleichen Satz wie oben eine Homotopie zwischen f und g durch eine glatte punktierte
Homotopie approximieren, fiir die 0 ein regulirer Wert ist. Dabei kénnen wir sogar annehmen,
dass diese Homotopie nahe der Endpunkte stationir ist. Dann ist W = h71(0) € I x R™ eine
Untermannigfaltigkeit wie in Definition 3.84 (2a) und 7 = dh|,w eine Trivialisierung von vW, so
dass (W, T) einen gerahmter Bordismus zwischen (M, 79) und (M7, 1) darstellt.

Wir erhalten also eine wohldefinierte Abbildung ®: m,(S"*) — an Die Surjektivitét ha-
ben wir oben bereits gezeigt, indem wir f zu (M, 7) konstruiert haben. Injektivitit erhalten wir,
indem wir auf dem gleichen Wege zu einem gerahmten Bordismus zwischen (f 1,df0|l,( £71(0)))
und (fl_l, df1lu(f;(0))) eine Homotopie h: I x R™ — Dn=F /§n=k=1 zwischen fy und f; angeben. [

3.87. BEMERKUNG. Fiir n > 2 trigt m,(S" %) eine abelsche Gruppenstruktur. Auch Qg" ist
eine abelsche Gruppe fiir n > 2. Fiir die konstante Abbildung f = * ist f~1(0) = 0, also ist das
Nullelement die leere Menge.

Seien (My,19) und (M, 1) gegeben. Beide Mannigfaltigkeiten sind kompakt, also beschrankt
in R™. Wir kénnen daher beide Mannigfaltigkeiten innerhalb R™ in verschiedene Richtungen par-
allel so verschieben, dass sie disjunkt werden. Dann nehmen wir die disjunkte Vereinigung als
Summe. Man {iberpriift leicht, dass verschiedene Verschiebungsvektoren gerahmt bordante Sum-
men (Mo, 7o) + (My, 1) liefern, und dass diese Summe genau der Summe in 7, (S"*) entspricht.

AuBerdem erhalten wir das gerahmte Inverse —(M, 7) von (M, 7), indem wir M und 7 gemein-
sam an einer Hyperbene H in R" spiegeln. Wenn wir diese Hyperbene disjunkt zu M wiéhlen,
stellen wir uns jetzt vor, dass (M, 7) an der ,Achse“ H x {0} C R" x [0,00) auf sein Inverses
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wrotiert“. Die so erzeugte ,, Rotationsmannigfaltigkeit* stauchen wir nach R™ x [0,1) und erhalten
einen Bordismus von (M, 7) 4+ (—(M, 7)) zur leeren Menge.

3.88. BEISPIEL. Fiir k& = 0 betrachten wir endliche Teilmengen M = (p1,...,pn) des R™. Der
Einfachheit halber sei n > 2. Fiir jeden Punkt p; fixieren wir eine Basis von R™. Ein gerahmter
Bordismus zwischen My und Mj ist eine Sammlung von Kurven zwischen den Punkten aus beiden
Mengen. Aufgrund der Rahmung verbindet eine Kurve mit zwei Randpunkten in My immer Punkte
mit verschieden orientierten Basen, wihrend eine Kurve von My nach M; immer Punkte mit gleich
orientierten Basen miteinander verbindet. Jetzt {iberzeugt man sich leicht, dass Qgr’n > 7 =, (S™)
gilt. Man beachte, dass es uns soeben gelungen ist, m,(S™) ohne Benutzung des Ausschneidungs-
satzes und der Homotopiesequenz 3.25 fiir Faserungen zu bestimmen.

3.89. FOLGERUNG. FEs sei f: S™ — S™ punktierte Abbildung. Wenn ein Punkt p € R™ = S™\ {x}
existiert, so dass f in einer Umgebung U C R™ von f~1(p) glatt und p regulirer Wert ist, dann
berechnet sich der Abbildungsgrad aus Definition 3.45 als

degf= Y signdetdf,. O
q€f~(p)

Spéater konnen wir mit einer &hnlichen Formel einen Abbildungsgrad fiir Abbildungen zwischen
kompakten orientierten Mannigfaltigkeiten der gleichen Dimension erkléren.

In Abschnitt 3.j betrachten wir noch den Fall £ = 1. Fiir groflere k ist der Aufwand bei der
Bestimmung von 7, (5" %) mit der Pontryagin-Thom-Konstruktion so hoch, dass man lieber auf
andere Methoden zuriickgreift.

Wir wollen jetzt zu 7§ (SY) iibergehen. Wir betrachten dazu die Inklusion ¢: R” = R" x {0} <
R"*!. Es sei (M, 7) gerahmte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R”. Dann ist M’ = (M) C
R"*! wieder Untermannigfaltigkeit mit Tangential- und Normalbiindel

TM' =du(TM)=TM und vM' = di(vM) x {0} x R2vM x R.
Wir erweitern also 7 zu einer Trivialisierung
=7 xidg: vM' 2 vM x R — R*H17F
Mit gerahmten Bordismen verfahren wir analog und erhalten eine Abbildung
Ly Q" — Qi
3.90. PROPOSITION. Fiir alle 0 < k < n kommutiert das Diagramm

— = fr,n
(SR —— Q)

5| |
7Tn+1(5"+17k) = kar,n—i-l '

BEWwEIS. Der Einfachheit halber betrachten wir St = ™ A §1 und S*+1=F = gn=k A §1
und stabilisieren entsprechend in der letzten Koordinate. Sei f: 8" — S™* wie im Beweis von
Satz 3.86 eine glatte punktierte Abbildung, so dass 0 € R™ = 5™ \ {0} regulidrer Wert ist, und es
sei (M,7) = (f*(0),df|u(s-1(0)))- Dann ist Sf = fAidg: in einer Umgebung von (S f)~(0) immer
noch glatt und stimmt dort mit f x idg iiberein. Daher erhalten wir

(SHTH0) = f7H0) x {0} =M und  d(Sf)|umr = (df x didR)|ormxr =7 O

3.91. DEFINITION. Fiir k > 0 ist die k-te gerahmte Bordismusgruppe definiert durch

T . fr,n
Qf =Lim Q" .
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3.92. FOLGERUNG (Aus Satz 3.42 (4) und 3.86). Es gilt
insbesondere gilt er = Qg’n fir alle n > 2k 4 2. O

Wir nennen (M, 7) schlicht gerahmte k-dimensionale Mannigfaltigkeit, wenn es uns egal ist, in
welchen R" wir (M, 7) betrachten wollen — nur muss n eine gewisse Mindestgréfie haben, typischer-
weise jedoch nicht mehr als 2k+2. Genauso sprechen wir nur noch von gerahmten Bordismen (W, 7)
zwischen (Mo, 79) und (M, 1) — dabei miissen wir unter Umstanden (M, 79) und (M;, 71) erst in
einen grofleren R™ einbetten. Als nichstes kommen wir zu einer geometrischen Interpretation der
stabilen Homotopiegruppen 73 (X), dabei betrachten wir direkt den Kolimes.

3.93. DEFINITION. Es sei X ein (nicht notwendig punktierter) topologischer Raum.

(1) Ein gerahmter singulirer k-Zykel in X besteht aus
(a) einer gerahmten k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit (M, 7) und
(b) einer Abbildung F': M — X.

(2) Zwei gerahmte singuldre Zykel (Mo, 79, Fo) und (M1, 71, F1) heiflen in X gerahmt bordant
oder auch gerahmt homolog, wenn es
(a) einen gerahmten Bordismus (W, 7) zwischen (Mo, 70) und (M, 71) und
(b) eine Abbildung F': W — X mit F|g, = F; fiir i € {0,1} gibt.

(3) Die k-te gerahmte Bordismusgruppe QF(X) von X sei die Menge aller gerahmten sin-
guldren k-Zykel in X bis auf gerahmten Bordismus.

Wir nennen die obigen Zykel ,singulédr®, weil wir nicht erwarten, dass F' eine Einbettung ist —
im schlimmsten Fall kann F' sogar konstant sein.

3.94. BEMERKUNG. Es sei X ein topologischer Raum.

(1) Wie in Bemerkung 3.83 ist ,,gerahmt bordant® in X eine Aquivalenzrelation.

(2) Falls X = pt der einpunktige Raum ist, kommt fiir F' immer nur die konstante Abbildung
in Frage, also gilt

Q5 (pt) = QF -

(3) Durch disjunkte Vereinigung der gerahmten Mannigfaltigkeiten (M,7) wird QF(X) wie
in Bemerkung 3.87 zu einer abelschen Gruppe. Dabei miissen die Bilder der einzelnen
gerahmten Untermannigfaltigkeiten in X aber nicht disjunkt sein.

(4) Es sei ¢: X — Y stetig. Dann induziert ¢ einen funktoriellen Gruppenhomomorphismus

e QE(X) = QF(Y)

durch g (M, 7, F) = (M, 7,00 F). Sei n eine Homotopie zwischen ¢ und ¢: X — Y, dann
kénnen wir n o (F x idy): M x I — Y als gerahmten Bordismus zwischen ¢, (M, T, F')
und 1, (M, 1, F') auffassen. Also ist gerahmter Bordismus ein Funktor

O™ Hop — Ab .
Es sei X ein topologischer Raum, dann erinnern wir uns an die Konstruktion
Xy =XUpt,
aus Abschnitt 3.a, wobei der zusétzliche Punkt * € pt = {x} der Basispunkt sei.
3.95. SATz (Pontryagin-Thom-Konstruktion). Es gibt einen natiirlichen Isomorphismus
(- 4) = QI HTop — Ab .
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BEWEIS. Es sei f: S — S"°* A X, Repréisentant eines Elementes von 73 (Xy). Als erstes
iiberlegen wir uns, dass

SPRAX L =(S"Fx X USSR /({x} x X USTF) = (877F x X)/({x} x X) .
Wir bezeichnen den Basispunkt von S % A X, wieder mit {*} und betrachten

V=" FAX)\{x} 2R xX und U=fYV)CR"=85"\{x}.
Dann sind V € S" % A X, und U C R” offen. Die zusammengesetzte Abbildung

flu TRn—k

g U5 R"FxXx — RVF

ist eigentlich, das heifit, Urbilder kompakter Mengen sind kompakt. Denn sei K € R** kompakt,
dann sind S"%\ K und (S" 7%\ K) A X, offen und g7} (R"*\ K)U(S"\U) = f~1(S"F\ K) ist
offene Umgebung des unendlichen Punktes {*}, also ist ihr Komplement ¢g~!(K) in S™ kompakt.

Insbesondere ist g='(0) C U kompakt, und wir kénnen f auf einer kompakten Umgebung
von ¢g~1(0) in U homotop so deformieren, dass die erste Komponente g von f in einer kleineren
Umgebung von ¢g~'(0) glatt ist und 0 € R"* als reguliren Wert besitzt. Wie im Beweis von
Satz 3.86 erhalten wir eine gerahmte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™, ndmlich

(M, 7) = (971(0), dglu(g-10y) -

Auflerdem erhalten wir eine zusammengesetzte Abbildung

FeMe—Urty x ™% x|

und (M, 7, F') ist der gesuchte singulidre gerahmte k-Zykel.

Seien zwei Repriisentanten f;: S™ — S™ % A X, i € {0,1} desselben Elements von 3 (X)
gegeben, dann finden wir zunéchst ein n > max{ng, n;} und eine Homotopie h zwischen S™~"0 f;
und S™™ f;. Wie in Proposition 3.90 ersetzt Stabilisierung die gerahmte Mannigfaltigkeit (M, 1)
durch (M’ 7"), &ndert jedoch nichts an der Abbildung F': M’ = M — X. Wir nehmen also an,
dass n = ng = n;. AuBerdem nehmen wir wie im ersten Schritt an, dass fir V = R"* x X wie
oben und U = h~1(V) die zusammengesetzte Abbildung

hlU rRn—k

U SR P xx — RVF

in einer Umgebung der kompakten Menge £~1(0) C I x S™ glatt ist und 0 als reguliiren Wert
besitzt. Wie im Beweis von Satz 3.86 ist (W,7) = (£71(0),dl|-1(g)) ein gerahmter Bordismus
zwischen (M, 19) und (M, 1), und wir erhalten eine zusammengesetzte Abbildung

H: WU Mo ot o x ™% x

mit H|pw = F; fiir i = 0, 1. Mithin sind (Mo, 70, Fo) und (M, 71, F1) gerahmt bordant in X. Also
ist @x: 75 (X4) — QF(X) wohldefiniert.
Zur Natiirlichkeit sei ¢: X — Y gegeben. Zu zeigen ist die Kommutativitit des Diagramms

X)) —— Q(X)
p=lmien oo
m(Ys) —— QF(Y).
Wir setzen V = R" % x X € S" % A X, wie oben und W =R"* x Y c S" % AY,, dann folgt
V = (idgn-r x @) HW) .
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Zu f: S™ — S"F A X, bestimmen wir U C R”?, g: U — R** (M, 7) und F wie oben. Da U =
FHV) = (po f)~Y (W), liefert po f: S — S"F AY, die gleiche Abbildung

Tgn—k © (idgn—k X @) o fly = Tgn-k o flu =g ,
und daher die gleiche gerahmte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit (M, 7). Jetzt folgt Natiirlich-
keit, denn @ o f liefert den k-Zykel

(M,T,ﬂ'y o (idgn—r X ) of|M) = (M,T,QOOTI'X of|M) =@(M,7,F) .
Zum Beweis der Surjektivitédt sei ein singulidrer gerahmter k-Zykel (M, 7, F) in X gegeben,

dabei sei (M, 1) gerahmte Untermannigfaltigkeit des R™, und a: v M — R” sei eine Einbettung.
In Analogie zu (3.7) definieren wir f: S® — S"* A X durch

) = {T"}(U) A F(p) falls z = a(p,v) fiir ein p € M und ein v € v, M mit |v| < r, und
* sonst.

Man iiberpriift wieder leicht, dass f stetig ist, und den singuldren gerahmten k-Zykel (M, 7, F) in-
duziert. Zur Injektivitéit verfahren wir analog mit einem singuléiren gerahmten Bordismus zwischen
zwei k-Zykeln. O

3.96. BEMERKUNG. Die hoheren Homotopiegruppen 7 (X) finden ,,runde Locher* von X, die
dadurch sichtbar werden, dass man Sphéaren nach X abbildet, die man anschlieBend nicht mehr
zusammenziehen kann. Man findet jedoch keine Locher, die dadurch zustande kommen, dass man
andere kompakte Mannigfaltigkeiten nach X abbildet, die sich dann in X nicht durch einen Nullbor-
dismus ausfiillen lassen. Beispielsweise sollte der Torus T2 ein solches , torusférmiges Loch“ haben,
aber es gilt mo(T?) = 0.

Mit der stabilen Homotopie und der Pontryagin-Thom-Konstruktion kénnen wir nun immer-
hin Locher in der Form gerahmter Untermannigfaltigkeiten aufspiiren. Aber zum einen tragen die
Rahmungen merkwiirdige Zusatzinformation, siehe unten. Zum anderen gibt es in héheren Dimen-
sionen Untermannigfaltigkeiten, die keine Rahmungen zulassen (ein Beispiel wire CP? C R®). Nach
Bemerkung 3.94 (2) ist

Q4 (pt) = 7 (%)
gerade die k-te stabile Homotopiegruppe der Sphéren. Fiir viele k > 0 gilt WZ(SO) = 0, obwohl ein
Punkt eigentlich keine weitere Information tragen sollte. Aber immerhin sind alle 71';2(5’0) endliche
Gruppen fiir &£ > 0.

Poincarés erste Idee, ,,Homologie“ zu definieren war daher, ,,orientierten* Bordismus Qfo ohne
Rahmungen zu betrachten. Aber auch diese Definition hat Probleme, so dass man einen etwas ab-
strakteren Zugang entwickelt hat. Wiirden wir Poincarés Ansatz folgen, so erhielten wir fiir Qf O(pt)
namlich abzéhlbar unendliche Gruppen fiir alle k € 4N, also noch mehr ,,Lérm um Nichts.“

3.97. BEMERKUNG. Der Vollstdndigkeit halber skizzieren wir auch ,,gerahmten Kobordismus“
mit dem dazugehorigen Pontryagin-Thom Isomorphismus

Qf (X) = [Xo, S*° = lim[S" 7% A X, 87

Diesmal erhalten wir kontravariante Funktoren, denn eine Abbildung ¢: X — Y induziert durch
Zuriickziehen eine Abbildung

o QR(Y) = [Yy, S =5 (X4, S'° = QF(X)
Am besten ldsst sich die linke Seite beschreiben, wenn X selbst eine kompakte Mannigfaltigkeit
ist, denn in diesem Fall wird QF(X) von (dim X — k)-dimensionalen kompakten Untermannigfal-
tigkeiten N C R™* x X mit Trivialisierungen 7 des Normalenbiindels vy,x von N in R"F x X
erzeugt. Das Paar (N, 1) heifit dann singulirer gerahmter k-Kozykel. Die Aquivalenzrelation wird
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diesmal iiber gerahmte Kobordismen, also (dim X + 1 — k)-dimensionale Untermannigfaltigkeiten
in I x R"* x X mit trivialisiertem Normalenbiindel definiert.
Aufgrund der Pontryagin-Thom-Isomorphismen erhélt man eine bilineare Abbildung

QR (X) x QF(X) 2 [Xa, SM° x [, X4] —2 w3 (SF) = 71, (5°).

Im Fall k = ¢ ist der Wertebereich 7§(S°) & Z, man spricht von einer Kronecker-Paarung. Geome-
trisch lisst sie sich so beschreiben, dass man (M, 7) und das Bild von (N, 7') unter wx in ,allgemeine
Lage® bringt und Schnittpunkte zihlt, wobei die Rahmungen das Vorzeichen festlegen.

Wir haben jetzt die zur stabilen Homotopietheorie assoziierte Homologie- und Kohomologie-
theorie kennengelernt. Viele Aspekte fehlen noch, zum Beispiel gibt es ein Cup-Produkt

— 1 QF(X) x QR(X) — QFF(X)

bei dem man singuldre gerahmte Kozykeln miteinander ,schneidet®, dabei addieren sich die Ko-
dimensionen. So wird Qf.(X) zu einem Z-graduierten Ring, dem gerahmten Kobordismusring. Es
gibt auch ein Cap-Produkt

~ 1 QR(X) x QF (X) — QL (X),

das QF (X) zu einem Z-graduierten Q¢ (X)-Modul macht. Auch hier schneidet man einen Zykel mit
einem Kozykel und erhélt so einen Zykel kleinerer Dimension.

3.j. Die erste stabile Homotopiegruppe der Sphiren

Wir wollen jetzt 75 (SY) bestimmen. Da wir dazu gerahmte Kreise betrachten miissen, und sich
zwei Rahmungen von S!' C R"™ um eine Abbildung S' + SO(n — 1) unterscheiden, beweisen wir
zur Vorbereitung das folgende Resultat.

3.98. SATZ. Es sein > 3. Dann gilt m1(SO(n), E,) = Z/2, und das nicht triviale Element wird
dargestellt durch die Schleife

cos2mt —sin 27t 0
sin 27t cos 27t
vy:I3tr—s 1 € SO(n) .
0 1

Selbstverstandlich kénnen wir auch jede andere Ebene im R™ ,einmal herumdrehen®, um den
Erzeuger von 71(SO(n)) zu erhalten. Die Bedingung n > 3 ist nétig, denn es gilt SO(1) = pt
und SO(2) = St.

BEWEIS. Wir betrachten zunéchst den Fall n = 3. Es sei H die Algebra der Quaternionen, dann
bildet die Menge S? C H = R* der Einheitsquaternionen eine Gruppe beziiglich der Quaternionen-
Multiplikation. Diese Gruppe wirkt auf dem Raum I = R3 C H der imaginiren Quaternionen
durch

S% <13 (q,p) — apq = qpqa™" -
Diese Operation erhélt das Euklidische Skalarprodukt und die Orientierung, liefert also einen Ho-
momorphismus S% — SO(3). Dabei wirken £1 € S® als id;. Da es zu jedem Quaternion q €
S$3\ {£1} C H\R ein p € I gibt, mit dem ¢ nicht kommutiert, wirken alle anderen Elemente der S*
nicht-trivial. Schliefflich kann man — zum Beispiel anhand der gleich folgenden geometrischen Dar-
stellung — iiberpriifen, dass die obige Abbildung surjektiv ist. Es folgt

SO(3) = §3/{+1} = RP3.
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Wir geben eine geometrische Beschreibung der obigen Gruppenwirkung ohne Quaternionen.
Dazu seien eg, ..., e3 die Standardbasis des R*, und R? sei das Erzeugnis von eq, es, e3. Wir wissen
bereits, dass +1 = +eq als idgs wirkt. Jedes andere g € S3\ {4eg} schreiben wir als in eindeutiger
Weise als

q =epcosp—+usinp mit u € $* C R? mit ¢ € (0,7) .
Dann wirkt ¢ als Drehung mit Winkel 20 um die Achse uR. Genauer ergénzen wir u zu einer
orientierten Orthonormalbasis (u,v,w) des R3, dann folgt

q(u) =u, q(v) = v cos2¢p — w sin2¢p , g(w) = v sin2p + w cos 2¢p .

Wir erhalten die gleiche Abbildung, indem wir u durch —u und ¢ durch m — ¢ ersetzen. Der
Winkel 2¢p lidsst sich auch dadurch erkléiren, dass wir in der obigen Darstellung fiir ¢ = 7 den
Punkt ¢ = —ey € S? erhalten, der als Identitit wirkt.

Wir wissen jetzt also, dass S® — SO(3) = RP? die universelle Uberlagerung ist. Aus Ab-
schnitt 2.f wissen wir, dass dem nichttrivialen Element 1 € Z/2 = 71 (RP?) das Bild eines Weges 7
von eg nach —ep entspricht. Wir wihlen 5(¢) = eg cosmt + es sint und erhalten die im Satz
genannte Schleife ~.

Damit ist der Fall n = 3 erledigt. Wir beweisen die Behauptung fiir gréflere n durch Induktion.
Dazu betrachten wir die Abbildung p: SO(n+1) — S™ C R*"! mit p(g) = g eny1. Diese Abbildung
ist ein Faserbiindel mit Faser

p enin) = { (‘6‘ (1’> € SO(n+1) ‘ A€ SOM) } ~ SO(n) ,

sieche Ubung 3.120. Aus der langen exakten Sequenz 3.25 schlieBen wir mit n > 3, dass

m1(S") — 11 (SO(n + 1)) ¢ 71 (50(n)) +— m2(S™) .
=0 =0
Dabei geht die erzeugende Schleife v in SO(n) in die entsprechende Schleife in SO(n+1) tiber. O

3.99. SaTz (Pontryagin). Es gilt 75 (SY) 2 Z/2.

BEWEIS. Nach Satz 3.42 (4) und Satz 3.86 gilt 7§(S%) = m,(S"!) = Qgr’" fir alle n >
4. Wir betrachten zunichst kompakte gerahmte 1-Mannigfaltigkeiten im R”. Jede kompakte 1-
Mannigfaltigkeit ist eine disjunkte Vereinigung von Kreisen. Wir parametrisieren jede Zusammen-
hangskomponente M; so durch eine Kurve ~, dass 4 zusammen mit der Rahmung von vM; eine
positive Basis des umgebenden R” liefert. Da n > 4 ist, kénnen wir diese Kreise gegebenenfalls
sentknoten“, das heiit zu disjunkten Einheitskreisen in der Ebene R? C R™ mit Mittelpunkten
auf der z-Achse deformieren, die im positiven Drehsinn durchlaufen werden — aus jeder solchen
Deformation macht man leicht einen Bordismus, auf den sich auch die Rahmungen iibertragen
lassen.

Fiir einen einzelnen Kreis S' € R? ¢ R konstruieren wir eine Standardrahmung 7°, indem wir
als v den Ortsvektor in R? withlen, und mit den Standardbasisvektoren vJ = es3, ..., v)_; = e,
zu einer Basis des Normalenbiindels. Jede andere Rahmung unterscheidet sich um ein Element
aus m(SO(n—1)) = Z/2. Wenn wir mehrere gerahmte Kreise haben, addieren wir die zugehorigen
Elemente von Z/2. Wir behaupten, dass dieses Summe eine gerahmte Bordismusinvariante ist.

Sei W C I x R™ ein Bordismus. Zunéchst erreichen wir durch eine kleine Deformation, dass
die Koordinate ¢t € I eine sogenannte Morse-Funktion auf W wird, das heifit, die Abbildung W >
(t,z) — t € I hat nur endlich viele kritische Punkte (¢1,p1), ..., (tx,px), und nahe dieser Punk-
te pj = (zj1,...,%y) sieht W aus wie der Graph einer Funktion

(x1y...2p) —> t £ (21 — fl“j,l)z ok (T — xjm)Q .
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—
ABBILDUNG 3.9. Elementare Bordismen

t3

52

t2

S1

t1

ABBILDUNG 3.10. Zusammengesetzter Bordismus

Wir diirfen dabei annehmen, dass t1 < --- < t;, paarweise verschieden sind. Die Rahmungen
deformieren wir wieder mit. Dann kénnen wir den Bordismus durch Aufschneiden léngs {s;} x R"
mit t; < 81 <ty < -+ < 8p_1 <t} in ,elementare Bordismen“ wie in Abbildung 3.9 zerlegen. Diese
kénnen wir so anordnen, dass ganz W in I x R%2 C I x R"™ zu liegen kommt; dabei ordnen wir die
Kreise in dgW und 01 W gegebenenfalls um, sieche Abbildung 3.10.

Auf W konstruieren wir eine Standardrahmung 79, indem wir auf den elementaren Bordismen
in I x R? jeweils den nach aufien weisenden Normalenvektor als v{ wihlen und dann mit den
Standardbasisvektoren vJ = eg, ..., v0_; = e, zu einer Basis des Normalenbiindels ergéinzen. Die
Rahmungen 7 und 7° unterscheiden sich um eine Abbildung g: W — SO(n — 1). Fiir jedes s €
I\ {t1,...,tx} liefert die Einschrinkung auf W N ({s} x R") = S .. 1 S* nach Folgerung 3.8 ein
Tupel von Elementen von 71 (SO(n — 1)) = Z/2. Es sei as € Z/2 die Summe dieser Elemente. Die
obige Behauptung ist bewiesen, wenn wir zeigen, dass as nicht von s abhéngt. Fiir alle s € (¢;,t4+1)
mit 1 <4 <k ist das klar, da die Abbildungen g|yn{s}xrn) homotop sind. AuBlerdem ist klar, dass
sich der Beitrag eines zylindrischen elementaren Bordismus in einer Umgebung von ¢; nicht &ndert.

Da SO(n — 1) zusammenhéngend ist, konnen wir die gegebene Rahmung 7 im Innern der nicht
zylindrischen elementaren Bordismen so deformieren, dass sie auf den in Abbildung 3.9 grau mar-
kierten, zusammenziehbaren Regionen jedes elementaren Bordismus mit 7° iibereinstimmt. Dabei
dndern sich die Elemente as € Z/2 nicht. Wenn der elementare Bordismus eine ,,Kappe* ist (zweiter
oder letzter elementarer Bordismus in der Abbildung), dann ist der Beitrag zu as auf beiden Seiten
von t; trivial. Wenn der elementare Bordismus eine ,Hose“ ist (dritter oder vierter elementarer
Bordismus in der Abbildung), dann ist der Beitrag zu as auf der Seite von ¢; mit einer Randkom-
ponente die Summe der Beitrige auf der Seite mit zwei Randkomponenten. Insgesamt dndert sich
also as beim Uberqueren eines kritischen Wertes ¢; nicht.
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Also ist unsere Behauptung bewiesen, und wir haben eine Abbildung
a: (S = QF — 1 (SO(n—1)) = 1Z/2

konstruiert. Nach unser Voriiberlegung ist diese Abbildung surjektiv, da wir im Urbild jedes Ele-
ments einen gerahmten Kreis finden. Nach Konstruktion wird die leere gerahmte Mannigfaltigkeit
auf 0 abgebildet. Wenn a bijektiv ist, ist a ein Isomorphismus, denn bis auf Isomorphie gibt es nur
eine Gruppe mit zwei Elementen.

Zur Injektivitdt sei eine gerahmte Bordismusklasse in R gegeben, ohne Einschrinkung re-
prisentiert durch eine disjunkte Vereinigung (M, 7) von gerahmten Einheitskreisen wie oben. Wir
behaupten, dass (M, 7) zu einem einzigen gerahmten Kreis kobordant ist, und erhalten Injektivitit,
da es auf einem Kreis nur zwei Klassen von Rahmungen gibt. Falls M aus einem Kreis besteht, ist
nichts zu tun. Falls M = (), betrachten wir den letzten elementaren Bordismus in Abbildung 3.9.
Andernfalls benutzen wir die Hose in der Mitte der Abbildung, um die Anzahl der Kreise Schritt fiir
Schritt bis auf einen zu reduzieren. Dabei iiberlegen wir uns, dass wir die gegebenen Rahmungen
der ,,Hosenbeine“ bis zum ,,Giirtel*“ fortsetzen kénnen. O

In der gleichen Arbeit, in der Pontryagin diesen Satz bewiesen hat, hat er auch m5(S°) = Z/2
bestimmt. Die Berechnung der hoheren stabilen Homotopiegruppen der S° mit Hilfe der Pontryagin-
Thom-Konstruktion erweist sich als sehr aufwéndig, so dass man sich stattdessen anderer Hilfsmittel
bedient. Ohne Beweis geben wir das folgende wichtige Resultat an.

3.100. SATZ (Serre). Mit Ausnahme von m,(S™) und Ta,_1(S?*) sind alle Homotopiegruppen
von Sphéren endlich. Insbesondere ist w5 (SY) endlich fiir alle k > 0.

3.101. BEMERKUNG. Die Umkehrung der obigen Abbildung a ist der sogenannte stabile J-
Homomorphismus

Ji: w(50) = lim m,(SO(m)) — 7i(°)

den wir jetzt betrachten wollen. Der Kolimes bezieht sich auf die gleiche Folge von Einbettun-
gen tp: SO(n) = SO(n + 1) wie im Beweis von Satz 3.98. Also ist SO die Gruppe der ,orientie-
rungserhaltenden orthogonalen Matrizen“ mit Indizes in N, die bis auf endlich viele Eintrige mit
der ,,Einheitsmatrix“ (6;;); jen iibereinstimmen.
Die exakte Homotopiesequenz des Faserbiindels SO(n 4+ 1) — S™ mit Faser SO(n) aus dem
Beweis des Satzes 3.98 liefert
T (S™) +— 1 (SO(n + 1)) +— m(SO(n)) — mrr1(S™)
=0 =0
fir n > k4 1, und 7y, ist hier vertréglich mit dem Kolimes, so dass
T(SO) = h_n}lﬂ“SO(n)) =1 (SO(k+2)) .
Die Gruppe SO(n) wirkt durch Drehungen auf S~ C R". Es sei a € 7,(SO(n)), dann erhalten
wir eine Abbildung
axid qn_—
Sk x §n=1 5 90 () x §nL s gL

Wir konstruieren daraus eine Abbildung von S*¥** c R¥*!1 @ R™ nach S C R @ R” mit
2 2
<p> lall” = lpl
— 9 »
! 2Pl o7z -4
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Es bezeichne J}'([a]) € m4n(S™) die zugehérige Homotopieklasse. Dann kommutiert das Dia-
gramm

n

T,(SO(n)) Thtn(S™)

b

m(SO(n + 1)) == Thyns1(S"T) .

Also erhalten wir den stabilen J-Homomorphismus als Kolimes

Jp = lim Ji': limm (SO(n)) — lim 7 (S™) = T (SY)

und wegen Satz 3.42 (4) und der obigen Uberlegung und gilt sogar .J;, = JII:H.
Fiir k > 0 liefert Bott-Periodizitit Isomorphismen g5, (S0) = 1, (SO). Die folgende Tabelle
gibt einen Uberblick iiber Jj fiir kleine k.

k0 1 2 3 4 6 7 8 9 10 11

5
m(SO) 0 Z/2 0 7 0 0 0 Z 7./2 7./2 0 7

imJ, 0 Z/2 0 Z/24 0 0 0 7Z/240  7Z/2 7./2 0  7Z/504

(S zZ zZ/2 Z/2 Z/24 0 0 Z/2 Z/240 (Z/2)* (Z/2)® Z/6 Z/504

Die Gruppe im Jy;,—1 héngt zusammen mit den Bernoulli-Zahlen: der Nenner von By, /4n ist gera-
de # im J4n,1 .

3.k. Ubungen zu Kapitel 3
Ubungen zu Abschnitt 3.a.

3.102. UBUNG. Seien X, Y topologische Réume und X = A U B, wobei A, B abgeschlossen
sind. Zeigen Sie: f: X — Y ist genau dann stetig, wenn f|4 und f|p stetig sind.

3.103. UBUNG. Konstruieren Sie Homéomorphismen
(1) f: I¥/oI% — Sk C RFFL
(2) g: (IF/0'TF, OIF |9’ TF) — (D*, S¥=1) .

3.104. UBUNG. Es seien (X;,z;) fiir i € J punktierte Riume. Zeigen Sie:
(1) der punktierte Raum

(X,zg) = (H Xi, (%‘)ieJ)
icJ

mit den Projektionen p;: (X, zo) — (X;,z;) erfiillt die universelle Eigenschaft eines Pro-
duktes (aus Satz 1.46 (3)) in der Kategorie T'op.;

(2) es gilt mp(X,z0) = [[;c; m(Xi, 2;), wobei die Abbildung p;x = mp; der Projektion auf
den Faktor m(X;, z;) entspricht.

(3) Seij € J, und sei ¢;: X; — X die Inklusion, die y € X; auf (y;)ics mit y; =y und y; = z;
fiir 4 # j abbildet. Beschreiben Sie die Abbildung ¢, : (X, z;) — m,(X, o).

3.105. UBUNG. Beweisen Sie Bemerkung 3.10. Uberlegen Sie sich auBerdem, dass Q¥(X) natiir-
lich zum Raum

{f:S" = X|f(*) =20}
homdéomorph ist, wobei ,,%“ den Basispunkt der S* bezeichne.
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Ubungen zu Abschnitt 3.b.
3.106. UBUNG. Beweisen Sie Bemerkung 3.16.
3.107. UBUNG. Zeigen Sie fiir exakte Sequenzen von Gruppen:

(1) Die Sequenz 0 — A LB 9y ¢ st genau dann bei A und B exakt, wenn f einen
Isomorphismus A = ker ¢ induziert.

(2) Die Sequenz A Iy B 50— 0 st genau dann bei B und C exakt, wenn g einen
Isomorphismus coker f = C' induziert.

Was folgt fiir A und f in den exakten Sequenzen 0 — A — 0 bezichungsweise 0 — A N
B — 07

3.108. UBUNG. Beweisen Sie die Exaktheit der Sequenz aus Satz 3.19 an den fehlenden Stellen.

3.109. UBUNG. Beweisen Sie Lemma 3.20. Achten Sie darauf, nur B, C' und C’ als Gruppen
und nur die Abbildungen dazwischen als Gruppenhomomorphismen vorauszusetzen; betrachten Sie
alles andere in der Kategorie Set ..

3.110. UBUNG. Es seien Z C Y C X Réume mit Basispunkt in Z. Wir betrachten
9: me(X,Y) L 11 (V) — w1 (Y, Z)

als Verbindungshomomorphimus in der Sequenz

e e (Y, Z) < m(XLY) e (XL Z) — 1Y Z) 4 mp (XL Y) e
wobel die unmarkierten Pfeile von Inklusion induziert werden.

(1) Zeichnen Sie die obige Sequenz zusammen mit den exakten Sequenzen der Paare (X,Y),
(X, Z) und (Y, Z) so in ein kommutatives Diagramm, dass keine Homotopiegruppe zweimal
erscheint.

(2) Beweisen Sie Exaktheit der Sequenz, indem Sie nach Moglichkeit vom Diagramm aus (1)
Gebrauch machen.

Ubungen zu Abschnitt 3.c.
3.111. UBuNG. Konstruieren Sie den Homomorphismus aus Bemerkung 3.23.

3.112. UBUNG. Im Folgenden bedeute Faserung entweder Serre- oder Hurewicz-Faserung. Zeigen
Sie:
(1) Seip: E — B eine Faserung, und sei f: X — B stetig. Seien die Abbildungen f*p: f*E —
X und f: f*E — E durch

f'E={(e;x) e Ex X |ple)=f(x) B}, (f*p)(e,z) ==, fle,x)=e
gegeben, dann ist f*p wieder eine Faserung.
(2) Die konstante Abbildung F' — pt ist eine Faserung fiir alle F'. Die Projektion B x F' — B

ist eine Faserung fiir alle ' und alle B.
(3) Seien p: E — B und ¢: Y — E Faserungen. Dann ist auch po¢: Y — B eine Faserung.

3.113. UBUNG. Eine Retraktion von einer Abbildung p: E — B zu einer Abbildung ¢: D — A
ist ein kommutatives Diagramm der Form

p—1.pg_f.p

A—‘.B_". A,
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so dass roi =1id4 und Ro I =idp. Man sagt auch, ¢: D — A ist ein Retrakt von p: £ — B.

Zeigen Sie: wenn p die Homotopieliftungseigenschaft fiir einen Raum X besitzt, dann gilt das
auch fiir q. Insbesondere sind Retrakte von Serre- beziehungsweise Hurewicz-Faserungen wieder
von diesem Typ.

Ubungen zu Abschnitt 3.d.

3.114. UBUNG. Es seien X, Y topologische Riume. Definiere den Verbund von X und Y als
Quotienten

X*xY=(XxYxI)/~,

wobei ,,~* erzeugt wird durch
(2,9,0) ~ (2,9/,0) und (r,9,1) ~ (2',y,1) fir allex, 2’ € X und alley, y € Y .
Geben Sie Homéomorphismen S* « pt 22 DF1 und S* % §¢ = SF+H+1 fijr alle k, ¢ an.

3.115. UBuNG. Es seien (X, zq), (Y, o) punktierte Riéume, und es sei X *Y wie oben definiert.
Wir identifizieren X, Y mit Unterrdumen von X %Y durch = — [(z,%0,0)], y — [(x0,y,1)] fir
alle x € X,y € Y, wihlen als Basispunkt [(l’o,yo, %)] und setzen U = XY \Y und V = XxY\ X.

(1) Zeigen Sie, dass U, V, UNV jeweils zu X, Y und X x Y homotopiedquivalent sind.
(2) Bestimmen Sie die von den Inklusionen induzierten Abbildungen

m(UNV) = m(U) (V) = mp(X xY)

und die Gruppen 7, (U, U NV).
(3) Die Rdume X und Y seien p- beziehungsweise g-zusammenhingend. Wie hoch zusam-
menhéngend ist dann X x Y'?

Hinweis: Betrachten Sie die natiirlichen Abbildung zwischen den langen exakten Sequenz der Paa-
re (U,UNV)— (X *Y,V) und benutzen Sie den Ausschneidungssatz.
Ubungen zu Abschnitt 3.e.

3.116. UBUNG. Zeigen Sie: die Hintereinanderausfithrung von punktierten Abbildungen von S™
nach S™ macht die Gruppe 7,(S™) zu einem Ring isomorph zu Z.

3.117. UBUNG. Beweisen Sie die folgenden Aussagen fiir alle n > 1.

(1) Betrachte D™ C R"™. Es sei f: D" — R” mit S" ' c f~1(S"!) und deg flspn # 0
gegeben, dann gilt D™ C im(f).

(2) Es seien f1, ..., fn: I™ — R gegeben, so dass fi(z) < 0 falls ; = 0 und f;i(z) > 0
falls z; = 1 fiir alle i = 1, ..., n und alle z € I". Dann existiert ein z¢ € I" mit fi(xg) =
PP fn(x()) = 0.

3.118. UBUNG. Beweisen Sie Bemerkung 3.53.

3.119. UBUNG. Zeigen Sie: Die Abbildung U(n) — S~ mit g + ge, € S~ C C" ist ein
Faserbiindel mit Faser U(n — 1).
Folgern Sie, dass m(U(n)) = m(U(n — 1)) fir k < 2n — 2.

3.120. UBUNG. Zeigen Sie: Die Abbildung O(n) — S™! mit g — ge, € S" ' C R” ist ein
Faserbiindel mit Faser O(n — 1).

Folgern Sie, dass m(O(n)) = m(O(n — 1)) und 7 (SO(n)) = m,(SO(n — 1)) fiir k < n — 2.
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Ubungen zu Abschnitt 3.f.

3.121. UBunG. Fiir topologische Riume X, B, A C X, und f: A — B stetig betrachten wir
den Pushout
XUrB=(XUB)/~,
wobei ,,~* erzeugt wird von X 3 a ~ f(a) € B fiir alle a € A. Er erfiillt die universelle Eigenschaft
aus Folgerung 1.75.
Es bezeichne Top? die Kategorie der ,Rdume unter A mit Objekten (C,g) mit g: A — C und
Morphismen

Hom%pA((B,f), (C,9)) ={h: B— C | hstetig mit ho f=g}.
Es sei (X, A) fest. Zeigen Sie, dass (B, f) — (X Uy B, B) einen Funktor von der Kategorie Top*
in die Kategorie Pair definiert.
3.122. UBUNG. Handelt es sich bei den Paaren

(X, A) = ({a’ b}a{a}) ) (1)
(v,B) = ({> | n € N\ {0}} U {0}, {0)}) )

um Kofaserungen, wobei X die Klumpentopologie und Y C R die Unterraumtopologie trage?
3.123. UBUNG. Beweisen Sie Folgerung 2.50 mit dem neuen Begriff ,,gut punktiert.

3.124. UBUNG. Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

(1) Wenn (B, A) und (X, B) Kofaserungen sind, dann ist auch (X, A) Kofaserung.

(2) Es sei (X, A) Kofaserung und Y beliebig, dann ist auch (X x Y, A x Y) Kofaserung.

(3) Ein Paar (X, A) sei Retrakt von (Y, B), das heifit, es gebe Abbildungen i: (X, A) — (Y, B)
und 7: (Y, B) — (X,A) mit r o3 = idx. Wenn (Y, B) eine Kofaserung ist, dann ist
auch (X, A) eine Kofaserung.

3.125. UBUNG. Zeigen Sie: jede Kofaserung i: A — X ist eine Einbettung, siehe Definition 1.44.
Zeigen Sie dazu, dass

1: A2 Ax {1} = Zi und n: X2Xx{l}>XxI.
Einbettungen sind, und betrachten Sie das folgende Diagramm zu Bemerkung 3.58.

L1

A Zi
X X T

3.126. UBUNG. Zeigen Sie: wenn X ein Hausdorff-Raum und (X, A) eine Kofaserung ist, dann
ist A C X abgeschlossen. Betrachten Sie dazu die stetigen Abbildungen

frX2Xx{1}>XxI ud g¢g:X=2Xx{1}-5Zi—sXxI,
und zeigen Sie zunéchst
A={zeX|fla)=(z,1)=r(z,1)=g(@) e X xIT}.
3.127. UBUNG. Es sei (X, A) eine abgeschlossene Kofaserung und f: A — B stetig.

(1) Konstruieren Sie mit Hilfe der universellen Eigenschaften eine natiirliche, stetige, bijektive
Abbildung
(X xI)Ufyigq, (BxI)— (XUfB) x1I.
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(2) Zeigen Sie die Stetigkeit der Umkehrabbildung. Hinweis: Sie konnen dazu das Exponenti-
algesetz 1.60 benutzen.
(3) Zeigen Sie, dass (X Uy B, B) wieder eine abgeschlossene Kofaserung ist.

3.128. UBUNG. Es sei i: A — X eine Kofaserung und eine Homotopiedquivalenz. Zeigen Sie:

(1) Im Sinne von Definition 2.10 ist A ein starker Deformationsretrakt von X.
(2) Es sei p: E — P eine Hurewicz-Faserung, und es seien f: A — F und g: X — B Abbil-
dungen mit po f = goi:
A N E
w7
zi L7 J{p
7/
x—2-B.
Dann gibt es eine Abbildung h: X — E mit f =hoiund g =po h.

3.129. UBuNG. Formulieren und beweisen Sie die Eckmann-Hilton-dualen Aussagen zur vorigen
Aufgabe.

3.130. UBUNG. Betrachten Sie A = {a} C X = {a,b} mit der Topologie Ox = {0, A, X}, und
zeigen Sie:
(1) Das Paar (X, A) ist eine Kofaserung, (X2, A x X U X x A) jedoch nicht.
(2) Geben Sie Abbildungen u: X — I und h: X x I — X wie in Proposition 3.59 (1) an.
Ubungen zu Abschnitt 3.g.

3.131. UBUNG. Es seien (Xj)jes und Y punktierte Réume. Konstruieren Sie eine natiirliche
bijektive, stetige Abbildung

Vxay)— (V x)ay.
jeJ jeJ
Zeigen Sie, dass diese Abbildung ein Hom6omorphismus ist, wenn J endlich ist.

3.132. UBUNG. Es seien (X, A), (Y, B), (A, {zo}) und (B, {yo}) abgeschlossene Kofaserungen.
Zeigen Sie, dass (X, A) A (Y, B) wieder eine gut punktierte, abgeschlossene Kofaserung ist.

3.133. UBUNG. Es sei (X, A) ein gutes Paar und f: A — B stetig. Konstruieren Sie mit Hilfe
der universellen Eigenschaften eine natiirliche, stetige, bijektive Abbildung

SX Ugy SB — S(X Uy B),
und beweisen Sie die Stetigkeit der Umkehrabbildung.
Ubungen zu Abschnitt 3.h.

3.134. UBUNG. Bestimmen Sie fiir die folgenden Sequenzen von Gruppen jeweils den Kolimes
G und geben Sie auch die Abbildungen gi: Gy — G an.

nWzisz3z3zs ..
QORLRBREBRL .
3) R/Z L5 R/Z ZR/Z 2 R/Z S .
3.135. UBUNG. Zeigen Sie:
(1) Die stabile Homotopiegruppe 75(5?) 2 75 (SY) wird von der Hopf-Faserung p: S® — S?
erzeugt.

(2) Es bezeichne ¢: CP! — CP? die Inklusion mit (2g : 21) = (20 : 21 : 0). Dann ist ¢.[p] =
0e 7T3<(CP2).
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(3) Es gilt dann auch v.[p] = 0 € 75(CP?).

3.136. UBUNG. (1) Zeigen Sie mit der stabilen Homotopiesequenz 3.80 fiir (CP", CP"~ 1),
dass 73 (CP™) = mf(CP™1) fiir alle k < 2n — 1.
(2) Bestimmen Sie 75(CP"™) fur alle n > 2.
(3) Bestimmen Sie 75(CP") fur alle n > 2.

Ubungen zu Abschnitt 3.i.

3.137. UBUNG. Es sei p: 3 — 52 die Hopf-Faserung aus Beispiel 3.33. Bestimmen Sie die ge-
rahmte Untermannigfaltigkeit (M, 7), die das Bild von [p] unter der Pontryagin-Thom-Konstruktion
reprisentiert.
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KAPITEL 4

Elementare Homotopietheorie

In diesem Abschnitt fassen wir einige Konstruktionen und Sétze zusammen, die uns spéter hel-
fen, Homologie- und Kohomologietheorien homotopietheoretisch zu betrachten. Hierzu geh6ren zum
einen abstrakte Konstruktionen aus der Kategorientheorie, sowie Kategorien mit Zusatzstrukturen,
denen wir spéter in verschiedenen Zusammenhéngen wieder begegnen.

Zum anderen betrachten wir die Unterkategorien CW C kwH C Top. Wiahrend CW-Komplexe
vor allem homotopietheoretisch schéne Eigenschaften haben, zeichnen sich die kompakt erzeugten
schwach-Hausdorff-Ridume dadurch aus, dass mit Ihnen viele elementare topologische Konstruktio-
nen moglich sind, und dabei nur sehr selten pathologisches Verhalten auftritt.

Schliefllich fithren wir Modellkategorien ein, um einen abstrakten Rahmen fiir Homotopietheorie
zu haben, der sich beispielsweise auch in der algebraischen Geometrie einsetzen lisst. Im letzten
Abschnitt lernen wir zwei Typen topologischer Sequenzen kennen, aus denen wir viele exakte Se-
quenzen ableiten kénnen.

4.a. Adjungierte Funktoren, Limiten und Kolimiten

Wir lernen einige Grundbegriffe aus der abstrakten Kategorientheorie kennen. Hierzu zéhlen
adjungierte Funktoren, Limiten und Kolimiten, sieche Folgerung 1.76. Im n#ichsten Abschnitt helfen
uns diese Uberlegungen, einige Eigenschaften der Kategorie der kompakt erzeugten schwachen
Hausdorff-Riaume leichter zu verstehen. Auflerdem brauchen wir Limiten und Kolimiten auch im
Zusammenhang mit Modellkategorien.

4.1. DEFINITION. Es seien C und D Kategorien und 7: C — D und G: D — C Funktoren. Dann
heifit F linkadjungiert zu G, G rechtsadjungiert zu F oder einfach F und G zueinander adjungiert,
wenn es fiir alle Objekte X von C und Y von D einen natiirlichen Isomorphismus

®xy: Homp(FX,Y) — Home(X,GY)
gibt. Man spricht auch von einer Adjunktion und schreibt kurz F: C = D :G oder F - G.

Man beachte, dass es auf die Reihenfolge der Funktoren ankommt. Wenn F und G zueinander
adjungiert sind, bedeutet das nicht, dass auch G und F zueinander adjungiert sind.

4.2. BEMERKUNG. Natiirlichkeit bedeutet hier, dass fiir alle f € Home (X', X) und alle g €
Homp(Y,Y”) das folgende Diagramm kommutiert:
Pxy
Homp(FX,Y) —— Home(X,GY)
gmo]—'fl lgngf
;o TXY / !
Homp(FX',Y') —= Home (X', GY’) .

Die Funktoren F und G sind im Allgemeinen nicht invers zueinander. Aber es gibt immerhin zwei
wichtige natiirliche Transformationen, die Finheit ¢: FoG — idp und die Koeinheit n: id¢ — GoF,
gegeben durch

ey = Pgyy (idgy) € Homp(FGY,Y)  und  nx = ®x rx(idrx) € Home(X,GFX) .
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Die Existenz der natiirlichen Bijektionen ®x )y oben ist dquivalent dazu, dass fiir alle Objekte X
von C und Y von D gilt:

idrx = erx o Fnx und idgy = Gey ongy .

In Bemerkung 4.28 sehen wir anhand eines Beispiels, wie man ®x y aus €y und 7y rekonstruiert.

4.3. BEISPIEL. Um zu zeigen, wie haufig adjungierte Funktoren sind, geben wir zwei moglichst
unterschiedliche Beispiele.

(1) In der Kategorie Set gilt das Ezponentialgesetz.
Homge (X X Y, Z) =2 Homge (X, Homse (Y, Z))

fiir alle Mengen X, Y, Z, somit - x X - Homge (Y, ). In Top gilt es nach Satz 1.60 (3),
falls Y lokalkompakt ist. Als Spezialfall erhalten wir die Adjunktion S + €2 auf Top , .

(2) Es sei B eine Menge und V ein k-Vektorraum. Bezeichne (B)x den von B frei erzeugten
Vektorraum und |V| die Menge der Vektoren von V, dann gilt

HomSet(B7 ’V|) = HomVeck(<B>7 V) .
Hierbei wird eine Abbildung f abgebildet auf die lineare Abbildung

D apb— > ay f(b).

beB beB

Hier ist das , freie Erzeugnis® linkadjungiert zu einem , vergesslichen Funktor“. Ahnliche
Adjunktionen gibt es zwischen Set und Grp sowie zwischen Set und Ab.

Al néchstes werden wir den Begriff des Kolimes (direkten Limes) aus Folgerung 1.76 stark
verallgemeinern und den dazu dualen Begriff des (inversen) Limes kennenlernen.

4.4. DEFINITION. Ein Diagramm ist eine kleine Kategorie, das heiflt, eine Kategorie, deren
Objekte eine Menge bilden. Eine Kategorie mit endlich vielen Objekten, deren Morphismen von
endlich vielen erzeugt werden, heifit entsprechend endliches Diagramm.

Sei 7 ein Diagramm und C eine Kategorie, dann ist ein Diagramm vom Typ Z in C ein Funk-
tor F: 7 — C.

Sei C' ein Objekt von C, dann ist das diagonale Diagramm Ag vom Typ Z in C der konstante
Funktor, der alle Objekte von Z auf C' und alle Morphismen in Z auf id¢ abbildet.

4.5. BEISPIEL. Es sei Z eine Kategorie mit einem Objekt X und einem Morphismus f: X — X.
Falls f™ # f™ fiir alle n > m > 0, gibt es unendlich viele Morphismen; dennoch sprechen wir von
einem endlichen Diagramm.

4.6. BEMERKUNG. Die Diagramme vom Typ Z in C bilden selbst eine Kategorie CZ, dabei ist
ein Morphismus in ct gerade eine natiirliche Transformation F — G.

Wir kénnen die Zuordnung C' — Ac¢ als Funktor A: C — C? auffassen, denn ein Morphis-
mus f: C — D liefert eine natiirliche Transformation Ay: A¢c — Ap. Wir nennen ihn den Diago-
nalfunktor.

4.7. DEFINITION. Es sei 7 ein Diagramm und F: Z — C ein Funktor. Dann hat F einen Limes,
wenn es ein Objekt lim F von C und eine in C' natiirliche Bijektion

Homez(Ac, F) = Home (C, lim F)

fiir alle Objekte C von C gibt. Eine Kategorie C hat alle Z-Limiten, wenn der Diagonalfunktor
linksadjungiert zu einem Funktor lim: C* — C ist. Sie hat alle Limiten, wenn sie Z-Limiten fiir
alle Diagramme besitzt, und alle endlichen Limiten, wenn sie Z-Limiten nur fiir alle endlichen
Diagramme besitzt.
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Der Funktor F: Z — C hat einen Kolimes, wenn es ein Objekt colim F von C und eine natiirliche
Bijektion

Homez (F, A¢) = Home(colim F, C')

fiir alle Objekte C von C gibt. Die Kategorie C hat alle Z-Kolimiten, wenn der Diagonalfunktor
rechtsadjungiert zu einem Funktor colim: CT — C ist. Analog definieren wir, wann C alle kleinen
oder endlichen Kolimiten hat.

Eine Kategorie heif3t vollstindig, wenn sie alle kleinen Limiten hat, kovollstdndig, wenn sie alle
kleinen Kolimiten hat, und bivollstindig, wenn beides gilt.

Tatséchlich haben die meisten Kategorien, fiir die wir uns interessieren, alle Limiten und Koli-
miten. In diesem Fall konnen wir lim und colim als rechts- beziehungsweise linsadjungierten Funktor
zum Diagonalfunktor definieren. Wir wollen uns aber die Moglichkeit offenhalten, auch dann {iber
einzelne Z-Limiten oder Z-Kolimiten zu sprechen, wenn nicht alle existieren; daher jeweils die etwas
explizitere Definition am Anfang.

4.8. BEMERKUNG. Limiten und Kolimiten erfiillen universelle Eigenschaften, falls sie existieren.
Dadurch sind sie wie immer bis auf eindeutige Isomorphismen eindeutig bestimmt, und wir diirfen
salopp von ,,dem“ Limes und ,,dem“ Kolimes reden. Tatséichlich sind viele der kategoriellen Kon-
struktionen, die wir anhand von universellen Eigenschaften definiert haben, Beispiele von Limiten
oder Kolimiten; mehr dazu gleich.

Wir wollen anhand eines konkreten Beispiels verstehen, was die obige Definition bedeutet. Dazu
betrachten wir die endliche Kategorie Z mit drei Objekten und zwei nichttrivialen Morphismen der
Form

Aol B, (a)

Ein Diagramm F vom Typ Z in C ist nichts anderes als ein Diagramm der obigen Form aus
Objekten und Morphismen in C. Eine natiirliche Transformation von F zum Diagonalfunktor Ap
fiir ein Objekt D von C ist somit ein kommutatives Diagramm der Form

D (b)
\
A
a1 c.

Den offensichtlichen Morphismus foa = gob: D — C haben wir der Ubersicht halber weggelassen.
Der Identitéit idyp, 7 entspricht insbesondere ein Morphismus Ay, 7 — F, also erhalten wir ein
kommutatives Diagramm der Form

L
A—1 ¢,

Da sich lim zu A fiir ein festes F wie ein rechtsadjungiert Funktor verhilt, gibt es zu jedem
Diagramm F vom Typ Z wie in (a) und fiir alle D und a, b wie in (b) genau eine Abbildung d: D —
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lim F wie im Diagramm

Das Diagramm kommutiert, falls wir zeigen kénnen, dass a = pod und b = q o d. Aber das folgt
aus der Natiirlichkeit der Bijektionen ®.  in der Definition. Dazu betrachte

Piim 7, F

(p, q) S HOmD(Ahm]_‘, ./T") Homc(lim F,lim f) S idjim 7

-oAdi -odl
P

(a,b) € Homp(Ap,F) Home (D, lim F) 3 d .

Die obere Zeile entspricht dem Diagramm (c), die untere (d), und rechts gilt offensichtlich idjyy, 7 o
d = d. Aufgrund der Natiirlichkeit erhalten wir auf der linken Seite die gesuchte Gleichheit. Die
Abbildung d ist auch eindeutig: géibe es links eine andere Abbildung e mit poe =a und goe = b,
dann wire rechts idyy, 7 0 € = d, was natiirlich nicht sein kann.

Also erfiillt lim F genau die universelle Eigenschaft des Pullback. Das heifit, der Pullback ist ein
Spezialfall eines endlichen Limes. Umgekehrt kann man zeigen, dass der Pullback ein Funktor C —
C ist, der zu A rechtsadjungiert ist, und somit ein Limes im Sinne der obigen Definition.

Indem wir alle Pfeile umdrehen, erhalten wir vollig analog, dass der Kolimes zum Diagramm

Ad o 4B

die universelle Eigenschaft eines Pushouts erfiillt.

Alle anderen Limiten und Kolimiten erfiillen analoge universelle Eigenschaften, die genauso bewie-
sen werden.

4.9. BEISPIEL. Wir geben einige bekannte Beispiele fiir diese Konstruktionen.

(1) SeiZ eine Menge I von Objekten, und die einzigen Morphismen seien die Identitéaten dieser
Objekte. Ein Funktor F: Z — C ist also eine durch [ indizierte Familie, und ihr Limes in C
ist ihr Produkt, falls er existiert. Falls I = ), erhalten wir das terminale Objekt von C.

(2) Analog ist der Kolimes von F das Koprodukt der obigen Familie, falls er existiert. Falls I =
(), erhalten wir das initiale Objekt von C.

(3) Bisher haben wir den Begriff des (inversen) Limes fiir den Spezialfall zum folgenden Dia-
gramm verwendet:

Xog+— X1 — - .
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(4) Analog haben wir den Begriff des Kolimes oder direkten Limes fiir folgenden Spezialfall
verwendet:
Xo— X9 — -+ .
Wir werden auch in Zukunft die Konstruktionen aus (3) und (4) mit Limes und Kolimes bezeichnen,
solange keine Verwechslungsgefahr besteht.

4.10. PROPOSITION. Jeder (endliche) Limes ist ein Pullback von (endlichen) Produkten. Jeder
(endliche) Kolimes ist ein Pushout von (endlichen) Koprodukten.

Insbesondere hat eine Kategorie C genau dann alle (endlichen) Limiten, wenn alle (endlichen)
Produkte und alle Pullbacks existieren. Sie hat genau dann alle (endlichen) Kolimiten, wenn alle
(endlichen) Koprodukte und alle Pushouts existieren.

Beweis. Fiir die erste Aussage schreiben wir f: Dy — Z; fiir alle f aus einer Menge von
Morphismen, die alle Morphismen von Z erzeugt. Wir betrachten das Diagramm

lim F I1, (1)

| -

[1; F(Zp) 211, F(Zg) x [1; F(Zy) -

Hierbei geht das Produkt in der oberen Zeile iiber alle Objekte I von Z, und die Produkte in
der unteren Reihe jeweils iiber eine Menge von Erzeugern der Morphismen von Z. Ist Z endlich,
so sind es auch alle obigen Produkte. Fiir jeden Morphismus f ist die f-Komponente von g die
Verkettung fomp,, und die f-Komponente von h ist einfach 7z,. Der obige Pullback ist genau der
Limes, denn jede Abbildung C' — lim F entspricht genau einer Familie von Abbildungen C' — F(I)
fiir alle I, die mit den Erzeugern von Z vertréglich sind.

Vollig analog ldsst sich jeder Kolimes als Pushout von Koprodukten darstellen. O

4.11. BEIsPIEL. Die folgenden Kategorien sind somit bivollstédndig;:
Set , Sety Ggrp , Ab | Vec , Top , Top, .
Das Koprodukt und den Pushout von Gruppen haben wir in Abschnitt 2.d kennengelernt.

4.12. DEFINITION. Ein Funktor G: C — D heifit stetig, wenn fiir alle Diagramme F: Z — C,
die einen Limes in C besitzen, auch G o F einen Limes besitzt, ndmlich lim(G o F) = G(lim F).

Ein Funktor G: C — D heifit kostetig, wenn fiir alle Diagramme F: Z — C, die einen Kolimes
in C besitzen, auch G o F einen Kolimes besitzt, ndmlich lim(G o F) = G(lim F).

Die Begriffe ,,(ko-) vollstindig® und ,,(ko-)stetig® sind in einer recht oberflichlichen Analogie
zur Topologie metrischer Rdume gewéhlt. Aufgrund von Proposition 4.10 reicht es, fiir Stetigkeit
nur Produkte und Pullbacks, und fiir Kostetigkeit nur Koprodukte und Pushouts zu betrachten.

4.13. BEISPIEL. Die Fundamentalgruppe ist vertrédglich mit dem Produkt punktierter Raume.
Nach dem Satz 2.42 von Seifert-van Kampen ist sie unter gewissen Voraussetzungen vertréglich mit
Koprodukten und Pushout, jedoch keinesfalls immer, siehe Beispiel 2.44.

4.14. LEMMA. FEs seien C und D Kategorien, und H: D = C : G zueinander adjungierte Funk-
toren. Dann ist G stetig und H kostetig.

Unter gewissen Zusatzvoraussetzungen gibt es umgekehrt zu einem stetigen Funktor einen links-
adjungierten Funktor, und zu einem kostetigen Funktor einen rechtsadjungierten Funktor. Also ist
das obige Lemma oft die Methode der Wahl, um Stetigkeit oder Kostetigkeit zu zeigen.
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BEWEIS. Der Beweis ist rein formal. Zunéchst iiberlegt man sich, dass
Agc =GoAc und Ayp=HoAp.

AuBlerdem induzieren ‘H und G aufgrund der Natiirlichkeit der Adjunktion auch adjungierte Funk-
toren H: DL = CZ :G. Fiir F: T — C schreibt man

Homp (D7 g(limf)) = Hom¢ (HD,limf) = Homz (AHD,]:)
= Hom,z (H o AD,}') = Hosz(AD,g o]—") .

Also ist G(lim F) der Limes von G o F.
Analog gilt fiir 7: Z — D, dass

Homp (H(colim F), C) = Home (colim F,GC') = Homez (F, Age)
= Homez (F,G o Ac) = Hompz(H o F,Ac) . O

4.15. BEISPIEL. Wir betrachten das adjungierte Paar (-): Set = Vecy : |- | aus Beispiel 4.3 (2).
(1) Das freie Erzeugnis vertriagt sich mit Kolimiten, beispielsweise gilt

<H Mi> =~ EB(MQ .

el el
Mit allgemeinen Limiten ist (-) jedoch nicht vertriglich, zum Beispiel gilt
(M1 x M) = (M) ® (Ma) ,

und das Tensorprodukt ist nicht das kategorielle Produkt. Auf der anderen Seite lasst sich
fiir ein unendliches Produkt von Vektorrdumen nicht so einfach eine Basis angeben.

(2) Der vergessliche Funktor |- | vertauscht mit Limiten. Das erklirt, warum das kategorielle
Produkt von beliebig vielen Vektorrdumen durch das kartesische Produkt realisiert wird.

Analoge Uberlegungen gelten selbstverstindlich auch fiir die Kategorien Grp, Ab und Modg. Man
beachte beispielsweise, dass das Produkt freier Gruppen im Allgemeinen nicht wieder frei ist.

4.b. Eine angenehme Kategorie topologischer Riume

In der Kategorie Top aller topologischer Rdume gibt es einige ,,Pathologien®. Beispielsweise ist
nicht jede Kofaserung abgeschlossen, das Exponentialgesetz 1.60 (4) gilt nur unter Zusatzvoraus-
setzungen, und Produkte von CW-Komplexen sind nicht automatisch selbst CW-Komplexe. Wir
betrachten hier die Kategorie kwH der kompakt erzeugten schwach-Hausdorff-Ridume, die diese
Probleme nicht hat; mehr zu dieser Kategorie findet sich in [St]. Um das Exponentialgesetz zu
beweisen und besser zu verstehen, fithren wir in Abschnitt 4.c den Begriff einer abgeschlossenen
monoidalen Kategorie ein.

Wir betrachten eine sogenannte volle Unterkategorie kwH der Kategorie Top, das heifit, unsere
Kategorie enthélt eine gewisse Auswahl der Objekte von Top, aber fiir je zwei Objekten X, Y
von kwH gilt

Homy,yy (X,Y) = Hompp (X, Y) |
es sind also nach wie vor genau die stetigen Abbildungen als Morphismen erlaubt. Die Definition
von kwH erfolgt, indem wir mit stetigen Abbildungen f: K — X von Kompakta nach X gewis-
se Eigenschaften ,testen“. Dabei erinnern wir uns, dass bei uns alle kompakten Rédume gemafl
Definition 1.50 als Hausdorff vorausgesetzt sind.

4.16. DEFINITION. Es sei X ein topologischer Raum.

(1) Wir nennen X kompakt erzeugt, wenn eine Teilmenge U C X offen ist, falls f~1(U) C K
fiir alle kompakten Rdume K und alle stetigen f: K — X offen ist.
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(2) Wir nennen X schwach Hausdorff, wenn im f C X abgeschlossen ist fiir alle Kompakta K
und alle stetigen Abbildungen f: K — X.

(3) Es bezeichne kwH C Top die volle Unterkategorie der kompakt erzeugten schwach-Haus-
dorff-R&ume.

Beide Eigenschaften lassen sich mit Hilfe kompakter Rdume testen. Nach Bemerkung 1.51 (2)
und (5) ist jeder Hausdorff-Raum schwach Hausdorff, und da pt kompakt ist, erfiillt jeder schwa-
che Hausdorff-Raum das erste Trennungsaxiom (T1). Ohne Beweis geben wir einige Klassen von
Beispielen an.

4.17. PROPOSITION. Die Kategorie kwH enthdlt
) alle Hausdorff-Raume, die das Abzihlbarkeitsaziom (A1) erfiillen,

(1

(2) alle metrischen oder metrisierbaren Rdume,
(3) alle topologischen Mannigfaltigkeiten, und
(4) alle CW-Kompleze.

Es sei X ein beliebiger topologischer Raum, dann bezeichne kX die gleiche Menge mit der
kompakt erzeugten Topologie

{U cX ‘ f~Y(U) c K offen fiir alle Kompakta K und alle stetigen f: K — X} .

Wir nennen offene Mengen in kX auch k-offen. Jede offene Menge ist also auch k-offen.

4.18. PROPOSITION. Die Zuordnung k ist ein Funktor von der Kategorie Top in die Katego-
rie kTop der kompakt erzeugten Rdume. Er ist rechtsadjungiert zur Inklusion k7Top < Jop.

Wir verschieben den Beweis in die Ubungen 4.78 und 4.79.

4.19. FOLGERUNG. Sei F:Z — k'Top ein Diagramm. Dann gilt
lim*7°? F = k1lim" F (1)
colim*7P F = colim 7P F . (2)
Insbesondere ist die Kategorie kTop bivollstindig, und der Funktor k ist stetig.

BEWEIS. Die erste Aussage folgt aus den Lemma 4.14 und 4.18. Fiir die zweite Aussage reicht
es zu zeigen, dass colim”?? F kompakt erzeugt ist. Nach Proposition 4.10 reicht es, Koprodukte und
Pushouts, also Quotienten von Koprodukten, zu betrachten.

Die Topologie auf X = [[;.; X; ist die feinste Topologie, fiir die alle Inklusionen X; — X
stetig sind. Aber dann sind auch die Abbildungen X; = kX, — kX stetig, und da die kompakte
erzeugte Topologie feiner ist, folgt, dass X bereits kompakt erzeugt ist. Analog geht der Beweis fiir
Quotienten. O

Die Hausdorft-Eigenschaft lasst sich wie folgt umformulieren: Ein Raum X ist genau dann
Hausdorff, wenn AX C X x X abgeschlossen ist. Diese Idee iibertragen wir auf kompakt erzeugte
R&ume.

4.20. PROPOSITION. Es sei X kompakt erzeugt. Dann ist X schwach Hausdorff genau dann,
wenn AX C k(X x X) abgeschlossen ist.

BEWEIS. Sei zunéchst X kompakt erzeugt und AX C k(X x X) abgeschlossen. Sei K kompakt
und f: K — X beliebig. Zu zeigen ist fiir alle kompakten L und alle g: L — X, dass g~ '(im f) C L
abgeschlossen ist. Nach Voraussetzung ist die Menge

{pa) e KxL|fp)=gla)}=(fxg) "(AX)C K xL
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abgeschlossen, also auch kompakt. Ihr Bild unter der Projektion auf L ist dann ebenfalls abge-
schlossen. Aber dieses Bild ist gerade g~!(im f). Also ist X schwach Hausdorff.

Sei jetzt X kompakt erzeugt und schwach Hausdorff. Zu zeigen ist fiir jedes Kompaktum K
und jede Abbildung f: K — X x X, dass das Urbild von AX abgeschlossen ist. Es sei f(p) =
(9(p), h(p)) fir alle p € K, dann ist f durch die stetigen Abbildungen g, h eindeutig bestimmt.
Seipe K\ f1(AX), so dass x = g(p) # y = h(p). Als einpunktige Menge ist {y} C X kompakt,
also abgeschlossen. Also haben wir disjunkte abgeschlossene Teilmengen {p} und g~ *(y) C K.

Da K normal ist, finden wir offene, disjunkte Umgebungen U von p und V' C K von g~ 1(y).
Dann ist K \ V kompakt, somit ist g(K \ V) abgeschlossen in X und W = K \ h=(g(K \ V)) offen
in K. Esgilt p € W,day = h(p) € g(V). AuBerdem gilt UNWNf 1 (AX) =0, dennseiq € UNW,
dann folgt g(q) € g(U) C g(K \ V) und h(q) ¢ g(K \ V), somit ¢ ¢ f~}(AX). Also finden wir
fir p ¢ f~!(AX) eine Umgebung U N W in K \ f~1(AX), somit ist AX eine k-abgeschlossene
Menge in X x X. ]

Wir kénnen eine Aquivalenzrelation ,,~“ auf einem Raum X als eine Teilmenge R. C X x X

mit Ay C R~ schreiben, dann gilt zum Beispiel R— = AX.

14

4.21. PROPOSITION. Es sei X ein kompakt erzeugter Raum und ,~“ eine Aquivalenzrelation
auf X. Dann ist X/~ genau dann ein kompakt erzeugter schwach-Hausdorff-Raum, wenn R. C
k(X x X) abgeschlossen ist.

Wir verschieben diesen Beweis auf spéiter. Die Schwierigkeit besteht darin, zu zeigen, dass das
Bild Ay, von R. in k((X/~) x (X/~)) wieder abgeschlossen ist.

Wir betrachten jetzt alle Aquivalenzrelationen, die durch k-abgeschlossene Teilmengen darge-
stellt werden. Da der Durchschnitt iiber eine Menge solcher Teilmengen wieder eine Aquivalenz-
relation darstellt, gibt es eine minimale k-abgeschlossene Aquivalenzrelation ,,~“. Wir betrachten
den Raum hX = X/~ mit der Quotiententopologie.

4.22. PROPOSITION. Die Zuordnung X — hX ist ein Funktor kTop — kwH. Er ist linksadjun-
giert zur Inklusion kwH < k7Top.

BEWEIS. Nach Proposition 4.21 ist X/~ ein kompakt erzeugter schwach-Hausdorff-Raum.

Sei jetzt Y ein kompakt erzeugter schwach-Hausdorff-Raum und f: X — Y stetig, dann ist
auch f x f: k(X x X) = k(Y xY) stetig, somit ist das Urbild von Ay in k(X x X) abgeschlossen
und damit grober als R~ . Das heifit, f induziert eine Abbildung hX — Y, die nach der universellen
Eigenschaft der Quotiententopologie auch stetig ist. Hieraus folgt sowohl, dass h ein Funktor ist,

als auch, dass er linksadjungiert zur Inklusion kwH — k7Top ist. O
4.23. FOLGERUNG. Sei F: I — kwH ein Diagramm. Dann gilt

lim* " F = lim*7°? F (1)

colim**™ F = hcolim*7P F (2)

Insbesondere ist die Kategorie kwH bivollstindig, und der Funktor h ist kostetig.

BEWEIS. Die zweite Aussage folgt aus Lemma 4.14. Fiir die erste Aussage reicht zu zeigen, dass
jeder Limes von kompakt erzeugten schwach Hausdorff-Rdumen in k7op bereits schwach Hausdorff
ist. Wegen Proposition 4.10 reicht es, Produkte in k7op und Pullbacks, also Unterrdume von Pro-
dukten in kTop zu betrachten.

Es sei (X;)ier eine Familie kompakt erzeugter schwach-Hausdorff-Réume, und es sei X =
kl;e; Xi ihr Produkt in k7op. Fiir alle j € I ist die Projektionsabbildung

mi k(X x X) 2 k][ R(X x X3) — k(X; x X;)
i€l
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stetig, somit ist ﬂ{lAXj abgeschlossen in X x X. Aber dann ist auch AX = Uje[ 7Tj_1AXj abge-
schlossen in k(X x X), und somit ist X schwach Hausdorff.

Sei jetzt X kompakt erzeugter schwach-Hausdorff-Raum und A € X ein Unterraum. Dann
ist kA ebenfalls kompakt erzeugt, und die Inklusion ¢: kA — A — X ist stetig. Sei Y ebenfalls
kompakt erzeugt, dann ist nach Proposition 4.18 eine Abbildung F': Y — kA genau dann stetig,
wenn F:Y — A stetig ist, nach Satz 1.54 (2) also genau dann, wenn ¢t o F: Y — X stetig ist.
Sei jetzt K kompakt und f: K — kA stetig. Dann ist ¢ o f: K — X stetig, also ist im(¢ o
f) abgeschlossen. Aber dann ist auch im(f) = ¢~'im(s o f) abgeschlossen. Also ist kA schwach
Hausdorff, und somit ist jeder Limes von kompakt erzeugten schwach-Hausdorff-Rdumen in k7op
selbst wieder schwach-Hausdorff. g

4.24. BEMERKUNG. Zusammenfassend erhalten wir fiir Diagramme F: Z — kw?H also
lm* " F = klim™ F  und  colim®™* F = hcolim” F .

Im Beweis von Folgerung 4.23 haben wir auflerdem gesehen, dass wir den Funktor £ auf Unterrdume
anwenden miissen, um in der Kategorie kw#H die charakteristische Eigenschaft aus Satz 1.54 zu er-
halten. Analog haben wir in Folgerung 4.19 den Funktor A auf Quotienten angewandt, um die cha-
rakteristische Eigenschaft aus Satz 1.72 zu gewéhrleisten. Wir werden in Zukunft meistens in kwH
arbeiten. Dann verstehen mit Unterrdume, Quotienten, Produkte, Koprodukte, sowie allgemeine
Limiten und Kolimiten ebenfalls in kw?. Insbesondere schreiben wir ,k“ und ,h“ in der Regel
nicht mit, es sei denn, um Verwechslungen zu vermeiden.

4.25. BEMERKUNG. Es folgen zwei wichtige Konsequenzen aus Proposition 4.21. Dazu seien X,
Y zwei kompakt erzeugte schwach-Hausdorff-Réume.

(1) Das reduzierte Produkt X A'Y in k7op ist wieder schwach Hausdorff. Denn die ein-
punktigen Teilmengen {z¢o} C X und {yo} C Y sind kompakt und daher abgeschlos-
sen. Die Diagonalen AX C k(X x X) und AY C k(Y x Y) sind ebenfalls abgeschlos-
sen, also auch A(X xY) = AX x AY C k(X x X) x k(Y xY), und die Topologie
auf B(X x X xY xY) 2 k(k(X xY) x k(X xY)) ist noch feiner. Also ist auch die Menge

Ro=AX xY)U ((X x {go} U{zo} x ¥) x (X x {yo} U{zo} x Y))
Ck(E(X xY)x k(X xY))
abgeschlossen, und X AY = k(X x Y')/~ ist schwach Hausdorff.
(2) Es sei A C X abgeschlossen und f: kA — Y stetig. Dann ist auch der Pushout X Uy Y
in k7op wieder schwach-Hausdorff. Die Teilmengen A X Y und A x A sind in X x Y bezie-

hungsweise X x X, also erst recht in k(X x Y) beziehungsweise k(X x X) abgeschlossen.
Da f stetig ist, sind auch die Teilmengen

(f xidy) N (AY) Ck(kAXY) C k(X xY)
(f x /) HAY) C k(kA x kA) C k(X x X)
abgeschlossen, also auch
Ro=(AXU(fx ) AY)) U (f xidy) HAY) U (idy x f)"(AY)UAY
ChXXxX)UEX XxY)UEY xX)UEY xY)=k(XUY)x (XUY)).
Also ist X Uy Y = (X UY')/~ schwach Hausdorff.

In beiden Fillen ist das Ergebnis also invariant unter dem Funktor h. Wenn A C X nicht abge-
schlossen ist, stimmt Aussage (2) nicht mehr, beispielsweise sei f: Q — pt die konstante Abbildung,
dann ist A(R Uy pt) = pt.
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4.c. Das Exponentialgesetz

Wir kommen jetzt zum Raum der stetigen Abbildungen, siehe auch Abschnitt 1.f. Die folgenden
Konstruktionen werden uns helfen, weitere schone Eigenschaften der Kategorie kwH zu beweisen.
Um den topologischen Aufwand gering zu halten, fiihren wir den Begriff der abgeschlossenen mo-
noidalen Kategorie ein. Um den abstrakten Aufwand in Grenzen zu halten, begniigen wir uns mit
einer relativ einfachen Version, die fiir den Anfang ausreicht.

4.26. DEFINITION. Eine monoidale Kategorie (C,®, E) ist eine Kategorie C mit

e cinem Funktor ®: C x C — C, dem Tensorprodukt,
e cinem FEinheitsobjekt E, und
e natiirlichen Isomorphismen

axyz (XQY)®Z -5 Xe((Y®Z),
A E®X — X  wnd  px: X®FE — X,
so dass fiir alle Objekte X, Y, Z, W die folgenden Axiome gelten:

axyzew ©axgy,.zw = (idx ® ay,zw) o axyezw o (axy,z ®idw) , (1)
px ®idy = (idx ® \y)ocax gy - (2)

Sie heifit (rechts-) abgeschlossen, falls zu jedem Objekt Y ein zu - ® Y rechtsadjungierter Funk-
tor hom(Y,, -) existiert. Sie heifit kartesisch abgeschlossen, wenn dariiberhinaus das Tensorprodukt
ein Produkt im Sinne von Bemerkung 1.47 ist und das Einheitsobjekt ein terminales Objekt.

Zu den Eigenschaften (1)—(2) gehoren die kommutativen Diagramme

(XRY)(ZeW)
aX@Yy XX’T/,Z@W
(XY)@Z)eW XY (ZeoW))
OCX,Y,Z(X)idWl ‘idX®0lY,Z,W

(XY ®2)W X@(Y®2Z) W),

ax yez,w

ax By

(X®E) QY X®((E®Y)

und
Px ®hj A Ay

X®Y.

Sie besagen, dass die Objekte von C eine ,grofie“ Halbgruppe oder auch Monoid bilden (,,grofi*
bedeutet, dass der Tréger eine echte Klasse sein kann), wobei die iiblichen Rechenregeln aber
stets nur bis auf eindeutige natiirliche Isomorphismen gelten. Man nennt eine Kategorie streng
monoidal, wenn (X @ V)@ Z =X @ (Y ®Z)und E® X = X = X ® F fir alle Objekte X,
Y und Z gelten, und axy,z Ax und px jeweils die Identitéten dieser Objekte sind. Die meisten
monoidalen Kategorien sind nicht streng monoidal, aber mit einer Art Auswahlaxiom lésst sich zu
jeder monoidalen Kategorie eine dquivalente streng monoidale Kategorie konstruieren.
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Der Funktor hom heifit interner hom-Funktor. Er ist im ersten Argument kontravariant und im
zweiten Argument kovariant, siche Ubung 4.86. ,, Intern® bedeutet hier, dass hom(Y, Z) im Gegen-
satz zur Menge Home (Y, Z) ein Objekt der Kategorie C ist. Wir kénnen umgekehrt auch abgeschlos-
sene Kategorien (C,hom, F) als Kategorien mit Einheitsobjekt F, internem hom-Funktor hom und
gewissen natiirlichen Transformationen definieren.

4.27. BEISPIEL. Wir geben eine Liste uns bekannter Kategorien mit verschiedenen monoidalen
Strukturen an. Jede der folgenden Kategorien ist jeweils monoidal
e mit Koprodukt und initialem Objekt,
e mit Produkt und terminalem Objekt, beziehungsweise
e mit Tensorprodukt und Einheitsobjekt (falls definiert),

wir erhalten also pro Zeile bis zu drei verschiedene monoidale Kategorien, und nur bei einem Typ
von Kategorien ist das abstrakte Tensorprodukt aus Definition 4.26 tatséchlich ein Tensorprodukt.

Kategorie Koprodukt Initiales Produkt Terminales Tensor- Einheits-
Objekt Objekt produkt objekt

Grp * {e} X {e} — —

Modpg, Ab, Veck P 0 & 0 ® R,Z,k

Set, (Top),

kTop, kwH H v X pt X pt

SetJrv (%er)? 0

KTop., , kuHs Vv pt X pt A S

All diese Beispiele sind sogar symmetrische monoidale Kategorien, das heifit, es gibt natiirliche
Isomorphismen 7xy: X ® Y — Y ® X, die gewisse Zusatzaxiome erfiillen, auf die wir hier noch
nicht eingehen wollen. In Satz 7.28 sind sie anhand eines Beispiels aufgefiihrt.

(1) Die Kategorie (Set, x,pt) ist kartesisch abgeschlossen. Das haben wir im Beweis von
Satz 1.60 bereits ausgenutzt. Fiir die Kategorie (Seti,A,SY) der punktierten Mengen
verwenden wir die gleiche Notation wie fiir 7op, . Sie ist abgeschlossen monoidal, aber das
kartesische Produkt ,,x“ ist nicht das Tensorprodukt ,, A“.

(2) Die Kategorie Modp fiir einen kommutativen Ring R mit 1 ist abgeschlossen monoidal,
denn die linearen Abbildungen zwischen zwei R-Moduln bilden selbst wieder einen R-
Modul. Spezialfille sind Ab = Mody und Vecy = Mod. Das Tensorprodukt von Moduln
ist Namensgeber fiir unser Tensorprodukt in Definition 4.26.

(3) In der Unterkategorie fdVecy C Vecy der endlich-dimensionalen Vektorridume gibt es einen
Dualitdatsfunktor X — X* = hom(X,k), so dass hom(X,Y) =2 X* ® Y. In den anderen
obigen Beispielen gibt es so etwas jedoch nicht. In Abschnitt 8.a fithren wir eine Art
topologischer Dualitét ein.

(4) Die Kategorien (7op, x,pt) und (7op,,A,S?) sind monoidal. Fiir Top, haben wir das
in Bemerkung 3.73 angedeutet. Beide Kategorien sind nicht abgeschlossen, da einzelne
Punkte im Exponentialgesetz 1.60 nicht ohne Voraussetzungen gelten.

(5) Die Kategorien kT7op und kTop, sowie kwH und kw?H, sind nach Satz 4.31 und Folge-
rung 4.34 abgeschlossen und monoidal. Zur Bedeutung der Symbole ,,x“ und ,A“ siehe
Bemerkungen 4.35 und 4.25 (1).

4.28. BEMERKUNG. Es seien X, Y und Z Objekte einer abgeschlossenen monoidalen Katego-
rie C. Wir bezeichnen die Einheit der Adjunktion - ® Y 4 hom(Y, -) mit evy,z = ez: hom(Y, Z) ®
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Y — Z und die Koeinheit mit ®xy = nx: X — hom(Y, X ® Y). Aus der Natiirlichkeit der
Adjunktion in Bemerkung 4.2 erhalten wir zwei universelle Eigenschaften, siche Ubung 4.87.

(1) Universelle Eigenschaft des internen hom-Funktors. Es existiert eine natiirliche Transfor-
mation evy z: hom(Y,Z) ® Y — Z, so dass zu jedem Morphismus f: X ® Y — Z ein
eindeutiger Morphismus g: X — hom(Y, Z) mit f =evy z o (¢ ® idy) existiert.

(2) Universelle Eigenschaft des Tensorproduktes. Es existiert eine natiirliche Transformati-
on @xy: X — hom(Y,X ® Y), so dass zu jedem Morphismus g: X — hom(Y,Z) ein
eindeutiger Morphismus f: X ® Y — Z mit g = hom(Y, f) o ®x y existiert.

Die Abbildung ¢ in (2) reprisentiert dabei so etwas wie eine ,bilineare Abbildung” X x Y — Z.

X®Y*———>homYZ X hom(Y, X ®Y)
\ Ayz und X L,’/ hom(Y, f)
hom(Y, Z) .

Insbesondere sehen wir, dass sich die Bijektion ®x 7 aus Definition 4.1 und ihr Inverses mit Hilfe
der Koeinheit beziehungsweise der Einheit beschreiben lassen; das gilt analog fiir alle Adjunktionen.

4.29. BEMERKUNG. In einer Kategorie sind Objekte iiblicherweise abstrakt, keine Mengen, deren
Elemente man (mit der Sprache der Kategorien) erkennen kénnte. Man kann also auch Morphismen
nicht als Zuordnungsvorschriften interpretieren. In abgeschlossenen monoidalen Kategorien geht all
das jedoch.

Sei C zundchst nur monoidal. Jedem Objekt X konnen wir die Menge |X| = Hom¢(FE, X)
zuordnen. Wenn F das initiale Objekt (und ® das Koprodukt) ist, hat diese Menge stets nur ein
Element. In (Set, x,pt) (und genauso in Top, kTop und kw?H) hingegen entsprechen die Bildpunkte
von Morphismen pt — X genau den Elementen von X. In (Modg, ®, R) identifizieren wir einen
Morphismus £ = R — X mit dem Bild von 1 € R. In (Set;, A, S%) (und genauso in Top., kTop,
und kw?H ) betrachten wir das Bild desjenigen Punktes in S°, der nicht Basispunkt ist. In diesen
Fallen ist | X| stets die dem Objekt X zugrundeliegende Menge.

Ab jetzt sei C abgeschlossen. Fiir X = E erhalten wir mit der Adjunktion - ® ¥ 4 hom(Y, -)
eine bijektive Abbildung

Home (Y, Z) 2% Home(E ® Y, Z) = Home (E,hom(Y, Z)) = |hom(Y, Z)| ,

da Ay ein Isomorphismus ist. Also entspricht hom(Y, Z) der Menge Hom¢ (Y, Z). Um Morphismen
auf Elementen auszuwerten, benutzen wir die Komposition o von Morphismen in C:

lhom(Y, Z)| x |Y| = Home(Y, Z) x Home(E,Y) — Home(F, Z) = |Z] .

Wir erhalten also eine Abbildung |hom(Y, Z)| — Homg.(|Y|,|Z]), und man kann {iberpriifen, dass

das einen ,vergesslichen“ Funktor |-|: C — Set liefert.
Sei schlieflich C zusétzlich punktiert, das heifit, es gibt ein Nullobjekt 0, also eines, das gleich-
zeitig initial und terminal ist. Dann erhalten wir einen vergesslichen Funktor |-|: C — Set., dabei

représentiert der Nullmorphismus E — 0 — X den Basispunkt von | X]|.

4.30. SATZ (Abstraktes Exponentialgesetz). In jeder abgeschlossenen monoidalen Kategorie
existiert ein natirlicher Isomorphismus

hom(X ® Y, Z) = hom(X, hom(Y, 7)) .
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BEWEIS. Es sei W ein weiteres Objekt, dann erhalten wir eine Verkettung natiirlicher Bijek-
tionen

Home (W, hom(X ® Y, Z)) — Home (W @ X @Y, Z) —
S—— ~ N

A — Home (W ® X, hom(Y, Z)) — Home (W, hom(X, hom(Y, 2))) .
B

Es bezeichne f das Urbild von idp und ¢ das Bild von id4 fiir W = B beziehungsweise W = A.
Wegen der Natiirlichkeit der Adjunktionen aus Bemerkung 4.2 kommutiert das Diagramm

fe Homc(B,A) i>H0mc(B,B) 5idp

.ogl i.og

ids € Home (A, A) —> Home(A,B) 3 g .

Also folgt f o g =id4. Analog sieht man g o f = idp, mithin sind die beiden Objekte A und B im
Satz isomorph. O

4.31. SATZ. Die Kategorie kTop ist kartesisch abgeschlossen.

Insbesondere gilt in kTop das Exponentialgesetz wie in Satz 1.60, aber ohne zusétzliche Vor-
aussetzungen an die beteiligten Rdume. Wir werden das spéter auch fiir kwH zeigen. Zum Beweis
von Proposition 4.21 bendtigen wir aber zunéchst einmal das Exponentialgesetz in k7op.

BEWEIS. Aufgrund der universellen Eigenschaft ist das Produkt auf k7op aus Bemerkung 4.24
assoziativ mit Einheitsobjekt pt, somit ist (k7op, k(- x -),pt) eine monoidale Kategorie.

Als internes hom-Objekt zu Y, Z definieren wir

hom(Y, Z) = kC(Y, Z) ,
wobei C(Y, Z) wie immer die kompakt-offene Topologie aus Definition 1.59 trage.

Zu jeder Abbildung f: X x Y — Z von Mengen existiert genau eine Abbildung ¢g: X —
Hom(Y, Z), so dass f(x,y) = g(z)(y) fur alle z € X und alle y € Y. Diese Bijektion Hom(X x
Y, Z) = Hom(X, Hom(Y, Z)) ist natiirlich im Sinne von Bemerkung 4.2. Zu zeigen ist, dass f: k(X x
Y) — Z genau dann stetig ist, wenn g(z): Y — Z fir alle = stetig ist und g: X — kC(Y, 2)
ebenfalls stetig ist.

Sei f: k(X xY) — Z stetig, dann ist fiir alle = die Abbildung ¢,: Y — {2} XY stetig, und somit
auch g(z) = f o1y. Um zu zeigen, dass g stetig ist, betrachten wir eine Testabbildung h: K — X
mit K kompakt. Es sei L C Y kompakt mit Einbettungsabbildung ¢: L — Y und U C Z offen,
dann ist zu zeigen, dass h_lg_lSLU in K offen ist. Dazu sei

peh gt Sy ={qe K| f(h(g),()) €U fir alle £ € L }
md V= (fo(hxu) '(U)CKxL.
Da f stetig ist, ist fo(h xt¢): K x L — Z ebenfalls stetig, also ist V offen. Da h(p) x L C V und L
kompakt ist, gibt es eine offene Teilmenge W C K mit W x L C V. Es folgt p e W C h™tg~ 1S5, v,
also ist h_lg_lSL’U offen, und g o h und ¢ sind stetig.

Sei jetzt g: X — kC(Y,Z) stetig, dann reicht es zu zeigen, dass fiir alle Kompakta K und
alle h: K — X x Y die Abbildung f o h: K — Z stetig ist. Sei dazu U C Z offen und

V=(foh) " (U)={pe K|g(h(p)(ha(p)) €U} .
Sei p € V. Da g(hi(p)): Y — Z und hy: K — Y stetig sind, existiert eine Umgebung L C K
von p mit L C (g(h1(p)) o ho)~}(U). Da K kompakt ist, diirfen wir annehmen, dass L ebenfalls
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kompakt ist. Dann ist auch hy(L) kompakt, und g(hi1(p)) liegt in der Subbasis-Menge Sy, (1) der
kompakt offenen Topologie, siche Definition 1.57. Aber dann bildet h; eine Umgebung W von x
nach Sy, (z),v ab, also besitzt x eine Umgebung W N L C V, somit ist V' offen, und f ist stetig. U

An dieser Stelle konnen wir endlich den Beweis von Proposition 4.21 nachholen. Dazu bedarf es
einiger Vorarbeit. Wir nennen eine Abbildung ¢: X — Y eine Quotientenabbildung, wenn ¢ stetig
und surjektiv ist und Y die Quotiententopologie aus Definition 1.71 trégt. Aquivalent dazu erfiillt f
die charakteristische Eigenschaft aus Satz 1.72.

4.32. PROPOSITION. Es sei q: X — Y eine Quotientenabbildung in kTop und Z kompakt er-
zeugt. Dann ist auch ¢ X idz: k(X x Z) — k(Y x Z) eine Quotientenabbildung.

BEWEIS. Die Abbildung ¢ x idy ist stetig. Sei jetzt W kompakt erzeugt und g: k(Y x Z) —
W eine beliebige Abbildung. Zu zeigen ist, dass g stetig ist, falls g o (¢ x idz) stetig ist. Zu g
und go(gxidy) erhalten wir adjungierte Abbildungen h: Y — kC(Z, W) und hoq: X — kC(Z, W)
von Mengen wie im Diagramm

g € Hom(k(Y x Z),W) ——= Hom(Y, kC(Z,W)) 3 h

-o(q®idz)l \L -ogq

go(q®idz) € Hom(k(X x Z),W) — Hom (X, kC(Z,W)) 3 hoq.

Wenn g o (¢ x idyz) stetig ist, ist auch h o g stetig, da kTop abgeschlossen ist. Da ¢ eine Quotien-
tenabbildung ist, ist h stetig. Aber dann ist auch ¢ stetig. O

BEWEIS von Proposition 4.21. Es sei ~ eine Aquivalenrelation auf dem kompakt erzeugten
Raum X und ¢: X — Y = X/~ die Quotientenabbildung. Wie im Beweis der Folgerung 4.19
schlieflen wir, dass Y ebenfalls kompakt erzeugt ist.

Nach Proposition 4.32 erhalten wir eine Quotientenabbildung

xid idx/~ xq
q X, / k

gxq: k(X xX) E(X/~x X) (X/~x X/~) .

Nach Proposition 4.20 ist X/~ genau dann schwach Hausdorff, wenn A(X/~) C k(X/~ x X/~)
abgeschlossen ist. Aber das gilt genau dann, wenn R. = (¢ x ¢) 1 (A(X/~)) C k(X x X) abge-
schlossen ist. I

Somit sind jetzt alle Aussagen in Abschnitt 4.b vollstandig bewiesen. Es bleibt zu zeigen, dass
auch kwH und kwH, abgeschlossen sind.

4.33. PROPOSITION. FEs seien Y, Z kompakt erzeugt und Z sei schwach Hausdorff. Dann ist
auch kC(Y, Z) schwach Hausdorff.

BEWEIS. Zu zeigen ist die Abgeschlossenheit von im F' C kC(Y, Z) fiir alle Kompakta K und
alle F': K — kC(Y,Z). Fiir alle Kompakta L und alle Testabbildungen G: L — kC(Y,Z) muss
also G~!(im F) C L abgeschlossen sein. Betrachte jetzt die zugehorigen Abbildungen f: k(K xY) —
Zund g: k(L xY) = Z sowie ty: k(K x L) = k(K xY x L xY) mit vy(k,0) = (k,y,¢,y), dann
gilt

G '(imF)={l€ L|esgibt k € K mit f(k,y) =g({,y) € Z fiiralle y € Y }
=7 ()1, (fx9) 1 (AZ).
yey
Da Z schwach Hausdorff ist, ist AZ C k(Z x Z) abgeschlossen, also auch L;l(f xg)"HAZ) C k(K x
L) = K x L. Somit ist G~!(im F) das Bild einer abgeschlossenen, mithin kompakten Teilmenge
von K x L, und somit selbst kompakt, also auch abgeschlossen in L, was zu zeigen war. ]
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Wir vervollstdndigen jetzt die letzten zwei Zeilen der Tabelle in Beispiel 4.27.

4.34. FOLGERUNG. Die Kategorien (kwH, k(- x -),pt) und (kwH, k(- A -),S%) der unpunk-
tierten und der punktierten kompakt erzeugten schwach-Hausdorff-Rdume sind abgeschlossen und
monoidal. g

4.35. BEMERKUNG. Wie schon in Bemerkung 4.24 gesagt, werden wir im Folgenden oft —
meist stillschweigend — in kw?H arbeiten. Beispielsweise schreiben wir X x Y und X AY anstelle
von k(X xY') und k(X AY). Unter einer Einbettung verstehen wir eine injektive Abbildung, die ein
Homdoomorphismus auf das mit der kompakt erzeugten Unterraum-Topologie versehene Bild ist.

Fiir gut punktierte Rdume X, Y in kwH, schreiben wir

V¥ =k{fekC(X,Y) | f(zo) =yo } CkC(X,Y).

Im nicht punktierten Fall sei YX+ = kC(X,Y) auch dann, wenn Y keinen Basispunkt besitzt.
Wenn Y = (Y, yo) punktiert ist, haben YX und Y%+ die konstante Abbildung auf o als Basispunkt.
Nach Definition bezeichnet [X, Y] die Menge der punktierten Homotopieklassen von Abbildungen,
also die Wegzusammenhangskomponenten von YX. Daher erhalten wir die punktierte Menge

[X,Y] = mo(Y™).

Anstelle von punktierten Rdumen, Paaren und punktierten Paaren wiirden wir vielleicht lieber
nur gut punktierte Rdume und Kofaserungen betrachten. Dabei meinen wir mit Kofaserungen nach
wie vor Hurewicz-Kofaserungen, wobei wir Definition 3.55 im Sinne von Bemerkung 4.35 in kwH
verstehen. Die Kategorie der gut punktierten Riume ist allerdings nicht abgeschlossen, da YX im
Allgemeinen nicht wieder gut punktiert ist. In der Tat gibt es auch andere Griinde, nicht nur gut
punktierte Rdume zu betrachten. Im Abschnitt 4.e iiber Modellkategorien kommen wir auf diese
Frage noch einmal zuriick.

Fiir den Begriff des Umgebungsdeformationsretraktes verweisen wir auf Proposition 3.59.

4.36. PROPOSITION. Sei A — X Kofaserung in kwH, dann ist A C X abgeschlossen und A — X
ist eine Einbettung. Fir ein Paar (X, A) in kwH sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) (X, A) ist ein Ungebungsdeformationsretrakt;

(2) X x {0} U A x I ist starker Deformationsretrakt von X x I;
(3) X x {0} U A x I ist Retrakt von X X I;

(4) (X, A) ist eine Kofaserung.

BEWEIS. Man zeigt wie in Bemerkung 3.58, dass i: A — X genau dann eine Kofaserung ist,
wenn Zi C X X I ein Retrakt ist. Wie in Ubung 3.125 folgt, dass ¢ eine Einbettung ist, und mit
einem &hnlichen Trick wie in Ubung 3.126 sehen wir in Ubung 4.80, dass im(i) C X abgeschlossen
ist. Die Aquivalenz der Punkte (1)—(4) folgt wie im Beweis von Proposition 3.59. O

4.d. CW-Komplexe und der Satz von Whitehead

Wir erinnern uns an die Konstruktion von CW-Komplexen in Abschnitt 1.i vor Definition 1.80.
Wir modifizieren diese Konstruktion wie folgt. Wie immer sei S"~! = 9D" und B™ = D".

4.37. DEFINITION. Ein Paar (X, A) in Top heiit CW-Paar, wenn es Mengen J", Riume X"}
und Verklebeabbildungen ¢ : Sn=1 — X"~ fiir alle n € N und alle j € J" gibt, so dass

X1t=4, (1)

X" = ( H D") Ugn X1 fir allen e N, (2)
jeJ™
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wobei " : Hje Jn Sm=1 — X"~ yon den ¢} induziert wird, und

X = colim X" in Top . (3)
Ein punktierter CW-Komplex (X, o) ist ein CW-Paar der Form (X, {zo}).
Die Raume X" heilen n- Geriiste oder n-Skelette, die induzierten Abbildungen
QT D" = X" = X mit D% gn—1 = ¢}

heifien charakteristische Abbildungen. Man nennt e = ®7(B") eine offene und €} = ®7(D") eine

abgeschlossene n-Zelle von X.

Kolimiten sind Quotienten disjunkter Vereinigungen. Somit ist eine Menge U C X wie in
Definition 1.80 genau dann offen, wenn U N A und (@?)_I(U) C D" fiir alle n > 0 und alle j € J"
offen sind. Fiir einen beliebigen Raum Y ist eine Abbildung f: X — Y wegen der universellen
Eigenschaften des Pushouts und des Kolimes genau dann stetig, wenn f|4 und alle f o®%: D" =Y
stetig sind.

4.38. PROPOSITION. Es sei (X, A) ein CW-Paar und K kompakt. Dann trifft fir jede stetige
Abbildung f: K — X das Bild im f nur endlich viele Zellen.

Insbesondere ist jede Zelle €7 an nur endlich viele Zellen in X "=1 angeklebt, da S"~! kompakt
ist. Auflerdem ist jede kompakte Teilmenge von X in einem der Geriiste X" enthalten.

Beweis. Fiir alle n sei
J’”:{jEJ”‘e;‘ﬂimf;é(Z)},
und fiir alle j € J™ withlen wir 2 € ef Nim f. Per Induktion tiber n ist die Menge
P:{x?|j€J'”}CimfﬁX"
in X™ abgeschlossen und diskret. Dazu konstruieren wir induktiv disjunkte Umgebungen U}, der 7"
in X" fiir alle m < n. Fiir m < n reicht es dazu,

_ 2 D _
n\—l/rrm\ _ n “ B n\—1l/rrm
@) = {pe " | Il > § wd Be o) Mwp |

anzugeben, sowie (@?)*1(ann) = B1(0) falls i = j und ) sonst.
’ 3

Dann ist die obige Menge P als abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge wieder kom-
pakt, und da sie diskret ist, endlich. Also trifft im f nur Zellen bis zu einer endlichen Dimension ny,
und in jeder Dimension nur endlich viele. ]

4.39. FOLGERUNG. Sei (X, A) ein CW-Paar mit A aus kwH, dann ist (X, A) ein Paar in kwH.

Insbesondere stimmt der Kolimes in Definition 4.37 (3) nach Folgerung 4.23 mit dem Kolimes
in kwH iiberein.

BEWEIS. Es sei A = X! in kw#H. Da S"! € D" abgeschlossen und @y Sl 5 X1 stetig
ist, ist nach Bemerkung 4.25 (2) induktiv auch X™ in kwH fiir alle n.

Nach Folgerung 4.19 ist der Kolimes X der X" zumindest kompakt erzeugt. Um zu zeigen,
dass X auch schwach Hausdorff ist, sei K kompakt und f: K — X stetig. Da im f C X™ fiir ein n,
ist im f in X™ und damit auch in X abgeschlossen. Also ist X auch schwach Hausdorff. ([l

Da A nicht normal sein muss, kénnen wir nicht erwarten, dass X wie in Satz 1.84 normal ist.
Als Ersatz dafiir reicht fiir manche Zwecke das folgende Resultat.

4.40. PROPOSITION. FEs sei (X, A) ein CW-Paar, dann sind fir alle m < n die Paare (X, X"),
(X™, X™) und (X™, A) abgeschlossene Kofaserungen.
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BEWEIS. Da (D", S""!) eine abgeschlossene Kofaserung ist, ist auch (HjeJn D" Ilem snh)
eine abgeschlossene Kofaserung. Aufgrund von Proposition 3.64 und Definition 4.37 (2) ist dann
auch

(Xn,Xn—l) _ (( H Dn) U(pn Xn_l,Xn_1>
jeJn
eine abgeschlossene Kofaserung. Da X! = A, sind wegen Ubung 3.124 (1) alle Paare (X", X™)
und (X™, A) abgeschlossene Kofaserungen.
Sei jetzt n > —1, sei Y ein weiterer Raum, und seien f: X — Y und h,: X" x I = Y
mit flx» = hn‘X"x{O} wie in Definition 3.55 gegeben. Konstruiere induktiv hy: X* — Y+ mit der
Homotopieausdehnungseigenschaft, so dass das Diagramm

(4.1)

kommutiert. Aufgrund der Kolimes-Eigenschaft in 7op existiert auch h. Da I lokalkompakt ist,
entspricht h nach Satz 1.60 (3) der gesuchten Homotopie X x I — Y. Da X ein kwH-Raum ist,
ist X™ C X wie in den Ubungen 3.126 und 4.80 abgeschlossen. g

Wir erinnern uns an Unterkomplexe von CW-Komplexen aus Definition 1.85. Analog definieren
wir einen relativen Unterkomplex Y von (X, A) als einen abgeschlossenen Unterraum Y C X
mit A C Y, der sich als Vereinigung von A und offenen Zellen von X schreiben l&sst. Das néchste
Resultat ist Ubung 4.89.

4.41. FOLGERUNG. Es sei Y ein Unterkomplex von (X, A), dann ist (X,Y) eine Kofaserung.
Wir verallgemeinern als néchstes Definition 1.88.

4.42. DEFINITION. Es seien (X, A) und (Y, B) CW-Paare. Eine Abbildung f: (X, A4) — (Y, B)
von Paaren heifit zelluldr, wenn im(f|xn») C Y™ fiir alle n > —1 gilt. Die CW-Paare mit den zel-
lulédren Abbildungen bilden eine Kategorie CWPair. Analog definieren wir Kategorien CVV und CW .
der nicht-punktierten und der punktierten CW-Komplexe mit zelluldren Abbildungen.

4.43. SATZ (Zelluldre Approximation). Jede Abbildung f: (X,A) — (Y,B) von CW-Paaren
ist homotop zu einer zelluldren Abbildung. Wenn f auf einem Unterkomplex Z von (X, A) bereits
zelluldr ist, konnen zelluldre Abbildung und Homotopie relativ zu Z gewdhlt werden.

BEwEIS. Wir konstruieren induktiv Homotopien A"™: X™ x I — Y mit folgenden Eigenschaften:

hH (- t) = fla fir allet € I,
h*(-,0) = flx» fir alle n
W |xn-1yp = B! fiir alle n |
und R*(-,1): X" = Y™ fiir alle n .

Mit Hilfe des Exponentialgesetzes fassen wir die A" als Abbildungen X™ — Y auf und erhalten
mit der universellen Eigenschaft des Kolimes die gesuchte Abbildung h: X — Y, oder dquiva-
lent h: X xI —Y.

Es sei also n > 0, und die Homotopie h"~! sei bereits konstruiert. Dann setzen wir sie n-Zelle

fiir n-Zelle von X auf X™ x I fort. Sei €7 mit j € J" eine n-Zelle von X. Um h"1 auf el x I wie
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gewiinscht fortzusetzen, reicht es, eine Abbildung g;: D" x I =Y anzugeben, so dass

95 |prxioy = fo @7,
g} |lgn-1xr = h"""o (¢ xid),
und g‘?|D"><{1} D'"x I —Y".

Da

(D" x I,(D" x {0}) U (S™"! x I)) = (D" x I, D" x {0}) ,
reicht es zu zeigen, dass jede Abbildung (D", S"~1) — (Y, Y" 1) als Abbildung von Paaren homotop
ist zu einer Abbildung nach (Y™, Y1),

Sei also eine Abbildung g: (D", S™ 1) — (Y, Y™ 1) gegeben. Da D" kompakt ist, trifft g nach
Proposition 4.38 nur endlich viele offene Zellen von Y. Sei m die maximale Dimension einer Zelle
in Y, die getroffen wird; ohne Einschrénkung gelte m > n. Es seien also c*, ..., ¢j* C Y die m-
Zellen von Y, die noch getroffen werden, und 7" sei die Verklebeabbildung von ¢}". Betrachte Y’ =
ym-1y c'U---Ucpt | und schreibe

Y'u Czl = ((Dm \ {0}) UT/J;T Y/) UB’"\{O} B™ .

Da D™ zusammenhéngend ist, trifft g nur diejenigen Wegzusammenhangskomponenten von Y,
die Punkte im Bild von v} enthalten (falls m > 2, ist das nur eine). Wir diirfen daher annehmen,
dass Y’ keine weiteren Wegzusammenhangskomponenten enthilt. Dann ist ((D™\{0})Uym Y”, B™\

{0}) ein 0-zusammenhingendes und (B™, B™ \ {0}) ein (m — 1)-zusammenhéngendes Paar. Nach
dem Ausschneidungssatz 3.38 und Homotopieinvarianz ist die Abbildung

0 =7n(B™, B™\{0}) — mn (Y U, (D™ \ {0}) Uy Y') =m0, (Y U, YY)

surjektiv, da n < m — 1. Wir konnen also g relativ zu S”~! zu einer Abbildung homotopieren,

die ¢j* nicht trifft. Genauso verfahren wir mit den Zellen ¢} ,, ..., ¢{" und erhalten eine Abbildung
mit Bild in Y. Diesen Prozess setzen wir fort, bis wir eine Homotopie von ¢ zu einer Abbildung
mit Bild in (Y™, Y"~!) gefunden haben. O

Spéter konnen wir den letzten Schritt im Beweis leicht mit der néchsten Folgerung begriinden.
Aber da die Folgerung zelluldre Approximation benutzt, brauchten wir oben einen anderen Beweis.

4.44. FOLGERUNG. Es sei (X, A) ein CW-Paar mit X = colim X" wie oben.

(1) Dann sind die Inklusionen v: X™ — X und v: (X", A) — (X, A) jeweils n-zusammen-
hingende Abbildungen.
(2) Wenn J"H =... = J7 =0, ist (X, X™) ein n-zusammenhingendes Paar.

BEwWEIS. Wir schreiben S* als CW-Komplex * Ugi—1 D* und wenden zellulire Approximation
an. ]

4.45. DEFINITION. Eine Abbildung f: (X, A) — (Y, B) zwischen Paaren heiit schwache Homo-
topiedquivalenz, wenn 7y f: mp(X, A, xg) — mi(Y, B, f(x0)) fiir alle £ € N und alle g € A ein
Isomorphismus ist.

Zwei Paare (X, A) und (Y, B) heiflen schwach homotopieiquivalent, wenn es n > 0, Paa-
re (X;, A;) furi=0,...,nmit X = Xound Y = X, und (Z;,C;) fiir i = 0, ..., n—1 und schwache
Homotopiediquivalenzen f;: (X;, A;) = (Z;,C;) und ¢;: (Xi41, Ait1) — (Z;, C;) fiir 0 < i < n gibt.

Analog definieren wir schwache Homotopiedquivalenz fiir Rdume.

Somit bedeutet ,,schwache Homotopiedquivalenz®“ das gleiche wie ,n-zusammenhéingende Ab-
bildung® fiir alle n > 0.
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Offensichtlich ist jede Homotopieiquivalenz eine schwache Homotopiedquivalenz, die Umkeh-
rung muss jedoch nicht gelten, siche Beispiel 4.52. Um tatsichlich eine Aquivalenzrelation zu er-
halten, haben wir Symmetrie und Transitivitéit durch die Einfithrung von Zwischenschritten wie im
folgenden Diagramm sichergestellt:

(X, A) = (Xo, Ao) 1% (Zo, Co) &% (X1, A1) — -+ — (Zn1, Cot) 270 (X, An) = (Y, B) .

In Ubung 4.90 sehen wir, wie man diese Situation mit Hilfe von Satz 4.51 unten etwas vereinfachen
kann.

4.46. SATz (Whitehead). Jede schwache Homotopieiquivalenz f: (Y, A) — (X, A) von CW-
Paaren relativ zu A ist eine Homotopiedquivalenz. Wenn die Inklusion v:' Y — X eines relativen
Unterkomplezes (Y, A) von (X, A) eine schwache Homotopiediquivalenz ist, dann ist Y ein Defor-
mationsretrakt von X.

In der ersten Aussage diirfen wir nicht von Abbildungen (Y, B) — (X, A) sprechen, denn be-
reits fiir Abbildungen f: (B, B) — (A, A) kann sie falsch sein. Um zu zeigen, dass schwach homo-
topiedquivalente CW-Komplexe homotopiedquivalent sind, miissen wir spéter noch sicherstellen,
dass die Rdume X; und Z; in Definition 4.45 alle als CW-Komplexe gewéhlt werden kénnen.

BeEwers. Essei f: (Y, A) — (X, A) eine stetige Abbildung relativ zu A, die wir nach Satz 4.43
als zelluldr voraussetzen diirfen. Es sei Z f der Abbildungszylinder aus Definition 3.57. Da f|4 = id 4,
enthilt Zf den Abbildungszylinder A x I von id4 als Unterraum. Wir definieren den relativen
Abbildungszylinder Z 4 f als Pushout

Zf ———=Zaf

J

AXT—A,

induziert von der Projektion A x I — A. Wir betrachten (Z4f, A) als CW-Paar mit Unter-
paar (X, A), so dass (Zaf, X) zu jeder m-Zelle ¢]* von Y eine m-Zelle ¢ x {0} und eine (m + 1)-
Zelle ¢' x (0,1) C Zaf enthilt. Man beachte, dass der Rand der letzteren im m-Geriist von Z4 f
liegt. Die Inklusion ¢: Y — Z4f mit «(y) = (y,0) und die Projektion p: Z4f — X mit [(y,t)] —
[f(y)] sind dann ebenfalls zellulér.

Wir erhalten f als zusammengesetzte Abbildung

Y < Zaf Lo X

Da p eine Deformationsretraktion ist, ist mit f auch ¢ eine schwache Homotopieiquivalenz. Aus der
zweiten Behauptung folgt dann, dass Y ein Deformationsretrakt von Z4 f ist, insbesondere ist f
dann auch eine Homotopiedquivalenz.

Zur zweiten Behauptung konstruieren wir induktiv Homotopien A": (X" UY) x I — X relativ
zu Y &hnlich wie im Beweis der zelluldren Approximation 4.43, so dass h"(-,0) = id, im(h"(-,1)) C
Y, und hn|(Xn—1Uy)><I = h" !, wobei h~! = 7y. Wie oben ergibt sich als Vereinigung die gesuchte
Deformation h: X x I — X.

Im Falle n = 0 besagt unsere Voraussetzung, dass jede Zusammenhangskomponente von X einen
Punkt aus Y enthilt, und wir wihlen h%(z, -) als Pfad in X von z nach Y fiir alle z € X%\ Y°.

Wir nehmen jetzt an, dass n > 1, und dass die Homotopie h"~! = h|(xnuy)x 1 bereits konstruiert
ist. Dann setzen wir sie n-Zelle fiir n-Zelle von X \ Y zu A" fort. Ahnlich wie im obigen Beweis
recht es dafiir, eine Abbildung g: (D", S" ') — (X, X" 1 UY) als Abbildungen von Paaren zu
einer Abbildung (D", S""!) — (X" UY, X" 1 UY) zu homotopieren.
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Da die Inklusion eine schwache Homotopiedquivalenz ist, schliefen wir aus der langen exakten
Homotopiesequenz

e (XL A) - a1 (Y, A) 2 mn (XL YY) e (X, A) e (Y, A) — -
des Tripels (X,Y, A) aus Ubung 3.110, dass 7, (X, Y) = 0, und die gesuchte Homotopie existiert. [J

4.47. BEMERKUNG. Fiir zwei schwach homotopiedquivalente Rdume X und Y gibt es nach
Definition 4.45 Isomorphismen 7 (X) = m(Y) fiir alle & > 0; diese werden induziert von den
Abbildungen f; und g;. Die Umkehrung dieser Aussage ist im Allgemeinen nicht richtig. Dazu
betrachten wir beispielsweise die Rdume

X =82xRP3 und Y =RP?x S3.

Beide Riéume haben als universelle Uberlagerung S? x S2, und die isomorphe Fundamentalgrup-
pen Z/2. Dennoch werden wir spéter sehen, dass sie nicht homotopieéiquivalent sind.

Als néchstes versuchen wir, einen beliebigen topologischen Raum durch einen CW-Komplex
zu ersetzen. Bis auf schwache Homotopiedquivalenz ist das moglich. Fiir spitere Anwendungen
formulieren wir den entsprechenden Begriff noch etwas allgemeiner.

4.48. DEFINITION. Ein n-zusammenhdngendes CW-Modell fiir ein Paar (Y, A) ist ein n-zusam-
menhéngendes CW-Paar (X, A) zusammen mit einer Abbildung f: (X, A) — (Y, A) relativ zu A,
so dass fi.: mp(X,a) — m(Y,a) injektiv ist und fi: (X, a) — m(Y,a) ein Isomorphismus fiir
alle £ > n und alle A € A.

Eine CW-Approximation eines Paares (Y, A) besteht aus einem CW-Paar (X, A) und einer
Abbildung f: (X, A) — (Y, A) relativ zu A, so dass fi.: mx(X,z9) — 7(Y, f(x0)) fiir alle k > 0
und alle g € X ein Isomorphismus ist.

Eine CW-Approximation ist somit ein ,,(—1)-zusammenhéngendes CW-Modell“. Falls n > 1,
faktorisiert die Abbildung ¢.: 7, (A, a) — 7, (Y, a) nach Voraussetzung als

Lyt T(A,a) — (X, a) J (Y, a) .

Aus dem Homomorphiesatz folgt, dass m,(X,a) in natiirlicher Weise isomorph ist zu im,. Das
gleiche gilt sogar fiir n = 0.

4.49. BEMERKUNG. Wir betrachten einen punktierten CW-Komplex (X, x¢), somit ist A =
{zo}.

(1) Ein 0-zusammenhéngendes CW-Modell von X ist beispielsweise die Zusammenhangskom-
ponente Xy von X, die xg enthélt.

(2) Ein 1-zusammenhingendes CW-Modell von X ist beispielsweise die universelle Uberlage-
rung p: Xo — Xo, denn 71 (Xo, Zo) = m0(Xo,Z0) = 0 und p,: mx(Xo, o) = m(Xo, 20) =
7x(X, o) nach Folgerung 3.26. Wir iiberlegen uns dazu, dass die universelle Uberlagerung
eines CW-Komplexes wieder eine natiirliche CW-Struktur trégt.

Daher nennt man in diesem Spezialfall ein n-zusammenhingendes CW-Modell eines punktierten
CW-Komplexes auch eine ,n-zusammenhingende Uberlagerung®.

4.50. BEISPIEL. Es folgen einige konkrete Beispiele.
(1) Da 7 (St) = 0 fiir alle k > 2 nach Beispiel 3.27, ist {x} — S! ein n-zusammenhingendes
CW-Modell fiir alle n > 1.
(2) Nach Beispiel 3.33 liefert die Hopf-Faserung p: S3 — S? Isomorphismen p,: m(S3) —
7, (S?) fiir alle k& > 3. Also ist die Hopf-Faserung ein 2-zusammenhingendes CW-Modell
fir S2.
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Weitere Beispiele betrachten wir in Ubung 4.91.

4.51. SATZ (CW-Approximation). Zu jedem punktierten Paar (Y, A) und jedem n > 0 existiert
ein n-zusammenhdingendes CW-Modell. Zu jedem Paar (Y, A) existiert eine CW-Approzimation.

Sei f1: (X, A) — (Y, A) ein n-zusammenhdingendes und fa: (Z, B) — (W, B) ein m-zusammen-
hingendes CW-Modell mit n > m, wobei wir CW-Approzimationen wie (—1)-zusammenhdngende
CW-Modelle behandeln. Sei g: (Y, A) — (W, B) eine Abbildung, dann ezistiert eine zelluldre Abbil-
dung 0: (X, A) — (Z,B), so dass faol relativ A zu g o fi homotop ist. Je zwei solche Abbildungen
sind relativ A homotop.

Beweis. Fiir die erste Behauptung behandeln wir jede Wegzusammenhangskomponente von Y
einzeln und nehmen daher ab jetzt an, dass Y wegzusammenhiingend ist. Falls A = (), ist X = () das
eindeutige n-zusammenhéngende CW-Modell. Anderfalls fixieren wir einen Basispunkt in zo € A.

Dann konstruieren wir ein CW-Paar (X, A) und eine Abbildung f: (X,A) — (Y, A) relativ
zu A. Wir starten mit X" = A und f" = f|x» = f|a. Dann folgt mit Folgerung 4.44 (2) bereits,
dass (X, A) ein m-zusammenhingendes Paar ist. Fiir alle & > n konstruieren wir induktiv ein
k-Skelett X* mit einer Abbildung f*: X* — Y, so dass f*|yr-1 = f*~! und

FE m(XF) —— ma(Y) injektiv, falls n > 0,
R (XF) = T (Y) ein Isomorphismus fiir alle m mit n < m < k,
und R (XF) — (V) surjektiv ist.

Sei jetzt k > n, und seien X*~1 und f*=1: X*=1 — YV bereits konstruiert, so dass die obigen
Bedingungen erfiillt sind. Da die Inklusion X*~! < X* nach Folgerung 4.44 (1) eine (k — 1)-
zusammenhiingende Abbildung ist und f*~! iiber fF faktorisiert, erfiillt ¥ die obigen Eigenschaften
fiir alle m < k—1, und f¥: m,_1(X*) — mx_1(Y) ist automatisch surjektiv. Wenn alle f*¥: X* — Y
konstruiert sind, setzen wir schliefllich

X = colim X* und f=colimf*: X — Y

und erhalten wieder wegen Folgerung 4.44 eine n-zusammenhéngende CW-Approximation.

Die Konstruktion von X* und f* erfolgt in zwei Schritten. Falls k = 1, sei Ji die Menge der
Wegzusammenhangskomponenten von X9, die den Basispunkt xy nicht enthalten. Falls k& > 2,
withlen wir eine Erzeugermenge JF des Kernes von f¥=1: 1 (X* 1) = m,_1(Y). Fiir jedes j € Jf
sei <p;?: Sk=1 _ X*=1 eine punktierte Abbildung, die das entsprechende Element von 7;_q(X*~1)
darstellt. Da [f*~1 o Qp?] =0 € mp_1(Y), existiert eine Abbildung gf: DF — Y mit gf|5k71 =
fF1o 90;‘?. Wir kleben eine Zelle é? mit go;‘? an X*~1 an und setzen f*~! durch f;C auf é? fort, so
dass

‘g]
/_\
Dt xklyugh-o T3y

Sei ¢F: ]_[jle Sk=1 5 X*=1 durch die @9‘? fir j € J{“ induziert, dann setzen wir

Xk = (]_[ Dk> Uge X*1und fF=flu (| o XF— Y.
jeJk JEIF
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Nach Konstruktion ist fF.: mp_1(X*) — m,_1(Y) jetzt injektiv und somit ein Isomorphismus,

Tp—1 (X1 — m_1 (XT)

fkli 1t i
* £

7Tk_1(Y) Wk_l(Xk) .
Daran #ndert sich nichts mehr, wenn wir weitere k-Zellen hinzufiigen.
Im zweiten Schritt wihlen wir eine Erzeugermenge J§ von 74(Y) und Abbildungen ff: Sk —
(Y, 40), die die entsprechenden Elemente von 7 (Y) repréisentieren. Als Verklebeabbildung fiir die
neuen k-Zellen wihlen wir die konstante Abbildung S*~1 — {zg} — X*~1. Jetzt sei J* = JF U J§,
und wir erhalten
Xt=Xxfv\/ S wmd fr=gv\ Xy,
jeJk J€Jy

Dann ist f*: m,(X) — 7 (Y) surjektiv, und die erste Behauptung somit vollstéindig bewiesen.

Fiir die zweite Behauptung erhalten wir X° und f°: X° — Y, indem wir aus jeder Weg-
zusammenhangskomponente Yy von Y, die keinen Punkt aus A enthilt, einen Punkt yy € Yj
zu A hinzunehmen. Anschliefend verfahren wir weiter wie oben fiir n = 0, beginnend bei k = 1.
Da my(A) — mo(Y') bereits surjektiv ist, liefert die Konstruktion am Ende auch einen Isomorphis-
mus 7o(X — mo(Y).

Zur letzten Behauptung nehmen wir an, dass X™ = A falls n > 0. Andernfalls bilden wir wie
oben ein n-zusammenhingendes CW-Modell (X', A) von (X, A) mit X" = A. Nach dem Satz 4.46
von Whitehead sind (X', A) und (X, A) homotopieiiquivalent relativ zu A, so dass wir (X, A)
durch (X', A) ersetzen diirfen. Auflerdem nehmen wir an, dass Z — W eine Inklusionsabbildung ist,
die wir ¢ nennen. Andernfalls ersetzen wir (W, B) durch den relativen Abbildungszylinder (Zp f2, B),
der (W, B) als Deformationsretrakt enthélt, und g durch die entsprechende Abbildung im Diagramm

(X", A) $>/(
a7 / l
(Z, B) (Zsz, ) <—(W,
f

Jetzt konnen wir dhnlich wie im Beweis der zelluliren Approximation 4.43 induktiv Zelle fiir
Zelle Homotopien h*: X* x I — W konstruieren, so dass h*(-,0) = (go f1)|xk, hF(-,1): XF =
Z C W und h¥|yr_ 17 = h¥1, wobei h® = (g o f1 o px)|axr: A x I — B C Z stationir sei. Wie
oben ergibt sich als Vereinigung eine Homotopie h: X x I — X von g o f; zu einer Abbildung
nach Z. Nach Satz 4.43 macht eine weitere Homotopie diese Abbildung zellulir.

Sei jetzt h=1: X*=1x T — W bereits konstruiert, und sei eé‘? eine k-Zelle von X. Da h*=1(- 1)o
go? nach Induktionsvoraussetzung S*~! nach Z abbildet, reicht es #hnlich wie im Beweis des Sat-
zes 4.46 von Whitehead, eine Abbildung (D*, S¥~1) — (W, Z) als Abbildung von Paaren zu einer
Abbildung D¥ — Z zu homotopieren, um h*~1 auf eé‘? x I fortzusetzen. Das ist moglich, denn aus

der langen exakten Sequenz 3.19 des Paares (W, Z) erhalten wir
= T (W) = M 1(Z) — (W, Z) — mp (W) — mp(Z) ¢— - --
———
=0

Um die Eindeutigkeit zu zeigen, seien £y, £1: X — Z wie oben gegeben. Die zugehorigen Ho-
motopien hg, h1: X x I — W liefern eine Homotopie relativ zu A von £y und ¢; als Abbildungen
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ABBILDUNG 4.1. Das Topologische Huhn

nach W. Mit dem gleichen Trick wie oben kénnen wir diese Homotopie relativ zu A x JUX x{0,1}
Zelle fiir Zelle zu einer Homotopie zwischen £y und ¢; mit Werten in Z deformieren, was noch zu
zeigen war. U

4.52. BEISPIEL. Wir betrachten das topologische Huhn

22\ .
Y:{@+an”)av
@

siehe Abbildung 4.1, auch bekannt als polnischer Kreis. Die starken Oszillationen machen den Uber-
gang von Punkten mit positivem Argument zur positiven reellen Achse zu einem uniiberwindbaren
Hindernis fiir Abbildungen S¥ — Y, somit ist 74 (Y") = 0 fiir alle k. Eine CW-Approximation wire
demnach ein einzelner Punkt X = {x¢}, den wir auf yo abbilden. Dass X — Y keine Homoto-
piesiquivalenz ist, sehen wir daran, dass es eine nicht-zusammenziehbare Abbildung Y — S gibt,
gegeben durch z — ﬁ Da alle CW-Approximationen nach Satz 4.51 homotopiefiquivalent sind,

¢em@ﬂ}ummcc,

sagen wir, dass Y nicht den Homotopietyp eines CW-Komplexes hat. Wir haben jetzt also auch ein
Beispiel von schwach homotopiedquivalenten, aber nicht homotopiedquivalenten Riumen.

In Ubung 4.90 kénnen wir jetzt zeigen, dass je zwei schwach homotopiedquivalente CW-Kom-
plexe homotopiedquivalent sind, und dass schwach homotopieédquivalente topologische Rdume ho-
motopiedquivalente CW-Approximationen besitzen.

4.53. BEMERKUNG. Die Sétze 4.43, 4.46 und 4.51 zusammen erklédren die Rolle der Homotopie-
gruppen und der CW-Komplexe in der Homotopietheorie.

(1) Zu jedem topologischen Raum Y gibt es eine CW-Approximation f;: X — Y, und zu
jedem Morphismus g: Y — W und jeder CW-Approximation fo: Z — W gibt es bis auf
Homotopie einen entsprechenden Morphismus ¢: X — Z. Da all dies nur bis auf Homo-
topie wohldefiniert ist, erhalten wir einen Funktor HkwH — HCW, der mit schwacher
Homotopiedquivalenz vertréglich ist.

(2) Dieser Funktor ist keine Aquivalenz von Kategorien, da die Abbildung [Y, W] — [X, Z] im
Allgemeinen nicht bijektiv ist, wie wir anhand der Abbildung ¥ — S' im obigen Beispiel
gesehen haben. Im néichsten Abschnitt werden wir den Begriff der Homotopie und der
Homotopiekategorie etwas allgemeiner formulieren, um dieses Problem zu 16sen.

Letztlich sollte es nicht allzusehr verwundern, dass CW-Komplexe und Homotopiegruppen so gut
zusammenarbeiten: sowohl Homotopiegruppen als auch Abbildungen von CW-Komplexen in andere
R#ume basieren auf dem Verhalten von Abbildungen der Paare (Dk, Sk=1) in andere Riume, was
wir den vorangegangenen Beweisen auch immer wieder benutzt haben.
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Als letztes in diesem Abschnitt wollen wir uns iiberlegen, welche der Standardkonstruktionen
aus CW-Komplexen wieder CW-Komplexe machen.

4.54. PROPOSITION. Die folgenden Konstruktionen mit CW-Konstruktion liefern in den Kate-
gorien kTop und kwH wieder CW-Kompleze:

(1) beliebige Koprodukte,

(2) Pushouts entlang zellulirer Abbildungen von einem Unterkomplex in einen anderen CW-
Komplex,

(3) Kolimiten von Inklusionen von Unterkomplezen,

(4) Produkte und reduzierte Produkte endlich vieler CW-Kompleze.

In (4) diirfen wir nicht mit dem gewohnlichen topologischen Produkt arbeiten, siehe Bemer-
kung 1.90. Die Kategorie CW ist nach Proposition 4.10 kovollstindig. Sie ist jedoch nicht bi-
vollstindig, da bereits die einfachsten Pullbacks, ndmlich Urbilder von Punkten aus Y0 unter zel-
luldren Abbildungen X — Y im Allgemeinen keine CW-Komplexe mehr sind.

BEWEIS. In jedem der Punkte (1)—(4) findet sich eine natiirliche CW-Struktur auf dem neu
konstruierten Raum. In (1)—(3) liefern die universellen Eigenschaften, dass diese CW-Struktur die
gleiche Topologie induziert wie die universelle Konstruktion. Die Details sind Ubung 4.92.

Wir fiithren daher nur den Beweis von (4) vor. Dazu seien X und Y CW-Komplexe mit charak-
teristischen Abbildungen (®7: D" — X); jesn und (Vy: D™ — Y), gexn. Es bezeichne X x Y das
kwH-Produkt beider Rdume, und es bezeichne Z den CW-Komplex auf der Tréagermenge von X XY
mit den charakteristischen Abbildungen

(q)§ X \Ijz Dn = Dp X Dq — Z) pt+q=n,
jeJP keK1

Wir betrachten zunéchst die Identitdt f = id: Z7 — X x Y. Da alle <I>§ : DP — X und al-
le ¥9: D? — Y stetig sind, sind auch alle Abbildungen
fo(@?x\lfi):D”—>X><Y

stetig. Damit ist f selbst nach Definition der schwachen Topologie auf Z ebenfalls stetig.
Fixiere jetzt k € K9. Fiir jedes j € JP induziert die charakteristische Abbildung @? X \I'Z von Z
eine stetige Abbildung
DP — hom(D?, Z) .

Nach Definition der schwachen Topologie auf X ist dann auch die Abbildung X — hom(D?, Z)
stetig, und aufgrund des Exponentialgesetzes 4.30 in kw?H auch die Abbildung

idy x ¥l: X x D! — Z .
Diese Abbildung induziert wiederum eine stetige Abbildung
DY — hom(X, Z)

fiir alle ¢ und alle £k € K9. Mit der schwachen Topologie auf Y erhalten wir eine stetige Abbil-
dung Y — hom(X, Z). Somit ist die Abbildung id: X x Y — Z ebenfalls stetig, das heifit, X x Y
und Z sind hom6omorph. Hieraus leitet man mit (2) das analoge Resultat fiir X AY ab. O

Fiir kompliziertere Konstruktionen sind CW-Komplexe leider nicht méchtig genug. Immerhin
gilt aber folgendes Resultat, das wir ohne Beweis angeben.

4.55. SATZ (Milnor). Es seien X, Y homotopiediquivalent zu CW-Komplexen, dann ist auch der
Abbildungsraum C(X,Y) homotopiedquivalent zu einem CW-Komplez.
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4.e. Modellkategorien

Wir haben im letzten Abschnitt gesehen, dass der Begriff der ,,schwachen Homotopieiquivalenz*
es uns ermoglicht, anstelle beliebiger topologischer Rdume nur CW-Komplexe zu betrachten, die wir
weit besser verstehen. Wir haben in Bemerkung 4.53 (2) aber auch gesehen, dass unser Begriff einer
naiven Homotopiekategorie Hkw?H nicht gut zur Methode der CW-Approximation passt. Daher
werden wir in diesem Abschnitt einen etwas anderen Begriff einer Homotopiekategorie entwickeln.

Bisher haben wir die Begriffe Faserung, Kofaserung und schwache Aquivalenz recht wahllos
benutzt. In diesem Kapitel fithren wir den Begriff einer Modellkategorie ein, der all diese Begriffe
umfasst. Laut Quillen ist ,,Modellkategorie“ eine Abkiirzung fiir ,, Kategorie von Modellen fiir eine
Homotopietheorie“. Die Kategorie der kompakt erzeugten schwach-Hausdorff-Réume ohne Basis-
punkte trigt mehrere solcher Modellstrukturen. Fiir Retrakte von Abbildungen verweisen wir auf
Ubung 3.113.

4.56. DEFINITION. Eine Modellstruktur (wM, fM,cM) auf einer Kategorie M besteht aus
drei Unterkategorien, den Faserungen fM, den Kofaserungen cM, und den schwachen Aquivalen-
zen wM, sowie zwei funktoriellen Faktorisierungen f = p ot = g o j fiir alle Morphismen f in M,
so dass die folgenden Axiome gelten.

(M1) Retrakte. Ein Retrakt einer Faserung, Kofaserung oder schwachen Aquivalenz ist wieder
vom gleichen Typ.

(M2) Zwei-von-drei-Figenschaft. Seien f: Y — Z und g: X — Y Morphismen. Wenn zwei der
drei Morphismen f, g und f o g schwache Aquivalenzen sind, dann auch der dritte.

(M3) Liftungseigenschaft. Wenn im dufleren kommutativen Diagramm

At E

1
h
1i Pl lp
/

X ——8B
g

der Morphismus i eine Kofaserung, p eine Faserung und i oder p eine schwache Aquivalenz
ist, dann existiert eine Abbildung h: X — FE, so dass das gesamte Diagramm kommutiert.

(M4) Funktorielle Faktorisierungen. In den Faktorisierungen f = poi = g o j sind i, j Kofase-
rungen, p, ¢ Faserungen und p und j schwache Aquivalenzen.

Eine Modellkategorie (M, wM, fM,cM) ist eine bivollstindige Kategorie mit einer Modellstruk-
tur.

Die Unterkategorien eM, fM und wM sind im Allgemeinen nicht voll. Stattdessen folgt aus
den Axiomen, dass sie jeweils alle Objekte enthalten. Wir nennen eine Faserung oder Kofaserung
trivial oder azyklisch, wenn sie auflerdem eine schwache Aquivalenz ist.

4.57. BEMERKUNG. Wir beginnen mit einigen einfachen Schlussfolgerungen.

(1) Eckmann-Hilton-Dualitit. Wenn man in einer Katgeorie mit Modellstruktur alle Pfei-
le umdreht, erhdlt man wieder eine Modellstruktur; allerdings tauschen Faserungen und
Kofaserungen ihre Rollen. Das bedeutet: wenn ein bestimmter Sachverhalt in allen Mo-
dellstrukturen (oder in allen Modellkategorien) gilt, dann gilt die Eckmann-Hilton-duale
Aussage ebenfalls in allen Modellstrukturen (Modellkategorien).

(2) In einer Modellstruktur (wM, fM,cM) legen wM und cM gemeinsam fM fest, siehe
Ubung 4.93. Das heiBt aber nicht, dass zur jeder Wahl von wM und eM bereits eine
Modellstruktur existiert.

(3) Es sei A — X eine Kofaserung und A — Y beliebig, dann ist der Pushout ¥ — X Uy Y
wieder eine Kofaserung, siche Ubung 4.94.
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Da Modellkategorien bivollstindig sind, gibt es immer ein initiales Objekt () und ein terminales
Objekt *, siche Beispiel 4.9(1) und (2). In einer punktierten Kategorie (zum Beispiel Top ) stimmen
beide iiberein, wir behalten aber trotzdem die obige Notation bei.

4.58. DEFINITION. Es sei (M, wM, fM,cM) eine Modellkategorie mit initialem Objekt () und
terminalem Objekt *. Ein Objekt X von M heifit fibrant, wenn X — * eine Faserung ist, und
kofibrant, wenn () — X eine Kofaserung ist. Wir bezeichnen mit M,y die volle Unterkategorie der
Objekte, die sowohl fibrant als auch kofibrant sind.

4.59. BEISPIEL. Es folgen einige Beispiele von Modellstrukturen auf Kategorien topologischer
R&aume.

(1) Es sei T = Top, kTop oder kwH eine Kategorie topologischer Rdume. Dann besitzt T
eine Modellstruktur, in der wM gerade die Homotopiedquivalenzen sind. Faserungen sind
die Hurewicz-Faserungen aus Definition 3.22 und Kofaserungen die abgeschlossenen Ko-
faserungen aus Definition 3.55. In dieser Kategorie sind alle Objekte fibrant und kofi-
brant, es gilt also Top.; = Top. Wir nennen sie die Hurewicz-, die naive oder die Strom-
Modellstruktur. Wir haben Axiom (M1) in den Ubungen 3.113, 3.124 und 4.95 bewiesen,
und (M3) in den Ubungen 3.128 und 3.129. Axiom (M2) gilt offensichtlich.

(2) Da schwache Homotopiedquivalenz allein mit Hilfe der Homotopiegruppen definiert ist,
ist dieser Begriff unter Umsténden hilfreicher als Homotopiedquivalenz im klassischen Sin-
ne. In der sogenannten Standard-, Serre- oder Quillen-Modellstruktur sind die schwachen
Aquivalenzen genau die schwachen Homotopiedquivalenzen, die Faserungen sind die Serre-
Faserungen aus Definition 3.22, und die Kofaserungen sind Retrakte von relativen Zellkom-
plexen. Relative Zellkompleze sind etwas allgemeiner als die relativen CW-Komplexe aus
Definition 4.37. Hier darf man in jedem Schritt beliebig viele Zellen beliebiger Dimension
ankleben, so dass eine Zelle auch an eine Zelle gleicher oder grofierer Dimension angeklebt
werden kann. Jetzt ist immer noch jedes Objekt fibrant. Kofibrant sind jedoch nur noch
Zellkomplexe und ihre Retrakte.

(3) Die gemischte oder Cole-Modellstruktur benutzt schwache Homotopiedquivalenzen und
Hurewicz-Faserungen. Die passenden Kofaserungen werden durch Bemerkung 4.57 (2) ge-
geben. Nach wie vor sind alle Objekte fibrant, kofibrant sind nur Rdume vom Homotopietyp
eines CW-Komplexes.

(4) Anstatt Homotopiegruppen zur Definition von schwacher Aquivalenz heranzuziehen, kénn-
te man auch die Kategorie der Uberlagerungen und die Kohomologie lokal konstanter
Garben zur Definition von wM benutzen. In diesem Fall wire beispielsweise der polnische
Kreis (das ,topologische Huhn“) aus Beispiel 4.52 zu S! schwach #quivalent. Leider ist
mir keine Modellstruktur bekannt, die auf derartigen schwachen Aquivalenzen aufbaut.

In allen Féllen ist (M4) recht aufwéndig nachzupriifen, weshalb wir darauf hier verzichten wollen.

4.60. DEFINITION. Sei (M, wM, fM,cM) eine Modellkategorie. Zwei Abbildungen f, g: X —
Y heilen linkshomotop, wenn es einen Raum Z (den Zylinder) mit Abbildungen ¢g, t1: X — Z,
eine schwache Aquivalenz p: Z — X und eine Linkshomotopie h: Z — Y gibt, so dass das folgende
Diagramm kommutiert:
(f:9)

xux-2%y (1)
(idx,idx)i (LO’”)Th
X 7.

Sie heiflen rechtshomotop, wenn es einen Raum P (den Pfadraum) mit Abbildungen g¢, e1: P —
Y, eine schwache Aquivalenz u: Y — P und eine Rechtshomotopie k: X — P gibt, so dass das
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folgende Diagramm kommutiert:

v xy L2y (2)

(idy,idy)T wl )J( X

Y P.

Der , klassische* Homotopiebegriff fiir stetige Abbildungen aus Definition 2.2 entspricht Links-
homotopie mit dem festen Zylinder X x I. Nach dem Exponentialgesetz 1.60 (3) ist das dquivalent
zu Rechtshomotopie mit dem Pfadraum Y. Die Definition hier ist zum einen allgemeiner, weil sie
auch fiir Modellkategorien funktioniert, die {iberhaupt nichts mit topologischen Ridumen zu tun
haben, als auch potentiell grober, weil man in Jop oder kwH auch andere Zylinder und Pfadriume
benutzen darf und dadurch unter Umstéinden mehr Homotopien bekommt.

4.61. BEMERKUNG. Diese beiden Begriffe sind zueinander dual und stimmen nicht immer {iber-
ein. Sie hingen beide von den schwachen Aquivalenzen in M ab, aber nicht von der Wahl der
Faserungen und der Kofaserungen. Wenn X kofibrant ist, ist Linkshomotopie eine Aquivalenzre-
lation auf Hom(X,Y'), und Linkshomotopie impliziert Rechtshomotopie. Die dazu duale Aussage
gilt ebenfalls. Wenn wir uns also auf die volle Unterkategorie M.y einschrénken, stimmen beide
Homotopiebegriffe iiberein und definieren eine Aquivalenzrelation auf den Morphismen-Mengen. Es
bezeichne HM,; eine Kategorie mit den gleichen Objekten wie M,; und Homotopieklassen von
Morphismen.

4.62. DEFINITION. Es sei M eine Modellkategorie. Eine Homotopiekategorie zu M ist eine Ka-
tegorie HoM mit einem Funktor Ho: M — HoM, der alle schwachen Aquivalenzen auf Isomorphis-
men abbildet, so dass jeder andere Funktor M — &, der schwache Aquivalenzen auf Isomorphismen
abbildet, auf eindeutige Weise iiber HoM faktorisiert. Fiir Objekte X, Y von M definieren wir

[X,Y] = Hompgopr(Ho X, HoY) .

Man kann sich anhand der Diagramme zu Definition 4.60 iiberzeugen, dass der Funktor Ho links-
oder rechtshomotope Abbildungen auf den gleichen Morphismus in HoM abbildet. Er verhélt sich
also #hnlich wie der Funktor 7op — H7Top. Er kann aber auch Abbildungen identifizieren, die auf
den ersten Blick nicht homotop sind, sieche Bemerkung 4.53 (2).

In der Sprache von Kategorien ist HoM die Lokalisierung von M an wM. Insbesondere héngt
die Homotopiekategorie nicht von der Wahl der Faserungen und Kofaserungen ab. Auflerdem ist die
Lokalisierung bis auf Aquivalenzen von Kategorien eindeutig, so dass insbesondere [X, Y] wohldefi-
niert ist. Man kann Lokalisierungen (mit gewissen mengentheoretischen Schwierigkeiten) konstruie-
ren, wobei man die Objekte beibehilt und als Morphismen Aquivalenzklassen von ,,Zickzacks“ der

Form
Ch / S \ C
A Ay A1 B

einfiihrt, bei denen alle nach links weisenden Pfeile aus wM stammen, dhnlich wie in Definiti-
on 4.45. Bei Quillen heiflen die hier definierten Modellkategorien abgeschlossen, das heifit, dass ein
Morphismus in M genau dann eine schwache Aquivalenz ist, wenn er in HoM auf einen Isomor-
phismus abgebildet wird. Das hat nichts mit dem Begriff ,,abgeschlossen“ aus Abschnitt 4.c zu
tun.

Die Modellstruktur erlaubt eine einfachere Beschreibung der Homotopiekategorie bis auf Aqui-
valenz. An dieser Stelle kommen auch Faserungen und Kofaserungen ins Spiel.
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4.63. SATZ (Fundamental- iiber Modellkategorien, Quillen). Es sei M eine Modellkategorie,
dann induziert der Funktor Ho eine Aquivalenz von Kategorien HM.; — HoM.

Wir haben in Bemerkung 4.53 gesehen, dass der klassische Abbildungs- und Homotopiebegriff
nicht gut zu schwachen Homotopiediquivalenzen passt. Um [X, Y] wie in Definition 4.62 zu bestim-
men, kann man also X und Y durch schwach dquivalente, fibrant-kofibrante Objekte ersetzen, bevor
man [X,Y] durch Homotopien im Sinne von Definition 4.60 beschreiben kann. In der Tat reicht es
sogar, X durch ein kofibrantes und Y durch ein fibrantes Objekt zu ersetzen.

4.64. BEIsPIEL. Wir wollen uns dieses Resultat anhand der obigen Modellstrukturen auf 7 =
Top, kTop oder kwH anschauen. In der Tat bilden topologische Rdume eine interessante Beispiel-
kategorie, um das Verhalten verschiedener Modellkategorien zu studieren. Allerdings sind in Bei-
spiel 4.59 stets alle Objekte fibrant. Quillen hat gesehen, dass das nicht in jeder Modellkategorie so
sein muss.

(1)

In der Strom-Modellstruktur sind alle Objekte fibrant und kofibrant. Wenn f, g: X — Y
im klassischen Sinne von Definition 2.2 homotop sind, kénnen wir Z = X X I in De-
finition 4.60 (1) wihlen, somit sind f und g linkshomotop. Seien umgekehrt f und g
linkshomotop, dann ist p: Z — X eine Homotopiedquivalenz, und es existiert ein Homo-
topieinverses ¢: X — Z. In der Notation von Definition 4.60 (1) sind dann ¢g, ¢t; und ¢ im
klassischen Sinne homotop. Wir erhalten klassische Homotopien

f=how~hoiy=g.

Also stimmt der neue Homotopiebegriff in der Strgm-Modellstruktur mit dem klassischen
iiberein, und es ist Ho7 = HT die Homotopiekategorie aus Bemerkung 2.6 (2).

Wenn wir zu punktierten Raumen iibergehen, miissen wir als schwache Aquivalenzen punk-
tierte Abbildungen f: X — Y zulassen, fiir die eine punktierte Abbildung ¢g: ¥ — X
existiert, so dass go f und f og als unpunktierte Abbildungen homotop zur Identitét sind,
sieche Ubung 4.97.

Nach wie vor sind alle Objekte fibrant. Kofibrant sind jedoch nur noch die gut punktier-
ten Rdume aus Definition 3.55. Die zugehorige Homotopiekategorie hat als Objekte also nur
gut punktierte Réume, und hier sind schwache Aquivalenzen wieder genau die punktierten
Homotopiedquivalenzen. Somit erhalten wir die korrekte Homotopiekategorie, indem wir
uns in unser naiven Homotopiekategorie auf gut punktierte Rdume einschrinken. Jeden
nicht gut punktierten Raum X koénnen wir, wenn notig, durch den schach dquivalenten,
gut punktierten Raum X V (I,0) mit Basispunkt 1 € I ersetzen.

In der Quillen-Modellkategorie ist jeder Raum nach Satz 4.51 zu einem CW-Komplex
schwach dquivalent. Also reicht es, Abbildungen f, g: X — Y zwischen CW-Komplexen
zu betrachten.

Klassische Homotopie impliziert wieder Homotopie im neuen Sinn. Seien also f, g im
Sinne von Definition 4.60 homotop. Wir approximieren das Zylinderobjekt Z durch einen
CW-Komplex k: W — Z und erhalten mit Satz 4.51 zwei Abbildungen jo, j1: X — W,
so dass ko j; = ¢; fiir i = 0, 1. Auflerdem ist p o k eine Homotopiedquivalenz nach dem
Satz 4.46 von Whitehead. Sei g: X — W ein Homotopieinverses, dann folgt im klassischen
Sinne g ~ jo ~ j1, und wie oben sind auch f und g im klassischen Sinne homotop.

Also ist die Homotopiekategorie zur Quillen-Modellstruktur &quivalent zur naiven Ho-
motopiekategorie HCW der CW-Komplexe, siche Bemerkung 4.53 (1). Letztere ist deutlich
iibersichtlicher als die Kategorie H7T.; aller Retrakte von Zellkomplexen, die uns der Satz
von Quillen liefert. Aulerdem ist HCW eine volle Unterkategorie der Kategorie H7op.Wir
erhalten [X, Y], indem wir X durch einen schwach homotopiedquivalenten CW-Komplex
ersetzen, bevor wir klassische Homotopien betrachten.
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4.f. Faser- und Kofaser-Sequenzen

Ab sofort sei stets T eine ,,schone® Kategorie topologischer Raume, also beispielsweise k7op
oder kwH. Wir arbeiten ab jetzt wieder {iberwiegend mit der zugehorigen punktierten Katego-
rie T4. Auflerdem fixieren wir eine Modellstruktur auf 75, beispielsweise die Stregm- oder die
Quillen-Modellstruktur aus Beispiel 4.59 (1) beziehungsweise (2). In diesem Sinne verstehen wir
schwache Aquivalenzen w7, Faserungen f7. und Kofaserungen ¢7,. Mit Ho7,. bezeichnen wir
eine zugehorige Homotopiekategorie, also etwa die ,,naive” Homotopiekategorie H7T, der gut punk-
tierten Rdume im ersten und HCW, im zweiten Fall, siehe Beispiel 4.64. Wir verstehen die Notati-
on [X,Y] im Sinne von Definition 4.62, das heifit, wir ersetzen X durch einen schwach #quivalenten
kofibranten Raum, bevor wir naive Homotopieklassen betrachten. Die allermeisten Konstruktionen
im Folgenden lassen sich komplett in der Sprache der Modellkategorien fiir beliebige Modellkatego-
rien durchfithren. Wir werden aber die meiste Zeit mit konkreten topologischen Methoden arbeiten.

In den Homotopiekategorien Ho7 gibt es keinen natiirlichen Begriff exakter Sequenzen. In die-
sem Abschnitt lernen wir zwei Typen von Sequenzen kennen, die sich dhnlich wie exakte Sequenzen
verhalten. Dazu ersetzen wir Abbildungen durch homotopiedquivalente Faserungen beziehungsweise
Kofaserungen.

In Definition 3.66 haben wir den reduzierten Kegel CA = AA(I,0) eines Raumes A und den Ho-
motopiequotienten X /A = X Uy C'A eines Paares (X, A) kennengelernt. Nach Bemerkung 3.67 (2)
und (3) sind (CA, A) und (X //A, X) immer Kofaserungen in der Strgm-Modellstruktur.

4.65. DEFINITION. Es sei f: Y — X eine punktierte Abbildung. Dann definieren wir den
(reduzierten) Abbildungskegel durch
Cf=CYUu; X,
wobei f auf der Basis Y =Y x {1} C CY definiert sei.

Insbesondere ist X //A gerade der Abbildungskegel der Inklusion A < X.

4.66. BEMERKUNG. Der Abbildungskegel hat einige schone Eigenschaften.
(1) In Analogie zum Abbildungszylinder aus Definition 3.57 definieren wir den reduzierten
Abbildungszylinder Z f einer punktierten Abbildung f: Y — X als Pushout
Zf =Y NI )Ur X mit Y x{1}2Yy - X.

Er enthilt Y = Y x {0} als Unterraum, und (Zf,Y) ist eine Kofaserung. Auflerdem
betrachten wir die Abbildung f: Y x {0,1} — X mit

- * flir t = 0, und
Hyt) = {f(y) fir t = 1.

Man sieht leicht, dass
Cf=CYUr X=Zf/Y=(YANI) UrX.

(2) Es sei Z ein weiterer punktierter Raum. Aus der universellen Eigenschaft 1.75 eines Pu-
shouts folgt, dass eine Abbildung k: C'f — Z genau einer Abbildung g: X — Z und einer
punktierten Nullhomotopie h von der konstanten Abbildung Y — {2z} < Z zu go f
entspricht.

h

/\
Y AL C

%

Yy x{0,1} X
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(3) Betrachte die Inklusion ¢: X — C'f. Wir schreiben f* = - o f: [X,Z] — [Y, Z]. Mit (2)
sieht man, dass die Sequenz

Cf.2) 5 [X,2) 55 [, 2]
punktierter Mengen fiir alle Z bei [X, Z] im Sinne von Definition 3.17 exakt ist.

Mit Hilfe dieser Bemerkung kénnen wir jeder punktierten Abbildung f: Y — X eine Sequenz
topologischer Rdume und fiir jeden Raum Z eine exakte Sequenz zuordnen. Auf diese Konstruk-
tion kommen wir spiter in der Kohomologietheorie zuriick. Wir erinnern uns an die iterierte
Einhiingung S¥X = S* A X aus Definition 3.71 und Bemerkung 3.73 (2). Sei f: X — Y stetig,
dann schreiben wir im Folgenden —Sf fiir die Abbildung (—idgi) A f: S1X — S'Y.

4.67. SATZ (Barratt-Puppe-Sequenz). Es sei f: Y — X eine Abbildung zwischen kofibranten
punktierten Rdaumen. Dann existiert eine natiirliche Sequenz

2 _ . _ _ .
e stor i eex ey e sx ey Lo xJLy ¢
in T+ mit folgenden Figenschaften:
(1) Fir je zwei aufeinanderfolgende Abbildungen in der Sequenz existiert ein kommutatives

Diagramm

Ck
N\
W-—Vv<r U,

bei dem { eine schwache Aquivalenz ist;

(2) Sei g eine beliebige Abbildung in der Sequenz, dann stimmt die rechts von g abgeschnittene
Sequenz in HoTy gerade mit der entsprechenden Sequenz fiir g tiberein;

(3) Fliir jeden Raum Z ist die induzierte Sequenz

s s%cf, 71 B 52 x, 7 W g2y, Z]( CS) sof, 2 ]L)*
5%, 20 S 15y, 21 L (of, 2] S 1x, 2] s 1y, 2)

von Mengen exakt.

Nach Bemerkung 3.75 (1) ist die Puppe-Sequenz (3) bis zur Stelle [SY, Z] eine exakte Sequenz
von Gruppen, und nach 3.75 (2) sogar eine exakte Sequenz abelscher Gruppen bis zur Stelle [S?Y, Z].

Die Minuszeichen vor allen ungeraden Einhédngungen in (*) sind nétig, um (2) zu beweisen. Sie
spielen eine Rolle in der Theorie sogenannter , triangulierter Kategorien“. Auf die Exaktheit in (3)
haben sie keinen Einfluss, und die analoge Sequenz ohne Minsuzeichen ist offensichtlich isomorph
zu (*), so dass man die Minuszeichen spéter oft weglisst.

Eine Sequenz (*) mit der Eigenschaft (1) heiit auch Kofasersequenz. Man kann zeigen, dass (1)
und die Abbildung f die Sequenz (*) bereits bis auf Isomorphie in Ho7, eindeutig festlegen.

Allgemeiner heifit eine Sequenz

e X3 — Xo— X5 +— X

mit der Eigenschaft (3) Homotopie-koezakt. Diese Eigenschaft ist schwécher als (1) und legt (*) nicht
eindeutig fest. Beispielsweise konnen wir Cf durch einen Raum W ersetzen, der C'f als Retrakt
besitzt, und die Sequenz (*) links von X durch die entsprechende Sequenz zur Abbildung X — W
ersetzen, ohne die Exaktheit von (3) zu zerstoren. Die schwache Aquivalenz £ in (1) ist ebenfalls
nicht eindeutig bestimmt, denn die Gruppe [SU, W] operiert auf der Menge der méglichen Homo-
topieklassen von Homotopiedquivalenzen.
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ABBILDUNG 4.2. Zur Kofasersequenz der Abbildung f: Y — X

BEwEIS. Wir arbeiten hier nur in der Strgm-Modellstruktur. In der Quillen-Modellstruktur
reicht es, die Abbildung f wie in Satz 4.51 durch eine zelluldre Abbildung zwischen CW-Komplexen
zu ersetzen. Dadurch werden alle weiteren Abbildungen in (1) ebenfalls zu zelluldren Abbildungen
zwischen CW-Komplexen.

Wir konstruieren die Sequenz (*) Schritt fiir Schritt und beweisen (1) und (2), dann folgt die
Exaktheit der Sequenz (3) aus Bemerkung 4.66 (3). Am Anfang der Sequenz (*) ist nichts zu tun.

Wir betrachten zu ¢: X — C'f den Abbildungskegel

Ci=CXU,Cf.

Da (CY,Y) eine Kofaserung ist, sind (Cf, X) und (C't, CX) nach Proposition 3.64 ebenfalls Kofa-
serungen. Auflerdem ist C'X zusammenziehbar, also ist die Quotientenabbildung p: Cv — C1/CX
eine Homotopiedquivalenz nach Proposition 3.62. Da C' X die ,,Basis“ des Abbildungskegels C' ist,
ist C't/CX natiirlich homéomorph zur Einhéngung SY. Wir beweisen (1) an der Stelle C'f, indem
wir die Abbildung j: C'f — SY definieren wie im Diagramm

Ci<l Ccf<‘—Xx

J
SY .
Im néchsten Schritt sei J: C'f — C& die natiirliche Inklusion. Wie oben ist C.J = C(C f)U; Cu,

und (CJ,C(Cf)) ist eine Kofaserung. Da die ,,Basis* C(C f) von C'J zusammenziehbar ist, erhalten
wir wieder eine Homotopiedquivalenz

q: CJ —» CJ/C(Cf) = SX .

Das linke Quadrat in Abbildung 4.2 kommutiert bis auf die punktierte Homotopie h: Ct x I — SX
mit
h((y,s),t) = (f(y),1 — s+ st) fir (y,s) e CY C Cu,
und h((z,s),t) = (z,st) fir (z,s) e CX C Cu,
wobei der Kegelparameter s jeweils an der Spitze den Wert 0 und an der Basis den Wert 1 annimmt.
Es folgt h(-,0) = (=Sf)op und h(-,1) = go K, wobei K: Ctv — CJ wieder die natiirliche

Inklusion bezeichne. Wir erhalten das kommutative Diagramm in Abbildung 4.2. Damit ist (1) an
der Stelle SY ebenfalls gezeigt.
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T [revi T
. o

Ff Pf
YI

Y

ABBILDUNG 4.3. Die Pfadfaserung einer Abbildung f: X - Y

Als letztes beweisen wir induktiv (1) und (2), indem wir die Sequenz (*) mit der verschobenen
Sequenz zur Abbildung ¢ vergleichen wie im Diagramm

S
: sx < Y
L T
SOf <2 5x Cu
Dies erlaubt uns, die Sequenz (*) Schritt fiir Schritt nach links fortzusetzen. Die Eigenschaft (1)
folgt aus der entsprechenden Eigenschaft fiir die (-Sequenz eine Position weiter rechts. O

4.68. BEISPIEL. Es sei f: % — S? die Hopf-Faserung. Wenn wir an S? eine Zelle mit der
Verklebeabbildung f ankleben, erhalten wir die komplex projektive Ebene CP2, sieche Ubung 1.130.
Insbesondere ist CP? = Cf, da D* = CS3. Der Quotient von CP? nach dem 2-Geriist S? ist
hom&omorph zu S*. Wir erhalten also eine Kofasersequenz

e 3 gt P 2l g8,
Vollig analog fithren wir jetzt Fasersequenzen ein. Dabei lassen wir uns wie in Abschnitt 3.f
vom Prinzip der Eckmann-Hilton-Dualitit leiten. Wir erinnern uns daran, dass Y+ = C(I1,Y) die

unpunktierten und Y/ die punktierten Abbildungen von I = (I,0) nach Y bezeichnet. Diese Riume
sind dual zum reduzierten Zylinder Y A I, beziehungsweise zum reduzierten Kegel CY'.

4.69. DEFINITION. Es sei f: X — Y eine punktierte Abbildung. Dann definieren wir die Pfad-
Faserung
p: Pf— Y+ &8y
indem wir Pf = { (v,z) e Y+ x X | y(1) = f(z) } - Y+ als Pullback

Y+ < Pf
y<' x
konstruieren. Die typische Faser der Pfadfaserung ist die Homotopiefaser
F]‘“:{(%:U)EYI+ XX")/( = o und (1 } { v, X EY]XX"V(l):f(a?)}.

~ 4.70. BEMERKUNG. Die Pfadfaserung hat folgende Eigenschaften, siehe auch Abbildung 4.3 und
Ubung 4.98.
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(1) Die Abbildungen
eVO:YI+—>Y, evl:YI*'—>Y7
p: Pf—Y und ffevi: Pf — X

sind Hurewicz-Faserungen mit Faser Y/ beziehungsweise F f, siche Definition 3.22.

(2) Wenn wir Y mit den konstanten Pfaden in Y+ identifizieren, ist Y ein Deformationsretrakt
von Y'+. Dabei kénnen wir evy oder ev; als Retraktionsabbildung withlen. Wihlen wir
entsprechend zu x € X den konstanten Pfad im Punkt f(x) und benutzen ¢: X — Pf mit

Uz) = (t— flz), )
um X mit im¢ C Pf zu identifizieren, so wird X zu einem Deformationsretrakt von Pf.
(3) Es gilt por = f, und f o f*evy ist punktiert homotop zu p, somit kénnen wir jede belie-
bige Abbildung f durch eine Hurewicz-Faserung p: Pf — Y mit homotopieiquivalentem
Totalraum ersetzen.
(4) Wenn f: X — Y bereits eine Hurewicz-Faserung ist, dann ist die Homotopiefaser F f
homotopiedquivalent zur Faser f~!(yo).

4.71. BEMERKUNG. Dual zu Bemerkung 4.66 hat die Homotopiefaser folgende Eigenschaften.
(1) Die Homotopiefaser F'f ldsst sich auf zwei Weisen als Pullback darstellen:

YI<———Ff Pf<—2Ff
eVli lq:f*evl und pl i
vy x Y~ pt.

(2) Eine Abbildung k: Z — F f entspricht genau einer Abbildung ¢g: Z — X und einer punk-
tierten Nullhomotopie h von der konstanten Abbildung Z — {yo} < Y zur Abbildung fog.
(3) Wir schreiben f, = fo -: [Z,X]| — [Z,Y]. Aus (2) folgt, dass die Sequenz

2, Ff] 2 [2,X] 25 [2,Y]
punktierter Mengen exakt ist.

Der folgende Satz ist Eckmann-Hilton dual zum Satz 4.67 von Barratt-Puppe. Der Beweis ist

daher Ubung 4.99. Wir iiberlegen uns aber, dass Q¥ X = X5" 20 S¥X = X A S* dual ist.

Da jede Hurewicz-Faserung eine Serre-Faserung ist, sieht diese Sequenz in der Quillen-Modell-

struktur genau so aus wie in der Strom-Modellstruktur. Allerdings sollten wir in (3) den Raum Z
zunéchst durch einen schwach dquivalenten CW-Komplex ersetzen, wenn wir die Menge [Z, -] aus
Definition 4.62 durch die Menge naiver Homotopieklassen ersetzen wollen.

4.72. SATZ. Zu jeder Abbildung f: X — Y existiert eine natiirliche Sequenz

2 2 _ _
s 2P 2y PLory M apr M ox Moy e Lx Ly

punktierter Abbildungen mit folgenden Figenschaften:

(1) Fiir je zwei aufeinanderfolgende Abbildungen in der Sequenz existiert ein kommutatives

Diagramm
N
k ~
W——sV-—eu,

ber dem k eine Homotopiedquivalenz ist;
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(2) Sei g eine beliebige Abbildung in der Sequenz, dann stimmt die rechts von g abgeschnittene
Sequenz in HoT; gerade mit der entsprechenden Sequenz fiir g tberein;
(3) Fir jeden gut punktierten Raum Z ist die induzierte Sequenz

12,0271 Y 17 02x) L0 17 02y E 17 qp g 599
s 1z,0x] E25 1z 0v] B 12, R 2 12, X] L (2,7

von Mengen exakt.

Eine Sequenz mit der Eigenschaft (1) heifit Fusersequenz. Die Sequenz (*) wird durch (1) und
die Abbildung f bis auf Isomorphie in Ho7; eindeutig festgelegt. Allgemeiner heifit eine Sequenz

~—>X3—>X2—)X1—>X0

mit der Eigenschaft (3) Homotopie-exakt. Wiederum ist die Sequenz (*) nicht allein durch diese Ei-
genschaft bis auf Homotopiediquivalenz eindeutig festgelegt, und k& in (1) ist nicht bis auf Homotopie
eindeutig bestimmt.

Als Spezialfall der Sequenz (3) mit Z = S° erhalten wir die lange exakte Sequenz fiir Serre-
Faserungen aus Satz 3.25, wenn wir F'f durch die Faser F und [S°, Q¥ -] mit Hilfe des Exponenti-
algesetzes durch [S¥, -] ersetzen.

4.73. BEISPIEL. Es sei ¢: S? < CP> die Inklusion des 2-Geriistes und f: S® — S? die Hopf-
Faserung. Da 73(CP>) = 0, ldsst sich die Abbildung ¢ o f auf D* = CS?3 fortsetzen. Das liefert
uns eine Abbildung g: S — Fu. Der Schleifenraum QCP> ist nach Ubung 4.100 zu S' homo-
topiedquivalent. Aus der obigen langen exakten Sequenz (3) fiir Z = S* und Beispiel 3.33 folgt,
dass g«: mx(S3) — mp(F1) ein Isomorphismus ist fiir alle k& > 3. Fiir k = 1, 2 iiberlegt man sich,
dass m(Q25?) — 7;(QCPL) = 7;(S') ein Isomorphismus ist fiir j = 0, 1. AuBerdem sind sowohl S®
als auch F't zusammenhéngend. Somit ist g eine schwache Homotopiedquivalenz. Da F't nach einer
etwas allgemeineren Version des Satzes 4.55 von Milnor den Homotopietyp eines CW-Komplexes
hat, ist g nach dem Satz 4.46 von Whitehead sogar eine Homotopiedquivalenz. Wir erhalten somit
eine Fasersequenz

St st Ligr tope
Auf der rechten Seite konnen wir die Fasersequenz sogar noch durch die Abbildung CP>* — HP>
fortsetzen.

4.g. Ubungen zu Kapitel 4
Ubungen zu Abschnitt 4.a.
4.74. UBUNG. Beweisen Sie die folgenden Aussagen iiber Kolimiten.

(1) Der Kolimes colim(A Jdoog B) erfiillt die universelle Eigenschaft des Pushout.
(2) Jeder Kolimes lésst sich als Pushout von Koprodukten schreiben.

4.75. UBUNG. Es sei Z die Kategorie mit einem Objekt aus Beispiel 4.5 und F: T — Vecy ein
Funktor. Beschreiben Sie F in Termen der linearen Algebra und geben Sie lim F und colim F an.

4.76. UBUNG. Welche Rechenregeln ergeben sich aus Lemma 4.14 und dem Exponentialgesetz
fiir Mengen aus Beispiel 4.3 (1)

(1) fir disjunkte Vereinigungen und kartesische Produkte, sowie
(2) fiir kartesische Produkte und Mengen von Abbildungen?
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Ubungen zu Abschnitt 4.b. Zur Erinnerung: unter , kompakt* verstehen wir stets iiberdeckungs-
kompakt und Hausdorffsch, siehe Definition 1.50.

4.77. UBUNG. Zeigen Sie:

(1) Hausdorff-Réume sind schwach Hausdorff, und schwache Hausdorff-Réume erfiillen (T1).

(2) Sei X schwach Hausdorff, K kompakt und f: K — X stetig. Dann ist im f kompakt
(insbesondere Hausdorff), und f ist eigentlich, das heiit, Urbilder kompakter Teilmengen
sind kompakt.

4.78. UBUNG. Zeigen Sie:

(1) Die k-offenen Mengen von X bilden eine Topologie Oy x auf X; diese ist feiner als Ox.
Schreibe kX = (X, Okx), dann ist insbesondere idx: kX — X stetig.

(2) Sei K kompakt, dann ist f: K — X genau dann stetig, wenn f: K — kX stetig ist.

(3) Es gilt Oprx) = Okx, also ist kX kompakt erzeugt.

(4) Ein Raum X ist genau dann kompakt erzeugt, wenn fiir jeden Raum Y und jede Abbil-
dung ¢g: X — Y von Mengen dquivalent sind:
(a) die Abbildung g ist stetig, und
(b) fiir jedes Kompaktum K und jede stetige Abbildung f: K — X ist go f: K = Y

stetig.

4.79. UBUNG. Zeigen Sie:
(1) Der Funktor k: wH — kwH ist rechtsadjungiert zum Inklusionsfunktor i: kwH — wH,
das heifit, fiir alle X € kwH, Y € wH gibt es eine natiirliche Bijektion
hompx (X, kY) = hom,»(iX,Y) .

(2) Essei X € kwH und A C X eine Teilmenge. Dann hat kA die charakteristische Eigenschaft
eines Unterraums in der Kategorie kwH aus Satz 1.43.

(3) Es sei (X;)ics eine Familie von Rdumen in kw#H, dann hat k]|
schaft eines Produkts in der Kategorie kwH aus Satz 1.46.

ser Xi die universelle Eigen-

4.80. UBUNG. Zeigen Sie in Analogie zu Aufgabe 3.126: wenn X ein kompakt erzeugter schwach
Hausdorff-Raum und (X, A) eine Kofaserung in der Kategorie kwH ist, dann ist A C X eine k-
abgeschlossene Teilmenge.

4.81. UBUNG. Es sei X € kwH, und es sei Xg C X; C --- C X eine aufsteigende Folge von
Unterrdumen in kw?H, so dass X = colim X,,. Aulerdem sei K kompakt und f: K — X stetig.
(1) Zeigen Sie, dass im f C X, fiir ein hinreichend grofes n.
(2) Folgern Sie fiir zy € Xy, dass m (X, z9) = colim g (X,,, o).

Hinweis. Beweisen Sie zunichst folgende Aussage: es sei (), eine Folge in X, so dass x,, €
X\ Xp—1, dann ist { z,, | » € N} C X abgeschlossen.

4.82. UBUNG. Es bezeichne || : Top — Set den vergesslichen Funktor, der einem topologischen
Raum die zugrundeliegende Menge zuordnet.

(1) Geben Sie je einen links- und einen rechtsadjungierten Funktor zu |- | an.
(2) Gibt es links- und rechtsadjungierte Funktoren zur Einschrinkung |- | : kwH — Set?

Hinweis zu (2). Welche Auswirkungen hat die Existenz der jeweiligen Adjungierten nach Lem-
ma 4.14 auf Pullbacks und Pushouts?

4.83. UBUNG. Es bezeichne R/Z = Viez S 1 den Quotienten topologischer Riume. Bestimmen
Sie den Kolimes der Folge

R/Z -5 R/Z -3 R/Z -5 R/Z — - -
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zum einen in der Kategorie Top, zum anderen in der Kategorie kwH.
4.84. UBUNG. Wir betrachten den inversen Limes X der Folge
Sl gl gled gl ..

topologischer Riume. Bestimmen Sie eine Abbildung der universellen Uberlagerung R — S* des
ersten Raumes in den Limes X. Ist diese Abbildung eine Einbettung? Ist sie surjektiv?

Ubungen zu Abschnitt 4.c.

4.85. UBUNG. Konstruieren Sie die natiirlichen Transformationen a, A und p aus Definition 4.26,
zeigen Sie, dass sie Isomorphismen sind, und beweisen Sie die Axiome (1) und (2)
(1) entweder fiir (C, x, E), falls endliche Produkte in C existieren und E terminal ist,
(2) oder fiir (C,U, E), falls endliche Koprodukte in C existieren und E initial ist.

4.86. UBUNG. Es sei (C,®, E) eine abgeschlossene monoidale Kategorie.

(1) Benutzen Sie die Adjunktion - ® Y 4 hom(Y, -) und die Funktorialitit von ® im zweiten
Argument, um zu zeigen, dass hom(-,Z): C — C ein kontravarianter Funktor ist.
(2) Zeigen Sei, dass hom( -, -) ein Bifunktor ist, das heifit, dass fiiralle f: Z - W,g: X =Y

gilt
hom(X, f) o hom(g, Z) = hom(g, W) o hom(Y,, f): hom(Y,Z) — hom(X, W) .
4.87. UBUNG. Es sei (C,®, F) eine abgeschlossene monoidale Kategorie. Beweisen Sie die uni-
versellen Eigenschaften des internen hom-Funktors und des Tensorproduktes aus Bemerkung 4.28

mit Hilfe von Bemerkung 4.2. Uberlegen Sie sich auBerdem, dass die Zuordnungen f — g in (1)
und g — f in (2) zueinander invers sind.

4.88. UBUNG. Beweisen Sie Proposition 4.36, orientieren Sie sich dabei am Beweis von Propo-
sition 3.59.

Ubungen zu Abschnitt 4.d.
4.89. UBUNG. Beweisen Sie Folgerung 4.41.

4.90. UBUNG. Zeigen Sie:

(1) Schwach homotopieiquivalente CW-Komplexe sind homotopiedquivalent.
(2) Schwach homotopiedquivalente topologische Rdume haben homotopieiiquivalente CW-Ap-
proximationen.

4.91. UBUNG. Geben Sie k-zusammenhiingende CW-Modelle fiir (CP™, %) an fiir alle k < 2n.
Zusatz: Wie sieht es mit (HP", x) aus?

4.92. UBUNG. Prizisieren und beweisen Sie die folgende Aussage:
Pushouts lingst zelluldren Abbildungen auf Unterkomplexen sowie Kolimiten einer Folge zel-
luldrer Inklusionen von CW-Komplexen liefern wieder CW-Komplexe.

Ubungen zu Abschnitt 4.e.

4.93. UBUNG. Es sei (wM, fM, cM) eine Modellstruktur. Zeigen Sie, dass fM gerade die Men-
ge aller p: E — B in M ist, die fiir alle trivialen Kofaserungen ¢: A — X die Liftungseigenschaft

A*f>E

7
h

zl il J{p
/

X—DB
g
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erfiillen.
Hinweis: Wenn p die Liftungseigenschaft hat, zerlegen Sie p = g o j wie in Axiom (M4) und
schreiben Sie p als Retrakt von ¢.

4.94. UBUNG. Es sei A — X eine Kofaserung und A — Y beliebig. Zeigen Sie, dass der
Pushout Y — X Uy Y wieder eine Kofaserung ist.

4.95. UBUNG. Es sei f: A — B ein Retrakt von g: X — Y im Sinne von Ubung 3.113 in einer
beliebigen Kategorie C. Zeigen Sie:
(1) Wenn g ein Isomorphismus ist, dann ist auch f ein Isomorphismus.
(2) Sei C = Top. Wenn g eine Homotopiedquivalenz ist, dann auch f.
(3) Sei C = Top. Wenn g eine schwache Homotopiedquivalenz ist, dann auch f.
Hinweis: (2) und (3) folgen aus (1) dank Funktorialitét.

4.96. UBUNG. Es sei C eine beliebige Kategorie. Zeigen Sie, dass man stets drei , triviale“ Mo-
dellstrukturen auf C erhilt, indem man fiir zwei der drei Kategorien wC, fC und ¢C alle Morphismen
zulésst, und fiir die dritte nur Isomorphismen. Bestimmen Sie die zugehtrigen Homotopiekategorien
zum einen anhand der Definition 4.62, zum anderen mit dem Satz 4.63 von Quillen.

4.97. UBUNG. Es sei (M,wM, fM,cM) eine Modellkategorie und A ein Objekt von M. Die
Kategorie A | M ,unter A“ enthéilt als Objekte Morphismen der Form A — X in M, und als
Morphismen kommutative Diagramme der Form

N

(1) Zeigen Sie, dass (A M,ALwM; Al eM; Al fM) wieder eine Modellkategorie bildet.
(2) Uberlegen Sie sich, dass eine Homotopiesquivalenz in (A | M).; nicht notwendigerweise
eine Homotopiedquivalenz relativ zu A ist.

X Y

Hinweis zu (2): Verwenden Sie (ohne Beweis), dass Objekte von (A | M).s genau dann schwach
dquivalent sind, wenn sie im Sinne von Bemerkung 4.61 homotopiedquivalent sind.

Ubungen zu Abschnitt 4.f.

4.98. UBUNG. Es sei f: X — Y eine beliebige Abbildung. Beweisen Sie zwei der folgenden
Aussagen aus Bemerkung 4.70.
(1) Die Pfadfaserung Pf — Y ist eine Hurewicz-Faserung mit Faser F'f.
(2) Der Unterraum im(:) = X ist ein Deformationsretrakt von Pf.
(3) Die Abbildung f o (f*evy) ist zu p: Pf — Y punktiert homotop.
(4) Wenn f eine Hurewicz-Faserung ist, ist f~!(yo) zur Homotopiefaser F'f homotopieiqui-
valent.

4.99. UBUNG. Beweisen Sie Eigenschaft (1) fiir die Sequenz (*) aus Satz 4.72 an einer der
Stellen F'f oder Y, indem Sie den Beweis von Satz 4.67 mit Eckmann-Hilton-Dualitét iibertragen.

4.100. UBUNG. Esseit: §2 =2 CP! < CP> die Inklusion. Die Abbildung S'AS! = §2 — CP>
induziert eine Abbildung
st — ol(cp>).
Zeigen Sie, dass diese Abbildung eine schwache Homotopiedquivalenz ist. Aus den Sitzen von Milnor
und Whitehead folgt, dass sie sogar eine Homotopieiquivalenz ist.
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4.101. UBUNG. Es sei ¢: §2 =2 CP' — CP> die Inklusion und F: ihre Homotopiefaser.
Da m3(CP>) = 0, lisst sich die durch die Hopf-Faserung induzierte Abbildung g: S% — % — CP>
auf ganz D* fortsetzen.

Konstruieren Sie damit eine Abbildung S® — Fu. Zeigen Sie mit Hilfe der langen exakten
Sequenz 3.25 fiir Faserungen, dass diese Abbildung eine schwache Homotopiedquivalenz ist.

4.102. UBUNG. Setzen Sie die Sequenz aus Beispiel 4.73 nach links fort, indem Sie sich iiberlegen,
dass QS! zu Z und QFS! fiir k£ > 2 zu einem Punkt homotopiesiquivalent ist.

168



KAPITEL 5

Homologie

Wir haben am Ende von Kapitel 3 gesehen, dass stabile Homotopiegruppen etwas leichter zu
handhaben sind als die urspriinglichen Homotopiegruppen. Wir nehmen das als Inspiration fiir die
Eilenberg-Steenrod-Axiome fiir allgemeine Homologie- und Kohomologiefunktoren. In der Literatur
ist gern von Homologietheorien die Rede, aber eigentlich ist das ganze nur Teil einer groferen
Theorie, daher verwenden wir den etwas bescheideneren Begriff Funktor.

5.a. Die Eilenberg-Steenrod-Axiome

Wir geben die Eilenberg-Steenrod-Axiome fiir allgemeine Homologiefunktoren an, leiten einige
elementare Schlussfolgerungen ab, und geben ein Beispiel einer solchen Theorie. Weitere Homolo-
giefunktoren konstruieren wir spéter.

Ab sofort sei wieder T eine ,,schone“ Kategorie topologischer Raume, also beispielsweise k7op
oder kwH. An einzelnen Stellen werden wir sogar nur die Kategorie CWW der CW-Komplexe und ihrer
zelluldren Abbildungen betrachten. Wir arbeiten ab jetzt wieder iiberwiegend mit der zugehorigen
punktierten Kategorie 71. Auflerdem fixieren wir eine Modellstruktur auf 75, beispielsweise die
Strgm- oder die Quillen-Modellstruktur aus Beispiel 4.64 (2) beziehungsweise (3). In diesem Sinne
verstehen wir schwache Aquivalenzen, Faserungen und Kofaserungen in 7. Anstelle von , kofibrant*
sagen wir aber nach wie vor ,,gut punktiert“ und erinnern uns daran, dass in beiden Modellstruktu-
ren alle Rdume fibrant sind. Mit Ho7; bezeichnen wir wieder eine zugehorige Homotopiekategorie,
und mit [X, Y] die ,,Homotopieklassen® im Sinne von Definition 4.62.

Als Zielkategorie wihlen wir im Folgenden der Einfachheit halber stets die Kategorie C = Modgr
der (Links-) Moduln iiber einem Ring R. Im Prinzip kénnten wir stattdessen eine Kategorie wihlen,
die viele wichtige Eigenschaften mit den Kategorien Modgr gemeinsam hat. Ein paar dieser Ei-
genschaften listen wir gleich auf. Wir koénnten also beispielsweise eine sogenannte Grothendieck-
Kategorie wihlen, siehe (7) unten. Nach dem Satz von Gabriel-Popescu ist jede Grothendieck-
Kategorie C eine volle Unterkategorie der Kategorie Modr mit R = End G, das heifit, sie erbt viele
Eigenschaften von Modg. Allerdings erhalten wir unter Umstédnden andere Limiten und Kolimiten
— dieses Phiinomen haben wir in Abschnitt 4.b bereits beim Ubergang von Top zu den vollen Un-
terkategorien k7op und kwH beobachtet. Insgesamt gibt es kaum Vorteile, allgemeinere Kategorien
als Modgr zu betrachten, daher arbeiten wir lieber direkt in der Kategorie Modg. Spéater werden
wir dariiber hinaus oft annehmen, dass R kommutativ oder sogar ein Hauptidealring ist. Das liefert
uns gleich die wichtigsten Zielkategorien, ndmlich

Mody, = Ab und Modi = Vecy fiir einen Korper k .
Die wichtigsten Korper wiederum werden k = Q und k = Z/2 sein.

5.1. BEMERKUNG. Es sei R ein Ring. Dann hat die Kategorie Modgr der (Links-) R-Moduln
folgende wichtige Eigenschaften.

(1) Punktiert: Es gibt ein Nullobjekt 0, und daher zwischen je zwei Objekten X, Y einen
Nullmorphismus 0: X — 0 — Y, siche Bemerkung 4.29.
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(2)

()
(6)

(7)

(8)

Additiv: Zusétzlich zu (1) gibt es endliche Produkte und Koprodukte, und fiir je zwei
Objekte ist die natiirliche Abbildung

XUY —XxY

ein Isomorphismus. Wir nennen das Koprodukt daher auch direkte Summe. Jetzt kann
man Morphismen f, g: X — Y addieren:

XS xxx< xox yeoy Ty
Diese Addition entspricht genau der elementweisen Addition, also (f + g)(z) = f(z) +
g(x) € Y. Allein aus der kategoriellen Beschriebung folgt, dass Hompg(X,Y') eine abelsche
Halbgruppe ist, und das die Verkniipfung von Morphismen bilinear ist. Zus&tzlich fordert
man noch, dass Hompg(X,Y') sogar ein Gruppe ist.
Prg-Abelsch: Zusétzlich zu (1), (2) hat jeder Morphismus f: X — Y einen Kern ker f — X
und einen Kokern Y — coker f. Bisher haben wir sie als Faser und Kofaser bezeichnet:

ker f& — > X coker f <— —-Y
! A
! J{f und \ Tf
y !
0 Y 0 X.

Abelsch: Zusatzlich zu (1)—(3) ist jedes Unterobjekt normal, das heifit, Kern eines Mor-
phismus, und jeder Quotient ist konormal, das heifit, Kokern eines Morphismus. Wir ver-
zichten hier auf die kategorielle Beschreibung. Als Folge gilt der Homomorphiesatz: Fiir
jeden Morphismus f: X — Y gilt

im f = ker coker f = coker ker f = coim f .

AuBerdem kénnen wir in abelschen Kategorien iiber exakte Sequenzen sprechen.
Vollstindig und Kovollstindig: Alle Limiten und Kolimiten existieren, siehe Abschnitt 4.a.
Aus (1)—(4) folgt bereits, dass alle endlichen Limiten und Kolimiten existieren.

Ezxakte gerichtete Kolimiten: Jede Folge von Abbildungen kurzer exakter Sequenzen hat
als Kolimes wieder eine kurze exakte Sequenz, siche Beweis von Lemma 5.37. Man beachte,
dass die analoge Eigenschaft fiir Limiten im Allgemeinen nicht gilt, siche Abschnitt 6.b.
Hier ist also zum ersten Mal das Dualitdtsprinzip verletzt.

Grothendieck-Kategorie: Zusétzlich zu (1)—(6) hat Modpg einen Erzeuger, ndmlich R. Dazu
betrachten wir den Funktor |- | : Modr — Set aus Bemerkung 4.29, der ein Objekt X auf
die Menge (nach (2) sogar abelsche Gruppe) |X| = Hompg (R, X) abbildet. Dieser Funktor
ist treu, das heifit, fur alle Objekte ist Hompg(X,Y) — Abb(|X|,|Y]) injektiv.
Abgeschlossen Monoidal: Wenn R kommutativ ist, ist Modp eine abgeschlossene monoidale
Kategorie, sieche Abschnitt 4.c.

In der Kategorie Modg gelten viele Lemmata der homologischen Algebra, von denen wir bis jetzt
nur das Vierer- und Fiinfer-Lemma 3.20 kennengelernt haben. Dank (4) lassen sich viele Sdtze tiber
exakte Sequenzen durch ,Diagrammjagd“ beweisen, und dank (7) diirfen wir dabei mit Elementen
(nicht mit Morphismen) arbeiten, siehe etwa Satz 5.6 {iber die Mayer-Vietoris-Sequenz. Eigen-
schaft (8) wird wichtig, sobald wir zu sogenannten ,multiplikativen“ Theorien {ibergehen. Spéter
werden wir zusétzlich sogar fordern, dass R ein Hauptidealring ist, siehe etwa Abschnitt 5.e.

5.2. DEFINITION. Es sei R ein Ring. Ein (allgemeiner) reduzierter Homologiefunktor (ﬁ.,@.)

mit Werten in Modg besteht aus einer Familie von Funktoren

he = (ﬁn T — ModR)
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und einer Familie natiirlicher Transformationen ¢ = (0 )nez mit 0, (X, A): iLn(X/A) — iLn_l(A)
fiir alle Kofaserungen (X, A) in ¢75, die die folgenden FEilenberg-Steenrod-Aziome erfiillen.

(1) Homotopieinvarianz. Fiir jede schwache Aquivalenz f: X — Y ist by f: hy(X) — hy(Y)
ein Isomorphismus fiir alle n € Z.

(2) Homologiesequenz. Fiir jede Kofaserung (X, A) mit den natiirlichen Abbildungen +: A —
X und p: X — X/A ist die folgende Sequenz exakt:

e 1 (A) B (XJA) L R () e R (A) — -
(3) Summenaxiom. Sei (X, x;)icr eine Familie von Rédumen, dann ist die von den Inklusions-
abbildungen ¢;: X; — \/;c;(Xs, ;) induzierte Abbildung

B hnti: @ ha(Xi) = o (\/(Xz-,:m)

iel il el
ein Isomorphismus.

Man nennt (B.,@.) einen (gewdhnlichen) reduzierten Homologiefunktor mit Koeffizienten M €
Modpg, wenn zusétzlich das folgende Axiom gilt.

(4) Dimensionsaziom.
lNLn(SO)z{M fiir n = 0, und
0  sonst.

Aufgrund der Diagramme in Definition 4.60 gilt h, f = h,g fiir alle n, wenn f und g: X - Y
(rechts- oder links-) homotop sind. Nach Definition 4.62 lisst sich A, auf der Homotopiekatego-
rie Ho7; definieren. Axiom (2) spricht nur iiber Kofaserungen. Fiir beliebige Paare (Y, X) und
allgemeiner Abbildungen f: X — Y ersetzt man den Quotienten durch den Homotopiequotien-
ten X //A aus Definition 3.66, beziehungsweise durch den Abbildungskegel aus Definition 4.65.
Aufgrund der Homotopieinvarianz von h gilt Axiom (2) in dieser Situation analog.

Wir betrachten die Kategorie der Pfeile in ¢75, das ist die volle Unterkategorie von Pair, die
alle Kofaserungen (X, A) enthilt. Die Zuordnungen (X, A) — hy,(X/A) und (X, A) — hy_1(A)
sind zwei Funktoren von dieser Kategorie in die Kategorie Modp. Der Verbindungshomomorphis-
mus oder die Randabbildung 0y im Axiom (2) ist eine natiirliche Transformation im Sinne von
Definition 3.3 zwischen diesen beiden Funktoren. Sei f: (X, A) — (Y, B) eine Abbildung zwischen
Kofaserungen, dann erhalten wir also ein kommutatives Diagramm

s () P () P R (XA) =2 i (A) —— L

ﬁn(flA)l flnfl ibnfl Enfl(f‘A)J/
S h(B) s B (V) s Ry (Y/B) =2 By g (B) —— ...

Dabei ergibt sich die Kommutativitit der zwei linken Quadrate aus der Natiirlichkeit von ¢ und p
(sieche oben) und der Funktorialitéit von h,,, wihrend die Kommutativitéit des rechten Quadrats
aus der Natiirlichkeit von d, folgt. Streng genommen sollten wir in der Sequenz (3) Minuszeichen
wie in den Faser- und Kofasersequenzen 4.67 und 4.72 einbauen. Diese dndern jedoch nichts an der
Exaktheit und der Natiirlichkeit und werden daher meist weggelassen. .

Spéter schreiben wir meistens nur he anstelle von (h.,@.). AuBerdem kiirzen wir gern hy f
durch f, ab, wenn klar ist, zwischen welchen Homologien f, abbildet.

In der Literatur gibt es viele Varianten dieser Axiome. Die natiirliche lange exakte Sequenz (2)
zusammen mit Homotopieinvarianz (1) bilden dabei stets den ,harten Kern®“. Auf das Summenaxi-
om (3) kénnen wir wegen Bemerkung 5.7 verzichten, wenn wir nur endliche Koprodukte betrachten
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wollen; diese reichen aber nicht fiir alle Anwendungen aus. Andere Axiome kénnen wir bei Bedarf
zusiitzlich fordern, zum Beispiel, dass (3) sogar fiir alle abstrakten Limiten gilt. Die urspriingli-
chen Axiome von Eilenberg und Steenrod beziehen sich iibrigens auf unreduzierte Homologie, siehe
Bemerkung 5.5 (2) unten.

5.3. LEMMA. Es sei X schwach zusammenziehbar, das heifit, schwach dquivalent zum Ein-
Punkt-Raum pt. Dann gilt hi(X) = 0 fir jeden allgemeinen reduzierten Homologiefunktor h.

BEWEIS. Betrachte (X, A) = (pt,pt) mit den natiirlichen Abbildungen ¢ = p = idx. Nach
Axiom (2) ist die Sequenz
i (XJA) & T (X) £ n(4)
bei hy,(X) exakt, also folgt
hn(X) = im(id) = ker(id) = 0 C h,(X) ,
das heifit, Bn(pt) = 0 fiir alle n € Z und fiir jeden allgemeinen reduzierten Homologiefunktor. [

Wir kennen bereits einen allgemeinen Homologiefunktor. Dieser wird uns spéter dabei helfen,
weitere Homologiefunktoren zu konstruieren.

5.4. FOLGERUNG (aus Satz 3.80 und den Propositionen 3.77 und 3.82). Die stabilen Homoto-
piegruppen bilden einen allgemeinen Homologiefunktor w5: T, — Ab.

Stabile Homotopiegruppen erfiillen aber nicht das Dimensionsaxiom, denn nach Satz 3.99
gilt 75 (S%) = Z/2 # 0.

5.5. BEMERKUNG. Wir betrachten die Rolle des Basispunktes in der Homologie. Dazu sei X
ein Raum mit Basispunktes z9. Wegen der Homotopieinvarianz 5.2 (1) diirfen wir X, wenn notig,
durch einen schwach dquivalenten Raum X V (7,0) mit gutem Basispunkt (I, 1) ersetzen.

(1) Es sei X4 = X U {*} ein Raum mit neuem Basispunkt *, dann betrachten wir die punk-
tierten Abbildungen

0S80 — X, mit  S° = {z, %} C X, ,
p: Xy — X=X,/8° mit  p(x) =z ,
r: Xy — SY mit r(z)=xz¢ firallex e X .

Dann ist SY ein Retrakt von X, und S° < X ist eine Kofaserung. Nach Ubung 5.85
zeigt die lange exakte Sequenz

ot B (X)) e R (X)) 2 R (S0) X
dass hp(X 1) = hy(X) @ hy(S°), und wir erhalten einen Isomorphismus
pe: ker(ry: hg(X4) — hi(S%) — ha(X) .

Die linke Seite ist funktoriell in X und héngt nicht von der Wahl des Basispunktes in X
ab. Sie ist sogar noch wohldefiniert, wenn X {iberhaupt keinen guten Basispunkt besitzt.
Allerdings héngt der Isomorphismus p. selbst von der Wahl von zg ab, siehe Ubung 5.86.

(2) Zu jedem allgemeinen reduzierten Homologiefunktor he definieren wir einen allgemeinen
unreduzierten Homologiefunktor he auf 7 durch

hi(X) = hp(X4)
Fiir Paare (X, U) definiert man einen relativen Homologiefunktor he durch
hi(X,U) = (X J/U)
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sieche Ubung 5.98 fiir CW-Komplexe. Die Eilenberg-Steenrod-Axiome [ES, Section 1.3]
fordern anstelle von Axiom 5.2 (2) eine lange exakte Sequenz

o e (U) 2 b (X, U) — T (X)) 4— T (U) — - --

fiir alle Paare (X, U), nicht nur fiir Kofaserungen. Aulerdem benotigt man ein Ausschnei-
dungsaxiom, siehe Satz 7.47. Diese Forderungen sind dann zu 5.2 (2) dquivalent.

(3) Mit Hilfe der Sequenz aus (1) konnen wir h,(X) aus der unreduzierten Homologie rekon-
struieren:

0 +— hp(X) +— hnp(X) ¢ hy(pt) «— 0 (*)

Sei X # (), und ¢: X — pt bezeichne die konstante Abbildung, dann erhalten wir

hn(X) = ker(CI*3 hn(X) — hn(pt)) :

Fiir X = () ist die Abbildung ¢ nicht mehr definiert, und es gilt ,(X) = 0. In diesem
liefert die obige lange exakte Sequenz

Pa—1(0) 22 by (pt) = hp(S°) .

Dies passt zur Homologiesequenz 5.2 (2), da wir Xy = X/() definiert hatten. Also kénnen
wir reduzierte Homologie sogar auf ganz 7 definieren.

(4) Wir erhalten wegen Satz 3.95, Folgerung 5.4 und (2) als Beispiel eines allgemeinen unre-
duzierten Homologiefunktors den gerahmten Bordismus

QfF (X) = m(X.)

In Zukunft meinen wir immer reduzierte Homologiefunktoren, solange wir nicht anderes sa-
gen. Als néchstes wollen wir einige moglichst allgemeine Sétze iiber Homologiefunktoren aus den
Axiomen herleiten.

5.6. Sarz (Mayer-Vietoris-Sequenz). Es sei X = AU B, so dass (A,AN B) und (B,AN
B) Kofaserungen sind, und es sei h ein allgemeiner Homologiefunktor. Bezeichne die natiirlichen
Inklusionen mit

ANB— %> A
b 7
B . x.

Dann existiert ein natirlicher Verbindungshomomorphismus 0: iLn(X) — Bn_l(AﬂB), so dass die
Sequenz

o B 1 (AN B) 2 (X)) £ oy (A) @ B (B) €2 By (AN B) +— -
exakt ist.

BeweIs. Wir wissen aus Folgerung 3.65, dass (X, A) und (X, B) unter den obigen Vorausset-
zungen ebenfalls Kofaserungen sind. Aufierdem gilt X/A = B/(AN B) und X/B = A/(AN B).
Wir fassen die h-Sequenzen fiir die Paare (X, A), (X, B), (A, AN B) und (B, AN B) im folgenden
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Diagramm zusammen:

T4 o Sx
hn-1(X/B) hn-1(A) hn(X/A) hn(B) hn+1(X/B)
hn—l(X) Bn—l(AOB) Bn(X) iln(AmB)

4 NN ) SN
hn-1(X/A) hn-1(B) hn(X/B) hn(A) hny1(X/A)
N~ R
Sx T x 8

Die linke und die rechte Raute kommutieren, weil ho ein Funktor ist. Die ,runden Dreiecke* kom-
mutieren wegen der Natiirlichkeit der langen exakten Sequenz (2), angewandt auf die Paarabbil-
dung (B,AN B) — (X, A) beziehungsweise (4,AN B) — (X, B), und weil X/A = B/(AN B)
beziehungsweise X/B = A/(A N B). Die Kommutativitdt der mittleren Raute kénnen wir erst
spéater in Bemerkung 5.8 zeigen; sie wird im Folgenden auch nicht benutzt.

Als Verbindungshomomorphismus wahlen wir 0 o p, = —0 o ¢,. Da 9 natiirlich ist, ist dieser
Verbindungshomomorphismus ebenfalls natiirlich, héngt allerdings von der Reihenfolge der Men-
gen A und B ab. Um zu zeigen, dass die Sequenz exakt ist, veranstalten wir eine Diagrammjagd
zwischen den (oben schwarz gezeichneten) exakten Sequenzen der Paare (X, A) und (B, AN B).

Beispielsweise folgt die Exaktheit bei h,,(A) @ h,(B) aus folgendem Argument. Sei zunéchst v €
hn(AN B). Aus der Kommutativitéit der rechten Raute folgt

((ix +Js) 0 (ax, =b:)) (7) = (ix 0 @) (7) = (Jx 0 bu)(7) = 0.

Seien jetzt a € hy,(A) und S € hy,(B) gegeben, so dass i,o + j, 8 = 0. Dann liegt & = —j.8 = i,
im Bild von i,, also im Kern von p,. Es folgt s,3 = —p.& = 0, also existiert ein Element 7/ €
ﬁn(A N B) mit —b,y = B. Da (ix 0 ax)y = (Jx 0 be)y = € = ixa, also ix(a — a.y') = 0, existiert
ein § € hpy1(X/A) mit 35 = a — a.y’ € hp(A). Dann ist vy = v/ + 85 € h,(A N B) das gesuchte
Urbild von (a, B).

Die Exaktheit an den anderen Stellen ist Inhalt der Ubung 5.87. U

5.7. BEMERKUNG. Mit Hilfe der Mayer-Vietoris-Sequenz sehen wir, dass das Summenaxiom (3)
fiir endliche Summen bereits aus den Axiomen (1) und (2) folgt, denn mehr haben wir im obigen
Beweis nicht gebraucht. Sei dazu X =Y V Z mit Basispunkt in Y N Z = pt, dann erhalten wir mit
Lemma 5.3, dass

e R (pt) e B (X) E Ry (V) @ i (Z) — Tn(pt) ¢— -

5.8. BEMERKUNG. Aufgrund der Symmetrie des Diagramms im Beweis von Satz 5.6 erhalten
wir analog zur Mayer-Vietoris-Sequenz eine zweite Sequenz

e 1 (X) 2 (AN B) &2 (X A) @ hn(X/B) B (X)) — -

Nun kann man sich iiberzeugen, dass X/(AN B) = (X/A) V (X/B), indem man X/(AN B) als
Pushout von A/(A N B) ldngs pt — B/(A N B) schreibt. Dann entspricht die obige Sequenz nach
Bemerkung 5.7 gerade der exakten Sequenz des Paares (X, AN B). Aus ihrer Exaktheit schliefien
wir, dass auch die mittlere Raute im obigen Diagramm kommutiert.
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5.9. BEMERKUNG. Nach Folgerung 5.4 bilden die stabilen Homotopiegruppen 73 einen Homo-
logiefunktor, somit ist die Mayer-Vietoris-Sequenz fiir w7 exakt. Wenn dhnliche Zusammenhangs-
voraussetzungen fiir die Paare (A, AN B) und (B, AN B) wie in Folgerung 3.65 gelten, existiert
eine #hnliche endliche exakte Sequenz fiir die ,instabilen“ Homotopiegruppen m,. Wir iiberlassen
Konstruktion und Beweis dem Leser als Ubung 5.88. Allerdings muss man fiir 71 aufpassen, da der
Satz 2.42 von Seifert-van Kampen sich nur dann gut in die lange exakte Sequenz einfiigt, wenn
mindestens eine der Gruppen 71(A), 71(B) oder m1(A N B) verschwindet.

5.10. SATZ. Es sei he ein allgemeiner reduzierter Homologiefunktor und k, n € Z mit n > 1.
Dann existiert fiir jeden gut punktierten Raum X ein natirlicher Isomorphismus

hi(S™X) = hy_n(X) . (1)

Falls he €in gewohnlicher reduzierter Homologiefunktor mit Koeffizienten M in Modg ist, gilt ins-
besondere

hi(S™) =

~ M falls k =n, und
{ (2)

0 sonst .

Aussage (1) liefert fiir he = 75 eine offensichtliche Folgerung aus dem Freudenthalschen Ein-
hiangungssatz 3.74.

Jetzt wird auch der Name ,, Dimensionsaxiom* klar: ein reduzierter Homologiefunktor mit Koef-
fizienten M 22 0 ,,sieht“ die Dimension der Sphéren S™. Daher lassen sich manche derAnwendungen
des Satzes 3.42 von Brouwer-Hopf aus (2) folgern, beispielsweise der Fixpunktsatz 3.44 von Brou-
wer und der Satz 3.51 von der Invarianz der Dimension. Fiir den Satz 3.48 vom Igel benotigen wir
zusétzlich den Abbildungsgrad, siehe Satz 5.11 unten.

BEWEIS. Diesen Beweis konnen wir entweder analog zum Satz 3.42 oder mit Hilfe der Mayer-
Vietoris-Sequenz fithren. Wir entscheiden uns fiir Letzteres. Fiir n = 0 ist nichts zu zeigen. Fiirn > 1
zerlegen wir S X in zwei reduzierte Kegel CT X = (I,0)A---A(1,0) AX = D™ A X mit Basispunkt
auf dem Durchschnitt S"7'X = C7X N C"X. Da (C?X,S" ' X) Kofaserungen sind und C?X
zusammenziehbar, erhalten wir mit Lemma 5.3 und Satz 5.6 die exakte Sequenz

o P (CTX) @ Py (CTX) 4= g1 (S X) 2 Bp(S7X) = hyp(CTX) @ 7 (CP X)) -+ -

=0 =0

Wir erhalten induktiv den gesuchten Isomorphismus
hi(S"X) 22 by (S"TLX) 22 hy (X)) .

Wenn h, ein gewOhnlicher reduzierter Homologiefunktor mit Koeffizienten M in Modp, ist, folgt
die zweite Behauptung aus der ersten und dem Dimensionsaxiom 5.2 (4). O

Wir betrachten jetzt stetige Abbildungen f: S™ — S™. Nach dem Satz 3.42 von Brouwer-Hopf
und Ubung 3.116 ist fiir alle n > 1 der Abbildungsgrad aus Definition 3.45 ein Ringisomorphis-
mus deg: m,(S™) — Z. Wegen Homotopieinvarianz hingt f,: hy(S™) — hi(S™) nur vom Abbil-
dungsgrad deg f ab. Fiir spatere Anwendungen ist die Charakterisierung des Abbildungsgrades fiir
differenzierbare f aus Folgerung 3.89 hilfreich, bei der es reicht, die Urbilder eines reguléren Wertes
von f mit dem durch die jeweilige Orientierung von df gegebenen Vorzeichen zu zéhlen.

Da Modg additiv ist, ist Hompg (h(S”),h(S”)) eine abelsche Gruppe, oder dquivalent ein Z-
Modul. Wir kénnen also Elemente von Homp (E(S’”), iL(S")) mit ganzen Zahlen multiplizieren.

5.11. SATZ. Sei he ein Homologiefunktor, und k € Z, m, n € N und f: S™ — S™ seien stetig.
(1) Falls m < n, gilt f, = 0: hp(S™) = hi(S™).
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(2) Falls m =n, gilt f. =deg f: Ry (S™) — hy(S™). ) )
(3) Falls m > n und falls he das Dimensionsazxiom (4) erfillt, gilt f. = 0: hx(S™) — hi(S™).

Insbesondere liefert dieser Satz eine weitere Charakterisierung des Abbildungsgrades. Allerdings
konnen wir den Abbildungsgrad nur dann mit Hilfe von he bestimmen, wenn Z treu auf B.(SO)
wirkt. Das ist beispielsweise nicht der Fall, wenn he ein gewohnlicher Homologiefunktor mit Koef-
fizienten Z/n ist fiir ein n # 0.

BEWEIS. Nach Satz 3.42 (1) ist f homotop zur konstanten Abbildung, falls m < n. In diesem
Fall faktorisiert f, tiber hk(pt) = 0, und es folgt Behauptung (1).

Falls o das Dimensionsaxiom erfiillt und m # n, gilt 2,(S™) = 0 oder hi(S™) = 0, und es
folgt (3).

Zu (2) reicht es, zu zeigen, dass h: m,(S") — EndR(ﬁk(S")) mit f — f, ein Homorphismus
abelscher Gruppen ist. Denn degidgr = 1, und wegen Folgerung 3.46 und Funktorialitit folgt

fe=(deg f -idgn), = deg f - (idgn ). = deg f .
Es sei S"~1 C S™ ein Aquator, der den Basispunkt erhélt. Wir betrachten die Quotientenab-

bildung d: S™® — S"/S"~!1 = 8" v §" Seien f, g: S — S™ gegeben, dann koénnen wir die Sum-
me [f] + [g] € m,(S™) nach Definition 3.1 darstellen durch die zusammengesetzte Abbildung

s s gny gn L9, g
Wir wenden den Homologiefunktor A, an und erhalten
Fin(S™) <2 B (S™) @ P (S™) L295 R (S™) *)
Um die Abbildung d, besser zu verstehen, betrachten wir zunéchst f = idgn, g = 0. Dann ist (f V
g) o d homotop zur Identitit, und wir erhalten
(idﬁn(Sn) @0)od, = idj, (gny -

Indem wir die Rollen von f und g vertauschen, sehen wir insgesamt, dass d, = A die Diagonalab-
bildung in die direkte Summe ist.

Wir vergleichen jetzt das Diagramm (*) mit der Addition von Morphismen in Modr nach
Bemerkung 5.1 (3) und erhalten wie gewiinscht

(fVg)od) = (fi ®gs) oA = fi+ g« € Homp(hn(S™), hn(S™)) - O

5.12. BEMERKUNG. Aussage (3) gilt nicht fiir allgemeine Homologiefunktoren. Dazu betrachten
wir wieder 75. Es sei f: 93 — S? die Hopf-Faserung. Aus Satz 3.99 wissen wir, dass 0 # [f] €
75(52%) = w5(SY). AuBerdem sei 1 = [idgn] € 75(S°). Es folgt

(1) = fulidgs] = [f oidgs] = [f] # 0 € 75(S5?) .
5.b. Zellulire Homologie

Wir zeigen, dass sich die (gewdhnliche) Homologie he von CW-Komplexen allein aus den Ko-
effizienten he(SY) und gewissen Daten der CW-Struktur berechnen lisst. Dieses Ergebnis ist aus
mehreren Griinden interessant:

e Eszeigt, dass die Eilenberg-Steenrod-Axiome gewdhnliche Homologiefunktoren auf der Un-
terkategorie der CW-Komplexe bereits vollstdndig festlegen, in der Quillen-Modellstruktur
also auf ganz 7y;

e Es zeigt auch, dass gewohnliche Homologiefunktoren mit beliebigen Koeffizienten in Modg
stets existieren;
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ABBILDUNG 5.1. Das Teleskop einer Folge von CW-Komplexen

e Fiir einfach konstruierte Rdume erhalten wir sehr effizientes Verfahren zur Bestimmung
der Homologiegruppen.

Wir beginnen mit einigen Voriiberlegungen.

5.13. PROPOSITION. Es sei he ein Homologiefunktor, der das Summenaziom 5.2 (3) erfillt, und

es sei X ein CW-Komplex mit einer aufsteigenden Folge Xo C X1 C ... von Unterkomplexen, so
dass X = J;en X Fiir alle k gilt dann

hy(X) = colim hy(X;) .
BEWEIS. Anstelle von X betrachten wir den CW-Komplex
Y= J(li+1]4 AX5) C[0,00)1 A X,
1€N
siehe Abbildung 5.1. Somit ist Y die Vereinigung der Abbildungszylinder der Inklusionen ¢;: X; —
Xi+1. Die Projektion [0,00)+ A X — X induziert eine Abbildung 7: Y — X. Analog definieren wir

Yo = (i +1]4 AXG) — X,
i<n
Dann ist 7, eine Deformationsretraktion, insbesondere eine schwache Aquivalenz.
Als néchstes zeigen wir, dass r eine schwache Homotopiedquivalenz ist. Jede stetige Abbil-
dung S* — X trifft nach Proposition 4.38 nur endlich viele Zellen, und faktorisiert daher iiber
eine der Inklusionen X; — X. Das gleiche gilt fiir Homotopien zwischen solchen Abbildungen.

Analog faktorisieren Abbildungen S* — Y und Homotopien zwischen ihnen iiber eine der Inklusio-
nen Y; — Y. Da X; und Y; homotopiedquivalent sind, induziert r einen Isomorphismus

7:(Y) = colim 7, (V;) —= colim 7y, (X;) = m(X) .

Nach dem Satz 4.46 von Whitehead ist r sogar eine Homotopiedquivalenz. Also reicht es, iL.(Y) zu
bestimmen.
Wir schreiben Y als Vereinigung zweier Unterkomplexe

A= (126,20 +1]4 AXy)  und  B=J([20+1,2i + 24 A Xpi1) CY .
ieN ieN
Dann erhalten wir Homotopieaquivalenzen
A~ \/ Xy, B~ \/ Xai1, umd  ANB~\/X;.
ieN ieN ieN
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Da es sich um Unterkomplexe handelt, sind (A, AN B) und (B, A N B) Kofaserungen, und wir
betrachten die Mayer-Vietoris-Sequenz

'-<—hk <;@zeN k(X2i) EBEBZEN (X21+1)<;®6Nhk( Q)
Nl@eN(_l)iidﬁk(xn

17[) ~
e (Y Dien e (Xi) Dicn hn(Xi) <— -+
Der Pfeil ¢ wird nach Satz 5.6 fiir alle ¢ gegeben durch
Cp|}~lk(X2i) - idi"k(XZi) — L2ix und SD‘;%(X%-!—I) = L2it1)s T idilk(XziH) ’
also erhalten wir
P = @ 1d~ Lz*

1€N
Sei Y ey € kert, dann konnen wir induktiv a; = 0 € ﬁk(XZ) zeigen, also ist ¢ injektiv,
und die Sequenz zerfillt in lauter kurze exakte Sequenzen. Mit der iiblichen Charakterisierung des
Kolimes folgt

Y) @ hi(X;) / im e 22 colim hy(X;) - O

Im folgenden sei he stets ein gewohnlicher reduzierter Homologiefunktor mit Koeffizienten M =
ho(S°) in Modg. Wir fixieren Homéomorphismen D™ /S 2 §” und benutzen die Isomorphismen
On: hn(S™) = hp_1(S"71)

aus dem Beweis von Satz 5.10, um induktiv h,,(S™) mit ho(S°) = M zu identifizieren.

Sei (X, {zo}) ein CW-Paar wie in Definition 4.37 mit den n-Geriisten X" fiir n > —1 und den
Indexmengen J" fiir die n-Zellen fiir n > 0. Insbesondere gilt X ! = {x¢} und X° = JO 1y {x¢}.
Wir schreiben

MO = @ M und Z ajey (aj)jesn € MO
jeJjn jeJn
wobei wir verlangen, dass a; = 0 aufler fiir endlich viele j € J".
Es seien @' die charakteristischen Abbildungen von X fiir j € J". Fiir alle n fassen wir 7

als Abbildung von Paaren (D™, S"~!) — (X", X"~1) auf und bezeichnen die induzierte punktierte
Abbildung auf den Quotienten mit ®7: 5™ — X" /XL

5.14. LEMMA. Es sei k € Z und n > 0. Wir erhalten natiirliche Isomorphismen

M = p, (X" /X1 mit ajej — izna?(aj) fir alle j € J*, (1)
~,€(Xn /X" falls k #n | (2)

hi (X™) falls k > n (3)

und  hg(X ) = hy (X™) fallsn >k . (4)

BEWEIS. Fiir jedes n > 0 erhalten wir ein kommutatives Diagramm

; n PN
[Lcpn (D, 1) 20 xn

i n \/EJ (i n n—
Vjem S ]4>X /X"
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und die Abbildung \/; @? ist ein Homdomorphismus. Die Behauptungen (1) und (2) folgen aus dem
Summenaxiom und aus Satz 5.10.

Punkt (3) folgt aus (2) fiir » = 0 und ergibt sich fiir n > 0 induktiv aus der langen exakten
Sequenz des Paares (X", X"~ !) aus Axiom (2) und Behauptung (2) fiir & > n, da

e M (X XY e A (XY — (X — -
—_— —_———
~0 ~0
~ Mit (2) und der langen exakten Sequenz des Paares (X n+l X") schlieBen wir, dass Ay, (X"1) =
hi(X™) fiir n > k, denn
e R (XX e B (XY ¢ R (X7 e By (XX o
—_—
~0 =~0

Behauptung (4) folgt jetzt aus Proposition 5.13 mit X; = X*. O

Nach dem obigen Lemma enthilt die lange exakte Sequenz des Paares (X"! X™) fiir alle n
einen Ausschnitt der Form

~ ~ n+l _ n+1 ~ ~
P (XL /XY By (XY 2 R () 2 o (X XY B o (XY e g (X7
———
=0 >N, (X) @t =y

Wir definieren dS%WV = p?~! 0 9 und setzen diese Ausschnitte zu einem kommutativen Diagramm

0
\~
hn(X)
x /
o (X™)

~ " e

n

. hn 1(Xn I/Xn 2) d Xn/Xn 1) iln+1(Xn+1/Xn)

N / AN

Ry 1(Xn 1 Bn—i—l (Xn—H)

N

zusammen. Indem wir die Exaktheit der Diagonalen ausnutzen, erhalten wir eine Kette natiirlicher
Isomorphismen

0

hn(X) = hy, (X™)/im ot da ("1 surjektiv ist,
>~ im pf/ im(p” o 8”+1) da p? injektiv ist,
= ker 0"/im dSYY da imp = ker 9",
= kerdS"W /imdSYy da p" ! injektiv ist.
Der Quotient auf der rechten Seite ist wohldefiniert, da im dg}ﬁ C ker dSW, oder #quivalent
dSW o dSYY = o (@ op!) ot =0.
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Mit unser Definition X ~! = {z(} funktioniert dieses Argument fiir alle n > 0. Wir erinnern uns an
Definition 3.17 und Bemerkung 5.1 (3) und (4).

5.15. DEFINITION. Ein (Ketten-) Komplex (C,, ds) tiber R ist eine Sequenz (dy,: Cp, — Cp—1)nez
von R-Moduln, so dass

dp o dn—l—l =0: On+1 — Cp—1
fir alle n € Z. Man definiert R-Moduln

B, (Ce,de) =imdpt1  C  Zp(Ce,ds) =kerd, < C,
und H, (Ce,ds) = Z,,(Ce,de)/Bp(Ce,de) = kerd,,/imd,11 .

Elemente von C,,Z,,(Ce, de) und By, (Cl, ds) heilen n- Ketten, n-Zykel beziehungsweise n- Rinder des
Komplexes. Der R-Modul H,,(Ce, de) heiit n-te Homologie des Komplexes und seine Elemente n-te
Homologieklassen.

Eine Kettenabbildung fo: (Co,ds) — (C.,d,) vom Grad a ist eine Sequenzabbildung vom
Grad a. Die induzierten Abbildungen zwischen den Homologien bezeichnet man mit

Hyufe = fo: Hy(Coyde) — Hpra(CL,dl) .
Man iiberlegt sich leicht, dass sich jede Kettenabbildung fe: (Cs, ds) — (CL, d,) zu Abbildungen
Zn(Cayde) = Znia(Chydl)  und  Bu(Ceyde) — Bnia(Cl,d.)

einschrianken ldsst, so dass die Abbildung f, tatsédchlich wohldefiniert ist. Die Kettenkomplexe
iiber R bilden eine Kategorie Chr mit den Kettenabbildungen als Morphismen, und die n-te Ho-
mologie ist ein Funktor H,,: Chgr — Modpg.

5.16. BEMERKUNG. Die volle Unterkategorie der Kettenkomplexe (Cl, do) mit de = 0 wird auch
als Kategorie GrModg der graduierten R-Moduln bezeichnet; speziell sei Gr.Ab die Kategorie der
graduierten abelschen Gruppen. Homologie ist ein Funktor He: Chr — GrModg. Er ist graduiert,
das heifit fiir alle Kettenabbildungen f, gilt deg f, = deg fo. Zur Illustration dieser Konzepte sei
Ubung 5.96 empfohlen.

Wir verwenden im Folgenden Kleinbuchstaben A fiir (reduzierte) Homologiefunktoren im Sinne
der Eilenberg-Steenrod-Axiome 5.2 und Grofibuchstaben fiir die Homologie von Kettenkomplexen.

Nach unseren obigen Uberlegungen ist fy, (X) zur Homologie eines Kettenkomplexes (CSW, dSW)
isomorph. Wir identifizieren CSW(X; M) = h,(X™/X"') mit M®/" wie in Lemma 5.14 (1). Als
néichstes suchen wir eine explizite Formel fiir den Randoperator dSW: M®/" — M®/"' Wir
betrachten dazu fiir j € J" die Projektionsabbildung

31
gl X"/XT — X”/(X"—1 v U e?) )y g
ieJ"\{j}
Dann gilt
n =N idgn fallsi=j € J", und
q; o®; = . .
0 fallsi # 5 ,

und fiir 3", 0 azelt € MO = b, (X" /X" folgt

(@) Y aiep = > (qf 0®}) (a:) = aj € hn(S™) = M .

ieJn e Jn
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Wir betrachten die Paarabbildungen ®7: (D", S"~!) — (X™, X"~!) und erhalten ein kommu-
tatives Diagramm

5 e - .
1 (S71) = R (S <L (S

(Q}l_l)*T (w?)*i (é?)*l

Bt (X X2) < B (X1 < (XX

*

fir i € J", j € J*" ! mit Ji= q;l Lopn=tlo o St — §7~1 Dabei kommutiert das rechte
Quadrat wegen der Natiirlichkeit von 0,, und das linke nach Definition von an Nach Satz 5.11 (2)
operiert (f7;)« auf M = hn—1(S™1) durch Multiplikation mit dem Abbildungsgrad diy = deg f};

Insgesamt wird der zellulire Randoperator dS"W fiir n > 2 also durch die ganzzahlige Matrix

dSW = (d%);i € Myn-1 jn(Z) C homp(M®", ME" )
beschrieben. Die Koeffizienten d7; dieser Matrix heiffien auch die Inzidenzzahlen von X . Man beachte,
dass S"~! kompakt ist und ¢i' nach Proposition 4.38 daher nur endlich viele Zellen e}“l trifft, so
dass e! € M = im(iLn@?) auf eine endliche Linearkombination, also ein Element der direkten

Summe M®/" abgebildet wird. Man beachte auch, dass der reduzierte Homologiefunktor he in
dieser Beschreibung des reduzierten zelluldren Kettenkomplexes iiberhaupt nicht mehr auftaucht,
sondern nur noch die Koeffizienten M. Das liegt an Folgerung 3.46 aus dem Satz 3.42 von Brouwer-
Hopf, sowie an den Sétzen 5.10 und 5.11.

5.17. DEFINITION. Es sei X ein CW-Komplex und M ein R-Modul. Der reduzierte zelluldre
Kettenkomplez von X mit Koeffizienten M ist definiert als (CSW(X; M), dS™W) mit CSW = M®/"

und
Y wd = Y Y del o opae = X Y dhae e

ieJn jeJn—1ieJn jeJn—1ieJn
Die Homologie HSW(X; M) = H, (C’,CW(X ; M), dSVW) dieses Komplexes heifit die reduzierte zel-

luldre Homologie von X mit Koeflizienten in M.

Wir erinnern uns an die Definitionen 1.88 und 4.42 zelluldrer Abbildungen zwischen CW-
Komplexen. Die CW-Komplexe mit den zellularen Abbildungen bilden eine Kategorie CW.

Es sei Y ein CW-Komplex mit A, (Y"/Y"" 1) = M®K" Eine zellulire Abbildung f: X — Y
induziert Abbildungen f*: X"/X""! — Y"/Y"~1 also auch Abbildungen fy, = fr: M®/" —
MOK™ fiir alle n. Mit einem #hnlichen Argument wie oben sieht man, dass

fan Z aje? = Z Z deg(q}; o fm o@?) ajey .
jen jeJn keKn

Die Familie f4, ist eine Kettenabbildung vom Grad 0, da das Diagramm

s (X1 xm2) P () <2y (XX
f:"li ff‘li fﬂl
B (Y7 L/yn=2) <n—1hn (Ynh 2 fan(Y"/Y”’l)
kommutiert. Wir bezeichnen die induzierten Abbildungen mit
N = BV o BV (X M) = HIY (Y M)
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5.18. SATZ (Zelluldre Homologie, Eindeutigkeit). Sei M ein R-Modul und n € Z.

(1) Die reduzierte zelluldre Homologie mit Koeffizienten M ist ein Funktor auf der Katego-
rie CW4 der punktierten CW-Komplexe und der punktierten zelluldren Abbildungen.

(2) Fliir jeden gewéhnlichen reduzierten Homologiefunktor hy, mit K oeffizienten M existiert ein
natirlicher Isomorphismus fzn|cw+ — HSW(-; M).

BewEIs. Wir haben zu jedem CW-Komplex X einen graduierten Modul HEW (X; M) und zu je-
der zelluléiren Abbildung f: X — Y eine induzierte Abbildung fCV: HSW(X; M) — HSW(Y; M)
konstruiert. Um Funktorialitit unabhiingig von der Existenz eines Homologiefunktors h zu zeigen,
betrachten wir zellulare Abbildungen f: X — Y und g: Y — Z. Seien ®} und \II;L die charak-
teristischen Abbildungen von X beziehungsweise Y, und ¢; und r;" die entsprechenden Kollaps-
Abbildungen von Y beziehungsweise Z.

Die Verkettung von f&W und ¢SV wird durch das Matrixprodukt

(deg(r? ogo @?))U . (deg(q;? ofo EZ))jk
beschrieben, wihrend zu (g o f)W die Matrix

(deg(r" o go fo®y)).,

gehort. Funktorialitét folgt, denn man kann zeigen, dass

Zdeg(rfogo@?)-deg(q;?ofo6;”) ZZdeg(rfogo@?oq?ofoﬁz)
J J
— deg(rf o go foT]).

Sei jetzt he ein gewOhnlicher reduzierter Homologiefunktor mit Koeffizienten M. Wir haben
oben Isomorphismen

ﬁn(X) — Bn(X")/imﬁnH — im ﬁnp"/im(iznp” o 8n+1) =kerd,/imd,+1 = I;TSW(X; M)

konstruiert, die alle von natiirlichen Abbildungen zwischen Homologiemoduln induziert werden.
Also ist auch der zusammengesetzte Isomorphismus h,(X) — HSW(X; M) natiirlich, und es
folgt (2). O

5.19. BEMERKUNG. Wir kénnen uns zellulire Homologie vereinfacht wie folgt vorstellen. Jede
n-Zelle ist ein n-dimensionales Objekt in X mit einem (n — 1)-dimensionalen Rand, und Ketten ¢ €
CSW(X; M) sind M-Linearkombinationen davon. Den Rand d$W ¢ einer solchen Kette ¢ schreiben
wir wieder als M-Linearkombination von (n — 1)-Zellen, dabei héngen die Vorzeichen von einer Art
,,Orientierung® auf dem Rand ab, siehe Folgerung 3.89. Wenn also der Rand von ¢ eine bestimmte
Zelle a-mal ,richtig herum® und b-mal ,falsch herum® trifft, dann kommt diese Zelle (a — b)-mal
in dSWe vor.

Ketten ¢ mit Rand dgwc = 0 heiflen Zykel. Wir stellen sie uns als ,,geschlossene“ n-dimensionale
Objekte in X vor. Jeder Zykel repriisentiert ein ,Loch“ in X™. Wenn dieses Loch in X"*! von
einer Kette b € CS}_A{ (X; M) ,gestopft wird, das heifit, wenn ¢ = dgﬁb, vergessen wir es. Alle
anderen Loécher bleiben nach Lemma 5.14 (4) dann auch in X ,ungestopft®. Somit diirfen wir
uns ﬁSW(X ; M) als Menge der Linearkombinationen von Léchern in X vorstellen. Man vergleiche
das mit der Beschreibung des gerahmten Bordismus in Bemerkung 3.96.

Ein Beispiel ist das Loch in der Mitte der n-Sphire S™ C R**! das sich nach den Sitzen 5.10
und 5.18 dadurch manifestiert, dass HSW(S™) = M. Allerdings sehen wir dieses Loch erst ,mit
bloflem Auge“, wenn wir S™ in den R™*! einbetten, wihrend die Homologie es immer findet.
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5.20. BEISPIEL. Die reduzierte zellulére Homologie ldsst sich besonders einfach berechnen, wenn
der zelluldre Randoperator dSW fiir alle n € Z verschwindet. Das passiert etwa dann, wenn X keine
Zellen in aufeinanderfolgenden Dimensionen hat. Ein Beispiel sind die komplex und quaternionisch
projektiven Réume aus den Ubungen 1.129 und 1.130, sieche Ubung 5.89.

5.21. BEISPIEL. Wir betrachten jetzt den reell projektiven Raum X = RP" mit der CW-
Struktur aus Ubung 1.130. Dann existiert neben {zo} = RP° genau eine Zelle ¢* in jeder Dimen-
sion 1 < k < n, und die Verklebeabbildung ist die Projektion

F: gl XL —RpPFL =gl 1Y

Dabei wird der Aquator S¥~2 gerade auf den Unterkomplex X*~2 = RP*~2 abgebildet. Ahnlich wie
bei der Konstruktion der ,,Summe* stetiger Abbildungen erhalten wir das kommutative Diagramm

Sk—l Sk—l/sk—Z = Sk—l V. Sk—l

wa/ i JfﬁiW’“
k—1

RPF1 P Rl RPE2 L gkt

o)

Also gilt [¢" 1o ¥ = [pk] + [p*] € mp_1(RPF71); hierbei werden % : S¥=1 — Sk~1 durch die
Einschrinkung von ¢*~1 o * auf je eine der beiden Halbkugeln induziert. Da ¢* = (pﬁ_ o (—id) nach
Konstruktion, folgt aus Beispiel 3.47 bei geeigneter Wahl der Verklebeabbildungen, dass

_ 2 falls k gerade ist, und
iV = deg(¢" o k) =1+ (—1)F = { g

0 falls k ungerade ist.

(1) Wir wihlen Z in der Kategorie Ab = Mody als Koeffizienten. Fiir gerade n und erhalten
wir in den Graden 0 bis n den reduzierten zelluldren Kettenkomplex
0+ Z2 7> ... 27
fiir ungerade n hingegen
2 0 2 0
0« —Z+— 24— +—L<+— 7,
und daher

Z/27 falls k ungerade und 0 < k < n,
HYW(RPYZ) = ! Z falls £ = n ungerade, und

0 sonst.

Hier taucht gelegentlich der Modul Z/2Z auf. Im Sinne von Bemerkung 5.19 beschreibt
das Element 0 # ¢ € HYW (RP™) = /27 ein ,,Loch“ in RP*, das in RP**! nicht gestopft
wird; erst das zweimal umlaufene Loch 2c¢ tritt als Rand einer (k + 1)-Kette auf.

(2) Wir bleiben in der Kategorie Ab und wéhlen Z/2 als Koeffizienten. Da 2 = 0 in Z/2,
verschwindet der Randoperator komplett, und wir erhalten

Z/2Z falls 0 < k < n, und

HSW(RP™7)2) = {
0 sonst.

Das gleiche Ergebnis erhalten in der Kategorie Vecz 5. Wir sehen also modulo 2 mehr
, Locher® als iiber Z.
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(3) Es sei jetzt k ein Korper der Charakteristik # 2. Dann ist Multiplikation mit 2 invertierbar.

Sowohl in der Kategorie Ab als auch in Vecy erhalten wir daher nur noch

AOV (RP"; k) = {]k falls £ = n ungerade ist, und
0 sonst.

Wir wollen zelluldre Homologie zu einem Homologiefunktor beziiglich zelluldrer Homologie ma-
chen. Dazu miissen wir die Eilenberg-Steenrod-Axiome 5.2 zeigen. Das Summenaxiom (3) und das
Dimensionsaxiom (4) sind leicht zu iiberpriifen. Zur Homotopieinvarianz (1) und zur langen exakten
Sequenz (2) skizzieren wir die Beweise nur, da wir spéter eine andere Konstruktion fiir beliebige
Homologiefunktoren genauer betrachten wollen.

5.22. DEFINITION. Seien fo, go: (Ce,ds) — (F, €q) zwei Kettenabbildungen vom Grad a. Eine
Kettenhomotopie he: fo ~ ge zwischen f, und g, ist eine Familie von Abbildungen hy: C) —
Ejya+1, so dass

9k — fk = hik—1 0 di + €ktar1 0 hg: Cp = Epyq -
Falls eine solche Kettenhomotopie existiert, heiflen f, und ge kettenhomotop.

5.23. PROPOSITION. Seien fo, go: (Co,de) — (E,es) zwei Kettenabbildungen vom Grad a.
Wenn eine Kettenhomotopie he: fo ~ ge existiert, dann induzieren fo und ge die gleiche Abbildung

f* = G« Ho(Coado) — Ho(Eueo) .
BEWEIS. Fiir alle Zykel ¢ € Z, C C}, erhalten wir einen Rand

gk(c) = fr(c) = hr—1(dk(c)) + extar1(hr(c)) - O
ey

Man iiberpriift auBerdem leicht, dass Kettenhomotopie eine Aquivalenzrelation auf Kettenabbil-
dungen definiert, die mit der Verkettung von Kettenabbildungen vertriiglich ist, siche Ubung 5.91.
In Analogie zur Homotopiekategorie topologischer Rédume kénnen wir daher eine naive Homotopie-
kategorie HChgr von Kettenkomplexen iiber R definieren.

FEine zelluldire Homotopie induziert stets eine Kettenhomotopie zwischen den zugehérigen zel-
luléiren Kettenkomplexen, siche Ubung 5.92. Somit ist zellulire Homologie in CW4 zelluldr homo-
topieinvariant.

5.24. BEMERKUNG. In Analogie zu den schwachen Aquivalenzen aus Definition 4.45 definiert
man schwache Aquivalenzen in der Kategorie Chp als Kettenabbildungen, die Isomorphismen auf
allen Homologiegruppen induzieren. Es gibt dazu passende Modellstrukturen auf Chr. Auflerdem
kann man Kettenhomotopie in diesem Sinne als Links- oder als Rechtshomotopie auffassen, siehe
Ubungen 5.93 und 5.94. Diese Konstruktionen bilden die Grundlage fiir die sogenannte derivierte
Kategorie in der homologischen Algebra. Wir werden uns in Abschnitt 5.e ein bisschen mehr dazu
anschauen.

Es sei jetzt X ein CW-Komplex und A C X ein Unterkomplex. Dann ist auch CSW(A; M) ein
Unterkettenkomplex von CEWV (X; M), das heit, es gilt C’EW(A; M) C C’EW(X; M) fiir alle k, und
die Inklusion ist mit den Differentialen dSW vertriglich; das ergibt sich unmittelbar aus der obigen
Konstruktion. Dann kénnen wir den Quotienten CSW(X; M)/CEWV(A; M) mit dem induzierten
Differential betrachten, und erhalten eine kurze exakte Sequenz

0 ¢ (COV(X: M) /O (A M), doW) e (CTV(X: M), dg™) «— (CTV (A4 M), edW) «— 0

von Kettenkomplexen. Man iiberpriift leicht, dass CEW(X; M)/CEWV(A; M) gerade der zellulire
Kettenkomplex des Quotienten X/A ist, siche Ubung 5.98. Das folgende Lemma liefert uns dann
die gesuchte lange exakte Sequenz aus Axiom (3).
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5.25. LEMMA (Schlangen-). Es seien (Ce,ds), (C4,0.) und (CJ,0)) Kettenkompleze iiber R
und fo: (CL,0L) = (Ce,0s) und ge: (Ce,0s) — (CU, ) seien Kettenabbildungen, so dass fiir alle k
die Sequenz

0—>C,’€<L>Cki»0,’€’—>0

exakt ist. Dann existiert eine Folge natiirlicher Transformationen dy: Hy(CY,0)) — Hx_1(CL,0.),
so dass die folgende Sequenz exakt ist:

s Hy(Ca, 00) 25 Hy(CF,00) 2 Hy 1 (CL,8L) L5 Hy 1 (Cu, 80) — -+

In gewissem Sinne entspricht die hier konstruierte Sequenz einer Faser- oder Kofasersequenz,
ausgehend von einer ,,Faserung“ ge oder einer ,Kofaserung® f, in Chr (nach Wahl einer passen-
den Modellstruktur), genauer entspricht sie den langen exakten Sequenzen 4.67 (3) beziehungswei-
se 4.72 (3). Insbesondere sollten wir hier eigentlich entsprechende Vorzeichen verwenden, sieche auch
die Anmerkungen nach Definition 5.2.

BEWEIS. Dieser Beweis ist eine Diagrammjagd im Diagramm

0 cye Ch cy 0
o o o
0—C,_——Cy (o 0

Um das Bild von [¢}] € Hg(CY,0)) zu bestimmen, wéhlen wir zunéchst ein Urbild ¢, € Cy, von ¢/,
dann bildet Oci auf 0 € C}_; ab, also erhalten wir ein Urbild ¢;_; € C;_; von Okci. Wir set-

zen di[c}] = [¢},_,] und lassen den Rest als Ubung 5.95. O

Der Name des Lemmas ergibt sich, wenn man im obigen Diagramm an die Stelle der Komplexe
ihre Homologien eintrdgt und die Verbindungshomomorphismen mit einzeichnet. Wir nennen die
im Lemma konstruierten natiirlichen Transformationen dj auch Verbindungshomomorphismen.

5.26. SATZ (Zellulire Homologie; Existenz). Sei M ein R-Modul und n € Z. Dann ist die redu-
zierte zellulire Homologie mit Koeffizienten M ein Modg-wertiger Homologiefunktor HEW (-; M)
auf der Kategorie CW_ der punktierten CW-Komplexe und der punktierten zelluldren Abbildungen.

BEWwEIS. Der Funktor ist CW-homotopieinvariant nach Proposition 5.23, und mit Hilfe des
Schlangenlemmas 5.25 erhalten wir die Homologiesequenz fiir Paare von CW-Komplexen. Das
Summen- und das Dimensionsaxiom ergeben sich leicht aus der Konstruktion. ([l

5.27. FOLGERUNG. Zu jedem R-Modul M ¢ibt es gewohnliche reduzierte Homologiefunktoren
mit Koeffizienten M auf den Kategorien kTop und kwH und ihren punktierten Versionen, und
zwar sowohl beziiglich der Quillen- als auch beztiglich der Strom-Modellstruktur.

BEWEIS. Sei T = kT7op oder kwH. Wie in Bemerkung 5.5 (1) und (3) kénnen wir auch zelluldre
Homologie auf der unpunktierten CW-Kategorie CWW definieren. Aufgrund von Homotopieinvarianz
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faktorisiert HEW iiber die Homotopiekategorie HCW, die nach Beispiel 4.64 (3) zur Homotopieka~
tegorie HoT der Quillen-Modellstruktur dquivalent ist. Also erhalten wir den gesuchten Homolo-
giefunktor fiir die Quillen-Modellstruktur als Verkettung

> Ho = HEW
he: T — HoT 4 «— HCW - GrModg .

Analog verfahren wir im punktierten Fall. Der Funktor }~L. ist invariant unter schwachen Aquivalen—
zen, also insbesondere unter Homotopieiquivalenzen. Somit ist er ebenfalls ein Homologiefunktor
fiir die Strom-Modellstruktur. O]

5.28. BEMERKUNG. Wir iibertragen Bemerkung 5.5 auf die zelluldre Homologie.

(1)

Wir betrachten den reduzierten zelluliren Randoperator in Grad 1 etwas niher. Sei j € J*
und i € J = X%\ {20}, und sei S° = {1, —1} mit Basispunkt 1. Dann erhalten wir die
Matrixkoeffizienten

dij=deg(¢)op))= > s € {-1,0,1},
s€(p}) 1 (4)
wobei wir hier i als Punkt in X°\ {2} verstehen. )
Wir definieren den unreduzierten zelluliren Kettenkomplex CEW/(X; W) = CEWV (X 1, W).

In der obigen Formel fiir d}j erlauben wir jetzt i € X°. Die unreduzierte zelluldre Homologie
bezeichnen wir mit

HW(X;W) = Hy(COW(X; W);ddV) = BHEW(X W)
In Analogie zur Sequenz (*) auf Bemerkung 5.5 erhalten wir eine kurze exakte Sequenz
0+— HW(X;W) «— HIW(X;W) «— HSW ({zo}; W) «— 0.
Wenn ¢: X — {z¢} die konstante Abbildung bezeichne, folgt wieder
H™ (X3 W) = ker (g Hy ™ (X5 W) — H ™ ({wo}; W)

und die reduzierte zellulire Homologie ist ebenfalls unabhéingig von der Wahl von zg.
Da HSW ({zo}; W) = HEW(S0), folgt HSW(X; W) = HEW(X; W) fiir alle n # 0 nach
dem Dimensionsaxiom 5.2 (4).

Wir definieren den augmentierten zelluldren Kettenkomplex (C?W(X s M ),J?W), indem
wir die Abbildung g4: CEWV(X; W) — C§W({xo}; W) = M in den unreduzierten Ketten-
komplex mit einbauen. Das heifit, wir setzen

CSW(X; M) falls n # —1, und
CEWV{zo}; W) =M fallsn = —1,

wnd oW _ {dSW falls n # 0, und

C’EW(X;M)Z{

qu: CSWV(X;W) — M falls n = 0.

Die Abbildung ng = g4 heifit Augmentierung und wird auch mit ¢ bezeichnet. Aus der
Konstruktion ergibt sich ein natiirlicher Isomorphismus

Ho(COV(X; M), dV) 2= ker(gu: HOW (X W) — HOV ({wo}s W) = HIW(X; W)

Da der augmentierte Kettenkomplex die gleiche Homologie wie der reduzierte Kettenkomplex liefert,
aber keine Basispunkte benotigt, definiert man die reduzierte zellulire Homologie spéter lieber als
die Homologie des augmentierten Kettenkomplexes.
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5.29. BEMERKUNG. Es gibt eine besonders elegante und vor allem funktorielle Moglichkeit,
jedem topologischen Raum X eine CW-Approximation zuzuordnen. Dazu betrachten wir den soge-
nannten singuldren (simplizialen) Komplex von X. Zu jeder stetigen Abbildung o: A¥ — X vom
Standardsimplex A¥ ¢ R¥*! nach X betrachten wir eine k-Zelle in der Form eines Simplex, und
wir kleben jede Seite dieses Simplexes an den (k — 1)-Simplex, der der Einschrinkung von o auf
die jeweilige Seite entspricht. Dann lassen sich diese Abbildungen zu einer Abbildung von einem
(zugegeben sehr grofen) CW-Komplex [sing, X| nach X verkleben, und man kann zeigen, dass es
sich dabei um eine schwache Homotopiedquivalenz handelt. Tatséchlich ist diese Abbildung gerade
die Einheit der Adjunktion |- | - sing, zwischen der geometrischen Realisierung und dem singuléren
Simplizialkomplex, siehe Kapitel 9. Wir kénnen jetzt also singuldre Homologie definieren als

Ho(X; M) = HJW (|sing, X|; M) .

Der Vorteil gegeniiber der CW-Approximation nach Satz 4.51 besteht darin, dass wir oben keine
Wahlen in Abhéngigkeit von X getroffen haben. Fiir die reduzierte Homologie verwenden wir den
augmentierten Komplex aus Bemerkung 5.28 (3).

5.30. DEFINITION. Es sei k ein Korper, he ein unreduzierter Homologiefunktor mit Koeffizi-
enten k und X ein topologischer Raum, dann heiflen die Dimensionen by (X;k) = dimy hi(X) €
NoU{oo} der Homologie-Vektorraume von X die Betti-Zahlen von X iiber k. Falls alle Betti-Zahlen
endlich sind und fast alle verschwinden, ist die Fuler-Zahl oder Euler-Charakteristik von X definiert

als
X(X) = (=1)Fbr(X;K) .
k

Die Betti-Zahlen von X héngen im allgemeinen vom gewéhlten Homologiefunktor he ab. Nach
Satz 5.18 héngen sie nur von k ab, genauer von seiner Charakteristik, wenn X ein CW-Komplex ist.
Aber selbst fiir CW-Komplexe kénnen verschiedene Korper unterschiedliche Betti-Zahlen liefern,
siehe Beispiel 5.21. Die Euler-Zahl héngt zumindest fiir kompakte CW-Komplexe nicht von k ab,
wie der folgende Satz zeigt. Dazu beachten wir, dass CW-Komplexe nach Satz 1.86 genau dann
kompakt sind, wenn sie insgesamt nur aus endlich vielen Zellen bestehen.

5.31. SaTz. Sei k ein Korper und X = X" ein punktierter CW-Komplex mit endlich vielen
Zellen, in jeder Dimension k, und sei cj,(X) = #I* < oo die Anzahl der k-Zellen. Fir alle m gilt

S (-1 ) > Z )™ F b (X, K) (1)
=0

k=0

b (X,
X(X) = Z( ke ( ) falls X kompakt ist. (3)
k

BEWEIS. Man leitet (1) aus den Dimensionsformeln fiir k-Vektorrdume ab. Sei etwa U C V ein
Untervektorraum und f: V — W linear, dann gilt

dimy U + dimy (V/U) = dimy V/ und dimy V' = dimy ker f + dimy im f .
Die Ungleichungen (2) und die Gleichung (3) folgen aus (1). Die Details sind Ubung 5.97. O

5.32. BEISPIEL. Fiir die 2-Sphire erhalten wir x(5?) = 2, da die iibliche CW-Struktur nur aus
einer 0- und einer 2-Zelle besteht. Die Oberfliche eines konvexen Polyeders im R? liefert eine andere
CW-Struktur X auf S% mit e = co(X) ,Ecken“, k = ¢1(X) ,,Kanten“ und f = c3(X) , Flichen*.
Wir erhalten den Fulerschen Polyedersatz

2=e—k+f.
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5.c. Homologiefunktoren und Spektra

Wir haben im letzten Abschnitten gesehen, dass gewohnliche Homologiefunktoren auf CW-
Komplexen eindeutig bestimmt und (prinzipiell) mittels Kettenkomplexen berechenbar sind. Es
bleibt die Existenz solcher Funktoren zu zeigen. In diesem Abschnitt geben wir eine Konstruktion
allgemeiner Homologiefunktoren mit Hilfe von Spektren an. Wir arbeiten zumindest am Anfang
mit beliebigen abelschen Kategorien, spéiter gehen wir aus technischen Griinden zu Kategorien von
Moduln iiber.

Wir erinnern uns das Axiom 1 der Homotopieinvarianz. In der Quillen-Modellstruktur bedeu-
tet es, dass schwach homotopieiquivalente Rdume isomorphe Homologie haben. Es erlaubt uns
mit Hilfe des CW-Approximationssatzes 4.51, viele Berechnungen und Beweise auf CW-Komplexe
zuriickzufithren.

5.33. BEMERKUNG. Diesen Begriff erklért folgende Beobachtung.

(1) BEs sei f: X — Y eine schwache Aquivalenz, und es sei Cf = Zf/X ihr Abbildungs-
kegel. Wir diirfen annehmen, dass X und Y wegzusammenhingend sind, andernfalls be-
trachten wir f fiir jede Wegzusammenhangskomponente einzeln. Der Abbildungszylin-
der Zf enthilt Y als Deformationsretrakt. Da f schwache Aquivalenz ist, ist die Inklusi-
on X — Zf eine p-zusammenhingende Abbildung fiir alle p. Daher liefert Folgerung 3.70
fiir das Paar (Zf, X) eine lange exakte Sequenz

e e (Zf) = e (X) €2 i (CF) —— me(Z]) e (X)) — -

insbesondere ist C'f schwach zusammenziehba}“. Wenn iNz. invariant unter schwachen Aqui—
valenzen ist, betrachten wir die lange exakte ho-Sequenz

e h(CF) e hn(Zf) ¢ ha(X) ¢% huia (Cf) ¢— -+
~—— —
=0 =hn(Y) =0
des Paares (Zf, X) aus Definition 5.2 (2), und erhalten fiir alle n € Z Isomorphismen
Fot hn(X) =3 hn(Y) .

(2) Die stabilen Homotopiegruppen bilden nach Folgerung 5.4 einen allgemeinen Homologie-
funktor 7. Wegen Folgerung 3.78 ist 75 invariant unter schwachen Aquivalenzen.

Fiir den néchsten Schritt erinnern wir uns an die Kofasersequenz
SA<L XA X+ A
der Inklusion A < X aus Satz 4.67.

5.34. PROPOSITION. FEs gibt eine Bijektion zwischen allgemeinen Homologiefunktoren (ﬁ.,@.)
und Paaren (he, a.l aus je ei@em Funktor hy: HoTy — C und einem natiirlichen Stabilisierungsi-
somorphismus oy: hy(S ) — hx_1 fiir alle k € Z, mit folgenden Eigenschaften.

(1) Quotientenaxiom. Fir jedes gute Paar (X, A) ist die folgende Sequenz exakt:
hi(X/A) <— hp(X) +— hi(A) .

(2) Summenaxiom. Es gilt das Summenaziom 5.2 (3).

188



Dabei bezeichnet he in beiden Paaren denselben Funktor, und fiir alle guten Paare (X, A) kommu-
tiert das Diagramm

hi(SA) <= hy(X /| A)

K
hi-1(A) <—— hx(X/A) .

Eine natiirliche Transformation zwischen zwei solchen Funktoren kommutiert genau dann mit den
Randoperatoren 0o, wenn sie mit den Stabilisierungsisomorphismen o kommutiert.

BEWEIS. Es sei zunéchst ein allgemeiner Homologiefunktor he gegeben. Wir betrachten die
Abbildungen von Paaren (X Uy ZA, A) — (CA, A), bei der X zu einem Punkt zusammengezogen
wird, und (X Ug ZA,A) — (X, A), bei der der Zylinder ZA auf A gestaucht wird. Wegen der
Natiirlichkeit von 0 erhalten wir ein kommutatives Diagramm

h-1(A) <=2 Iy, (SA) hi(CA)

.| T

Tk—1(A) <2 hp(X J A) <— (X Ug ZA)

|

h—1(A) <2 hy(X/A) hi(X) .

Mit diesem Diagramm definieren wir o und erhalten das Quotientenaxiom (1’) aus der langen
exakten Sequenz 5.2 (2).

Seien umgekehrt (iL.,O’.) gegeben. Wir wenden den Funktor hy auf die Kofasersequenz der
Inklusion A < X an. Nach Satz 4.67 (1) ist jeder Abschnitt der Kofasersequenz aus zwei aufein-
anderfolgen Abbildungen homotopieiquivalent zu einer Sequenz Y/B <+ Y < B fiir eine passende
Kofaserung (Y, B), also ist die obere Sequenz im folgenden Diagramm nach dem Quotientenaxi-
om (1) exakt. Wir konstruieren die lange exakte Homologie-Sequenz des Paares (X, A) als

h(SX) L i (SA) —T B (X A) <Z i (X) <2 hy(A)

hi—1(X) =——hp_1(A) < = = hy(X/A) .
Aus den obigen Konstruktionen folgt sofort, dass eine natiirliche Transformation zwischen zwei
solchen Funktoren genau dann mit o vertraglich ist, wenn sie mit 0 vertréaglich ist. O
Diese Uberlegung vereinfacht die Konstruktion eines allgemeinen Homologiefunktors.

5.35. LEMMA. Es sei he: T+ — C ein allgemeiner reduzierter Homologiefunktor, und E ein gut
punktierter Raum in Ty. Dann ist hE = he(E A -) ebenfalls ein allgemeiner reduzierter Homolo-
giefunktor. Wenn he invariant unter schwachen Aquivalenzen ist, dann ist es hE auch.

BeEwEIs. Es gilt S(EA X) = E A (SX). Somit erbt hE den Stabilisierungsisomorphismus o

von he.
Fiir ein gutes Paar (X, A) ist auch (EA X, EA A) ein gutes Paar nach Ubung 3.132, und es gilt

(EANX)/(ENA) = ENA(X/A).
Also erfiillt hZ genau wie he das Quotientenaxiom aus Proposition 5.34 (1).

189



Es sei jetzt (X;)ier eine Familie gut punktierter Raume. Mit den universellen Eigenschaften
von Koprodukt und Smash-Produkt erhalten wir eine natiirliche stetige Abbildung

V(EAX) —EA\ X, (*)
i€l el
die als Abbildung von Mengen eine Bijektion ist, siche Ubung 3.131. Fiir jedes i € I induziert die

Inklusion E A X; = \/;c;(E A X;) eine Abbildung X; — hom(E,\/,c;(E A X;)), und wir erhalten
eine Abbildung

el

\ Xi — hom(E, \V(E A X,-)) :
el i€l

Aufgrund des Exponentialgesetzes 4.30 in 7 schlielen wir, dass (*) ein Homéomorphismus ist. Wir

erhalten das Summenaxiom fiir AY aus dem Summenaxiom fiir he, denn

P hn(E A Xi) =5 b (\/(E A X,»)) =5 hy, (E A \/Xi) .
i€l il icl

Zu guter Letzt sei X schwach zusammenziehbar. Aus Ubung 3.104 und dem Ausschneidungs-
satz 3.65 fiir Kofaserungen erhalten wir Isomorphismen

ot

mh(E x X) ¢— mpE +— m(EV X) |

falls £ zusammenhéingend ist. Andernfalls erhalten wir die obigen Isomorphismen, indem wir die
Zusammenhangskomponente des Basispunkts in F separat betrachten.

Da (E x X, EV X) somit p-zusammenhéngend ist fiir jedes p, liefert Folgerung 3.70 wieder eine
lange exakte Sequenz

e e (B X X) e 1 (BEV X) < mp(BEAX) — mp(E x X) ¢ mp(EV X) — -+

Daher ist F A X schwach zusammenziehbar. Also ist ﬁ? invariant unter schwachen Aquivalenzen,
wenn dasselbe fiir ho gilt. O

Wir wiren jetzt fertig, wenn wir einen Raum Ey mit 75(Ep) = M € Ab und 7} (Ey) = 0
fiir alle k& # 0 angeben kénnten. Denn dann wiirden wir he = 7] wéhlen und erhielten einen
Homologiefunktor mit Koeffizienten

RE0(S°) = i (By A 8%) = w5 (Eo) -

Leider geht es aber nicht so einfach. Denn 7} (Ep) erkennen wir wegen Folgerung 3.78 erst am
Raum S¥+2F;. Um ein Element von 73 (Ey) wie im Beweis von Satz 4.51 zu beseitigen, miissten
wir also eine (2k + 3)-Zelle an S¥+2Ej ankleben. Den gleichen Effekt konnen wir in der Regel nicht
dadurch erreichen, dass wir eine (k + 1)-Zelle an Ej ankleben.
Wir kénnen stattdessen fiir ¢ > 2 einen Raum FE; betrachten mit m;(E;) & M und 7 (E;) = 0
fiir £ # ¢. Dann betrachten wir
hi(X) = T (B A X))

Da E; und E; A X dann (i — 1)-zusammenh#ngend sind, sehen wir mit Folgerung 3.78, dass
~ M fur k=0, und
hi(8°) = m (B = ’

(57) = iy (B) {0 fiir i # k <i— 2.

Fiir groflere k erhalten wir nach wie vor keine Aussage. Je grofler ¢ ist, desto besser ,approximieren*
wir also eine gewthnliche Homologietheorie mit Koeffizienten M.
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Wenn wir natiirliche Transformationen zwischen den obigen allgemeinen Homologietheorien
zu F; hatten, konnten wir jetzt eine gewohnliche Homologietheorie h mit Koeffizienten M durch

hi(X) = lim hj,(X) = lim gy (B3 A X) = lim ey (B3 A X)
konstruieren (zur letzten Gleichheit siehe Satz 5.38 unten). Das motiviert die folgende Definition.

5.36. DEFINITION. Ein Spektrum E = (E;, s;)icz ist eine Folge von CW-Komplexen E; und
punktierten Abbildungen s;: SE; — F;11, den Stabilisierungsabbildungen.

Ein Spektrum E heifit Suspensionsspektrum oder Finhdngungsspektrum, wenn ein ng existiert,
so dass die Abbildungen s; fiir alle i > ng schwache Aquivalenzen sind, und w-Spektrum, wenn die
induzierten Abbildungen E; — Q'(E;;1) = hom(S', E;,1) fiir alle i > ng schwache Aquivalenzen
sind.

Wenn unsere Spektren erst bei einer bestimmten Zahl ng beginnen, kénnen wir F; = pt fiir
alle © < ng setzen, und fiir s;: pt = SE; — FE;;1 die Nullabbildung wahlen. In anderen Biichern
heiflen unsere Spektren oft Praspektren, da dort oft zus#tzliche Anforderungen gestellt werden. Da
wir als Rdume in der obigen Definition CW-Komplexe verwenden, ist es aufgrund der Sdtze von
Whitehead und Milnor egal, ob wir in der Definition von Suspensions- und w-Spektren schwache
Aquivalenzen oder Homotopiedquivalenzen verlangen.

Fiir ein Spektrum E und einen Homologiefunktor he definieren wir mit Lemma 5.35 weitere
Homologiefunktoren hE? durch

hy'(X) = hgyi(Bi A X))
Die Stabilisierungsabbildungen induzieren fiir alle R4ume X natiirliche Abbildungen
Ti BEN(X) = s (B A X) 5 hpin (B A SYA X) S8 G (B A X) = BEY(X)
Diese Abbildungen sind offensichtlich mit den Stabilisierungsisomorphismen vertraglich, und nach
Proposition 5.34 dann auch mit den Randoperatoren.

Da wir im Beweis des folgenden Lemma elementweise in Kolimiten arbeiten mochten, lassen

wir nur noch Kategorien von Moduln zu, also beispielsweise Ab = Mody, oder Vecy.

5.37. LEMMA. FEs sei (ili)iez eine Folge allge(nez'neﬁHomologiefunktoren in der Kategorie C =
Modpg der (rechts-) R-Moduln, und es seien Ti: hi — hit! natiirliche Transformationen, die mit
den Randoperatoren O vertriglich sind. Dann ist auch der Kolimes

he(X) = lim 7 (X)

ein allgemeiner Homologiefunktor. Wenn alle ﬁ’. unter schwachen Aquivalenzen invariant sind, gilt
das auch fir he.

BEWEIS. Die Stabilisierungsisomorphismen fiir le. induzieren im Kolimes einen Stabilisierungs-
isomorphismus o fiir h,.
Es sei (X, A) ein gutes Paar, dann erhalten wir ein kommutatives Diagramm

L

R (X/A) <—— R (X)

iL?l(X/A)LiL?A(X)% -




Wir iiberpriifen Exaktheit der Grenzsequenz bei X. Fiir jedes a € hy(A) existiert ein ! € hi(A),
das im Kolimes auf o abgebildet wird. Es gilt (gx o t)(a’) = 0 € B%(X /A), wegen Kommutatitét
also auch (g, o 1y)(a) = 0 € hi(X/A).

Zu jedem ¢ € ker(gy) C hi(X) gibt es ein & € B}C(X), das im Kolimes auf £ abgebildet
wird, und ein j > i, so dass §; = (T]zil o---o7)(&) € ker(q*) C ﬁfv(X) Folglich existiert o/ €
Bi(A) mit ¢, (ad) = &7. Das Bild « in hy(A) wird dann auf & abgebildet. Somit erhalten wir das
Quotientenaxiom 5.34 (1’), und Natiirlichkeit ist offensichtlich.

Zum Summenaxiom (3) betrachten wir X = \/,; X;. Wir erhalten ein kommutatives Dia-
gramm

Dhi(X)) s,

s T

he(X;) oy he(V X;)
| e L, |

~ / \ ~

he(X;) he(V Xj) .

Lj*
Die untere Abbildung @, ist surjektiv, da jedes Element & € he (\/ Xj) von einem &; € A (\/ Xj)
kommt, das ein Urbild o; € @ hi(X;) hat. Fiir das Bild 0 € @ he(X;) folgt @tju(0) = £.

Sei jetzt o € ker(@1j.) C @ he(X;). Dann liegt o in einem endlichen Teil der direkten Summe,
hat also zu einer endlichen Zeit 7 ein Urbild o; € @ hi(X). Es gibt ein 7/ > i, so dass @i (o) = 0,
also folgt o;; = 0 = 0. Nach Proposition 5.34 ist h also ein allgemeiner Homologiefunktor.

Wenn wir schliefSlich annehmen, dass alle iﬁ, unter schwachen Aquivalenzen invariant sind, dann
erhalten wir fiir jeden schwach zusammenziehbaren Raum Z und alle k € Z, dass

hi(Z) = lim hj.(Z) =1im0 =0 . m
5.38. SATZ UND DEFINITION. Zu jedem Spektrum B = (E;, s;)icz existiert ein allgemeiner
reduzierter Homologiefunktor E, mit Werten in Ab, gegeben durch
Ep(X) = limmg (B A X) = lim (B A X))
der unter schwachen Aquivalenzen invariant ist.
Man nennt F, den (reduzierten) Homologiefunktor zum Spektrum E.

BEWEIS. Aus den Lemmata 5.35 und 5.37 und der Konstruktion der natiirlichen Transforma-
tionen 7 nach Definition 5.36 folgt, dass Ej ein reduzierter Kohomologiefunktor ist.
Die Abbildungen 7y ;(E; A X) — 7} ;(E; A X) liefern eine natiirliche Abbildung

. . . . s ) — - *
lim g 5By A X) — limr (B A X) = Bi(X) ()

Fiir die Umkehrabbildung repriisentieren wir a € Ey(X) durch ein Element a; € 7§ +i(EiAX), und
dieses wiederum durch a;, € 7rk+i+g(S£Ei A X). Betrachte dazu das Diagramm

/’
7Tk+2<S2E0 VAN X)

/s \(SSoAidx)/' N

7Tk+1(SE0AX) 7Tk+2(SE1/\X)
/S \QS()/\idx)* /; \(SlAidx)* /
7T]€(E0/\X) 7T]€+1(E1/\X) 7Tk+2(E2/\X)
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Mehrfaches Anwenden der Stabilisierungsabbildungen s, liefert a;ys0 € mp4ire(Eite A X), welches
das Bild von a; in 7}, ,(Eiy¢ A X) und damit ebenfalls @ € Ey(X) représentiert. Dann bilden
wir a auf das Bild von a1 in colimm;(£; A X) ab, das liefert die Umkehrabbildung zu (*). [

~ 5.39. BEISPIEL. Das Sphdrenspektrum S ist definiert als (S, 8:)icz, mit 5; = idgit1: SS" —
Sl Es ist demnach ein Suspensionsspektrum. Der zugehorige Homologiefunktor besteht aus den
stabilen Homotopiegruppen aus Folgerung 5.4. Wir erhalten also (noch) nichts Neues.

5.40. BEMERKUNG. Die obige Konstruktion ist sehr allgemein. Sie liefert uns im néchsten Ab-
schnitt alle gewohnlichen Homologiefunktoren mit Koeffizienten in Ab. Spéter lernen wir Spektren
kennen, die verschiedene Bordismustheorien liefern.

Der Brownsche Darstellungssatz besagt, dass jeder allgemeine Homologiefunktor, der invariant
unter schwachen Aquivalenzen und invariant unter gerichteten Kolimiten ist, von einem Spektrum
herkommt. Dabei ist Invarianz unter gerichteten Kolimiten eine Verschéarfung des Summenaxioms.

5.d. Das Eilenberg-Mac Lane-Spektrum

Um die Existenz eines gewthnlichen Homologiefunktors zu zeigen, miissen wir jetzt nur noch
das passende Spektrum konstruieren. Da wir mit stabilen Homotopiegruppen starten, arbeiten
wir jetzt in der Kategorie Ab = Mody der abelschen Gruppen. Andere mogliche Konstruktionen
gewoOhnlicher Homologiefunktoren sind singuléire Homologie oder Garbenkohomologie.

Am Schluss dieses Abschnitts betrachten wir die so konstruierten Homologiefunktoren Hy( - ; G)
genauer und beweisen insbesondere den Satz von Hurewicz, der die erste nicht verschwinden-
de Homotopiegruppe eines zusammenhéngenden Raumes mit der entsprechenden Homologiegrup-
pe H x(X;Z) in Verbindung bringt. Als Folgerung erhalten wir auch eine homologische Fassung des
Satzes 4.46 von Whitehead.

5.41. DEFINITION. Es sei GG eine Gruppe und n > 1. Ein Filenberg-Mac Lane-Raum zu G
im Grad n ist ein punktierter CW-Komplex K(G,n) in Ty mit mx(K(G,n)) = 0 fir alle k # n
zusammen mit einem Isomorphismus

¢: m (K(G,n)) =a. (1)

Ein Eilenberg-Mac Lane-Spektrum zur abelschen Gruppe G ist ein Spektrum HG = (HG,, $p)nez,
fiir das ein ng > 1 existiert, so dass HG,, fiir alle n > ngy ein Eilenberg-Mac Lane-Raum mit
einem Isomorphismus ¢, : m,(HG,) — G ist, und so dass fiir alle n > ng das folgende Diagramm
kommutiert.

T (HG) % Tnt+1(SHG)
@nl% sn*i% (2)

G onil 7Tn+1(HGn+1) .

o)

Ein Eilenberg-Mac Lane-Raum hat nur eine nicht verschwindende Homotopiegruppe. Dabei
sind die Isomorphismen ¢ wichtig. Die Notationen K(G,n) und HG,, sind beide gebriuchlich, die
letztere passt etwas besser zu unser Notation fiir Spektra.

Nach Proposition 3.5 kann es Eilenberg-Mac Lane-Raume zu nicht-abelschen Gruppen nur in
Grad 1 geben. Da diese in manchen Bereichen der Topologie und Geometrie recht wichtig sind,
haben wir sie hier bereits mitdefiniert.

5.42. BEISPIEL. Wir kénnen bereits einige Eilenberg-Mac Lane-Raume angeben.
(1) Der Kreis S! ist ein K(Z,1) nach Beispiel 3.27.
(2) Nach Ubung 3.104 ist der n-Torus T" = S* x --- x S ein K(Z",1).
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(3) Sei allgemeiner (M, g) eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit mit nichtpositi-
ver Schnittkriimmung, dann ist ihre universelle Uberlagerung M nach dem Satz von
Hadamard-Cartan zusammenziehbar. Nach Folgerung 3.26 ist M dann ein K (71 (M), 1).

(4) Der reell projektive Raum RP* ist ein K(Z/2,1).

(5) Der komplex projektive Raum CP* ist ein K (Z, 2) nach Beispiel 5.21 und Lemma 5.14 (4).

(6) Der quaternionisch projektive Raum HP> ist kein Eilenberg-Mac Lane-Raum, denn es
gilt my(HP>®) =2 714(S%) = Z und 75(HP>®) = 75(5*) = Z/2 # 0 nach Satz 3.99.

5.43. SATZ. Zu jeder abelschen Gruppe G existiert ein Eilenberg-MacLane-Spektrum (HG., Se)
aus CW-Komplexen mit HG,, = 0 fiir allen <0 und HG,, = K(G,n) fir alle n > 1. Diese kinnen
so konstruiert werden, dass HG, aufler dem Basispunkt keine Zellen der Dimension < n enthdlt.
Zu jedem Homomorphismus f: G — K existiert eine bis auf Homotopie eindeutige Familie von
Abbildungen H f,: HG, — HK, zu (HG,,Se) und (HKa,,ts), so dass die folgenden Diagramme
fir alle n > 1 kommutieren.

SHG, 1 2~ HG, Tn(HGy) — G
SHK, "'~ HK, a(HE,) ——

IR

Aus der zweiten Aussage folgt insbesondere, dass die einzelnen Riume HG,, bis auf Homo-
topiedquivalenz und die einzelnen Abbildungen s, bis auf Homotopie eindeutig bestimmt sind.
AuBlerdem ist die Zuordnung G ~» (HG,, se) fast funktoriell: seien f: G — K und g: K — L
Homomorphismen abelscher Gruppen, dann sind die Abbildungen H(go f) und Hgo H f homotop.
Man beachte, dass wir bei H f, nicht von ,,Abbildungen von Spektren* sprechen — dieser Begriff
hat spéter eine andere, allgemeinere Bedeutung.

BEwEIS. Unsere Konstruktion lehnt sich an den Beweis des CW-Approximationssatzes 4.51 an.
Wir starten mit HG,, = pt fiir alle n < 0.

Sei jetzt n > 1 und HG,,—1 bereits konstruiert. Wir konstruieren ein CW-Paar (HG,,, SHG,,—1)
und definieren s,_1: SHG,_1 — HG, als Inklusionsabbildung. Im Fall n = 1 wahlen wir pt =
SHGy als 0-Skelett. Als Indexmenge J{ withlen wir eine Erzeugermenge von G und erhalten

HGi=\/ S wd m@HG)=I][Z.
jEJ} JEJT
Als J? wihlen wir eine Menge von Relationen, das sind Erzeuger von ker(m(HGY) — G) als
Normalteiler in 7 (HG1), siche Satz 2.52. Wir erhalten HG? durch entsprechendes Ankleben von 2-
Zellen. AnschlieBend kleben wir induktiv k-Zellen fiir k& > 3 so an, dass m,_1(HG1) = mp_1(HGY) =
0. Wegen Folgerung 4.44 existiert der in Definition 5.41 (1) verlangte Isomorphismus
@: m(HG) 27 (HG?) — G .

Im Fall n = 2 ist die Abbildung S: m(HG1) — m(SHG;) nach dem Freudenthalschen
Einhé&ngungssatz 3.74 surjektiv. Nach Folgerung 3.78 gilt

m(S(HGY) = m3(S(HGY) = P ms(s) = Pz,
jeJt jeJt
und diese Gruppe bildet surjektiv auf G ab. Fiir jedes j € J? realisiert S(pjz: S? — S(HGY) dieselbe

Relation in G wie bei der Konstruktion von HG%. Daher ist die Abbildung mo(SHG1) — ma( HGs)
sogar ein Isomorphismus. Indem wir Zellen der Dimension > 4 an SHG; ankleben, erhalten
einen K(G,2) zusammen mit dem kommutativen Diagramm in Definition 5.41 (2) fiir n = 1.
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Fiir n > 3 ist HGy—1 nach Voraussetzung ein K (G, n—1) und daher (n—2)-zusammenhéngend.
Dabher ist die Abbildung 7;_1(HGp—1) — 7 (SHG,—1) nach dem Freudenthalschen Einhdngungs-
satz 3.74 ein Isomorphismus fiir £ < 2n—3 > n und surjektiv fiir k = 2n—2, so dass 7y (SHG,—1) =
Tg—1(HGpn—1) = 0 fiir alle k < 2n—2 mit Ausnahme von k = n. Wir erhalten also einen K (G, n), in-
dem wir Zellen der Dimension > 2n ankleben. Der Isomorphismus ¢,,: 7, (SHGy,—1) = 7, (HG,,) —
G ist durch das Diagramm in Definition 5.41 (2) bereits bestimmt.

Seien jetzt Eilenberg-Mac Lane-Spektren HG = (HG,, sp,) und HK = (HK,,t,) wie im Satz
gegeben. Wir nehmen zunichst an, dass HG = (HG,,, s,,) wie oben konstruiert wurde. Dann setzen
wir Hf, =0: pt - HK, fir n < 0. Fiir n = 1 wéhlen wir zu jeder 1-Zelle e,lg einen Reprisentan-
ten v: S — HK; des Bildes des entsprechenden Erzeugers von G unter f in 7 (HK;) = K und
definieren dadurch

Hfl: HGi = \/ S' —» HK, .
jeJt

Sei gp? die Anklebeabbildung einer 2-Zelle e? von HG. Da f ein Gruppenhomorphismus ist, ist
dann H f] o 4,0]2. in HK; zusammenziehbar, und wir kénnen H f{ zu H f2: HG? — HK, ausdehnen.
Da HK; ein K(K,1) ist, konnen wir H f; induktiv auf allen hoheren Skeletten definieren. Nach
Konstruktion kommutiert das rechte Diagramm im Satz fiir n = 1.

Sei jetzt n > 2. Nach Konstruktion erhalten wir zunéchst eine Abbildung

SHf, 1: SHGy 1 — SHEK, 1 "3 HK, ,
diese koénnen wir wie oben Zelle fiir Zelle auf ganz HG,, ausdehnen, so dass das linke Diagramm im
Satz kommutiert. Das rechte Diagramm kommutiert dann ebenfalls, denn nach Konstruktion und
Definition 5.41 (2) kommutieren alle Seiten des Diagramms

sy, T (SHGn 1) <o—— T 1 (H G 1)
= ‘ [ 4/%’
TI'n(HGn) (San71)*¢ ~ G (an_l)*
(Hf")*l (tn_r), TS H K1) % f—wwn_l(HKn_l) ,
<
Tn(HEK,) — ¥ K/%

(=23

mit Ausnahme der vorderen.
Falls das Spektrum HG nicht wie oben konstruiert wurde, sei E zu G wie oben konstruiert. Wir
erhalten kommutierende Abbildungen

SHG, SE, SHEK,

L

HGn—H ~— By —— HKn+1 .

Nach dem Satz 4.46 von Whitehead sind die Abbildungen E,, — HG,, Homotopieiquivalenzen, so
dass wir auch eine passende Abbildung HG,, — H K, erhalten.

Seien schlieBlich eine weitere Folge von Abbildungen g,,: HG,, - HK,, mit g,|sua, , = Sgn—1
und g,, = f: T (HGy) — m(HK,) gegeben. Da mi(HK,,) = 0 fiir alle k # n, ldsst sich induktiv
eine Familie von Homotopien h,: HG,, x I — HK, zwischen H f,, und g, konstruieren. ]

Mit den so konstruierten Eilenberg-Mac Lane-Spektren kénnen wir jetzt gewéhnliche Homolo-
giefunktoren konstruieren. Wir fassen unsere bisherigen Ergebnisse in einem Satz zusammen.

5.44. SATZ. Es sei G eine abelsche Gruppe.
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(1) Es existiert ein gewéhnlicher reduzierter Homologiefunktor Ho(-;G): T2 — Ab mit
7 . — T s ~ 3
Hk(X,G) = h_H}lTrk_i_g(HGz /\X) = h_H)lﬂ'k_;,_g(HGg /\X) ,

der das Dimensionsaziom 5.2 (4) mit Hy(S;G) = G erfiillt.

(2) In der Quillen-Modellstruktur ist jeder andere gewéhnliche reduzierte Homologiefunktor
mit den obigen Figenschaften zu ﬁ.( -3 Q) natiirlich isomorph.

(3) Zu jedem Gruppenhomomorphismus f: G — K existiert eine natiirliche Transformati-
on Tre: He(+;G) — Ho(-;H), so dass 779(S°) = f: Hy(S%G) = G — K = Hy(S% K).

Beweis. Die Existenzaussage (1) folgt aus den Sétzen 5.38 und 5.43.

Zur Eindeutigkeit sei ein weiterer solcher Funktor he und ein Raum Y in T gegeben. Es
sei g: X — Y eine CW-Approximation von Y, dann sind die Abbildungen g,: hy(X) — hi(Y)
und g,: Hy(X;G) — Hip(Y;G) Isomorphismen und durch Satz 4.51 eindeutig festgelegt. Mit
Satz 5.18 (2) erhalten wir den in (2) gesuchten natiirlichen Isomorphismus.

Schliefllich konstruieren wir die natiirliche Transformation zu (3) durch

Tf7]€(X) = hi)n((Hfg N idx)*l 7Tk+g(HGg /\X) — 7Tk+g(HKg /\X)) . ]

5.45. PROPOSITION. Sei HG, ein Eilenberg-Mac Lane-Spektrum zur abelschen Gruppe G. Fir
jeden topologischen Raum X gilt

Hiy(X;G) = me(HGy AN X))  fiiralle 0> k+2. (1)
Falls X ein n-zusammenhdngender Raum ist fiir ein n > 0, gilt sogar

0 fir alle k <n, und

2
Tere(HGe AN X)) fir alle k > n und alle ¢ > k —n . 2)

I:Ik(XQG):{

BEWEIS. Da alle auftretenden Funktoren unter schwachen Aquivalenzen invariant sind, diirfen
wir nach Satz 4.51 annehmen, dass X ein CW-Komplex ist. Wenn X ein n-zusammenhéngen-
der Raum ist, diirfen wir auflerdem annehmen, dass das n-Skelett nur aus einem Punkt besteht.
Andernfalls setzen wir n = —1 und X! = pt.

Wenn wir HG, wie im Beweis des Satzes 5.43 konstruieren, besteht HGp nur aus Zellen der
Dimension > ¢. Also besteht HG;A X nach der Konstruktion zu Proposition 4.54 (4) nur aus Zellen
der Dimension > n + ¢. Es gilt

Trete(HGy N X) =0 fiir alle k <n

also Hy(X;G) = 0 fiir alle k < n.
Es sei jetzt & > n. Da wir beim Ubergang von SHG, zu HGy41 im Beweis von Satz 5.43 nur
Zellen der Dimension > 2(¢ + 1) ankleben, ist die Abbildung

spNid x

SHG, N X

HGZ+1 AN X

nach Folgerung 4.44 eine (n 4 2¢ + 2)-zusammenhéingende Abbildung. Auerdem ist HGy A X ein
(n + ¢)-zusammenhéngender Raum. Nach dem Freudenthalschen Einhéngungssatz 3.74 ist daher

spAid x )«
7Tk+g(HGg/\X) $~7Tk+g(SHGg /\X)(MTX)- 7Tk+g(HGg+1 /\X) firalle £ >k—n>0,

o)

sofern ¢ > k — 2n und ¢ > k — n. Mit Satz 5.44 (1) folgt (1) und der zweite Fall in (2). O

196



5.46. BEMERKUNG. Somit brauchen wir einerseits die Rdume HG/ fiir beliebig grofie ¢, um
entsprechend hohe Homologiegruppen eines festen Raumes X zu beschreiben, andererseits brauchen
wir nicht durch Einhdngung zu stabilisieren. Schliefllich héngt 71¢(H Gy A X) wegen Folgerung 4.44
nur vom (k + ¢ — n)-Skelett von HGy ab, und da ¢ > k — n, sogar nur vom 2¢-Skelett. Wir erhalten
also einen isomorphen Homologiefunktor mit einem Spektrum [E, bei dem E, = pt fir n < 0,
bei dem Ejp \ pt aus Erzeugern von G besteht, und bei dem E,, aus SE,_; durch Ankleben von
2n-Zellen entsteht, so dass fiir n > 1 gilt

o(En) & G fir £k =n, und
M0 fiir k #n, k < 2n.

Sobald wir allerdings Kohomologiefunktoren konstruieren wollen, brauchen wir ein echtes w-Spek-
trum wie in Definition 5.41.

Wegen Beispiel 5.42 (1) kénnen wir HZ; = S* wiihlen. Nach Proposition 5.45 hat H,,(S™; Z) = 7
einen offensichtlichen Erzeuger

en = [idgns1] € Tpy1 (ST A S™) = H,(S™;7Z) .

5.47. DEFINITION. Es sei X ein topologischer Raum und n > 1. Dann ist der Hurewicz-Homo-
morphismus 1y, : mp(X) — Hy,(X;Z) definiert durch

(1) = fe(en) € Ha(X5Z) .

Wegen der Homotopieinvarianz von ﬁ.( -3 Z) ist n, wohldefiniert. Seien f, g: S™ — X punk-
tierte Abbildungen. Mit der Notation aus dem Beweis von Satz 5.11 gilt

M([f +9]) = (f + 9)x(en) = (f A g)xldien) = ficn + geen = mu([f]) + 1 (lg)) ,

also ist 7, : T (X) — I:In(X ; Z) tatséchlich ein Homomorphismus.
AuBerdem erinnern wir uns an die Abelisierung G = G/[G, G] aus Bemerkung 2.17 (2).

5.48. SATZ (Hurewicz). Es sei X ein zusammenhdngender topologischer Raum. Dann indu-
ziert 1 einen Hurewicz-Isomorphismus

m(X)*® = Hi(X;7) . (1)
Wenn X ein n-zusammenhdngender Raum ist mit n > 1, erhalten wir einen Isomorphismus
Mo T (X) = Ho (X3 2) (2)

BEWEIS. Aussage (2) folgt aus dem Freudenthalschen Einhdngungssatz 3.74 und Propositi-
on 5.45 (2), da

Tn41(X) = T pa(S' A X) = Hy 1 (X5 Z)
und 7,41 bildet [f] € mp41(X) auf
felensa] = [(idg1 A f) oidgnia] = [Sf] € mpya(X A ST

ab. Somit entspricht 7,41 gerade dem Einhdngungsisomorphismus S aus dem Freudenthalschen
Einhéngungssatz 3.74.
In Aussage (1) erhalten wir wie oben den surjektiven Einhdngungshomomorphismus

n = S 7T1(X) %')WQ(X/\SI) gﬁl(X,Z) .

Wir diirfen wieder annehmen, dass X ein CW-Komplex mit 0-Skelett X% = pt ist. Indem wir
Satz 2.52 wie im Beweis von Satz 5.43 benutzen, sechen wir, dass 7; einen Isomorphismus 71 (X)2> —
H,(X;7Z) induziert. O
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5.49. BEMERKUNG. Den Satz von Hurewicz kann man auch , riickwirts“ anwenden: Wenn X
zusammenhingend und einfach zusammenhéngend ist und Hj, (X;Z) = 0 fiir alle k < n gilt, dann
ist Mpg1: a1 (X) — ﬁnH(X ; Z) ein Isomorphismus. Dazu wenden wir den Satz von Hurewicz
induktiv fir alle kK <n + 1 an.

Die Voraussetzung, dass X einfach zusammenhéngend ist, ist dabei wichtig. Es gibt ndmlich
sogenannte perfekte Gruppen G # 0, was bedeutet, dass [G,G] = G gilt und somit G* = 0. In
diesem Fall ist H;(X;Z) = 0, aber n9: mo(X) — Ha(X;Z) ist im allgemeinen kein Isomorphismus.

5.50. BEMERKUNG. Sowohl der Satz von Hurewicz als auch die Tatsache, dass der zellulédre
Randoperator allein durch die Inzidenzzahlen d% € 7 bestimmt ist, legen nahe, dass unter den

gewoOhnlichen Homologiefunktoren die ganzzahlige Homologie fI.( -3 Z) eine Sonderrolle annimmt.
Man schreibt daher oft kurz Hy(X) fir Hy(X;Z).

Zum Schluss formulieren wir den Satz 4.46 von Whitehead noch einmal mit Hilfe von Homologie
um.

5.51. SATZ (Whitehead, homologische Fassung). Es sei f: Y — X eine punktierte flbbildung
von zusammenhdngenden, einfach zusammenhdngenden C'W-Komplezen, so dass fy: Hi(Y) —
Hy(X) fir alle k > 1 ein Isomorphismus ist. Dann ist f eine Homotopie-A quivalenz.

BEWwEIS. Wir schreiben den Abbildungskegel C'f als Zf Uy CY, dabei ist Zf zu X homoto-
piedquivalent. Indem wir den Durchschnitt Y etwas aufdicken, sehen wir mit dem Satz 2.42 von
Seifert-van Kampen, dass C'f einfach zusammenhéngend ist. Wegen der langen exakten Homologie-
sequenz 5.2 (2) fiir das Paar (Zf,Y) gilt Hy(C'f) = 0 fiir alle k. Somit ist C'f nach Bemerkung 5.49
schwach zusammenziehbar.

Wir zeigen induktiv iiber n, dass dann auch m(Zf,Y) = 0 fiir alle £k < n. Fiir n = 1 folgt das
aus den Voraussetzungen. Sei die Behauptung fiir ein n richtig, dann ist (Zf,Y) — (Cf,*) eine
(n + 2)-zusammenhéngende Abbildung nach Proposition 3.68. Also erhalten wir einen Isomorphis-
mus T, +1(Zf,Y) = m1(Cf) =0. i

Aber dann sind Y < Zf und f schwache Aquivalenzen, somit ist f eine Homotopiedquivalenz
nach dem Satz 4.46 von Whitehead. g

Hétten wir anstelle von 71(X) = m1(Y) = 0 nur einen Isomorphismus f.: 71(Y) — m(X)
vorausgesetzt, so héitten wir zwar immer noch folgern kénnen, dass C'f schwach zusammenziehbar
ist, aber nicht, dass alle 7, (Z f,Y) verschwinden.

5.e. Die abgeleiteten Funktoren Tor und Ext

Fiir den néchsten Abschnitt benétigen wir einige Konstruktion aus der homologischen Algebra,
unter anderem Tensor- und Hom-Funktor und die daraus abgeleiteten Torsions- und Erweiterungs-
produkte. Dabei beschrinken wir uns der Einfachheit halber auf Moduln iiber Hauptidealringen,
wobel wir speziell an Ab = Mody, denken.

Als erstes beschreiben wir das Tensorprodukt in der Kategorie Modr der Moduln iiber einem
kommutativen Ring R mit Eins. Wir erinnern uns zunéchst an den internen hom-Funktor

hom(M, N) = homg(M,N) = { f: M — N | f ist linear. }
mit der Modulstruktur
(f+9)(m) = f(m)+g(m) und  (rf)(m) =rf(m)= f(rm)
fiir alle f, g € hom(M, N), alle m € M und alle r € R. Dann halten wir uns an die universelle

FEigenschaft des Tensorproduktes aus Bemerkung 4.28. Sie ist dquivalent zur charakteristischen
Eigenschaft aus Beispiel 4.27 (2), wonach es zu jeder bilinearen Abbildung B: L x M — N von
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R-Moduln genau eine lineare Abbildung b: L ® M — N mit B = b o ® gibt. Das motiviert die
folgende Konstruktion.

5.52. DEFINITION. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und es seien M und N Moduln
iiber R. Dann definieren wir das Tensorprodukt M ®p N als den Quotient des Erzeugnisses der
Elemente von M x N unter der Relation ~, die erzeugt wird von

(m1 +ma,n) ~ (m1,n) + (m2,n) ,
(m,n1 4+ ng) ~ (m,ny) + (m, ng)

und (mr,n) ~ (m,n)r ~ (m,nr)

fir alle r € R, m, m1, ma € M und n, ni, ng € N. Fiir die Aquivalenzklasse von (m,n) schreiben
wir kurz m ® n € M ® N. Dann erhalten wir eine Abbildung

®: MxN-—M®&rN mit (m,n) — maen.

Wir lassen den Index R beim Tensorprodukt und beim Homomorphismenmodul weg, wenn klar
ist, iiber welchem Ring wir arbeiten.

5.53. BEMERKUNG. Man tiberpriift jetzt, dass das Tensorprodukt alle Eigenschaften aus Defi-
nition 4.26 erfiillt, siche Ubung 5.100. Dazu sei hom(M, N) der Raum der R-linearen Abbildungen
von M nach N, betrachtet als R-Modul unter punktweiser Addition und Multiplikation mit Elemen-
ten aus R. Dann erfiillen Tensorprodukt und interner hom-Funktor die universellen Eigenschaften
aus Bemerkung 4.28, was dquivalent ist zur Adjunktion - ® M - hom(M, ).

Das Tensorprodukt wird von Elementen der Form m ® n erzeugt, diese heiflen auch zerlegbar.
Ein typisches Element von M ® N ist somit eine Linearkombination solcher Elemente. Als Beispiel
sei R = k ein Korper und V, W seien endlich dimensionale k-Vektorrdume. Dann gibt es einen
natiirlichen Isomorphismus hom(V, W) = V* @ W. Elemente der Form o ® w entsprechen genau
den Abbildungen f: V — W vom Rang < 1. Abbildungen von héherem Rang lassen sich nur als
Linearkombinationen zerlegbarer Elemente von V* @ W darstellen.

5.54. BEMERKUNG. Aufgrund der universellen Eigenschaft von Produkt und Koprodukt gibt
es natiirliche Isomorphismen

Me@PN=2PHMeN, <@Mi>®M%@Mi®M,

ieJ ieJ ieJ ieJ
hom (M, 1T Ni> = [[hom(M,N;)  und  hom <€B M;, N> = [[hom(M;, N) .
ieJ ieJ ieJ ieJ

Man beachte, dass Produkt und Koprodukt fiir endliche Indexmengen {ibereinstimmen.

Man nennt einen Funktor zwischen abelschen Kategorien exakt, wenn er exakte Sequenzen auf
exakte Sequenzen abbildet. Aquivalent dazu erhilt (vertauscht) ein ko- (kontra-) varianter exakter
Funktor Kerne und Kokerne beliebiger Morphismen. Im allgemeinen sind weder Tensor- noch Hom-
Funktoren exakt.

5.55. DEFINITION. Es seien C, D abelsche Kategorien. Ein kovarianter Funktor F': C — D heifit
rechtsexakt, wenn fiir jede kurze exakte Sequenz

0—A —A4A—A4"—0 (*)

in C die Sequenz
FA — FA—FA" —0

in D exakt ist.
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Ein kontravarianter Funktor G: C — D heifit linksexakt, wenn
0— GA" — GA — GA
fiir jede kurze exakte Sequenz (*) exakt ist.

Von den vier méglichen Kombinationen haben wir nur die zwei eingefiihrt, die wir im Folgenden
benutzen wollen.

5.56. PROPOSITION. FEs sei R ein kommutativer Ring mit Eins, und es sei M ein R-Modul.
Dann ist Tensorieren mit M ein rechtsexakter kovarianter Funktor ® M: Modg — Modg, und
der Hom-Funktor hom( -, M): Modr — Modg ist ein linksexakter kontravarianter Funktor.

5.57. BEISPIEL. Betrachte die kurze exakte Sequenz

O—>ZL>Z—>Z/2—>O.

(1) Tensorieren mit Z/2 liefert eine exakte Sequenz

R

ZZ7/2 2 57207/2 5 7/207/2 — 0,
——— ——— ———
~7,/2 ~7./2 ~7,/2
und der linke Morphismus hat Kern Z/2 # 0.
(2) Die Funktoren hom(Z/2, -) und hom(-,Z) liefern exakte Sequenzen mit Kokern Z/2:
0 —» hom(Z/2, Z) —s hom(Z/2, Z) -~ hom(Z/2,7,/2)
=0 =0 ~7,/2
und 0 —> hom(Z/2,7Z) —> hom(Z, Z) — hom(Z, Z) .
—_———

=0 7. 7,

Man kann die obigen Sequenzen in natiirlicher Weise zu langen exakten Sequenzen fortsetzen.
Dazu benétigt man die folgenden Begriffe, von denen wir wieder nur zwei explizit einfiithren wollen.

5.58. DEFINITION. Ein kovarianter homologischer 0-Funktor (Fe,0s): C — D besteht aus einer
Folge (F})i>0 von Funktoren Fj,: C — D und einer Folge von natiirlicher Transformationen 0y, so
dass fiir jede kurze exakte Sequenz (*) die natiirliche Sequenz

i A s A — FLAT 2 BA s FyA —s Fy A" — 0

in D exakt ist.
Analog ordnet ein kontravarianter kohomologischer d-Funktor (G®,0%): C — D jeder kurzen
exakten Sequenz (*) in C eine natiirliche lange exakte Sequenz zu:

0 — GopA”" — GoA — GoA’ 2, G1A" — G1A — G1A — -

Somit ist Oy also eine natiirliche Transformation zwischen zwei Funktoren von der Kategorie
der kurzen exakten Sequenzen in C in die Kategorie D; in diesem Sinne ist auch die Natiirlichkeit
der Sequenz zu verstehen. Man beachte die Ahnlichkeit zwischen der obigen Definition und der
Homologiesequenz aus Definition 5.2 (2). In der Konstruktion werden wir — wie in der CW-
Homologie — Kettenkomplexe verwenden. Die folgende Definition geht analog fiir jede der vier
moglichen Varianten von J-Funktoren.
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5.59. DEFINITION. Ein Morphismus Te: (Fe,0e) — (Ge, 0s) zwischen kovarianten homologischen
d-Funktoren von C nach D ist eine Folge natiirlicher Transformationen 7: Fr, — Gy, so dass fiir
jede kurze exakte Sequenz (*) in C und fiir alle £ > 1 das folgende Diagramm in D kommutiert:

0
A" s B A

GA" % G A

Morphismen zwischen kontravarianten kohomologischen d-Funktoren werden entsprechend definiert.

Ein kovarianter homologischer §-Funktor (F,,de): C — D heifit universell, wenn es zu je-
dem kovarianten homologischen d-Funktor (Ge,9): C — D und jeder natiirlichen Transforma-
tion 79: Go — Fp einen eindeutigen Morphismus 7¢: (G, 3s) — (Fe, ds) gibt, der 7y fortsetzt. Ein
kontravarianter kohomologischer §-Funktor (G*,6®): C — D heifit universell, wenn es zu jedem
kontravarianten kohomologischen ¢-Funktor (K*,0%): C — D und jeder natiirlichen Transformati-
on 19: G° — K° einen eindeutigen Morphismus 7,: (G*,6%) — (K*,§*) gibt, der 7y fortsetzt.

Sei F': C — D ein rechtsexakter kovarianter Funktor. Ein linksderivierter Funktor zu F' ist ein
universeller kovarianter homologischer §-Funktor (Fy, ds) mit Fy = F. Sei G: C — D ein linksexak-
ter kontravarianter Funktor. Ein rechtsderivierter Funktor zu G ist ein universeller kontravarianter
kohomologischer §-Funktor (G*,§*) mit G° = G.

5.60. BEMERKUNG. Aufgrund der Universalitéit sind derivierte Funktoren bis auf natiirliche
Isomorphie eindeutig bestimmt. Die Notation (Indizes fiir ,,homologische* Funktoren stehen unten,
fiir ,kohomologische* Funktoren oben) und Bezeichnungen (alle Pfeile zeigen nach rechts, woraus
sich die Bezeichungen links-/rechtsexakt und links-/rechtsderiviert ableiten) stimmen mit dem all-
gemeinen Sprachgebrauch {iberein, und daher nicht immer mit unseren bisherigen Konventionen.
In Zukunft werden wir die ,, Verbindungshomomorphismen® 0, beziehungsweise °® in der Notation
oft weglassen.

Den Begriff der freien Auflésung fithren wir in Proposition 5.63 (1) ein.

5.61. SATZ UND DEFINITION. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Dann besitzt jeder
rechtsexakte kovariante Funktor F: Modr — Modg einen linksderivierten Funktor (Fs,0,), und
jeder linksexakte kontravariante Funktor G: Modr — Modg besitzt einen rechtsderivierten Funk-
tor (G*,68%). Fiir freie R-Moduln A gilt Fp(A) = G¥(A) = 0 fir alle k > 1.

Wenn R ein Hauptidealring ist, gilt F, = G* = 0 fir alle k > 2. Sei a: Ay — Ag eine freie
Auflésung von A, dann existieren natirliche Isomorphismen

FOA%COker(Fa: FA1—>FAO) s FlA%ker(Fa: FA1 —>FAO) s
G°A = ker(Ga: GAy — GAy) und — G'A = coker(Ga: GAg — GA;) .
Wenn R =k ein Korper ist, gilt Fj, = G =0 fir alle k > 1, folglich sind F und G exakt.

5.62. DEFINITION. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Der linksderivierte Funktor zu ®p
M heit das Torsionsprodukt Torf(-, M). Der rechtsderivierte Funktor zu hompg( -, M) heifit das
Erweiterungsprodukt Exth (-, M).

Wir werden nur den Spezialfall eines Hauptidealringes betrachten, wobei wir an R = Z und C =
Mody, = Ab denken. In diesem Fall schreiben wir Torg fiir Torf und Extp fiir Ext}%; fiir Tor(}]%
und ExtOR schreiben wir natiirlich ® g M beziehungsweise hompg( -, M). Fiir beliebige R diirfen wir
jeden R-Modul M als abelsche Gruppe, also als Z-Modul auffassen. Das liefert uns Funktoren ®z M,
homgy( -, M), Torz(-, M), Extz(-,M): Ab — Modp.
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5.63. PROPOSITION. FEs sei R ein Hauptidealring. Dann gilt
(1) Jeder Untermodul eines freien Moduls ist frei. Sei insbesondere M ein R-Modul, dann
existiert eine freie Auflésung a von M, das hez'ﬂt eine kurze exakte Sequenz der Form
0¢— M+«= R & R 0.
(2) Sei f: M — N linear, sei a: My — My eine freie Auflosung von M, und sei die untere

Zeile im folgenden Diagramm exakt. Dann gibt es Abbildungen f;: M; — N; firi =20, 1,
so dass das Diagramm

0 M <2 My <2 My 0
| |
fi I fo I f1
q Y b Y
0 N No N, Ny

kommutiert.
(3) Je zwei Kettenabbildungen fo: Mo — No in (2) sind kettenhomotop.

BEWEIS. Sei M ein R-Modul. Wir wéhlen eine Erzeugermenge E von M und erhalten eine
kurze exakte Sequenz der Form

04— M1 R®F  ker(f) «— 0.

Wenn der Untermodul ker(f) von R®¥ wieder frei ist, wihlen wir eine Erzeugermenge F von ker(f)
und haben somit eine freie Auflosung von M konstruiert. Die Elemente von F und F' nennt man
daher auch Erzeuger und Relationen

Sei also U C R®F ein beliebiger Untermodul. Wir bezeichnen Potenzmengen mit P und be-
trachten die Menge

F={(AB)|ACE, BBasisvon UNR®} < 7P(E)xP(R").
Auf der Menge F definieren wir eine Halbordnung < durch
(A,B) < (C,D) genau dann, wenn AcCund BCD.
Um mit Zorns Lemma ein Element der Form (E, F') € F zu finden, reicht es, die folgenden drei

Behauptungen zu priifen.

e Die Menge F ist nicht leer, denn es gilt (0,0) € F
e Es sei £ C F eine Kette, das heifit, fiir (A, B) und (C,D) € K gilt (A,B) < (C,D)
oder (C, D) < (A, B). Dann setzen wir

I:UA und J:UB.

(A,B)ek (A,B)ek

Man kann zeigen, dass J eine Basis von U N R®! ist, und somit (I,.J) € F. AuBerdem
gilt (A, B) < (1, J) fiir alle (A, B) € K. Also ist (I, J) eine obere Schranke von K.

e Sei schlieBlich (A, B) € F mit A # E, dann suchen wir ein Element (A’, B’) € F, das
unter ,,<“ echt grofer als (A, B) ist. Wir withlen einen Erzeuger e € F'\ A, und setzen A’ =
AU {e}. Falls U N R®4Y ¢ R4 setzen wir B’ = B und sind fertig,

Ansonsten betrachten wir die Teilmenge

S:{SER‘esgibtmeR@Amitm—i—esEU}.

Dann ist {0} # S C R ein Ideal. Da R ein Hauptidealring ist, folgt S = (s¢) fiir einen
Erzeuger 0 # so € S, also existiert by = mg + esg € U mit mg € R®4. Man kann zeigen,
dass B' = B U {by} eine Basis von U N R®4" ist, also gilt (A, B') € F.
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Damit ist (1) bewiesen.

Zu (2) seien E, F' Basen von My bezichungsweise M;. Da die Abbildung Ny — N surjektiv
ist, kénnen wir zu jedem e € E ein Element fy(e) € Ny mit ¢(fo(e)) = f(p(e)) wihlen. Da E
eine Basis ist, haben wir auf dieser ein fy so definiert, dass das linke Quadrat im Diagramm
in (2) kommutiert. Sei jetzt v € F, dann folgt fo(a(v)) € kergq, also existiert wegen Exaktheit
ein fi(v) € Ny mit b(f1(v)) = fo(a(v)). Somit haben wir f; so bestimmt, dass auch das rechte
Quadrat im Diagramm in (2) kommutiert.

Zu (3) seien fo und f, wie oben gegeben. Fiir jedes e € E gilt fi(e) — fo(e) € ker ¢, also kénnen
wir ho(e) € Ny so wihlen, dass f)(e) — fo(e) = b(ho(e)). Fiir jedes v € Ny gilt dann

b(fi(v) = fi(v) = ho(a(v))) = (fo(a(v)) = fola(v))) — (fo(a(v)) = fo(a(v))) =0,

also finden wir hj(v) € N, so dass
fi(v) = f1(v) = ho(a(v)) + b(h1(v)) - O

BEWEIS VON SATZ 5.61. Wir beschrinken uns — wie schon gesagt — auf den Fall eines Haupt-
idealringes.

Sei F' ein rechtsexakter Funktor und A ein R-Modul. Nach Proposition 5.63 (1) existiert eine
freie Auflosung a: Ay — Ag. Wir betrachten den Komplex

0 FAy &% FA <0,

und fiir ¢ = 0, 1 setzen wir
FlA = HZ(FA., Fa) .

Wegen Proposition 5.63 (2), (3), angewandt auf f = id4, erhalten wir zu jeder anderen freien
Auflésung eine eindeutige Abbildung zwischen den zugehorigen Homologien. Daher ist F; A bis auf
eindeutige Isomorphismen wohldefiniert.

Angewandt auf f: A — B liefert Proposition 5.63 (2) eine Folge von Abbildungen f;: A; — B;,
und daher

F,f = fis: Hi(FAs, Fa) — H;(FB,, Fb) .
Da die f; nach Proposition 5.63 (3) bis auf Kettenhomotopie eindeutig bestimmt sind, ist F; f nach

Bemerkung 5.24 wohldefiniert. Genauso beweist man auch die Funktorialitdt der Fj;.
Da F rechtsexakt ist (beachte, dass unsere Pfeile gerade falsch herum zeigen), ist die Sequenz

0« FA«— FAy &% FA,

exakt, und es folgt
FA=FAy/im(Fa) = Hy(FA.,0) = FpA ,

somit setzt die Folge Fy den Funktor F' = Fy fort. Auflerdem gilt

FI(A) = ker(Fa) C F(Al) .
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Um zu zeigen, dass F, ein 6-Funktor ist, betrachte die kurze exakte Sequenz (*). Ahnlich wie im
Beweis von Proposition 5.63 findet man freie Auflésungen von A’, A und A”, so dass das Diagramm

0 0 0

0 y/ S— Al 0

0 T S— Al 0

0 Alc A A" 0
0 0 0

exakte Zeilen hat. Da die oberen zwei Zeilen aus freien Modulen bestehen, spalten sie, und bleiben
bei Anwendung von F' exakt. Wir wenden F' auf die oberen zwei Zeilen an und erhalten eine kurze
exakte Sequenz von Komplexen. Das Schlangenlemma 5.25 liefert den Verbindungshomorphismus

0: FlA” = Hl(FA/./,F(LH) — Ho(FA,.,Fa/) = F()A/ .

Zur Natiirlichkeit von 0 sei ein kommutatives Diagramm

0 AlC A A" 0
Ao s
0 B’ B B” 0

exakter Sequenzen gegeben. Wir wiederholen die obige Konstruktion fiir beide Sequenzen. Dann
kann man zwischen den beiden Diagrammen von Auflésungen Morphismen so bestimmen, dass
das gesamte Diagramm kommutiert. Die Natiirlichkeit von 0 folgt jetzt aus der Natiirlichkeit des
Verbindungshomomorphismus im Schlangenlemma.

Wenn A frei ist, wéhlen wir Ag = A und A; = 0, und erhalten F}(A) = 0. Da jeder Vektorraum
eine Basis hat, folgt insbesondere F} = 0, falls R = k ein Korper ist. Aber dann ist F' = Fy exakt.

Wir miissen noch Universalitit beweisen. Das passiert in zwei Schritten. Sei zunéchst (F,d,)
ein weiterer 0-Funktor mit F{j = F. Wir wéhlen eine freie Auflosung a: A; — Ap von A. Anwenden
von F, und F, auf die zugehorige kurze exakte Sequenz liefert das Diagramm

7
e FI(Ag) — FU(A) —2 F(Ay) —FO P(Ag) —— F(A) — 0
|
l .
Y P
0 Fi(A) —2~ F(A) o F(Ay) —— F(A) ——0.

Hierbei haben wir F}(Ap) = F1(A1) = 0 benutzt. Da Fy(A) = ker(Fa), existiert ein eindeutiger
Morphismus 74, so dass das obige Diagramm kommutiert. Indem wir Proposition 5.63 (2), (3)
zum einen auf verschiedene freie Auflésungen von A, und zum anderen auf Morphismen A — B
anwenden, sehen wir, dass 7: Fy — F| wohldefiniert und natiirlich ist.

Wir betrachten wieder die kurze exakte Sequenz *. Nach Proposition 5.63 (2) erhalten wir
eine Sequenzabbildung von einer beliebigen freien Auflssung von A” nach *. Wir wenden (F,d,)
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und (Fe,ds) auf das resultierende kommutierende Diagramm kurzer exakter Sequenzen an und
erhalten

s F{(4) (4 — 4 pag) )
B i
[ A R0 e F)
0 — (A 2 or (Ary 2l A” S
N ~
0 F(A") F(A)

Zu zeigen ist die Kommutativitéit des vorderen mittleren Quadrats. Sie erglbt smh, da im mittleren
Wiirfel alle anderen Seiten nach Konstruktion kommutieren. Daher liefert 7 einen Morphismus von
d-Funktoren.

Sei schliellich (G,,0.) ein beliebiger kovarianter homologischer §-Funktor. Die obige Kon-
struktion liefert einen Morphismus zum universellen kovarianten homologischen d-Funktor (G, d)
zu G = G, den wir wie oben konstruieren. Eine natiirliche Transformation 7: G — F, angewandt
auf freie Auflosungen, liefert 7o: (G, 0s) — (Fl, Ds), und zusammensetzen dieser Morphismen lie-
fert den gesuchten Morphismus von é-Funktoren (G, d,) — (F,, ). Damit ist alles iiber (F,, d)
gezeigt, was wir beweisen wollten.

Sei jetzt G: C — D ein linksexakter kontravarianter Funktor. Sei a: Ay — Ag eine freie
Auflésung von A. Wir wenden G an und erhalten G* als Kohomologie des entstehenden Kom-
plexes. Die gleichen Argumente wie oben liefern eine exakte Sequenz

0 — G(A) — G(Ag) &% G(A;) — GHA) — 0,
und fiir jede kurze exakte Sequenz (*) eine lange exakte Sequenz
0 — G(A") — G(A) — G(A) -2 GYA") — GL(A) — GH(A) — 0.

Mit genau den gleichen kommutativen Diagrammen von kurzen exakten Sequenzen in C wie oben
beweisen wir analog alle gewiinschten Eigenschaften von (G*,§°®). Aufgrund der Kontravarianz
von G ergibt sich, dass (G*®,0°) ein universeller kontravarianter kohomologischer -Funktor ist. [

Nachdem wir die Existenz von Torsions- und Erweiterungsprodukt sichergestellt haben, geben
wir noch einige Eigenschaften an. Beispiele werden in Ubung 5.103 betrachtet.
5.64. PROPOSITION. Sei R ein Hauptidealring, und A, B seien R-Moduln.
(1) Es gilt Tor(A, B) =0, wenn A oder B frei ist.
(2) Sei 0 = B — C — D — 0 eine kurze exakte Sequenz, dann existiert eine natirliche lange
exakte Sequenz

0 — Tor(A, B) — Tor(A,C) — Tor(A,D) — AR B — ARC — A®D —0.
(3) Es gibt einen natiirlichen Isomorphismus Torg(A, B) = Torr(B, A).
BEWEIS. Wir lassen diesen Beweis als Ubung 5.105. ([l

5.65. BEMERKUNG. Es sei R wieder ein Hauptidealring und A ein R-Modul. Wir definieren den
Torsionsuntermodul von A als

TorrA={a€A|ra=0fireinreR\{0}}.

Ein Modul heifit A heifit Torsionsmodul, wenn A = Torr A. Der Name ,, Torsionsprodukt® riihrt

daher, dass
Torp(A, B) = Torg(Torg A, Torg B) ,
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das Torsionsprodukt ,sieht“ also nur die Torsionsanteile der Faktoren. Fiir endlich erzeugte R-
Moduln folgt das aus dem Elementarteilersatz und den expliziten Berechnungen einiger Torsions-
produkte in Ubung 5.103. Den allgemeinen Fall wollen wir jetzt nicht untersuchen, siche dazu aber
Ubung 5.106.

Ein R-Modul A heiit divisibel, wenn zu jedem a € A und jedem r € R\{0} ein b € A mit a = rb
existiert. Beispielsweise sind Q und Q/Z divisible Z-Moduln, Z und Z/n jedoch nicht. Die folgenden
Eigenschaften des Erweiterungsproduktes geben wir ohne Beweis an. Den rechtsderivierten Funktor
in (3) definiert man analog zu Definition 5.59.

5.66. PROPOSITION. Fs sei R ein Hauptidealring, und A, B seien R-Moduln.
(1) Es gilt Extr(A, B) =0, wenn A frei oder B divisibel ist.
(2) Essei0) - B — C — D — 0 eine kurze exakte Sequenz, dann existiert eine exakte Sequenz
0 — homp(A, B) — hompg(A,C) — hompg(A, D) —
— Extr(A, B) — Extr(4,C) — Extr(A,D) — 0.
(3) Der rechtsderivierte kovariante Funktor zu homp(A, -) ist Extr(A, -).
5.67. BEMERKUNG. Der Name , Erweiterungsprodukt“ rithrt daher, dass Extr(A, B) Erweite-
rungen von Moduln beschreibt. Eine Erweiterung von A durch B ist eine kurze exakte Sequenz der

Form
0—B—C—>A—0
bis auf Isomorphie, wobei zwei solche Sequenzen isomorph heiflen, wenn es einen Sequenzabbildung

zwischen ihnen gibt, die auf A und B jeweils durch die Identitit gegeben ist. Eine freie Auflosung
von A liefert wegen Proposition 5.63 (2) eine bis auf Kettenhomotopie eindeutige Sequenzabbildung

0 A —= A A 0
]
0 B C A 0.

Insbesondere ist f € hom(A1, B) bis auf ein Element h o a mit A € hom(Ay, B) wohlbestimmt, wir
erhalten also eine Klasse [f] € coker(hom(Ag, B) — hom(A;, B)) = Extr(A, B). Man kann zeigen,
die obige Zuordnung eine Bijektion von der Menge der Erweiterungen nach Extr(A, B) liefert.

5.f. Das Moore-Spektrum und ein universelles Koffizienten-Theorem

Der Begriff ,,Koeffizienten* hat in der Homologietheorie verschiedene Bedeutungen; eine, ndm-
lich (74(S°))xez, haben wir in Abschnitt 5.a kennengelernt. In Abschnitt 5.b haben wir zellulére Ho-
mologie betrachtet, hierbei handelte es sich um gewthnliche Homologie mit Koeffizienten in einem
Objekt M einer abelschen Kategorie C. In diesem Abschnitt geht es darum, einen gegebenen Homo-
logiefunktor zusétzlich mit Koeffizienten in einer gegebenen abelschen Gruppe A zu versehen. Im
Falle der ,,gew6hnlichen“ Homologie mit Werten in der Kategorie der abelschen Gruppen stimmen
all diese Begriffe iiberein: wendet man die im Folgenden beschriebene Methode auf f[. = fI.( A
und die Gruppe A an, so erhilt man JEI.( 5 A).

Mit den Methoden aus diesem Abschnitt kénnen wir einen Zusammenhang zwischen den Funk-
toren he( -; A) und he mit und ohne Koeffizienten herstellen. Im néchsten Abschnitt sehen wir, dass
dieses Resultat fiir gewdhnliche Homologie einen Spezialfall der Kiinneth-Formel fiir Produkte dar-
stellt. Sei M ein R-Modul und X ein topologischer Raum. Man konnte vermuten, dass Hy(X; M) =
Hi(X) ® M gilt. Nach Beispiel 5.20 stimmt das beispielsweise fiir X = CP"™ oder X = HP".
Fir X =RP" R =7 und M = Z/2 liefert Beispiel 5.21 jedoch ein anderes Ergebnis.

206



5.68. DEFINITION. Ein Moore-Raum zur abelschen Gruppe A in Dimension n > 1 ist ein
punktierter CW-Komplex M(A,n) (oder kurz MA,,) in 7; mit abelscher Fundamentalgruppe, so
dass Hy(M(A,n)) = 0 fur alle k # n, zusammen mit einem Isomorphismus

@: Hy(M(A,n)) = 4.

Ein Moore-Spektrum zur abelschen Gruppe A ist ein Spektrum MA = (MA,, sp)nez, fiir das

ein ng existiert, so dass MA,, fiir alle n > ng ein Moore-Raum mit ¢, : ﬁn(MAn) — A ist, so dass

fiir alle n > ng das folgende Diagramm kommutiert.

H,(MA,) —— H,1(SMA,)

A< o (MAny)

Der obere Pfeil im Diagramm bezeichnet den Isomorphismus aus Satz 5.10. Da 71 (M (A, n))
abelsch ist, folgt fiir £k < n aus dem Satz 5.48 von Hurewicz induktiv, dass

M falls k = n, und

(M (A,n)) = Hy,(M(A, n)) = {0 falls k < n.

Insbesondere ist M(A,n) stets (n — 1)-zusammenhéngend nach Bemerkung 5.49.

Da die Rdume MA,, CW-Komplexe sind, sind SMA,, und MA, 11 homotopiedquivalent fiir al-
le n > 1 nach dem homologischen Satz 5.51 von Whitehead. Insbesondere ist jedes Moore-Spektrum
ein Suspensionsspektrum, und wir kénnen MA,, 1 = S”“MAN0 wéahlen.

5.69. BEISPIEL. Wir betrachten einfache Beispiele von Moore-Raumen.
(1) Die Sphiiren S* sind Moore-Réume fiir Z in Dimension k, das Sphérenspektrum S ist also
ein Moore-Spektrum MZ.
(2) Nach Beispiel 5.21 (1) ist die reelle projektive Ebene RP? ein Moore-Raum M (Z/2,1).

5.70. PROPOSITION. Fs sei A eine abelsche Gruppe.
(1) Dann existieren Moore-Rdume MA,, fir alle n > 2.
(2) Sei F: A — B ein Gruppenhomomorphismus, sei n > 2, und seien MA,, M B, Moore-
Réaume mit Isomorphismen o, : fIn(MAn) — A und Yy : lEIn(MBn) — B, dann existiert
eine Abbildung f: MA,, — M By, so dass das Diagramm

Ao (MA,) —L~ f,(MB,)

%l iwn

A r B

kommutiert.
(3) Die Moore-Riume MA,, sind fiir n > 2 bis auf Homotopieiquivalenz eindeutig bestimmt.

Diese Proposition ist das topologische Analogon zu Proposition 5.63 (1), (2). Man beachte,
dass die Abbildung f im Allgemeinen nicht eindeutig durch F' bestimmt ist; Proposition 5.63 (3)
iibertrigt sich also nicht, siehe Ubung 5.109. Insbesondere sind auch die Homotopiesiquivalenzen
zwischen zwei Moore-Riumen zur gleichen Gruppe A in der gleichen Dimension n nicht notwendi-
gerweise bis auf Homotopie eindeutig. Es kommt noch schlimmer: es gibt keinen Funktor Ab — T4,
der jeder abelschen Gruppe A einen Moore-Raum MA,, zuordnet. Als Beispiel hat idgp2 Ord-
nung 4 in [RP? RP?)*, wihrend 1 Ordnung 2 in homg(Z/2,7/2) hat. Insbesondere erhalten wir
kein Analogon zum Satz 5.43 iiber Eilenberg-MacLane-Raume.
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BEWEIS. Sei A eine abelsche Gruppe. Es sei a: Z%% — Z%7 eine freie Auflésung von A wie
in Proposition 5.63 (1). Wir erhalten einen Moore-Raum MA,, zu A als CW-Komplex mit je einer
n-Zelle e fiir jeden Erzeuger j € J von A, und je einer (n+1)-Zelle eZ'H fiir jede Relation k € K.
Dabei ist die Verklebeabbildung ¢ so gewéhlt, dass

ppe: AN(SM) 22— A (\] 87) = 257
JjeJ
den Erzeuger von Z auf die entsprechende Relation in 7% abbildet. Nach Satz 5.18 ist MA,, ein
Moore-Raum mit H,(MA,) = A, und (1) ist bewiesen. Wir kénnen MA,, auch als Abbildungske-

gel Cp der Abbildung
p: \/ 5" —\/ 5"
keK =
auffassen.

Zu (2) sei F': A — B gegeben, und sei a eine freie Auflosung von A wie oben. Sei M (A, n) wie
oben konstruiert, und sei M (B, n) ein Moore-Raum zu B geméf Definition 5.71. Mit Hilfe von F
finden wir eine Abbildung

fn: \/ S"— M(B,n),
jed
indem wir fiir jeden Erzeuger j € J von A die Abbildung f,, auf dem entsprechenden Summanden 5"
durch einen Représentanten von F(j) € A = 7, M(B,n) vorgeben. Dann liegen alle Bilder von
Relationen k € K unter a im Kern von f,: Z9/ = 7, (VjeJ S") — 1, M(B,n), und wir kénnen f,
zu f: M(A,n) — M(B,n) fortsetzen.

Sei insbesondere F' = id4, und sei M(B,n) ein weiterer Moore-Raum zu B = A. Fiir n > 2

folgt (3) aus (2) und dem Satz 5.51 von Whitehead. O

Als Beispiel schreiben wir

@: <€1,€2,...>/<61—282,62—363,...>,

wobei der Erzeuger e, jeweils auf % € Q abgebildet wird. So erhalten wir einen Moore-Raum MQ,,
mit je abzdhlbar vielen Zellen in den Dimensionen n und n + 1.

Sei jetzt MA,, ein Moore-Raum zur abelschen Gruppe A in Dimension n. Nach Lemma 5.35
erhalten wir einen Homologiefunktor B. mit

hi(X) = Hyyn(MA, A X)
fiir alle Rdume X. Wir bestimmen die Koeffizienten von iL. und erhalten

A falls k=0, und

iLk(SO) B HkJrn(MAn) B {0 sonst

Satz 5.44 (2) liefert einen natiirlichen Isomorphismus

he = Hy(-;A) .
Das heift, sobald wir das Eilenberg-Mac Lane-Spektrum zu Z konstruiert haben, kénnen wir al-
le weiteren gewohnlichen Homologiefunktoren mit Werten in Ab mit Hilfe von Moore-Rdumen

erhalten. Dazu reicht ein einzelner Moore-Raum aus; wir brauchen also nicht das gesamte Moore-
Spektrum zu betrachten. Mit Beispiel 5.69 erhalten wir

Hi(X:;Z) = Hpyn(S"AX)  und  Hy(X;Z/2) = Hp (RPEPAX)
die erste Gleichung ist gerade Satz 5.10.
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Die obige Konstruktion funktioniert wegen Lemma 5.35 fiir jeden allgemeinen Homologiefunk-
tor. Das motiviert die folgende Definition, die wegen der Eindeutigkeitsaussage in Proposition 5.70
moglich ist. Da Abbildungen zwischen Moore-Réumen nicht bis auf Homotopie eindeutig durch
ihre Wirkung auf der Homologie festgelegt sind, ist die folgende Definition fiir gewdhnliche Homo-
logie H,(-; A) etwas schwiicher als die bisherigen Konstruktionen.

5.71. DEFINITION. Es sei hq ein allgemeiner Homologiefunktor, und es sei MA,, ein Moore-Raum
zur abelschen Gruppe A in Dimension n. Dann definieren wir he- Homologie mit Koeffizienten in A
fiir alle gut punktierten Rdume X und alle k£ durch

hi(X; A) = hiyn(MA, A X) .

Beispielsweise konnen wir die stabilen Homotopiegruppen eines Raumes X mit Z/2-Koeffi-
zienten definieren durch

T(X;Z/2) = mi 1 (RPPAX) .

5.72. SATZ (Universelle§ Koeffiziententheorem fiir allgemeine Homologiefunktoren). Es sei A
eine abelsche Gruppe und (he,0s) ein allgemeiner reduzierter Homologiefunktor mit Werten in der
Kategorie Ab = Mody,. Dann existiert fiir alle k und alle X eine natirliche exakte Sequenz

0 — hi(X) @7 A — hi(X; A) — Torz (hy—1(X), A) — 0.
Nach Bemerkung 5.67 gibt es Ext (Torz(izk,l(X), A), hi(X) @z A)-viele Erweiterungen der obi-
gen Form. Dabei konnen die mittleren Terme verschiedener Erweiterungen isomorph sein, miissen
es aber nicht. Wir kénnen aus dem obigen Satz den Isomorphietyp von hi(X; A) also im Allgemei-

nen nicht ablesen. Dass es fiir gew6hnliche Homologie mit Einschrinkungen doch geht, sehen wir
im folgenden Abschnitt.

BEWEIS. Es bezeichne a: Z®X — Z%7 eine freie Auflosung von A und ¢: \/, S™ — \/; S™ die
zugehorige Anklebeabbildung in der Konstruktion von M (A,n) im Beweis von Proposition 5.70.
Wir betrachten die Kofaserung

\VS"AX 5 ZonX 5 ConX =MA, AX
K

siehe Ubung 3.132, und erhalten die lange exakte Homologiesequenz

hk+nL hk+nq 7

..._>Bk+n(\/KSn/\X) — Bk—i—n(ZQD/\X) — hk-l—n(MAn/\X)ak_H)L

~ hlan_1t ~
— 1 (Vg SPAX) "5 by 1 (Zo A X) — -
Da diese Sequenz exakt und natiirlich ist, erhalten wir eine natiirliche kurze exakte Sequenz
0— coker(ﬁn+ka) — iszrn(MAn NX)— ker(ﬁn+k,1a) — 0.

Der mittlere Term in dieser Sequenz ist hy(X; A) nach Definition 5.71.
Da Zy homotopiedquivalent zu \/;S™ ist, erhalten wir mit dem Summenaxiom 5.2 (3) ein
kommutatives Diagramm

hin (Ve 8" N X) —= @ hrsn (87 A X) —— hy(X) @7, 23K
ﬁk_,_nl,l l iidﬁko{)@za
ein(Zo A X) ——= @ hiesn (5" A X) —— hp(X) @7 Z87 .

209



Aus dem Beweis von Satz 5.61 wissen wir, dass
coker(ppt) = coker(id;bk(x) ®za) = hi(X) @7 A
und kel‘(iln+k,1L) = ker (ldilkfl(X) X7 a) = Tory, (ilkfl(X), A) . ]

5.73. BEISPIEL. Wir kennen die bereits die Homologie des reell projektiven Raumes aus Bei-
spiel 5.21. Da

Tor(Z,-)=0 und Z®(Z/2)=Tor(Z/2,Z/2) = (Z/)2)® (Z]2) =7]2
erhalten wir Beispiel 5.21 (2) aus 5.21 (1), genauer

¢

7)2=(Z)2)® (Z/2) falls k ungerade und 0 < k < n,
Z)2 = Tor(Z/2,Z/2) falls k gerade und 0 < k < n,

Hy(RP™Y,Z/2) 2 L/2 = 7R L)2 falls k = n ungerade ist,
0= Tor(Z,Z/2) falls K = n + 1 gerade ist, und
0 sonst.

Wenn andererseits Multiplikation mit 2 in A invertierbar ist, dann erhalten wir 5.21 (3), da dann
A® (Z)2) =Tor(A,Z/2) =0.

5.74. BEMERKUNG. In Folgerung 5.84 sehen wir, dass die Koeffizientensequenz in Satz 5.72 fiir
gewohnliche Homologie stets spaltet, so dass

f{k(X7A) gﬁk(X)@)A S¥ TOI'(I;T]C,1<X),A) .

Man kénnte daher denken, dass H (-,A) im Vergleich zur gewdhnlichen ganzzahligen Homologie
keine zusétzliche Information enthélt. In Ubung 5.108 sehen wir ein Beispiel dafiir, dass das nicht
stimmt: es gibt Rdume X, Y, Abbildungen f, g: X — Y und eine Koeffizientengruppe A, so dass
fro = gs: Hp(X) — Hi(Y) fiir alle k, aber
fe # gx: ﬁk(X;A) — fNIk(Y;A) fiir ein k.

Dieses Verhalten erklért sich dadurch, dass die Spaltung in Folgerung 5.84 nicht natiirlich ist.

5.g. Produktridume und die Kiinneth-Formel

In diesem Abschnitt betrachten wir die gewohnliche Homologie von Produkten topologischer
Réume. Dabei arbeiten wir in der Quillen-Modellstruktur, um alle beteiligten Rdume durch CW-
Komplexe zu ersetzen. Gleichzeitig nutzen wir aus, dass Produkte von CW-Komplexen in der
Kategorie T nach Proposition 4.54 (4) wieder CW-Komplexe sind. Wir bezeichnen die Kategorie
der Z-graduierten R-Moduln mit GrModg, das ist gerade die volle Unterkategorie von Chpr der
Kettenkomplexe mit trivialem Differential de = 0.

5.75. DEFINITION. Es seien (C,,de) und (C4,d,) zwei Kettenkomplexe iiber R, dann definieren
wir ihr Tensorprodukt in Chr und ihr Torsionsprodukt in Gr Modg durch

(Ce®rCY= P Ca®rC, md  Torg(C,C"),= @ Torp(Ca,Cy) .
a+b=k a+b=k
Auf dem Tensorprodukt betrachten wir den Randoperator
dep = Y (da@idgy + (—1)%dg, ® dy) .
a+b=k
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Die Vorzeichen in dg sind so gew&hlt, dass

dgk o dg k1 =0.
Das Ziel dieses Abschnitts ist der folgende Satz. Dabei fassen wir He(X; R) und He(Y'; R) wieder
als Objekte von GrModg auf.

5.76. SATZ (Topologische Kiinneth-Formel). Es seien X, Y gut punktierte topologische Réiume
und R ein Hauptidealring. Dann existiert eine natirliche exakte Sequenz

0— (H(X;R)@r H(Y;R)), — Hp(X NY; R) — (Torg(H(X; R),H(Y;R))),_, — 0

fiir alle k. Diese Sequenz spaltet, aber nicht auf natirliche Weise.

Wir erinnern uns an die unreduzierte Homologie Ho(X; R) = He(X; R) aus Bemerkung 5.5.

5.77. FOLGERUNG. Fs seien X, Y topologische Riume und R ein Hauptidealring. Dann existiert
eine natirliche exakte Sequenz

0 — (H(X;R)®r H(Y;R)), — Hp(X xY;R) — (Torg(H(X;R),H(Y;R))),_, — 0,
fiir alle k. Diese Sequenz spaltet, aber nicht auf natiirliche Weise.

Aufgrund der Bemerkungen 5.5 und 5.65 stimmen die Torg-Terme in den Sequenzen aus 5.76
und 5.77 iiberein.

BEWEIS. Wir ersetzen X und Y im obigen Satz durch X; und Y, und nutzen die Bezie-
hung (X xY)y = X, AY,, so dass

Ho(X X Y;R) = Ho((X X V)45 R) = Ho(X4 ANYi5R) . O

5.78. FOLGERUNG. FEs sei k ein Korper, dann existieren natirliche Isomorphismen
(H(X;k) Rk H(Y;k))k >~ Hip(X x Y;k), und (1)
(JEI(X; k) @k H(Y; k)), = Hy(X AY3k) falls X, Y gut punktiert sind. (2)
BEWEIS. Nach Satz 5.61 verschwindet in diesem Falls das Torsionsprodukt. ([l

Der Beweis besteht aus zwei Schritten. Zunéchst konstruieren wir einen Isomorphismus zwischen
dem zelluldren Kettenkomplex eines Produktes von CW-Komplexen und dem Tensorprodukt der
zelluldren Kettenkomplexe der Faktoren. Anschlieend zeigen wir, dass die Homologie eines Ten-
sorproduktes von Komplexen in einer kurzen exakten Sequenz mit Tensor- und Torsionsprodukt
der Homologien der Faktoren steht.

5.79. PROPOSITION. Es seien X und Y CW-Komplexe und R ein Ring. Dann gibt es einen
natiirlichen Isomorphismus

o

(CEV(X AY;R),dSY) — (CEV(X;R),dSWY) @ (CEV (Y3 R),dSW) .

Der analoge Satz fiir den singuldren Kettenkomplex ist der Satz von Eilenberg-Zilber, und der
obige Isomorphismus heifit dann auch Alexander-Whitney-Abbildung .

BeweIs. Nach Proposition 4.54 (4) ist X AY in 7, wieder ein CW-Komplex. Wir betrachten
die charakteristischen Abbildungen Q7 D™ — X und Wy: D" — Y der Zellen €' und e von X
beziehungsweise Y fiir j € J™, k € K™. Dann sind

=0T X U DM DM x Dt — X XY
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ABBILDUNG 5.2. Produkte von Zellen und ihre Rénder

m—+n

die charakteristischen Abbildungen der Zellen e} von X x Y. Wir erhalten den gesuchten Iso-
morphismus

CyV(X AY; R) = REUmin=p"XED) = (B RO @ RN = (COV(X;R) @ COV(YR)), -
m-+n=p

Wir zeigen Vertriglichkeit mit d°V. Die Verklebeabbildung §;7Zk+” ergibt sich als Pushout

N . Xm—l AY" (X A Y)m+n—1
@j XV T — 7+
Sm—l x D™ Sm—l—n—l - gjvk
Xm—l A Yn—l xXm /\YTL—l .
opxig s =
gm—1 s gn-1 Dm % gn-1 QT by
Insbesondere trifft f;”k‘”‘ nur zwei Typen von (m + n — 1)-Zellen von X A'Y, ndmlich e??‘,';”_l
und e}’f,j”_l, falls 7" die Zelle e;.?_l beziehungsweise ¢ die Zelle e}~ U trifft. Seien p;?jg”_l,

qfkfn_l: (XAY)mtn=l _ gmin=1 die zugehorigen Kollaps-Abbildungen. Sei p;?_l: xm-1l 5 gm-1

die Kollaps-Abbildung zu e}’,‘_l und ¢ : Y™ — S™ die Kollaps-Abbildung zu e}, dann gilt

m+n—1 _ m—1 n m+n—1 _
pj/Jg |Xm_1/\Y" = pjl Nqy pj/vk |Xm/\yn—1 =0,
m+n—1 _ mtn—1 om el
95 1 |xm-1pyn =0, und a4} | xmAayn—1 = AT
Die Abbildungen p}v}znq © ;'nljn und qu‘nl:/rnil © ;'nljnz gmtn—l _ gm+n=1 aus Definition 5.17

entsprechen gerade den Verkettungen

m+n—1 m+n—1 m n—1\ ~ gm—1 n (p;}_logp;.")/\i
S N J(D™ x Sy 22 gl A S

grant — gmnet j(gmet s pry s gm o gt S gy gt o gminet
Der Abbildungsgrad der rechten Abbildungen in der oberen Zeile ist gerade ein Koeffizient des
Randoperators dg(w des Komplexes CEW(X; R). In der unteren Zeile erhalten wir den analogen
Koeffizienten von dg/W. Es bleiben noch die Vorzeichen in Definition 5.75 zu erkléren. Dazu be-
trachten wir die folgenden Verkettungen von Projektionen und iiberlegen uns wie in Abbildung 5.2,
dass

d
m—1 n ~ ’IIL+’IL—1
S /\ S - S 3

deg (S — STTIA ST — g = 1
und  deg (ST — ST A ST — ST = (1)

Ahnlich beweist man Natiirlichkeit, das heiit, Vertriiglichkeit mit zelluliren Abbildungen. g
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5.80. SATZ (Algebraische Kiinneth-Formel). Es seien (Ce, ds) und (C,,d,) zwei Kettenkompleze
iber einem Hauptidealring R, und C, sei frei fir alle k € Z. Dann existiert eine natirliche kurze
exakte Sequenz

0 — (H(Co,do) ®r H(Cy,d,)), — Hy((Ce,de) @ (Co,dl)) —
— Torg(H(C., ds), H(Cy,dy)), | — 0

fiir alle n, mit u([c]®@|[]) = [e®]. Wenn auch Cy fiir alle € € Z frei ist, spaltet die obige Sequenz,
aber nicht auf natirliche Weise.

Die obige Sequenz spaltet sogar, wenn nur einer der beiden Komplexe frei ist; das ist allerdings
etwas schwerer zu zeigen.

BEWEIS. Es bezeichnen Z, und B[ die Unterkomplexe der Zykel und Rénder von (C},d,),
jeweils mit trivialem Randoperator. Nach Proposition 5.63 (1) sind alle Z;, und Bj, C Cj, frei. Wir
erhalten spaltende kurze exakte Sequenzen

d/
0—2,—C,—>DB,_,—0 (*)

+(ide®d )n
L,

und 00— (Co® ZL)p — (Ce®CY) (Ce®Bl)p—1 —0,

etwa, indem wir fiir alle k& ein Rechtsinverses si: Bj,_; — Cj} zu dj durch Wahl auf einer Basis
von Bj , konstruieren. Das Vorzeichen von (id¢ ® d'); héngt wie in Definition 5.75 vom Grad
in Cy ab. Die Komplexe Z, und B, haben keinen Randoperator und sind frei. Daher ist Tensorieren
mit Z, und B) jeweils ein exakter Funktor, und es folgt

Hy((Co, de) ®r (Z2,0)) = (H(Ce,de) @R Zo)n
und  Hy((Ce,ds) ®r (B,,0)) = (H(Ce,de) ®p By)r -
Das Schlangenlemma 5.25 liefert die lange exakte Sequenz
- — (H(Cs,do) @R ZL)n — Hy((Co,do) @5 (CL,dL)) —
— (H(Cu,de) @8 Bl)u1 —2 (H(Cuyda) @5 Zi)n1 — ... (1)

Wir betrachten z ® b’ € (Ze ® Bl)p—1, um das Bild von [z @ V'] = [2] @ b/ € Hy,—1((Ce,de) @R Bl)
unter 9 zu bestimmen. Wie im Beweis von Lemma 5.25 wir finden ein Urbild 2z ® ¢’ € (Z, ® C.)y,
da (*) spaltet, und erhalten anschliefend

don(z@d)=(dz)®d £ 2@ (dd)=2@V € (Ze @ CL)p-1 .
=0
Dab' € B, C Z,,ist 2@V € Zy ® Z,, das gesuchte Urbild, und es folgt
Oz V] =[z@V] = (idg, ® jo)n-1:[z @ V] € Hy1((Ce,ds) ®r Z1)

somit wird & von der Inklusion jo: B, — Z. induziert.
Aus der langen exakten Sequenz (f) erhalten wir also eine kurze exakte Sequenz

0 — coker(idg (¢, dy) @ 7)n — Hn((Co,de) @R (Cs, dy)) — ker(idg(c, dp) ® J)n-1 — 0.
Indem wir die freie Auflésung
0 «— Hy(CL,d.) «— Z <% Bl +— 0
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betrachten, schlieffen wir, dass

coker(idH(CMd.) ®J)n = (H(C., de) @r H(CL, d’,))n
und ker(id g (o, de) ® J)n—1 = Torg (H(Ce, da), H(Cy, dy))

n—1"

Damit ist die Exaktheit der Sequenz im Satz bewiesen. Da die Abbildung p von der Inklusion
Zn(Co @ Zy) = (Ze @ Zy)n — Zn(Co @ Cy)

induziert wird, hat sie die obige Gestalt.

Wenn C, und C, frei sind, spaltet (*) und die analoge Sequenz fiir Cs. Also finden wir Linksin-
verse pe: Co — Zo und pl: CL, — Z, zu den Inklusionen Z, — C, beziehungsweise Z, — C.. Dann
ist (p ® p')e ein Linksinverses zu p, falls wir zeigen konnen, dass p auf He((Ce,ds) ®r (C.,dy))
wohldefiniert ist. Aber das ist der Fall, denn

(p@p)de®C'+CRdC") € By ® Z + Zy @ B, C ker(Ze @ Z, — Hy @ H)) .

Also spaltet in die Sequenz in diesem Fall, und der Satz ist bewiesen. O

BEWEIS VON SATZ 5.76. Es seien X, Y gut punktierte topologische Réume. Nach Satz 5.44 (1)
ist gewohnliche Homologie — so, wie wir sie dort konstruiert haben — unter schwachen Aqui-
valenzen invariant. Seien X’ — X und Y/ — Y CW-Approximationen, dann erhalten wir Isomor-
phismen

~ ~ ~ o~

H,X';R) — H.(X;R) und H,(Y;R) — H.(Y:R)
nach Bemerkung 5.33 (1). Nach Lemma 5.35 sind die Funktoren Ho(- ANY";R) und Hy(X A -; R)
ebenfalls unter schwachen Aquivalenzen invariant, und wir erhalten Isomorphismen

Ho(X'AY';R) =5 Hy(X AY';R) — Hy(X AY:R) .

Also reicht es, den Satz fiir CW-Komplexe zu beweisen.

Nach Satz 5.18 wird die gewdhnliche R-Homologie von X', Y" und X’ x Y’ durch deren zel-
luldre Kettenkomplexe berechnet, deren einzelne Moduln nach Konstruktion alle frei iiber R sind.
Somit folgt die topologische Kiinneth-Formel jetzt aus dem , Eilenberg-Zilber“-Satz 5.79 und der
algebraischen Kiinneth-Formel 5.80.

Zu Abbildungen f: X — Z und g: Y — W und CW-Approximationen X’ — X, ..., W' — W
erhalten wir nach Satz 4.51 zelluldre Abbildungen f': X’ — Z’ und ¢': Y/ — W/, so dass die
Diagramme

X —X Y ——=Y
f’i J{f und g’l lg
7.7 W ——W

kommutieren. Wegen der Natiirlichkeitsaussage in Proposition 5.79 kommutiert auch das Diagramm
CEV(X'AY"; R) — CEV (X' R) @ CEW (Y R)
(f'/\g')#i if;/&@gl#
CEV(Z' A\W'; R) —= CEW(Z', R) ® CEW(W'; R) .
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Wir betrachten zum Schluss das Diagramm

_ Ho(X;R)@r Ho(Y;R) — — - —— — — — - ~H, (X NY;R)
3 _ — ~ | =
Ho(X';R)®p Ho(Y'; R) — ! Ho(X'NY';R) — (ng)*L
f+®g«
fi8g, _ Huo(Z;R) @ Ho(W; R)%l>ﬁ.(ZAW;R).
— N (f'Ag")+ —
Ho(Z'; R) ®r Ho(W'; R) = Ho(Z' A\W';R) ~

Die Quadrate rechts und links kommutieren wegen Satz 5.18, und da gewthnliche Homologie von to-
pologischen Réumen ein Funktor ist. Das vordere Quadrat kommutiert nach obiger Voriiberlegung,
und da Homologie von Komplexen ein Funktor ist. Nach unser Konstruktion der gestrichelten Pfeile
kommutieren dann auch die restlichen Quadrate im Diagramm, und die Natiirlichkeit der linken
Abbildung in der Kiinneth-Sequenz ist gezeigt. Entsprechend beweist man auch die Natiirlichkeit
der rechten Abbildung. O

5.81. BEMERKUNG. Da wir zellulire Homologie hier zum ersten Mal benutzt haben, um neue
Morphismen zu konstruieren, und nicht, um bereits bekannte Morphismen zu beschreiben, wollen
wir uns kurz {iberlegen, dass die Abbildungen in der Kiinneth-Sequenz in Satz 5.76 nicht von
der Wahl der CW-Struktur (also auch nicht von der CW-Approximation) abhingen. Hierbei ist
entscheidend, dass alle benutzten Konstruktionen natiirlich sind.

Seien also etwa zwei CW-Approximationen f;: X/ — X mit ¢ = 0, 1, gegeben, dann existieren
nach den Satz 4.51 bis auf Homotopie eindeutige zellulédre Abbildungen k: X — X{ und ¢: X{ —
X, so dass die Abbildungen

fo~fio0k, fi~ fool, Eokwidxé, und kot ~idx,

jeweils homotop sind. Mit #hnlichen Uberlegungen wie im obigen Beweis kommutiert

R

Ho(Xy; R) © Ho(Y'; R) Ho(X) AY'; R)

IR

—= ~ ~ \':;

k*®idl Tz*@nd Ho(X;R)®r He(Y; R) — — — l T - - (X ANY;R).
> N (lj/\id)*

Hu(X{;R) ©p Ho(Y'; R)

1%

Hieraus folgt, dass der hintere Pfeil unabhéngig von der Wahl der CW-Approximation ist.

5.82. BEISPIEL. Wir betrachten den n-dimensionalen Torus 7" = S! x --- x S'. Es gilt

Ho(S™ R) = {R fiir k =0, n, und
0 sonst,

insbesondere sind die Homologiemoduln frei. Wegen Bemerkung 5.5, Proposition 5.64 (1) und Fol-
gerung 5.77 gilt

RG) fir1<k<n,

0 sonst.

) firo<k< .
Hk(T”;R)%{f'“ i‘;;s(l—k—” und  Hy(T™ R) &

5.83. BEISPIEL. Wir betrachten die Riume S? x S* und CP3. Wegen Beispiel 5.20 und Folge-
rung 5.77 gilt

R fir k=0, 2, 4 oder 6, und

Hi,(S? x S%; R) = H,(CP3R) = {
0 sonst.
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Dennoch sind diese Réume nicht homotopiedquivalent, denn nach Beispiel 3.43 (1) gilt
m3(CP?) = m3(87) =0,
aber mit Beispiel 3.43 (1) und Ubung 3.104 gilt auch
m3(5% x §%) =2 713(S?) x m3(SH) = 7Z .
Wir sehen also

(1) Homologie- und Homotopiegruppen enthalten verschiedene Information.

(2) Trotz des homologischen Satzes 5.51 von Whitehead sind einfach zusammenhéngende
R&ume mit isomorphen Homologiegruppen nicht notwendigerweise homotopiedquivalent.

(3) Wegen dieses Satzes gibt es weder eine Abbildung f: S? x S* — CP? noch eine Abbil-
dung g: CP3 — 82 x 84, die auf H,(-; R) einen Isomorphismus induziert.

Als néchstes Beispiel betrachten wir X beliebig und Y = MA,, einen Moore-Raum. Wir haben
im letzten Abschnitt gesehen, dass
Hiyn(MA, A X) = Hi(X; A)

Die kurze exakte Sequenz in der Kiinneth-Formel 5.76 ist die gleiche wie im universellen Koeffizi-
ententheorem 5.72. Mit dem obigen Beweis erhalten wir den folgenden wichtigen Zusatz.

5.84. FOLGERUNG (Universelles Koeffiziententheorem, Zusatz). Es sei A eine abelsche Gruppe
und h = H gewdhnliche Homologie mit Koeffizienten in Z. Dann spaltet die kurze exakte Sequenz
im universellen Koeffiziententheorem 5.72, allerdings nicht natiirlich.

Ein Beispiel folgt in Ubung 5.112. Sei allgemeiner A ein R-Modul, dann existiert eine natiirliche
Sequenz
0— I:Ik(X;R) Qr A — I:Ik(X;A) — TorR(ﬁk,l(X;R),A) —0;
diese spaltet, aber nicht natiirlich. Zum Beweis ersetzen wir X durch einen CW-Komplex und
argumentieren dhnlich wie im Beweis der algebraischen Kiinneth-Formel 5.80, siche Ubung 6.60.

5.h. Ubungen zu Kapitel 5
Ubungen zu Abschnitt 5.a.

5.85. UBUNG. Gegeben sei eine lange exakte Sequenz

hn hn
---%An_ﬂ—(}’ng%"BnJ—"AnJCnHH...

in C = Modp. Beweisen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen.
(1) Fiir alle n existiert ky,: By, — A, mit k, o f, =1id4,,.
(2) Fiir alle n exisiert 4,,: C,, — B, mit g, o ¢, =id¢,.
(3) Fiir alle n existiert ein Isomorphismus ¢, : B, — A, ® C,, so dass ¢, o f, die natiirliche
Inklusion und g, o ¢, ! die natiirliche Projektion ist,.
Zeigen Sie auBerdem, dass dann h, = 0 gilt, und dass es natiirliche Bijektionen zwischen den
Mengen der moglichen Folgen (ky)nez in (1), (bn)nez in (2), sowie der (¢n)nez in (3) gibt.

5.86. UBUNG. Es sei X = {0,...,n} versehen mit der diskreten Topologie, und 0 € X sei
der Basispunkt. Es sei he ein reduzierter Homologiefunktor. Beschreiben Sie die Abbildung p, aus
Bemerkung 5.5 (1) in Termen von A, (S°) mit Hilfe des Summenaxioms 5.2 (3), indem Sie X und X,
darstellen als

x=\/5" und X+:\n/SO.
=1 =0
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5.87. UBUNG. Beweisen Sie die Exaktheit der Mayer-Vietoris-Sequenz 5.6 an einer der beiden
fehlenden Stellen, also bei hy,(X) oder bei h,(A N B).

5.88. UBUNG. Es sei X = AU B, so dass (4, AN B) und (B, AN B) Kofaserungen seien, und
es gelten Zusammenhangsvoraussetzungen wie in Folgerung 3.65. Konstruieren Sie ein Analogon
zur Mayer-Vietoris-Sequenz 5.6 fiir die ,,unstabilen“ Homotopiegruppen me wie in Bemerkung 5.9.
Wie weit ldsst sich diese Sequenz nach links beziehungsweise rechts fortsetzen? Fiir m; kennen wir
bereits den Satz 2.42 von Seifert-van Kampen. Unter welchen zusétzlichen Voraussetzungen lésst
er sich in diese Sequenz ,,einbauen®?

Ubungen zu Abschnitt 5.b.

5.89. UBUNG. Es sei n > 0, und es sei A Objekt einer abelschen Kategorie C. Bestimmen
Sie H(CP™; A) und Hy(HP"; A) fir alle k£ > 0.

5.90. UBUNG. Berechnen Sie HEW (X;7Z) und HSW (X;Z/27) fiir die folgenden Réume:

(1) Fassen Sie den Torus 72 = S! x S! als CW-Komplex auf, indem Sie in der linken Skizze
gegeniiberliegende Seiten identifizieren.

(2) Betrachten Sie die Kleinsche Flasche X, die aus einem Quadrat durch Identifikation ge-
geniiberliegender Seiten geméfl der rechten Skizze entsteht. Fassen Sie X fiir die Berech-
nung der Homologie als CW-Komplex mit Basispunkt, zwei 1-Zellen und einer 2-Zelle
auf.

Torus Kleinsche Flasche

5.91. UBUNG. Zeigen Sie:

(1) Kettenhomotopie ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Kettenabbildungen zwi-
schen zwei gegebenen Komplexen. Sie ist mit der Komposition von Kettenabbildungen
vertraglich.

(2) Kettenhomotopiefiquivalenz ist eine Aquivalenzrelation auf der Kategorie der Kettenkom-
plexe.

5.92. UBUNG. Es seien X, Y punktierte CW-Komplexe und M ein R-Modul. Eine zellulire
Homotopie zwischen zelluldren Abbildungen f, g: X — Y ist eine zelluldre Abbildung h: I A X —
Y, wobei I die CW-Struktur mit einer 1- und zwei 0-Zellen trage. Zeigen Sie: zelluldre Homotopien
induzieren Kettenhomotopien zwischen den Abbildungen fx und g4 : CEWV(X; M) — CEV(Y; M).

5.93. UBUNG. Sei h, eine Kettenhomotopie zwischen Kettenabbildungen f, und ge: (Ce,ds) —
(E., eq) liber R. Konstruieren Sie mit Hilfe von he eine Linkshomotopie zwischen f, und ge in Chpr
im Sinne von Definition 4.60, und zwar mit dem Zylingerobjekt (ZCl, zd,), mit

dy, —ide,
ZC,=Cr @ Cr @ Cr_q und zdy, = di  idg,

Dabei wollen wir unter einer schwachen Aquivalenz eine Kettenabbildung verstehen, die Isomor-
phismen auf allen Homologiemoduln induziert.
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5.94. UBUNG. Seien fa, ge, he wie in der vorigen Aufgabe. Konstruieren Sie aus diesen Daten
eine Rechtshomotopie zwischen f, und ge in Chp.

5.95. UBUNG. Beweisen Sie das Schlangenlemma 5.25.

(1) Zeigen Sie: der Verbindungshomomorphismus ist wohldefiniert und natiirlich als Transfor-
mation zwischen zwei Funktoren von der Kategorie der kurzen exakten Sequenzen in der
Kategorie Che der Kettenkomplexe in C in die Kategorie C.

(2) Beweisen Sie die Exaktheit der angegebenen Sequenz an mindestens einer Stelle.

5.96. UBUNG. Es sei R ein Ring mit Eins. Wir identifizieren R mit dem Kettenkomplex
o —0—R—0— -,

wobei sich R in Grad 0 befinde.

(1) Sei (Ce,ds) ein Kettenkomplex in Chr und ¢ € Cj. Unter welchen Bedingungen existiert
ein Morphismus R — C, vom Grad k, der 1 € R auf ¢; abbildet? Ist er eindeutig?

(2) Sei ¢, wie oben, und bezeichne ¢ : R — C, den obigen Morphismus. Was beschreibt ¢y, =
Ho(ck): Ho(R,0) — He(Co,ds)?

(3) Sei f: (Ce,de) — (CL,d,) eine Abbildung vom Grad a. Welchen Grad haben die Morphis-
men f o ¢, und fi o ¢k, und was bezeichnen sie?

5.97. UBUNG. Beweisen Sie Satz 5.31.

5.98. UBUNG. Es sei Y Unterkomplex eines CW-Komplexes X, und es sei M Objekt einer
abelschen Kategorie C, wobei Sie wieder C = Modp annehmen diirfen. Nach Bemerkung 5.5 (2)
definiert man relative Homologiemoduln Hy(X,Y;A) = Hi(X//Y; A). Zeigen Sie

(1) Es gilt H,(X,Y; A) = H,(X/Y; A).

(2) Wir betrachten (C’?W(Y;A),dcw) als Unterkomplex von (C’.CW(X;A),dCW), dann exi-
stiert ein natiirlicher Quotientenkomplex (C’.CW(X ;A)/ CEWV(Y; A), CZCW).

(3) Der Komplex aus (2) ist natiirlich isomorph zu (C’.CW(X /Y3 A),d°V).

Ubungen zu Abschnitt 5.d.

5.99. UBUNG. Die , topologische Narrenkappe“ X entsteht, indem man bei einem Dreieck alle
drei Seiten gemiB der Skizze identifiziert. Wir wissen aus der Vorlesung, dass HEW (X;Z) = 0.

(1) Bestimmen Sie die Fundamentalgruppe von X.

(2) Zeigen Sie, dass X schwach zusammenziehbar ist.

(3) Zusatz: Geben Sie eine explizite Homotopie X x I — X zwischen idx und der Nullabbil-
dung an.

(4) Zusatz: Basteln Sie ein Modell.

Ubungen zu Abschnitt 5.e.

5.100. UBUNG. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Uberpriifen Sie, dass Tensorprodukt
und Hom-Funktor iiber R mit £ = R alle Eigenschaften aus Definition 4.26 und Bemerkung 4.28
erfiillen. Somit ist die Kategorie (Modg, ® g, R) monoidal und abgeschlossen. Wie lautet ihr Expo-
nentialgesetz?
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5.101. UBUNG. Beweisen Sie Proposition 5.56.

5.102. UBUNG. Vervollstindigen Sie den Beweis von Satz 5.61. Konstruieren Sie dazu insbeson-
dere alle bendtigten Diagramme in der Kategorie C mit den jeweils geforderten Eigenschaften.

5.103. UBUNG. Es sei R ein Hauptidealring, 7, s € R, und B ein R-Modul. Zeigen Sie:

Tor(R/r, B) = hom(R/r,B) = {be B|br=0} C B, (1)
Ext(R/r,B) = (R/r)® B~ B/rB , (2)
Tor(R/r,R/s) = Ext(R/r,R/s) = (R/r) ® (R/s) = hom(R/r,R/s) = R/(r,s) , (3)

wobei (r,s) das von r und s erzeugte Ideal in R bezeichne.

5.104. UBUNG. Zeigen Sie, dass sich Tor und Ext unter direkten Summen und Produkten analog
zu ® und hom in Bemerkung 5.54 verhalten.

5.105. UBUNG. Beweisen Sie Proposition 5.64.

5.106. UBUNG. Es sei R ein Hauptidealring, A, B seien R-Moduln, und Torg A bezeichne den

Torsionsuntermodul aus Bemerkung 5.65. Zeigen Sie:

(1) Der Modul A/ Torg A ist torsionsfrei.

(2) Jeder endlich erzeugte Untermodul von A/ Torg A ist frei.

(3) Es gilt Torg(B, A/ Torg A) = 0.

(4) Es gilt Torg(B, Torg A) = Torg(B, A).
Hinweis: Jedes Element in einem Tensorprodukt X ® Y kann als endliche Linearkombination von
Elementen der Form z ® y mit z € X, y € Y geschrieben werden.

5.107. UBUNG. Beweisen Sie Bemerkung 5.67.
Ubungen zu Abschnitt 5.f.

5.108. UBUNG. Wir betrachten A = Z/n und konstruieren den Moore-Raum MAy, indem wir
eine (k + 1)-Zelle mit einer Abbildung ¢: S* — S* vom Grad n an S* ankleben. Indem wir das
k-Skelett S* auf einen Punkt abbilden, erhalten wir die Kollaps-Abbildung f: MA; — MA;/S* =
Sk+1 AuBerdem sei g: MAj, — S**1 eine konstante Abbildung. Zeigen Sie:

fe=0s=0: Hy(MAy; Z) — Ho(S**1;72) fiir alle k > 0, (1)
gv = 0: Hy(MAy; A) — Ho(S*11; A) fiir alle k& > 0, (2)
frs1: Hyor(MAg; A) — Hy g (S A) 2 A (3)

5.109. UBUNG. Seien A, B abelsche Gruppen. Wir betrachten den Raum [MA,,, M B,] der
punktierten Abbildungen von MA,, nach M B,, bis auf Homotopie.

(1) Zeigen Sie mit Hilfe des Freudenthalschen Einhéingungssatzes 3.74 und der Puppe-Sequenz
aus Satz 4.67 (3), dass Stabilisieren fiir n > 3 den folgenden Isomorphismus liefert:

[MAy, MB,] —25 [MApi1, MBpi1] .
(2) Konstruieren Sie mit Hilfe der Puppe-Sequenz eine kurze exakte Sequenz der Form
0 — Ext(A, m41MBy) — [MA,, M B,] — hom(A, B) — 0.
(3) Es sei n > 3. Zeigen Sie mit der Homotopiesequenz 3.70 fiir Kofaserungen, dass
Tnt1(MBy,) 2 BRZ/2 = B/2B .
(4) Zeigen Sie, dass Ext (A, B/2B) = 0, wenn Multiplikation mit 2 in B surjektiv oder in A
injektiv ist.

219



Man beachte, dass die Sequenz in (2) im allgemeinen nicht spaltet.

5.110. UBUNG. Bearbeiten Sie eine der folgenden Aufgaben.

(1) Essei A ein R-Modul, und es gelte Extz (A, A/2A) = 0. Fiir n > 3 liefert die Modulstruktur
auf A nach der vorangegangenen Aufgabe eine Abbildung

R < homgz (A, A) = [MA,, MA,] .

Zeigen Sie, dass man fiir jeden Homologiefunktor he, jeden Raum X und jedes k die
Gruppe ﬁk(X ; A) als R-Modul auffassen kann. Man erhilt also einen Modg-wertigen Ho-
mologiefunktor.

(2) Es sei A ein R-Modul und HA, das Eilenberg-Mac Lane-Spektrum zu A. Dann kann
man den in Proposition 5.45 konstruierten Funktor H,(X; A) als Modg-wertigen Funktor
auffassen.

5.111. UBUNG. Es sei f: MA, — MB, eine stetige punktierte Abbildung zwischen Moore-
Réumen, so dass die induzierte Abbildung f.: A = H, (MA,) — B = H, (MB,) injektiv ist. Zeigen
Sie

(1) Dann ist der reduzierte Abbildungskegel C'f ein Moore-Raum zu C' = B/ f, A.
(2) Fiir jeden Homologiefunktor (he,ds) und jeden Raum X erhalten wir die natiirliche lange
exakte Bockstein-Sequenz

e Hy(X;0) — Hp(X;B) ¢— Hp(X; A) <2 Hy1 (X;C) — -+
5.112. UBUNG. Wir fassen A = Z/n als Z-Modul auf. Es sei f: MA; — S**1 die Kollaps-

Abbildung aus Ubung 5.108.

(1) Geben Sie die Koeffizientensequenzen fiir Hy, 1 (MAy; A) und Hy,1(S¥11; A) aus Satz 5.72
an, und stellen Sie die von f induzierte Sequenzabbildung in einem kommutativen Dia-
gramm dar.

(2) Uberpriifen Sie, dass beide Koeffizientensequenzen spalten, und dass die Spaltungen nicht
natiirlich sind.

Ubungen zu Abschnitt 5.g.

5.113. UBUNG. Prizisieren Sie die Aussage, dass der in Proposition 5.79 konstruierte Isomor-
phismus

(COV(X AY:R),dIY) = (COV(X; R),dSY) © (COV(Y3 R), dSVY)
natiirlich ist, und beweisen Sie sie.
5.114. UBUNG. Wir wollen I™ als CW-Komplex mit (Z) 2"=F Zellen der Dimension k darstellen.
Wir orientieren I™ C R™ mit der Standardbasis, und wir orientieren die Rand-Hyperflichen von I™

durch solche Basen des tangentialen (n — 1)-dimensionalen Vektorraums, dass Voranstellen des
duBleren Normalenvektors wieder eine positiv orientierte Basis des R"™ liefert.

(1) Beschreiben Sie den zelluldren Rand der n-Zelle von I".
(2) Betrachten Sie jetzt I"™ x I" = I"*" und {iberpriifen Sie, dass sich der Rand der (m + n)-
Zelle wie in Proposition 5.79 verhélt.
5.115. UBUNG. Essei A =Z/n und B = Z/m und k, £ > 2.
(1) Berechnen Sie Ho(M By A MA},) und Ho(M By A S¥+1).
(2) Sei f: MA; — S*+1 die obige Kollaps-Abbildung. Bestimmen Sie
(idarg, A f)e: Ho(MBy A MAy) — Ho(M By A S*1)
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(3) Konstruieren Sie wie in Ubung 5.112 ein Beispiel dafiir, dass die Kiinneth-Sequenz nicht
natiirlich spaltet.

5.116. UBUNG. Esseien X, Y gut punktierte, (n—1)- beziehungsweise (m—1)-zusammenhingen-
de Réume.

(1) Zeigen Sie, dass X AY ein (m + n — 1)-zusammenhéngender Raum ist.
(2) Bestimmen Sie mp,4n(X AY), falls m, n > 2.
(3) Zusatz: was konnen Sie iiber die restlichen Félle aussagen?
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KAPITEL 6

Kohomologie

Kohomologie ist ein dualer Begriff zur Homologie, und wird ebenfalls durch Eilenberg-Steenrod-
Axiome charakterisiert. Daher iibertragen sich viele technische Resultate fast automatisch, bei-
spielsweise existiert ein zelluldrer Kokettenkomplex, der die gewohnliche Kohomologie von CW-
Komplexen ausrechnet.

Ausgehend von der zelluldren Kohomologie beweisen wir ein universelles Koeffiziententheorem,
das Kohomologie mit Homologie in Verbindung bringt. Auch kénnen wir einen Spezialfall der
Kiinneth-Formel leicht beweisen. Schliellich konstruieren wir noch Produkte auf der zelluldren
Kohomologie, sowie eine Wirkung auf zelluldrer Homologie.

In der zweiten Hélfte konstruieren wir Kohomologiefunktoren aus w-Spektra. Eilenberg-Mac
Lane-Spektra liefern gewdhnliche Kohomologiefunktoren. Als wichtige Beispiele allgemeiner Ko-
homologiefunktoren betrachten wir K-Theorie und Bordismustheorie. Da die Thom-Spektra fiir
Bordismen keine w-Spektra sind, fithren wir am Ende des Kapitels die Kategorie von CW-Spektra
ein; insbesondere iiberlegen wir uns einen sinnvollen Begriff fiir Morphismen von Spektra.

6.a. Axiome fiir Kohomologiefunktoren

Wir beginnen mit den Eilenberg-Steenrod-Axiomen und geben einige Konsequenzen an. Da
vieles genauso wie in Kapitel 5 funktioniert, lassen wir die Beweise weg.

Die folgende Definition ist dual zu Definition 5.2. Aus technischen Griinden bendtigen wir hier
eine abelsche Kategorie mit beliebigen Produkten. Wie immer denken wir in erster Linie an die
Kategorie Modgr, und R = Z ist ein wichtiger Spezialfall.

6.1. DEFINITION. Ein (allgemeiner) reduzierter Kohomologiefunktor (ﬁ',é,) mit Werten in
einer abelschen Kategorie C mit beliebigen Produkten besteht aus einer Familie kontravarianter
Funktoren

he = (h": HkwHy —C),
und einer Familie natiirlicher Transformationen 8, = (8, )nez mit 6,(X, A): A*(A) — h"T1(X/A)
fiir alle gut punktierten Kofaserungen (X, A), die die folgenden FEilenberg-Steenrod-Aziome erfiillen.

(1) Homotopieinvarianz. Fiir jede schwache Aquivalenz f: X — Y ist h": h"Y — h"X ein
Isomorphismus.
(2) Kohomologiesequenz. Fiir jedes gute Paar (X, A) ist die folgende Sequenz exakt:

Oy Gnx/A) P frx) _hne hn(A) =2 hntl(X/A) Lk

(3) Summenaziom. Sei (X, x;);er eine Familie gut punktierter Rdume, dann ist die von den
Inklusionsabbildungen ¢;: X; = \/,c;(X;, z;) induzierte Abbildung

i€l i€l el
ein Isomorphismus.
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Man nennt (iL., 5.) einen (gewdhnlichen) reduzierten Kohomologiefunktor mit Koeffizienten M in C,
wenn zuséatzlich das folgende Axiom gilt.

(3) Dimensionsaxiom.

(S0 = M fiir n =0, und
~ 10 sonst.

In (3) brauchen wir das Produkt anstelle des Koproduktes in 5.2 (3), um einen Pfeil in die
richtige Richtung definieren zu kénnen. Das sieht auf den ersten Blick harmlos aus, macht aber
spéter bei ,,groflen” Réumen Probleme. Zum ersten Mal erleben wir diesen Effekt bei der Kiinneth-
Formel, siehe Satz 6.20. Fiir h" f schreiben wir auch kurz f*.

6.2. BEMERKUNG. Wir sammeln einige elementare Eigenschaften.

(1) Wie in Lemma 5.3 gilt
h*(pt) =0.
fiir jeden reduzierten Kohomologiefunktor (h*,d,).
(2) Das Summenaxiom folgt im Falle eines endlichen Bouquets aus den anderen Axiomen,
siehe Bemerkung 5.7.
(3) Wie in Bemerkung 5.5 definieren wir einen unreduzierten Kohomologiefunktoren (h®,ds)
zu (h®,de) durch
BE(X) = RE(X)
und erhélt die kurze exakte Sequenz

0 — h(S%) — h(X) — h(X) — 0.

Sobald man einen Basispunkt in X auszeichnet, erhilt man eine Spaltung dieser Sequenz.
Fiir Paare (X,Y) definieren wir die relative Kohomologie h*¥(X,Y) = h*(X //Y).
(4) Fiir je zwei im Sinne von Definition 4.60 homotope Abbildungen f, g: X — Y gilt

f*=g%: YY) — h"(X).

Im Folgenden meinen wir stets reduzierte Kohomologiefunktoren, solange wir nichts anderes
sagen. In der Notation werden wir den Verbindungshomomorphismus d, oft weglassen. Das folgende
Resultat wird genauso bewiesen wie der analoge Satz 5.6.

6.3. SATZ (Mayer-Vietoris-Sequenz). Es sei X = AU B, so dass (A,AN B) und (B,AN B)

Kofaserungen sind, und es sei h® ein allgemeiner Kohomologiefunktor. Bezeichne die natiirlichen
Inklusionen mit

ANB—*=A
b i
B—1 X .
Dann existiert ein natiirlicher Verbindungshomomorphismus 6: h"(AN B) — h" (X)), so dass die
Sequenz

s AN BY s ) I Ay e B B) Y (AN B) — -
exakt ist.
BEWEIS. Wir drehen im Beweis von Satz 5.6 alle Pfeile um. OJ
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6.4. FOLGERUNG. Es sei h* ein allgemeiner reduzierter Kohomologiefunktor und k, n € 7Z
mit n > 1. Dann existiert fir jeden gut punktierten Raum X ein natirlicher Isomorphismus

hR(S"X) = hF (X)) . (1)
Falls he ein gewdhnlicher reduzierter Kohomologiefunktor mit Koeffizienten M in C ist, gilt insbe-
sondere
~ M lls k = d
Rt (sm) = { " )
0  sonst.

Auch iiber Abbildungen zwischen Sphéren kénnen wir Aussagen machen, analog zu Satz 5.11.

6.5. FOLGERUNG. Es sei h® ein Kohomologiefunktor, es seien k € Z, m, n € N, und f: 5™ —
S™ sei stetig.
(1) Falls m < n, gilt f*=0: h¥(S™) — h*(S™).
(2) Falls m =n, gilt f* = deg f: h¥(S™) — h¥(S™).
(3) Falls m > n und h® das Dimensionsaziom 6.1 (3) erfillt, gilt f* =0: h¥(S™) — hF(S™).

Aussage (3) muss fiir allgemeine Kohomologiefunktoren nicht gelten.

6.b. Der abgeleitete inverse Limes

Bei der Konstruktion der zelluldren Homologie haben wir benutzt, dass Homologiefunktoren, die
das Summenaxiom 5.2 (3) erfiillen, mit Kolimiten aufsteigender Folgen von Unterkomplexen eines
CW-Komplexes vertauschen. Fiir Kohomologiefunktoren stimmt das nicht mehr. In Abschnitt 5.e
hatten wir bereits die Ableitungen Tor und Ext von Tensorprodukt und internem Hom-Funktor
kennengelernt. Hier fithren wir eine Ableitung des inversen Limes ein, die wir brauchen, um ein
Analogon von Proposition 5.13 fiir Kohomologiefunktoren zu formulieren.

Unter einem inversen System (A;, fi;) in einer Kategorie C verstehen wir Objekte A; von C
fir « € N und Morphismen f;;: A; — A; fiir ¢« < j, so dass f;; = ida, und fi; o fjr = fix fiir
alle i < j < k. Den (inversen) Limes {iLnAi haben wir in Beispiel 4.9 (3) kennengelernt.

6.6. BEMERKUNG. Nach Proposition 4.10 l&sst sich der inverse Limes als Pullback von Produk-
ten schreiben; in vielen Kategorien wie Set, Top, Ab, Modg sogar als Unterobjekt eines Produktes:

1}2114@' = {a = (@i)ien € HAz'

a; = fij(ay) fir alle i < j} mit f;((a;)i) = a; € A; fiir alle j .
1€N

In einer Kategorie C konnen wir die Kategorie der inversen Systeme (4;, f;;) und kommutativen
Diagramme zwischen ihnen betrachten. Wenn C eine abelsche Kategorie ist, ist eine kurze exakte
Sequenz inverser Systeme ein kommutatives Diagramm der Form

(6.1)

i

L. )
’ i+1 Pi+1 "
0——=Ajp —Ain A 0
fi’,i+1l fi,i+1J/ i/,,i-ﬁ-ll
/ b Pi "
Y v Y

bei dem alle Zeilen exakt sind.
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Der inverse Limes ist dual zum direkten Limes oder Kolimes. Im Beweis von Lemma 5.37 haben
wir unter anderem gezeigt, dass der Kolimes ein exakter Funktor ist, also kurze exakte Sequenzen
in kurze exakte Sequenzen iiberfiihrt. Fiir den inversen Limes gilt eine schwéichere Aussage.

6.7. PROPOSITION. FEs sei C eine abelsche Kategorie, in der inverse Limiten existieren. Dann
ist lim linksexakt.
Py

Nach Mitchells Einbettungssatz diirfen wir zwar C als volle Unterkategorie einer Kategorie von
R-Moduln auffassen. Allerdings miissen die Limiten in beiden Kategorien nicht iibereinstimmen
(beispielsweise ist kwH eine volle Unterkategorie von Top, aber nach Bemerkung 4.24 unterscheiden
sich Limiten und Kolimiten). Daher arbeiten wir im Beweis mit den abstrakten Begriffen aus
Abschnitt 77.

BEWEIS. Es sei ein Diagramm wie oben gegeben. Zunichst einmal existieren aufgrund der

universellen Eigenschaft Abbildungen lim A, — lim A; — lim AY, und man tberpriift leicht, dass
— — —

ihre Verkettung die Nullabbildung ist. Zu zeigen ist, dass

lim A} = ker (lim 4; — lim A7) .
— — —

Dazu sei ein Morphismus g: B — lim A; mit (lim pi) o g = 0 wie im Diagramm
— —

, e
g 7 0
Ve
_ g \
4

lim A} ——lim A; —— lim A7
H

— —
I l i % l
0 Al A Ay 0

SRR

gegeben, und es sei g; = f;og: B — A;. Dann gilt p; o g; = 0 fiir alle 4, also existiert eine
eindeutige Abbildung ¢;: B — A} mit g; = ¢; o g} nach der universellen Eigenschaft des Kerns,
siche Abschnitt ??. Aufgrund der Eindeutigkeit folgt g; = f;; o g fiir alle i < j. Die universelle
Eigenschaft des inversen Limes liefert daher eine Abbildung

g B — lim A} mit g=(lim¢)og
— —
wie im Diagramm, und man iiberpriift wiederum, dass ¢’ durch diese Eigenschaft eindeutig be-

stimmt ist. Somit erfiillt lim A} die universelle Eigenschaft des Kerns. Insbesondere ist lim¢; ein
— —
Monomorphismus. 0
6.8. BEISPIEL. Um zu sehen, dass der inverse Limes nicht exakt ist, betrachten wir A; = 27, C
A; = Z und A} = Z/27. Als Abbildungen f;; und f;; wéhlen wir Multiplikation mit 37", dann
ist 2’; = idz/9z. Da es auler 0 keine ganzen Zahlen gibt, die beliebig oft durch 3 teilbar sind,
erhalten wir mit Bemerkung 6.6, dass

0 — lim2Z — limZ — limZ/27Z .
— — —

—— ~—— ——
=0 =0 =7,/21,

Wir erhalten also keine kurze exakte Sequenz.
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Wir wollen daher zeigen, dass es in der Kategorie Modr der R-Moduln einen abgeleiteten
Funktor lim! gibt, der die obige Sequenz nach rechts exakt fortsetzt. Dazu betrachten wir die

P
Abbildung
0: HAl — H Al mit (az)z — (fi,iJrl (aiJr]_) — ai)i .

€N i€EN
Offensichtlich gilt ker § = lim A;.
(—

6.9. DEFINITION. Es sei R ein Ring und (A4;, fi;) ein inverses System in Modg. Betrachte die
Abbildung 6: [[;cy Ai — [lieny A wie oben. Dann definieren wir den abgeleiteten (inversen)
Limes durch

lim 'A4; = cokerd .
<—

6.10. SATZ. Fs sei R ein Ring, und es sei eine kurze exakte Sequenz inverser Systeme in Modg
wie in (6.1) gegeben. Dann ist die Sequenz

0 — lim A, — lim A; — lim A? — lim'A} — lim'4; — lim A7 — 0
— — — — — —
natirlich und exakt.

BEwEIS. Wir betrachten die natiirliche kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen

0 0 0 U

00— HiGN Ag’ - HieN A — HieN Aél —0
5 5 s

00— HiGN Aé’ - HieN A — HieN Aé’ —0.

0 0 0
Die Aussage des Satzes folgt jetzt aus dem Schlangenlemma 5.25.

Das folgende Analogon von Proposition 5.13 sieht formal dhnlich aus wie das universelle Koef-
fiziententheorem 5.72, siche auch Satz 6.16 unten.

6.11. PROPOSITION. Es sei he ein Kohomologiefunktor, der das Summenaziom 6.1 (3) erfiillt,
und es sei X ein CW-Komplex mit einer aufsteigenden Folge Xo C X1 C ... von Unterkomplexen,
so dass X = J;en Xi. Fliir alle k existiert eine natirliche exakte Sequenz

0 — lim 'R*1(X;) — ¥ (X) — limR*(X;) — 0 .
— —

BeEwEIs. Wie im Beweis von Proposition 5.13 betrachten wir das zu X homotopiedquivalente
Teleskop

Y= J([i+1]4 AX:) C[0,00)1 AX,
€N
und den Unterraum
Z=J{}+AXx)=\/Xi mit Y/Z=)\/SX;.
€N €N €N
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Dann hat die lange exakte Sequenz des Paares (Y, Z) die Form

— WNZ) B Ryz) DR S RRZ) S R z)
%HieNh’“*l(Xi) %HiGNh’“*l(Xi) %HieNhk(Xi) %HieNh’“(Xi)

Analog zum Beweis von Proposition 5.13 zeigt man, dass J; dann die Gestalt
0 ((:)i) = (¢ (wis1) — @),
hat, genau wie die Abbildung ¢ in der Konstruktion von lim!. Die Behauptung folgt jetzt direkt
—

aus der obigen langen exakten Sequenz. O

6.12. BEMERKUNG. Wir geben ein Kriterium dafiir an, dass lim ! verschwindet. Dazu iiberlegen
—

wir uns, dass es in einem inversen System (A;, f;;) fiir jedes ¢ € N eine absteigende Folge
Ai = 1m(fn) D im(fi7i+1) ...

gibt. Wenn diese Folge fiir jedes i stationdr wird, sagen wir, dass (4, fij) die Mittag-Leffler-
Bedingung erfiillt.

Wir betrachten das inverse System (Aj, f;) mit

Ap=(Nim(fy) A wnd  f = fyla: A) — AL
Jj=i

Sei A} = A;/A}, dann induzieren die Abbildungen f;; Morphismen f;7: A7 — A}, und wir erhalten
eine kurze exakte Sequenz inverser Systeme wie in (6.1).

In Ubung 6.55 zeigen wir lim ' 4} = lim ' A} = 0 mit der Mittag-Leffler-Bedingung fiir (4;, fi;).

— —

Aus Satz 6.10 folgt dann auch @ 14, =0.

6.c. Zellulire Kohomologie und ein universelles Koeffiziententheorem

In diesem Abschnitt fiithren wir den zelluldren Kokettenkomplex ein, der die gewdhnliche Koho-
mologie eines CW-Komplexes ausrechnet. Mit Hilfe dieses Komplexes stellen wir einen Zusammen-
hang zwischen gewohnlicher Homologie und Kohomologie her. Man beachte wie in Abschnitt 5.b,
dass alle Resultate in diesem Abschnitt Konsequenzen der Eilenberg-Steenrod-Axiome sind.

Im Folgenden sei R stets ein kommutativer Ring mit Eins, und A sei ein R-Modul. Mit A’
bezeichnen wir das Produkt iiber Kopien von A mit Indexmenge I. Wir nehmen in diesem Abschnitt
an, dass ein gewohnlicher Kohomologiefunktor H* mit Koeffizienten A existiert. Wir benutzen die
Isomorphismen aus Folgerung 6.4 und identifizieren

I:In(Dn/Sn—l;A> gf{"(S”,A) ~ A

Alternativ koénnten wir ein beliebiges Objekt M einer abelschen Kategorie C als Koeffizienten
wéhlen, und erhielten vollig analog zu Satz 5.18 einen zelluldren Kokettenkomplex. Allerdings
konnen wir das universelle Koeffiziententheorem und die Kiinneth-Formel nicht in einem so allge-
meinen Kontext formulieren.

Es sei X ein CW-Komplex, und ®%: (D", S""!) — (X", X"!) seien die charakteristischen
Abbildungen der Zellen von X fiir j € J", aufgefasst als Abbildungen von Paaren. Wir bezeichnen
die induzierte punktierte Abbildung auf den Quotienten mit @?: S — X"/X" ! Firn =0
fixieren wir einen Punkt von S° als Basispunkt. Fiir j € J° bezeichne @?: SO — X0 = x0/x!

die punktierte Abbildung, die den anderen Punkt von S® auf 69 € X\ {x0} abbildet.
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6.13. LEMMA. Fiir k € Z und n > 0 erhalten wir natiirliche Isomorphismen

HY(X"/X" 1 A) = A" mit o ((87)"(@)) ;e gn + (1)
ok(xm/xn 1 A) =0 falls k #n (2)
HR(X™ A) =0 falls k> n, (3)

und — HF(X" A) = HY(X; A) fallsn >k . (4)

BewEeIs. Wir gehen wie im Beweis von Lemma 5.14 vor. In (1) erhalten wir wegen des Sum-
menaxioms hier ein Produkt. In (4) benutzen wir, dass die Folge H*(X™; A) in n stationir wird,
so dass der abgeleitete Limes in Proposition 6.11 verschwindet. ([l

Die folgende Definition ist vollig analog zu Definition 5.15.

6.14. DEFINITION. Ein (Koketten-) Komplex (C®,ds) in einer abelschen Kategorie C ist eine
Sequenz (d,,: C™ — C™*1),cz von C-Morphismen, so dass

d"od" ' =0:C" — "M
fiir alle n € Z. Man definiert Objekte B"(C*®,d,) C Z™(C*®,ds) C C™ und H"(C*®,d,) in C durch
Z"(C*,ds) = kerd,, ,
B"(C®,d,) = imd;,_1
und H"(C*®,ds) = Z"(C*,de)/B"(C*,d) .
Elemente von C", Z"(C*®,d,) und B"(C*,d,) heiflen n-Koketten, n-Kozykel beziehungsweise n-
Kordinder des Komplexes. Das Objekt H™(C*®, d,) heifit die n-te Kohomologie des Komplexes.

Eine Kokettenabbildung f*: (C®,ds) — (C'*,d,) vom Grad a ist eine Sequenzabbildung vom
Grad a. Die induzierten Abbildungen zwischen den Kohomologien bezeichnet man mit

H™f* = f*: H'(C*,d) — H™*(C",d.) .

Wir betrachten die Inklusion ¢, : X™ — X"*! — X und die Projektion p,: X"+t — X"+l /X",
Mit den Isomorphismen aus Lemma 6.13 erhalten wir aus den langen exakten Sequenzen der Paa-
re (X!, X™) das kommutative Diagramm

— HP (X /X2 A) — B (X7 /XL A) — B (XL /X A) —— -

I:I 1’ A) L (XTH—I; A)
/ \0 \0.
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6.15. SATZ (Zellulire Kohomologie). Es sei H*(-; A) ein gewdéhnlicher Kohomologiefunktor mit
Koeffizienten A in Modg. Fiir alle n definiere

Clw(X; A) = homp (CSW(X; R), A) | (1)
5ty = homp (dSY, A): Cow (X5 A) — Coit(X; A), und (2)
e = homp(fyn, ):C%“AYQA)——>C%W(XjA) (3)
fiir alle zelluldren Abbildungen f: X — Y. Dann ¢ibt es einen natirlichen Isomorphismus
H"(X) 2= H"(Clw(X; A), 6w ) - (4)

Man sagt dazu auch, der zellulire Kokettenkomplex (C’éW(X ; A), 66W) entstehe durch Duali-
sieren aus dem zelluldren Kettenkomplex. Wichtig ist dabei, dass wir den zelluldren Kettenkomplex
mit Koeffizienten im zugrundeliegenden Ring R bilden und die Koeffizienten A fiir die Kohomologie
erst durch den Funktor hompg( -, A) einfiithren.

Bewers. Es gilt hompg(R, A) = A. Mit Definition 5.17 und Lemma 6.13 (1) identifizieren wir
HY(X"/X" 1 A) = A7 2 homg(R,A)”" und  CSW(X;R) = R®" .
Fiir die in (1) definierten Moduln existieren nach Bemerkung 5.54 natiirliche Isomorphismen
Céw(X; A) 2 homp (R®”", A) 2 hompg(R, A)”" =2 H"(X" /X" A) .
Wie in Definition 5.17 betrachte

n+1 n+1
d” f

= deg mit fnﬂ'l =q;opno @?'H St — 8",

hierbei sei <,0"+1 S™ — X" die Anklebeabbildung der Zelle e"“, und ¢j': X"/ X" L — 8™ die

Kollapsabbildung zur Zelle €}. Fiir jedes ¢ € J"t1 gibt es dann nur endlich viele j € J", fiir

die d?jﬂ # 0. Um den Korandoperator d¢w = On © p;, Zu bestimmen, betrachten wir das kommu-
tative Diagramm

’(Hﬁl)*

ﬁ"(Sn;A) ﬁ[”(Sn;A) ‘; Hn+1(5n+1 A)
(qgl)*i Can T T(@?“)*
An (X7 X715 A) 2 Fr(X7 A) e [ (XX A)

fir i € J**t!, j € J". Nach Folgerung 6.5 (2) operiert (f"“) auf A = H"(S"; A) durch Multipli-
kation mit dem Abbildungsgrad d?;rl.

Seien o = (a;)jesm € AT =2 ClW(X;A) und ¢ = Y jnir 13 € R®™" gegeben. Aus Definiti-
on 5.17 und der obigen Uberlegung folgt

(0cw (a))(c) = <Z d}-ﬁ”@j) (©=> > mdje;=a(di(e) .
ieJntl

jeJr jeJmiegntl
Jetzt haben wir die mittlere Zeile im obigen kommutativen Diagramm mit dem in (1)—(2) be-

schriebenen Komplex identifiziert. Der Beweis von (3) verlduft analog, und wir zeigen (4) durch
Diagrammjagd, analog zum Beweis von Satz 5.18. (]

Aufgrund von Satz 6.15 kénnte man wieder erwarten, dass H"(X; A) = hom(I:In(X ;R),A)
gilt. Fiir die Rdume CP™ und HP" stimmt das tatsichlich, sieche dazu Beispiel 5.20. Ahnlich wie
beim universellen Koeffiziententheorem 5.72 und bei der Kiinneth-Formel 5.76 gilt die allgemeine
Aussage auch hier nur bis auf einen derivierten Funktor.
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6.16. SATZ (Universelles Koeffiziententheorem fiir gewdhnliche Kohomologie). Es sei R ein
Hauptidealring und H®(-; A) ein gewohnlicher Kohomologiefunktor mit Koeffizienten A in der Ka-
tegorie Modgr. Dann existiert fiir alle n und alle CW-Kompleze X eine natiirliche exakte Sequenz

0 — Extr(Hn—1(X; R), A) — H"(X; A) — hompg(H,(X;R),A) — 0.
Diese Sequenz spaltet, allerdings nicht natirlich.
6.17. BEMERKUNG. Die Abbildung H"(X; A) — homp (FIn(X; R), A) induziert durch Auswer-
ten die sogenannte Kronecker-Paarung oder das Kronecker-Produkt
(+, )t HY(X; A) x Hy(X; R) — homp (H,(X; R), A) x Hy(X;R) =5 A.
Fiir « € H"(X; A) und ¢ € H,(X; R) schreiben wir (¢, o) oder a(c) € A.
6.18. FOLGERUNG. FEs sei k ein Kdérper und ﬁ’(-;V) ein gewdéhnlicher Kohomologiefunktor

mit Koeffizienten V in der Kategorie Vecy. Dann existiert fiir alle n und alle CW-Komplexe X ein

nattirlicher Isomorphismus y 5
H"(X;V) homk(Hn(X;]k),V) .

BEWEIS. Nach Satz 5.61 verschwindet das Erweiterungsprodukt iiber Korpern. O

BEWEIS VON SATZ 6.16. Der Einfachheit halber schreiben wir Cq, Zy,, B, und H, fiir die
Moduln der Ketten, Zykel, Rénder und die Homologie des Komplexes (C’,CW(X i R), d?w), und C",

H™ fiir die Koketten und die Kohomologie des Komplexes (C’éW(X ; A), 5,CW). AuBlerdem kiirzen
wir hom(f, A) mit f* ab.

Es bezeichne ¢,: B, — Z, die natiirliche Inklusion. Nach Definition der Homologie erhalten
wir die kurze exakte Sequenz

0+— H,, +— Z, +— B, +— 0.

Da B, und Z, als Untermoduln von C,, nach Proposition 5.63 (1) frei sind, ist das eine freie
Auflésung von H,,. Nach Satz 5.61 gilt

homp(H,, A) = ker(¢),) und Extr(Hy, A) = coker(v)) .

Wir betrachten eine kurze exakte Sequenz von Komplexen

dn,
0 Bn = CnJrl ZnJrl 0 (*)
lo ldnﬁ»l lo
0<—B,_1 an Ch Zn 0,

wobei die dufleren Komplexe triviales Differential haben. Da die Zeilen aus freien Moduln bestehen,
liefert der Funktor homp( -, A) eine kurze exakte Sequenz von Komplexen

0 — hompg(B,, A) — C""! — = hompg(Z,41,4) —=0

T

0 —— homp(Bp-1,4) cr hompg(Z,, A) ——0,

wobei wir die mittlere Spalte nach Satz 6.15 mit dem Komplexe (C’éW(X ; A),68W) identifizieren.

Wir wenden das Schlangenlemma 5.25 an. Da die duleren Komplexe triviales Differential haben,
dndert sich nichts beim Ubergang zur Kohomologie. Eine kurze Diagrammjagd zeigt, dass der
Verbindungshomomorphismus gerade ¢} ist, also erhalten wir die lange exakte Sequenz

o — homp(Zn_1, A) "% homp(Bp_1, A) —s H" —s homp(Zn, A) - homp(Bp, A) —s - --
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Hieraus ergibt sich die kurze exakte Sequenz im Satz.
Da die Rénder B, frei sind, spalten die Zeilen in (*), und wir erhalten Abbildungen p,,: C,, — Z,
mit py|z, =idgz,. Wir wenden auf das kommutative Diagramm

dnt1
Cn-‘,—l —— Bn

CnLZn.

den Funktor hompg(-, A) an und erhalten

d*
C"t < homp(By; A)

e

Cn =" homp(Zn; A) .

Wir sehen, dass die Einschrankung von p} auf ker: = hompg(H,, A) nach kerd,, C C™ abbildet,
also induziert p; die gesuchte Spaltungsabbildung
Pplker.: : hompg(Hy, A) — kerd,, — H"(X; A) . O

Mit &hnlichen Methoden zeigt man auch das am Ende von Abschnitt 5.g erwéhnte universelle
Koeffiziententheorem fiir die Homologie, siehe Ubung 6.60.

6.19. BEISPIEL. Wir betrachten den Raum RP? aus Beispiel 5.21 und R = A = Z. Es gilt
hom(Z,Z) = Z, Ext(Z,Z) = 0 = hom(Z/2,7Z) und Ext(Z/2,Z)=7Z/2 .
Somit erhalten wir

(0=~ hom(Z/2,7) falls k ungerade und 0 < k < n,
7)2 =2 Ext(Z/2,7) falle k gerade und 0 < k < n,

H*(RP") = { 7 = hom(Z,Z) falls k = n ungerade, (1)
0 = Ext(Z,Z) falls k = n + 1 gerade, und
0 sonst.

Im Vergleich zu Beispiel 5.21 (1) treten die Torsionsanteile jetzt jeweils im um 1 hoheren Grad auf,
wihrend die freien Gruppen ihren Platz beibehalten. Dieses Verhalten erkliirt sich aus Ubung 5.103.

Sei jetzt R = A = 7Z/2. Da R ein Korper ist, verschwinden alle Erweiterungsprodukte, und es
gilt homy 5(Z/2,7Z/2) = Z/2. Mit Beispiel 5.21 (2) erhalten wir

Z[2 = homgy(Z/2,7/2) falls 0 <k <n, und
0 sonst.

H*(RP™7/)2) = { (2)
Das gleiche Ergebnis hétten wir fiir R = Z und A = Z/2 aus Beispiel 5.21 (1) erhalten, allerdings
mit etwas mehr Rechenarbeit, dhnlich wie in Beispiel 5.73.

Sei schliefllich k ein Korper der Charakteristik # 2. Aus Beispiel 5.21 (3) folgt

k falls K = n ungerade ist, und

3)

H*(RP™ k) = {
0 sonst.

Als néchstes betrachten wir eine Kiinnethformel fiir Kohomologie. Der Einfachheit halber be-
schranken wir uns auf Koeffizienten in einem Kérper k.
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6.20. SATZ (Kohomologische K‘L’lnne‘Eh—Formel). Es seien X, Y topologische Rdume, und es
seik ein Korper. Wir nehmen an, dass H*(X;k) fiir alle k > 0 endlich-dimensional ist. Dann gibt
es natiirliche Isomorphismen

H™(X xY;k) = (H*(X;k) @ H*(Y;k)), und (1)
HY(X NY;k) = (ﬁ'(X;k) Rk FI'(Y;k))n , falls X und Y gut punktiert sind.  (2)

Allgemeinere Formulierungen, zum Beispiel iiber Hauptidealringen, sind moglich; allerdings
benétigt man stets eine ,,Endlichkeitsbedingung® fiir einen der beiden Réume, sieche Ubung 6.61.

BEWEIS. Seien V., W zwei k-Vektorrdume. Zu zwei Elementen o € V* = homy(V,k) und g €
W* = homy (W, k) existiert eine bilineare Abbildung
VxW—k mit (v,w) — a(v) f(w) .

Nach der charakteristischen Eigenschaft 4.27 (2) des Tensorproduktes existiert daher eine Abbil-
dung
a®@p: VoW =k mit v w— a(v) f(w) .

Die Zuordnung (o, ) = a® € (V ® W)* ist ebenfalls bilinear, also erhalten wir eine natiirliche
Abbildung

VW' — (Ve W)". (*)
Sei jetzt einer der beiden Vektorrdume endlich-dimensional, etwa V', mit Basis (v1, ..., vp). Dann
erhalten wir eine duale Basis (v!,...,vP) von V* mit v'(v;) = §;;. Jedes Element von V* @ W* lisst
sich dann darstellen als
P
NETS
i=1
mit 3!, ..., 87 € W* beliebig. Sei umgekehrt v € (V ® W)*, dann ist nach Bemerkung 4.28 die

Abbildung
vo (®vw(v)): W —k mit w — y(v; ® w)
linear, und wir setzen 3; = v o (®yvw(v;)) € W*. Jedes Element u € V ® W ldsst sich schreiben als

p

u = Z V; @ w;
=1
mit wy, ..., w, € W beliebig. Einsetzen in ~ liefert
P P P P
Yw) = i @w) =Y Blw) =Y (/@) (v@w)= (Z V' ® 5i> (u) -
i=1 i=1 ij=1 i=1

Daher ist die Abbildung (*) in diesem Fall ein Isomorphismus.
Wir beweisen die Aussage (2); der Beweis von (1) ist analog. Nach den Folgerungen 5.78 (2),
6.18 und der obigen Vorarbeit gilt

HY (X AY;Kk) = Hy(X AY;k)* <@ Hy(X;k) @ Hy (Y k))
k=0

Hy(X;k)* @ Hy (Y3 k)" 22 (Ho(X;:k)* @ Ho(Y;K)¥) |

1%
-

It
=

*(X;k)®@ H*(Y;K)), O
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Wenn beide Vektorrdume unendlich-dimensional sind, ist die Abbildung (*) kein Isomorphismus
mehr. Denn jedes Element von V*®@W™* hat ,,endlichen Rang*, das heifit, l4sst sich als endliche Line-
arkombination zerlegbarer Elemente o ® 3¢ schreiben. Wenn wir unendlich viele linear unabh#ngi-
ge ot € V* und B° € W* fiir i € I finden kénnen, erhalten wir ein Element von ,unendlichem
Rang*

Y alwpeVaWw) \Veow:.
el
6.d. Produkte

In diesem Abschnitt zeigen wir, wie man zumindest fiir CW-Komplexe Produkte zwischen
Kohomologiegruppen definieren kann. Im n#chsten Kapitel lernen wir einen abstrakten Zugang
kennen, der Produkte auch fiir verallgemeinerten Kohomologiefunktoren konstruiert. Da wir im
Moment nur zelluldr arbeiten, kénnen wir das Kiirzel ,,CW* in der Notation weglassen.

Es seien X, Y CW-Komplexe und R ein kommutativer Ring mit Eins. Es seien

a € homR(Ck(X;R),R) = C’k(X;R) und 8 e homR(Cg(Y;R),R) = CW(Y;R)
Koketten, dann erhalten wir wie im Beweis von Satz 6.20 eine Abbildung
a®pB: CL(X;R)@r Cy(Y;R) — R.

Da Ci(X; R) ®r Cy(Y; R) nach Definition 5.75 und Proposition 5.79 ein direkter Summand von

(Co(X;R) @R Cuo(Y5R)),,, = Crpe(X ANY;R) (*)
ist, kénnen wir a ® S auf eindeutige Weise mit Satz 6.15 zu einer Kokette

a A B € homp(Crio(X AY;R),R) =2 C*™(X AY;R)
fortsetzen, die auf allen anderen Summanden des Tensorproduktes verschwindet. Das liefert eine
Abbildung 3 .
N:C*(X;R)x C*(Y;R) — C*(X ANY;R)
Sei jetzt o € C¥(X; R) wie oben, dann setzen wir
Cr(X:R) ®r Co(Y; R) 224 Reop Cy(YiR) = Cy(Y: R)

durch 0 auf alle anderen Summanden des Tensorproduktes (*) fort. Das liefert eine Abbildung

[t Crae(X NY;R)®p C*(X; R) — Cy(Y3R) .

6.21. PROPOSITION UND DEFINITION. Die obigen Abbildungen A und / induzieren fiir CW-
Komplexe X, Y natiirliche dulere Produkte

A: HY(X;R)®@p H*(Y;R) — H*(X AY;R),
und  /: H(X AY;R)®r H*(X;R) — HJ(Y;R),
das Smash-Produkt, sowie das Schréig- oder Slant-Produkt. Diese haben fir alle o € H*(X;R),
Be HY(Y;R),ye H™(Z;R) und a € H,(X;R), b € Hyyo( X NY;R), ¢ € Hyyorm(X ANY A Z; R)
die folgenden FEigenschaften.
(1) Assoziativitit. Es gilt

(@AB)Ay=aA(BAy) e H™X AY A Z;R)
und (c/a)/B=c/(anB) e Hn(Z;R) .
(2) Einselement. Fiir das Element 1 € R = H(S%; R) gilt
INa=aAl=ac H*X;R) und a1 =a € Hy(X;R).
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(3) Stabilitét. Fir die Stabilisierungs-Isomorphismen o gilt
(ca) AB=0c(aAB)=(-1)fan(cf) € HTH(S(XAY);R),
(ob)/(ca) =b/a € H(Y;R)  und  (ob)/a=(-1)*c(b/a) € Hpy1(Y;R) .
(4) Adjunktion. Fir das Kronecker-Produkt gilt
(b/a, B) = (b,a N B) und a/oa = (a,a) € R= Hy(S%R) .
(5) Transposition. Die Transpositionsabbildungt: X NY — Y AX sei gegeben durch t(x Ay) =
y Az, dann gilt
t"(BAa)=(-D*ang.
»,Natiirlichkeit* fiir das Schriag-Produkt bedeutet, dass
(£ 1 g)-b) /e = 9. (b/(F*a)) € Ho(W: ) (62)

fir alle f: X = Z,9: Y — W, a € H*(Z;R) und b € Hj(X AY;R) gilt. Es ist kontraintuitiv,
beim Schrig-Produkt von rechts auf den linken Faktor eines Produktes einzuwirken, aber so erhalten
wir alle obigen Eigenschaften. In der Literatur finden sich auch andere Konventionen, die dann meist
zu zusétzlichen Vorzeichenfaktoren fithren.

Spéater werden wir sehen, dass Natiirlichkeit und die Eigenschaften (1)—(3) die beiden &ufieren
Produkte bereits eindeutig festlegen. Die Notation ,,/ ist etwas irrefithrend, da hier multipliziert
und nicht dividiert wird. Immerhin gelten einzelne ,,Bruchrechenregeln®, und die Grade der betei-
ligten Klassen verhalten sich so wie erwartet.

BEWEIS. Zunichst zeigen wir Wohldefiniertheit des Smash-Produktes, das heifit, das Produkt
von Kozykeln ist wieder ein Kozykel, und exakt, falls einer der Faktoren exakt ist. Beides folgt mit
Proposition 5.79 und Satz 6.15, denn fiir a, 5 wie oben und v € Co(X; R), w € Co(Y; R) gilt

(0" (anB)) (v @ w) = (@A B) (drse41(v @ w)) = aldv) - B(w) + (1) a(v) - B(dw)
= (6*a(v)) - B(w) + (=) a(v) - (8'B(w)) = (Fa A B+ (—1)fand'B)(vew).

Dabei haben wir ausgenutzt, dass a(v) # 0 nur dann, wenn v € C(X; R). Analog ist auch das
Schrigprodukt wohldefiniert.

Assoziativitdt (1) folgt, da das Smashprodukt auf Koketten bereits assoziativ ist. Natiirlichkeit
ldsst sich ebenfalls leicht iiberpriifen. Fiir das Schrigprodukt erhalten wir Assoziativitét auf Ketten-
und Kokettenniveau, indem wir Ketten der Form ¢ = 2 ® y ® z mit = € Cx(X; R), y € Co(Y; R)
und z € C,,(Z; R) betrachten:

(zey@2)/a)/f=(alx)y®2)/8=a(z)By)z=(z@y@=2)/(aNp).

Es sei ¢ die nichttriviale Nullzelle von S, dann ist e = 1¢° ein Erzeuger von Cp(S%; R) = R.
Es gilt S°A X = X = X A SO, und wir identifizieren v € Cy(X; R) = Ck(S° A X; R) mit e @ v €
Co(S% R) @k Cr(X; R). Das Element 1 € R = H%(S%; R) wird repriisentiert durch e € C°(S%; R)
mit e(e) = 1. Es folgt

(eNa)(v)=(cNa)(e®Rv)=Cc(e) alv) =av).

Genauso erhalten wir die anderen Aussage in (2).
Die Aussagen (3)—(5) bleiben Ubung 6.63. O

Da (X xY)y = (X4) A (Y}), ldsst sich ein Kreuz-Produkt
x =Nt H*(X4;R) @pg H*(Y4; R) — H*((X x Y)4; R)
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fiir unreduzierte Kohomologie konstruieren. Falls R = k ein Korper ist und die Endlichkeitsvoraus-
setzungen aus Satz 6.20 gelten, entsprechen diese dufleren Produkte gerade den Komponenten der
Isomorphismen aus der kohomologischen Kiinneth-Formel. Auch fiir Homologietheorien kénnen wir
die ,,linken“ Abbildungen in den Kiinneth-Sequenzen aus Satz 5.76 und Folgerung 5.77 als Smash-
beziehungsweise Kreuzprodukte auffassen, die dann dhnliche Eigenschaften haben.

6.22. BEISPIEL. Wir benutzen die Stabilisierungsisomorphismen und definieren induktiv Erzeu-

ger . 3 .
er, = 0o"(1) € H(S*S% R) = Hy(S*)  und " =0F(1) € A¥(S*).
Dann folgt aus (2), (3) induktiv
b net = (0F1) A (0'1) = O’k(l A (061)) = ghtf] = At
und enre/e® = (o%ep) /(0F1) = e/l = ¢y .
Wie in (4) gilt
(enre/€® €% = (er,€t) =1 = (eppp, € = (eppr, e¥ N EY) .

Diese Relationen stehen nicht im Widerspruch zu den Vorzeichen in (3) und (5), denn die
Transpositionsabbildung ¢: S¥T¢ — S*+¢ hat Abbildungsgrad (—1)*¢, und fiir (3) ergibt sich daraus

¥ A (oeh) = (—DFED (gef) A ek = (—D)FE g (f A k) = (1) k(P Aeh) .
Wir benutzen das Kronecker-Produkt und nutzen aus, dass H¢(S*; R) = R:
((oerse) /" o) = (oepse e Aoe®) = (=1)F = (—1)"(erse/e" ) = (=1)"{o(ense/e"), 0€") .

Die folgende Konstruktion hingegen ldsst sich in der Homologie nicht einfach nachmachen. Sei X
ein topologischer Raum, dann bezeichne Ax: X — X A X die Diagonalabbildung mit Ax(z) =
(z,z). Falls X ein CW-Komplex ist, ist Ax in der Regel nicht zellulér. Nach Satz 4.43 ldsst sich Ax
jedoch zellular approximieren. Da alle zelluldren Approximationen punktiert homotop sind, ist es
fiir die folgenden Konstruktionen egal, welche wir jeweils wihlen.

6.23. DEFINITION. Es sei X ein CW-Komplex, R ein Ring, und &, ¢ > 0. Wir definieren innere
Produkte, namlich das Cup-Produkt — : H*(X; R) x I:ﬂ(X; R) — H (X, R) sowie das Cap-Pro-
dukt ~: Hy¢(X;R) x H*(X; R) — Hy(X; R) durch

a— f=As(anp) e H(X;R) und c~a=(Ay,c))ac H(X;R).
fiir alle « € H*(X; R), 8 € HY(X; R) und ¢ € Hy1¢(X; R), wobei A’y eine zelluliire Approximation
der Diagonalabbildung sei.

Um Verwechselungen mit dem Mengensymbolen ,,U“ und ,,N“ zu vermeiden, schreiben wir ,,~—*
und ,,~* fiir die inneren Produkte.

6.24. PROPOSITION. Die inneren Produkte sind natiirlich und haben folgende Figenschaften.
(1) Assoziativgesetz. Es gilt
(a—=pB)—y=a—(B—y) uwd (c~a)~f=c~(a—f).
(2) Einselement. Sei p: X — pt die konstante Abbildung, dann ist 1 = p* (1) € H*(X1; R) =
H°(X; R) neutrales Element fiir beide Produkte.
(3) Adjunktion. Es gilt
(b~ 8) = (b.a— 5)
(4) Das Cup-Produkt ist graduiert kommutativ, das heift, fir alle o € H*(X;R) und 8 €
HY(X;R) gilt
Bea=(-Da—p.
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Insbesondere bildet die reduzierte Kohomologie (ﬁ[ *(X;R),—) einen graduiert kommutativen

Ring, den Kohomologiering von X, und (ﬁ.(X;R),/-\) ist ein Modul {iber diesem Ring. Dabei
konnte man in der Homologie die Koeffizienten sogar durch einen beliebigen R-Modul A ersetzen.

BeEwEIS. Natiirlichkeit und Assoziativitit folgen sofort aus Proposition 6.21 (1). Das Verhalten
der Eins in (2) erhalten wir aus 6.21 (2), indem wir im Diagramm

1%

~ ~ ~ A ~
HO(Xy; R) x H*(X1; R) == H*(Xy A Xy; R) —> H*(X4; R)

1

HO(SY R) x H*(X:R) —"~ H*(SOA X R) .

unten links das Element 1 € R = H%(SY; R) einsetzen.

EsseiT: H*(X; R)®rH*(X; R) — H*(X; R)®rH*(X; R) gegeben durch T'(a®j) = (—1)*®
o fiira € H*(X;R) und 8 € HY(X; R). Es sei A’y eine zelluldre Approximation der Diagonalen Ax
und ¢ die Transpositionsabbildung, dann ist auch A% = ¢ o Ay eine zelluldre Approximation der
Diagonalen. Nach Proposition 6.21 (4) kommutiert das Diagramm

1%

H*(X;R)®r H*(X;R) > H*(X A X; R) —> H*(X; R)

| o)

H*(X;R)®r H*(X;R) > H*(X A X;R) .
Daraus folgt (3). O

6.25. BEMERKUNG. Zur Erinnerung: es sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Dann ist eine
(assoziative) R-Algebra ein Ring (A, +, *), der gleichzeitig ein unitdrer R-Modul ist. Die Addition
ist fiir beide Strukturen die gleiche, und die Algebren-Multiplikation ,*“ in A ist R-bilinear. Da
jede abelsche Gruppe ein Z-Modul ist, ist ein Ring das gleiche wie eine (assoziative) Z-Algebra.
Insbesondere ist (ﬁ’(X; R), v) eine R-Algebra, die Kohomologiealgebra.

Eine Algebra besitzt genau dann ein Einselement, wenn es einen Ringhomomorphismus ¢: R —
A gibt, so dass ¢(r) *a = a * p(r) = ra, denn dann gilt 1 = ¢(1). Zu jeder R-Algebra A ldsst sich
ein Einselement hinzufiigen. Dazu definieren wir B = A @& R mit der Multiplikation

(a,r)* (b,s) = (a*xb+ sa+rb,rs)

und erhalten 15 = (0,1) als neues Einselement (wenn A bereits ein Einselement hatte, ibernimmt
1p jetzt diese Rolle). Fiir die Einbettung ¢: A — B gilt die folgende universelle Eigenschaft: zu
jedem Algebren-Homomorphismus f: A — C in eine R-Algebra C' mit Eins 1o existiert genau ein
Homorphismus F: B — C mit F ot = f und F(1p) = 1¢. Wegen (2) macht diese Konstruktion
aus der reduzierten die unreduzierte Kohomologiealgebra

H*(X:R)=H*(X;R)®R mit (a,7) — (8,s) = (a— B+ sa+rp,rs).

Insbesondere ist die unreduzierte Kohomologie eine R-Algebra mit Eins, und die unreduzierte
Homologie bildet einen unitdren Modul.

Wenn X = [[,.; X; mehrere Zusammenhangskomponenten hat und der Basispunkt zg in Xj
mit 0 € [ liegt, dann folgt

H*(X;R)=H*(Xp;R)© [] H*(XsR) und  H*(X;R)=][[H*(XsR).
1€I\{0} el
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Insbesondere héingt die reduzierte Kohomologiealgebra im Allgemeinen von der Wahl der Zusam-
menhangskomponente des Basispunktes ab, die unreduzierte jedoch nicht. Auflerdem kénnen wir
die reduzierte Kohomologiealgebra aus der unreduzierten durch Einschrankung zuriickerhalten.

Schliellich lasst sich das duflere Produkt aus dem unreduzierten Cup-Produkt rekonstruieren.
Seien dazu p: X XY — X und ¢: X x Y — Y die Projektionen, dann kann zeigen, dass

() = (¢"B) = Axwy ((P"2) x (¢"8)) € H*(X x Y} R) .

Wir erhalten auch das reduzierte duflere Produkt, da das Diagramm

H*(X;R) ®p H'(Y;R) —> H*(X x Y; R)

i i

H*(X;R)®pr HY(Y;R) —2> H*(X AY; R)

kommutiert und die kurze exakte Sequenz in Bemerkung 6.2 (3) spaltet. Es ist also egal, in welchem
der vier moglichen Settings (reduziert/unreduziert, innen/auflen) wir zuerst Produkte definieren.

Da das Cup-Produkt eine Approximation der Diagonalen erfordert, ist es in Einzelfdllen nicht
immer einfach zu berechnen.

6.26. BEISPIEL. Es sei k + £ = n. Wir arbeiten der Einfachheit halber mit Z-Koeffizienten, die
folgenden Uberlegungen funktionieren aber fiir jeden Ring R. Wir stellen CP" wie in Ubung 1.130
als CW-Komplex dar mit je einer Zelle der Dimension 2k fiir alle 0 < k < n dar. Die Zellen bis zur
Dimension 2k — 2 bilden dabei einen zu CP*~! homéomorphen Unterraum. Die 2k-Zelle , triagt®
eine Kohomologieklasse «, die unter den natiirlichen Abbildungen

(OF Ny o L of L IV
der Klasse ¢2* aus Beispiel 6.22 entspricht:
a € H*(CP") «— H*(CP"/CP*) = H(5%) 5 %
Es seien 8 € HZ(CP™) und v € H*"(CP") entsprechend konstruiert. Dann gilt
a—fB=7. (*)

Die obigen Klqssen verhalten sich natiirlich unter Inklusionen CP"™ <« CP™ fiir m > n. Sei
insbesondere w € H?(CP"™) ein Erzeuger, dann erhalten wir Ringisomorphismen

(H*(CP™R),—) = (wRw])/w"™™  und  (H*(CP™;R),—) = Rw]/w"™ .

Um (*) zu beweisen, bendtigen wir einige geometrische Voriiberlegungen. Dazu schreiben wir
Punkte in CP™ als [z : y : 2] mit 2 € C, y € C* und z € C’, wobei (z,y, 2) # 0, siehe Beispiel 3.33.
Wir betrachten die Teilmengen

A={lz:y: 2] |yl = || und [lyl| > [|=]| }
und  B={[z:y:2] |zl > |of und |2l >yl },

und wihlen den Basispunkt [0 : e; : e1] € AN B # (). Diese Teilmengen enthalten jeweils als
Deformationsretrakt

A>{[0:y:0]|yeCF\{0}} =CP!,
Bo{[0:0:z]|zeC\{0}}=CP"!,
und AUBD{[O:y:z]|(y,z)6(C"\{O}}%(CP”_1;
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man erhilt die Deformation, indem man die entsprechenden Eintréige von (z : y : 2) jeweils mit dem
Homotopieparameter s multipliziert. Die Inklusionsabbildungen A — CP™, B — CP" und AUB —
CP" sind jeweils Kofaserungen. Indem wir die jeweilige obige Homotopie auf ganz CP™ ausdehnen,
erhalten wir Homotopiedquivalenzen

CP"/A~CP"/CP*', cP*/B~CP"/CP*! und CP"/(AUB)~CP"/CP" .
Die Diagonalabbildung Acpr induziert eine Abbildung
A: CP"/(AUB) — (CP"/A) A (CP"/B) .
Zusammen mit den obigen Homotopiefiquivalenzen erhalten wir insbesondere eine Abbildung
A': CP"/CP" ! — (CP"/CP*1) A (CP"/CP*Y)

so dass das folgende Diagramm bis auf Homotopie kommutiert:

cpr b cpr/cpn-! i 0.52n

] | -

CP" ACP" 2L cprjcph—1 A CPr/CPit 262k p\ g2t

Die Abbildungen rechts kommen daher, dass wir die Zellen der jeweils kleinsten positiven Dimension
miteinander multiplizieren.
Wir zeigen (*) mit Hilfe des Diagramms

IfIQk:((CPn) R I;T%(CP”) = ﬁ?k(CPn/CPk—l) SR I_}zﬁ((cpn/CPE—l) = ﬁQk(Szk) R FIQE(SQE)

| |

>
-
1%

o

H>(CP" ACP™) H?"(CP"/CP*~! ACP"/CP!™Y) ——— H?(S%F A §2%)
o . ;
f[2n((CPn) = E[2n(CPn/CPn—1) = lfI2n(52n) )

Wir koénnen die Klassen o und 8 von CP™/CP*~! bezichungsweise CP™/CP*~! zuriickholen, da-
bei spielt es wegen Homotopieinvarianz keine Rolle, welchen projektiven Unterraum wir jeweils
herausteilen. Wenn wir links oben a ® /3 einsetzen, erhalten wir rechts oben £2* @ £2¢, und wegen
Beispiel 6.22 daher unten rechts £2. Also steht unten links vy = o — 3.

6.e. Spektra und Kohomologiefunktoren

Ahnlich wie in Abschnitt 5.c wollen wir Kohomologietheorien durch Spektra — genauer, durch
w-Spektra — darstellen.

6.27. BEMERKUNG. In der Definition 5.36 eines w-Spektrums haben wir verlangt, dass der
Stabilisierungshomomorphismus s;: SE; — F;1; fir i > ng via Adjunktion C(SE;, E;y;) =
C(E;,QE;;+1) eine Homotopiedquivalenz F; = QF;; induziert.

Fiir jedes ¢ < ng ersetzen wir den Raum FE; nach dem Satz 4.55 von Milnor durch einen
zZu Q”O_iEnO homotopiedquivalenten CW-Komplex, der dann auch zu QF;,; homotopiedquivalent
ist. Als Stabilisierungsabbildung wéhlen wir die adjungierte Abbildung s; = eve1 op,  : SE; —
Ei1 zu idg,, ,, siche Bemerkung 4.28 (1). Fiir den Moment betrachten wir daher nur w-Spektren,
die die charakteristische Eigenschaft aus Definition 5.36 fiir alle ¢ € Z erfiillen.

Die folgende Konstruktion ist dual zu Satz 5.38.
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6.28. SATZ UND DEFINITION. Zu jedem w-Spektrum E = (Ej, s;)iez existiert ein reduzierter
Ab-wertiger Kohomologiefunktor (E®,de) mit

EF(X) = [X, Ey] .
Wir nennen E® den durch E dargestellten Kohomologiefunktor.

BEWwEIs. Fiir f: Y — X definieren wir EFf = f*: E*(X) — E*(Y) durch f*([a]) = [a o f] fiir
alle a: X — Fj, somit sind die E¥ kontravariante Funktoren.
Da E ein w-Spektrum ist, liefert Stabilisieren bijektive Abbildungen

o)

E¥(X) = [X, Ey] = [X,QEj11] — [SX, Eji1] — [SX, QEj 0] — [S2X, Eryo) -

Da [S2X, Ej 5] nach Bemerkung 3.75 (2) eine abelsche Gruppe ist, nehmen die Funktoren E*
Werte in der Kategorie Ab der abelschen Gruppen an.

Es sei (X,Y) eine Kofaserung. Wir betrachten die Puppe-Sequenz 4.67 (3) und erhalten die
lange exakte Kohomologie-Sequenz 6.1 (2) mit Hilfe des Diagramms

[Xa Ek] [Y) Ek]

N

oo — [SX, Bpp1] —— [SY, Ejp1] —— [X/Y, Ej1] —— [X, Ejq]

Mit der universellen Eigenschaft des Bouquets erhalten wir das Summenaxiom 6.1 (3), da

EF (\/ XZ»> = [\/ X;, E

el i€l

il i€l

6.29. BEMERKUNG. Umgekehrt gilt der Brownsche Darstellungssatz: Sei h® ein Ab-wertiger
verallgemeinerter Kohomologiefunktor, dann gibt es ein w-Spektrum FE, und einen natiirlichen
Isomorphismus E® — h® auf der Kategorie der CW-Komplexe. Mit anderen Worten: schrinkt man
sich auf die Kategorie der zu CW-Komplexen homotopiedquivalenten Riume ein, dann ist jeder
Kohomologiefunktor wie in Definition 6.28 durch ein Spektrum darstellbar.

Wir betrachten das Eilenberg-Mac Lane-Spektrum HA aus Satz 5.43 zu einer abelschen Grup-
pe A. Nach Definition 5.41 (2) induziert die Abbildung sj: SH A}, — H Ay eine schwache Aquiva-
lenz HAy — QQH Ag4. Daher ist jedes Eilenberg-Mac Lane-Spektrum ein w-Spektrum. Wir fassen
unsere bisherigen Erkenntnisse zusammen.

6.30. SATZ. Es sei A eine abelsche Gruppe.

(1) Es existiert ein gewdhnlicher reduzierter Kohomologiefunktor H®(-; A): HkwHy — Ab

mit
H*(X; A) = HAMX)
der das Dimensionsaziom 5.2 (4) mit H°(S%; A) = A erfiillt.

(2) Jeder andere gewéhnliche reduzierte Homologiefunktor mit den obigen Eigenschaften ist auf
der vollen Unterkategorie HCW, C HkwH  der punktierten CW-Kompleze zu H®(-; A)
natirlich isomorph.

(3) Zu jedem Gruppenhomomorphismus f: A — B existiert eine natiirliche Transformati-

ON Tfe: HA® — HB®, so dass 770(S0) = f: A= HA(S%) — HBO(S°) =~ B.

Man beachte, dass H* im Gegensatz zu H, nicht unter schwachen Aquivalenzen invariant ist,
siche Ubung 6.67. Daher erhalten wir (2) und (3) nur auf der Kategorie HCW..
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BEWEIS. Nach Satz 6.28 ist H*(-; A) ein reduzierter Kohomologiefunktor. Aussage (1) folgt
aus Definition 5.41, denn fiir alle j gilt

A falls k =0, und

(5% A) =[S, Ejp) = mi(Ejik) {0 sonst.

Aussage (2) folgt aus Satz 6.15.

Sei schliefflich f gegeben, dann liefert Satz 5.43 Abbildungen Hf,: HA, — HB,, die mit
den Strukturabbildungen s, der Spektra vertriiglich sind, so dass H f,. = f: A = m,(HA,) —
mn(HB,) = B. Wir erhalten die gesuchten natiirlichen Transformationen 7y durch

e HN(XG A) = (X, HA 2225 (X HB,) = B*(X;B) . 0

6.31. BEMERKUNG. Wir kénnen jeden Kohomologiefunktor durch einen ersetzen, der zusétzlich
invariant unter schwachen Aquivalenzen ist. Dazu ersetzen wir einen Raum X durch eine CW-
Approximation f: X’ — X wie in Satz 4.51 und definieren

EM(X) = EF(X') .

Sei g: X — Y eine stetige Abbildung, dann erhalten wir eine CW-Approximation h: Y’ — Y und
eine bis auf Homotopie eindeutige Abbildung ¢’ X — Y’  so dass go f zu ho g’ homotop ist. Wir
erhalten daher eine natiirliche Transformation E®* — £° wie folgt:

Fok B mkiyeny _ Gk

Ef(X) —> E"(X') = &5(X)

ol QT By T Ehg

Br(y) 2 Bhiyry = Sy

Wenn g: X — Y eine schwache Aquivalenz war, dann ist ¢’ jetzt eine Homotopiedquivalenz, und
somit ist E¥g = E¥F¢’ ein Isomorphismus.

Mit dieser Methode erzwingen wir in Satz 6.30 nicht nur Invarianz unter schwachen Aquivalen-
zen, sondern wegen Satz 6.15 auch die Eindeutigkeit des so konstruierten Kohomologiefunktors H A*®
auf ganz kw?H . Insbesondere ist singulire Kohomologie invariant unter schwachen Aquivalenzen,
so dass HA® zur singuldaren Kohomologie natiirlich isomorph ist. Wir werden uns mit dieser Frage
im Folgenden aber nicht intensiver auseinandersetzen.

6.f. Vektorbiindel

In diesem Abschnitt definieren wir Vektorbiindel, das sind spezielle Faserbiindel, deren Fasern
eine lineare Struktur tragen. Ein Beispiel ist das Tangentialbiindel einer differerenzierbaren Man-
nigfaltigkeit. In Abschnitt 3.i hatten wir bereits das Normalenbiindel kennengelernt. Aus diesem
Grund spielen Vektorbiindel in der Differentialgeometrie und -topologie eine Rolle. Wir wihlen
einen etwas vereinfachten Zugang, bei dem wir uns auf Vektorbiindel iiber CW-Komplexen konzen-
trieren. Die Argumente fiir die groflere Klasse der parakompakten Rdume finden sich unter anderem
in [At] und in [H2].

6.32. DEFINITION. Eine topologische Gruppe ist ein topologischer Raum G mit Basispunkt e €
G und zwei stetigen Abbildungen *: G x G — G und -~': G — G, so dass (G, *,e, - 1) die
Gruppenaxiome erfiillt.

Eine stetige (Links-) Operation von G auf einem topologischen Raum X ist eine stetige Abbil-
dung G x X — X mit (g,x) — g - x, so dass

g-(h-z)=(g%h) -z und e-r=x fiir alle z € X und ¢, h € G.
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Entsprechend definieren wir stetige Rechts-Operationen (z, g) — x.g.

Beispiele sind zum einen beliebige Gruppen G, versehen mit der diskreten Topologie. Zum
anderen sind alle Matrixgruppen G C GLj,(k) mit der Unterraumtopologie zu GL, (k) C k™*"
fir k = R, C oder H und n € N topologische Gruppen. Wir interessieren uns vor allem fiir die
Gruppen

O(n) firk =R,
Uln,k) ={Ae€GLy(k) | A*A=E,} =< U(n) fiir k=C, und
Sp(n) fir k = H.

Die Matrizen mit Determinante 1 bilden Untergruppen SO(n) C O(n) sowie SU(n) C U(n). Uber H
ist keine Determinante definiert.

Es sei jetzt p: V — X ein Faserbiindel mit typischer Faser k™ wie in Definition 3.30, es sei G
eine topologische Gruppe und p: G — GL,(k) ein stetiger Monomorphismus. Dann wirkt G von
links auf k" durch (g,x) — g -z = p(g) - x.

6.33. DEFINITION. Eine (G, p)- Vektorbiindelatlas auf p: V' — X ist eine Menge lokaler Trivia-
lisierungen

A={(Usg) |iel} mit pxep:p (U) — Ui x k", (1)

so dass (U;)ier eine offene Uberdeckung von X bildet und es fiir je zwei 4, 7 € I eine stetige

Abbildung g;;: U; NU; — G mit

@i =(pogiy) pj:p HU;NU;) = k" (2)

fiir alle 4, j € I gibt. Zwei (G, p)-Vektorbiindelatlanten heifen dquivalent, wenn ihre Vereinigung
wieder ein (G, p)-Vektorbiindelatlas ist.

Ein (G, p)- Vektorbiindel iber einem Raum X ist ein Faserbiindel p: V' — X zusammen mit
einer Aquivalenzklasse von (G, p)-Vektorbiindelatlanten. In diesem Fall heifit G' die Strukturgruppe
und r der Rang von p: V — X.

Eine (G, p)- Vektorbiindelabbildung von p: V' — X nach ¢: W — Y ist eine Abbildung F': V —
W, fiir die eine stetige Abbildung f: X — Y mit qo F = f o p existiert, so dass es zu jedem
Punkt 2 € X eine Umgebung U’ C Y von y = f(z) und eine Umgebung U C f~1(U’) von =z,
vertriigliche lokale Trivialisierungen (U, ¢) von V und (U’, ) von W sowie eine Abbildung h: U —
G gibt mit

YoF = (poh)-p:p HU) =Kk . (3)

Man nennt F' dann auch eine G-Vektorbiindelabbildung iiber f. Eine G-Vektorbiindelabbildung
iiber der Identitdt heiffit auch G-Vektorbiindelisomorphismus. Die Menge der Isomorphieklassen
von G-Vektorbiindeln iiber X wird mit Bung(X) bezeichnet.

Da p in den meisten Fillen klar sein wird, schreiben wir kurz G-Vektorbiindel statt (G, p)-
Vektorbiindel.

6.34. BEISPIEL. Wir geben einige einfache Beispiele an.

(1) Das triviale Vektorbindel k" = X xk" — X hat einen Vektorbiindelatlas aus einer einzigen
lokalen Trivialisierung ® = idxxgr. Falls wir G = {e} wéhlen, ist es bis auf eindeutige
Isomorphie das einzige G-Vektorbiindel.

(2) Das Mobiusband ist das einzige nichttriviale O(1)-Vektorbiindel iiber S'. Wir kénnen S!
beispielsweise mit drei Intervallen U, Us, Uz so iiberdecken, dass Uy N Us N Uz = 0,
und g;; = —1 setzen fiir alle 7 # j.
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(3) Es sei M eine n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit mit einem Atlas (U;, ;)ier. Fiir
das Tangentialbiindel p: TM — M definieren wir einen Atlas A = (U;,dy;)icr. Da die
Kartenwechsel ¢; o goj_l differenzierbar sind, gilt g;; = d(y; o gpj_l): UiNU; - GL,(R).

(4) Eine Riemannsche Metrik g ist ein Skalarprodukt g, auf T, M, das differenzierbar von x €
M abhéngt. Indem wir auf den GL,(R)-Atlas A das Gram-Schmidt-Verfahren anwenden,
erhalten wir einen O(n)-Vektorbiindelatlas. Man beachte, dass der Atlas aus (3) nur dann
selbst ein O(n)-Atlas sein kann, wenn (M, g) flach ist, das heiit, wenn der Riemannsche
Kriimmungstensor verschwindet.

(5) Fiir n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeiten erhalten wir das Tangentialbiindel analog
als G L, (C)-Vektorbiindel.

Als weiteres Beispiel lernen wir im néchsten Abschnitt das Normalenbiindel einer differenzierbaren
Untermannigfaltigkeit kennen.

Man beachte, dass die Abbildungen g;; in (2) eindeutig durch ¢; und ¢; bestimmt sind, falls
sie existieren, da p: G — GL,(k) als injektiv vorausgesetzt wurde. Man kann den Begriff noch
verallgemeinern, indem man beliebige Homomorphismen p zulésst. Das ist beispielsweise dann notig,
wenn man Spin-Strukturen betrachten moéchte. Aber dann muss zusétzlich zu (2) noch g;x = gij- 9ik
fordern, und zusétzlich zu (3) bendtigt man ebenfalls eine weitere Bedingung. Vektorbiindel sind
bis auf Isomorphismen durch die g;; festgelegt, daher ist Bung(X) tatséchlich eine Menge.

6.35. BEMERKUNG. Sei p: V — X ein G-Vektorbiindel und =z € X, dann heiBt V, = p~!(z)
eine Faser des Vektorbiindels V. Uber die lokalen Trivialisierungen aus Definition 6.33 (1) lassen
sich G-invariante Strukturen von k™ auf alle Fasern iibertragen, wegen (2) ist es dabei egal, welche
Trivialisierung fiir eine bestimmte Faser gewéhlt wurde. Bedingung (3) garantiert, dass auch alle
G-Vektorbiindelabbildungen diese zusétzliche Struktur erhalten.

(1) Die Trivialisierung ¢; induziert auf jeder Faser V, fiir x € U; die Struktur eines r-
dimensionalen k-Vektorraums, daher der Name ,, Vektorbiindel“. Daher nennen wir G L, (k)-
Vektorbiindel auch einfach Vektorbiindel. Diese linearen Strukturen sind beispielsweise in
der Differentialgeometrie und in der Physik sehr wichtig.

(2) Esseip: V — X ein SL,(R)-Vektorbiindel vom Rang > 1. Der Raum R" trage die Stan-
dardorientierung. Dann induzieren die Trivialisierungen ¢; eine ein eindeutige Orientierung
auf allen Fasern von V. Sei umgekehrt auf allen Fasern von V' eine Orientierung so gegeben,
dass signdet p;: U; — {£1} lokalkonstant ist, dann lassen sich die ¢; zu orientierungser-
haltenden Trivialisierungen abéndern, und wir erhalten eine eindeutige SL,(R)-Struktur
auf V. Das Mobiusband aus Beispiel 6.34 (2) triagt keine Orientierung, also auch keine
SLq(R)-Struktur.

(3) Eine O(r)-Struktur entspricht der Wahl eines Skalarproduktes auf jeder Faser. Eine SO(r)-
Struktur kodiert sowohl ein Skalarprodukt als auch eine Orientierung auf jeder Faser.
Analog zu Beispiel 6.34 (4) kann man diese Skalarprodukte immer stetig wéhlen. Zu jeder
GL,(R)- (SL,(R)-) Struktur erhélt man also immer eine O(r)- (SO(r)-) Struktur; diese
ist sogar bis auf Isomorphismen eindeutig.

(4) Sei r = 2k. Eine GL(k, C)-Struktur macht aus einem reellen Vektorbiindel vom Rang 2k
ein komplexes vom Rang k. Eine U(k)-Struktur entspricht der zusétzlichen Wahl eines
Hermiteschen Skalarprodukts auf jeder Faser.

(5) Manchmal konnen wir fiir das Tangentialbiindel einer 2n-dimensionalen differenzierbaren
Mannigfaltigkeit einen G L, (C)-Vektorbiindelatlas wihlen. In diesem Fall sprechen wir von
einer fast komplexen Struktur. Eine fast komplexe Struktur erlaubt im Allgemeinen nicht,
einen komplexen Mannigfaltigkeitsatlas zu wéhlen, fast komplexe Strukturen auf TM sind
somit schwécher als die komplexen Strukturen aus Beispiel 6.34 (5).
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(6) Wenn die Strukturgruppe G diskret ist, sind die Abbildungen g;; aus Definition 6.33 (2)
lokal konstant. In diesem Fall erhalten wir ein flaches Vektorbiindel.

6.36. BEMERKUNG. Man kann G-Vektorbiindel zuriickziehen, siehe Ubung 3.112 zu Faser-
biindeln. Sei p: V — X ein G-Vektorbiindel und f: Y — X stetig, dann erhilt man das zuriickge-
zogene G-Vektorbiindel f*p: f*V — Y und eine Abbildung F': f*V — V mit

FE={(yv)eYxV|pw)=Ff)}, (Fpyv)=y ud Fyv) =v.

Sei (U;, ;) eine lokale Trivialisierung von V, dann ist (f~(U;),¢; o F) die zuriickgeholte lokale
Trivialisierung von f*V; insbesondere erhalten wir einen Atlas.

(1) Fiir ein G-Vektorbiindel ¢: W — Y entspricht eine G-Vektorbiindelabbildung F': W — V
iiber f genau einem G-Vektorbiindelisomorphismus W = f*V.

(2) Falls f: Y — X eine Inklusion ist, gibt es einen offensichtlichen Isomorphismus f*V =
p~ 1Y), und wir schreiben kurz V|y = p~1(Y).

(3) Uber dem einpunktigen Raum pt ist jedes G-Vektorbiindel trivial. Also entspricht eine
G-Vektorbiindelisomorphismus V' — k" genau einer G-Vektorbiindelabbildung F': V — k"
iiber X — pt.

6.37. LEMMA. FEs sei X ein CW-Komplex und p: V. — X x I ein G-Vektorbiindel. Bezeich-
ne q: X x I — X die Projektion auf die erste Komponente, dann gibt es eine G-Vektorbiindelab-

bildung Q: V — V|x oy diber ¢ mit Q|x o1 = idxx{o}-

Insbesondere liefern homotope Abbildungen f, g: Y — X isomorphe Biindel f*V = ¢g*V — Y,
falls Y ein CW-Komplex ist. Denn sei h: Y x I — X eine Homotopie, dann wende das obige Lemma
auf h*V — Y x I an.

BEWEIS. Wir beweisen das Lemma zuerst unter der Annahme, dass fiir alle n jedes G-Vektor-
biindel iiber D™ trivial ist. Dazu konstruieren wir @ induktiv Zelle fiir Zelle. Sei ¥: (D", $""1) —
(X™, X" 1) charakteristische Abbildung einer Zelle von X. Da D" x I = D"+! ist das zuriickgeholte
G-Vektorbiindel trivial, wir erhalten also eine G-Vektorbiindelabbildung =: k" — V {iber £ =
¥ x id I-

Die G-Vektorbiindelabbildung Q": V|xn-1,; — V|xn-1,0y induziert daher eine stetige Abbil-
dung ¢: S" ! x I — G, so dass

qd(y,0)=e und  (Q0E)(y,t,v) =E(y,0,¢'(y,t) - v) (*)

fiir alle y € S"71, ¢t € I und v € k. Wir konnen ¢’ daher zuniichst durch e auf D" x {0} fortsetzen,
und anschlieBend zu ¢: D" x I — G, da (D", S""!) eine Kofaserung ist. Jetzt definieren wir Q
auf im& = im ¥ x I wie in (*). Auf diese Weise konstruieren wir @ auf ganz V.

Es bleibt zu zeigen, dass jedes Vektorbiindel iiber D™ =2 [™ trivial ist. Wir fithren den Beweis
durch Induktion iiber n; fiir n = 0 ist nichts zu zeigen. Es sei jetzt ein G-Vektorbiindel V' — I™+!
mit einem Atlas (Uj, p;)icr gegeben. Nach Induktionsvoraussetzung haben wir eine G-Vektorbiinde-
labbildung Fo: V|ny oy — k"

Wie im Beweis von Proposition 3.31 zerteilen wir I"*! in kleinere Wiirfel der Kantenlinge %,
so dass jeder der kleinen Wiirfel ganz in einer der offenen Mengen U; enthalten ist. Somit ist V' auf
jedem der obigen Wiirfel trivial. Das obige Argument liefert uns daher Vektorbiindelabbildungen

Fi: Vg1, = Vmxgi-1y

iiber den Projektionen I™ x [i — 1,i] — I"™ x {i — 1}. Diese lassen sich zusammen mit Fj zu einer
Trivialisierung von V' zusammensetzen. O
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Wir erinnern uns an die Verbund-Konstruktion aus Ubung 3.114. Fiir eine topologische Grup-
pe G definieren wir

EG = colimG™ |

n—oo

wobei G*™ den n-fachen Verbund mit sich selbst bezeichne. Es sei
A" = {(807"'7871) € [071]n+1 ‘ 30+"'+Sn:1}
der Standardsimplex. Dann gilt
G*(n+1) ~ Gn+1 % An/N
wobei die Relation ~ erzeugt wird durch

. / . _
(g0 -+ Gn; S0y -+ Sn) ~ (Goy -y GiyenvrTn; S0y~ Sn) wenn s; = 0.

Wir erhalten natiirliche Einbettungen G** <« G*" « G = G*("*+1) begziiglich der wir den obigen
Kolimes bilden. Tatséchlich ist £G die geometrische Realisierung eines sogenannten simplizialen
Raums.

Sei G selbst k-zusammenhingend mit & > —1, dann folgt aus Ubung 3.115 induktiv, dass G*™ ein
(n(k+2) —2)-fach zusammenhéngender Raum ist. Insbesondere ist EG schwach zusammenziehbar.
Wenn wir EG als CW-Komplex schreiben kénnen (zum Beispiel, wenn G eine diskrete Gruppe oder
eine Matrixgruppe ist), ist EG nach dem Satz 4.46 von Whitehead sogar zusammenziehbar.

Die Gruppe G wirkt stetig von rechts auf EG durch

(g0 -+ Gn; S0y -+ >5n)-9 = (90G; - - - s Gng; S0s - - - » Sn) -
Diese Operation ist frei und eigentlich. Fiir den Quotienten schreiben wir
BG = EG/G .
Fiir jedes i € N betrachten wir die Teilmenge

EZ:C21>112'H{(90,,gn,So,,Sn)lsz#O}CEG

Da E; N G*("*D) fiir alle n offen ist, ist B; in EG offen. Auflerdem ist F; invariant unter der obigen
G-Wirkung, also sei B; = E;/G C BG der Quotient. Dann ist (B;);ey eine offene Uberdeckung
von BG. Fiir Punkte ¢ = (go,...,9n;50,--.,5n) € EG ist die Koordinate g; € G aufgrund der
Verbund-Konstruktion wohldefiniert, wenn ¢ € F;.

6.38. DEFINITION. Sei G eine topologische Gruppe und p: G — GL,(k) ein stetiger Monomor-
phismus.

(1) Der Raum BG heiit klassifizierender Raum von G.
(2) Das tautologische G-Vektorbiindel 7: V,G — BG ist definiert durch

V,G = {[q,w] ‘ (q,w) EEGX]kT} ,
wobei  [g,w] = {(¢.97" p(g)-w) | g€ G},
und 7([g,w]) = [q] = ¢.G € BG ,
mit lokalen Trivialisierungen ; iiber B;, gegeben durch
wi([(go, ey Ons 80y - ,sn),w]) =p(g;)-w.

(3) Seip: V — X ein (G, p)-Vektorbiindel. Eine Abbildung ¥: X — BG heifit klassifizierende
Abbildung von V, wenn es eine G-Vektorbiindelabbildung ©: V' — V,G iiber 9 gibt.
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Man iiberpriift leicht, dass die Elemente [¢, w] wohldefinierte Orbiten einer diagonalen Opera-
tion von G auf EG x k" sind. Seien jetzt i, j € N, dann erhalten wir eine wohldefinierte Abbil-
dung g;;: B; N Bj — G durch

gij([(gow-'agn;s(]:"'>Sn)]) :glgj_l €qG. (T)

Es gilt ¥ = (p o gij) - ¥; wie in Definition 6.33 (2) auf B; N B;. Also ist 7: V,G — BG ein
G-Vektorbiindel. Wenn p klar ist, schreiben wir wieder nur VG. Die Beispiele BO(1) = RP*
und BU (1) = CP* betrachten wir in den Ubungen 6.72 und 6.73.

6.39. SATz (Klassifikation von G-Vektorbiindeln). Sei G eine topologische Gruppe und p: G <
GL,(k) ein stetiger Monomorphismus. Dann gibt es fiir jeden CW-Komplex X eine natiirliche
Bijektion

[X,,BG] = Bung(X) mit [0 — 9V,G.

WennY C X ein Unterkomplex ist und bereits eine klassifizierende Abbildung ¢ : Y — BG fiir V|y
gegeben ist, kann man ¥ als Fortsetzung von ' wdihlen, und diese Fortsetzung ist bis auf Homotopie
relativ zu Y eindeutig.

Dieser Satz erklirt die Bezeichnungen aus Definition 6.38. Allgemeiner ldsst er sich fiir parakom-
pakte Rdume X beweisen. Bevor wir den Satz beweisen, wollen wir die Konstruktion von VG — BG
motivieren, indem wir zuriickgeholte Vektorbiindel 9*V G genauer betrachten. Sei also ¥: X — BG
und p: V = 9*VG — X gegeben, und sei O: V — VG die zugehorige G-Vektorbiindelabbildung.
Wir iiberdecken X mit offenen Mengen U; = 9~ !(B;) € X, dann trifft jede kompakte Teilmenge
von X nur endlich viele dieser Mengen. Wir erhalten Trivialisierungen ¢;, so dass das Diagramm

VG Y (B) Y B x K
o Oxidyr
Vo p WU) LUy x kT
kommutiert. Es seien g;;: U; N U; — G die zugehorigen Ubergangsfunktionen. Wir erhalten sie,
indem wir die Ubergangsfunktionen von VG mit 9 zuriickziehen. Wegen (1) folgt fiir 2 € U; N U. i
dass

gij(x) = (gi 0 V) (g; ' 0 V) .

Anhand der Ubergangsfunktionen kennen wir vom Punkt 9(z) = [go, .., gn; 50, - .., 5n] € BG
bereits den Anteil [go, . .., g,] € G"T!/G. Die Funktionen s;09: X — [0, 1] verschwinden aulerhalb
von U; und addieren sich an jedem Punkt zu 1 auf, bilden also eine Art “Partition der Eins”. Wir
erhalten daher eine klassifizierende Abbildung ¥ zu einem Biindel V', indem wir Trivialisierungen
iiber einer Uberdeckung U = (U;);eny wihlen und dazu eine passende Partition der Eins festlegen.
Diese Beweisskizze {ibertragen wir jetzt auf den Fall von CW-Komplexen.

BeweIs. Die obige Abbildung [X, BG] — Bung(X) ist nach Lemma 6.37 wohldefiniert. Sie ist
auch natiirlich, denn sei f: Y — X stetig, und sei p: V — X isomorph zu 9*V G vermoge einer G-
Vektorbiindelabbildung ©: V' — VG iiber ¥, dann wird f*V durch 9 o f klassifiziert. Insbesondere

kommutiert das Diagramm

A G VN Ve

N

y L .ox_% Bag.
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Zum Beweis der Surjektivitit sei ein G-Vektorbiindel p: V' — X gegeben. Gesucht ist eine G-
Vektorbiindelabbildung ©: V — VG. Wie im Beweis von Lemma 6.37 konstruieren wir © induktiv
Skelett fiir Skelett. Sei also ©': V|yn-1 — VG iiber 9': X"~ ! — BG bereits konstruiert, und
sei ®: (D", 8" 1) — (X", X" 1) charakteristische Abbildung einer Zelle von X, und sei ¢ =
®|gn-1. Das zuriickgeholte Biindel auf D™ ist nach Lemma 6.37 trivial, wir erhalten also eine G-
Vektorbiindelabbildung Z: k™ — V iiber ®.

Da S ! kompakt ist, gilt im(?¥' o ¢) € G*N /G C BG fiir ein geeignetes N. Fiir jedes i < N
setze

Uy={ty|t>0undye (@ op) *(B)c S '}cD".
AuBerdem definieren wir Uy = D™\ S"~ L.
Wir bestimmen h;: U; — G fiir i < N wie in Definition 6.33 (3), so dass

/(/}Z o} @/ o= = po hi’UimSnfl : kr’UimSnfl — kT‘ 5
und setzen h;(sy) = h;(y) fiir alle y € S"~! und alle ¢t > 0. Auf B; N B; gilt ¥; = (p o gi5) - V.
Sei q(y) = [(g0,---,9N=-1;50,---,SN-1)] € BiN Bj , dann folgt
hi(y) = gig; ' hi(y) € G .

AuBlerdem setzen wir hy = e auf ganz Uy.

Sei y € S" 1 und (¢ o v)(y) = [¢g] mit ¢ = (go,.-.,50,--.), dann sind die Funktionen y;
auf D™\ {0} mit

Xi(ty) = ts; fiir alle t > 0

fiir i < N stetig und lassen sich durch 0 auf 0 fortsetzen. AuBerdem setzen wir xn(ty) = 1 — ¢ fiir

alle y und ¢t wie oben. Dann gilt x;(x) = 0 fiir alle x ¢ U; und xo + - - + xny = 1 auf ganz D™.
Auf U; definieren wir Q;: k" — VG|p, durch

Qi) = [(96) @), -, 90 (@) x0(@), -, Xn (@), plhi(w))(v)]  fir alle z € U] und alle v € V,
O (2) = {h’j@)hi(y)l falls z € U; N U,

e sonst.

mit

Man beachte, dass x;(z) = 0 falls ¢ Uj, so dass es wegen der Verbund-Konstruktion in diesem

Fall nicht auf den Wert von gj(.i) Z@

bi(Qi(v)) = p(hi())(v);,
so dass @; auf dem Rand U; NS™~! mit ©' o = iibereinstimmt.

Man {iberpriift leicht, dass die Abbildungen @; und @; auf U; N U; iibereinstimmen, und sich
daher zu einer G-Vektorbiindelabbildung @: k™ — VG iiber einer Abbildung ¢: D" — BG zu-
sammensetzen. Da @ iiber S"~! mit ©’ o Z iibereinstimmt, kénnen wir ©' iiber im ® so zu einer
G-Vektorbiindelabbildung © fortsetzen, dass Q = © o =. Am Ende haben wir die gesuchte klassifi-
zierende Abbildung ¢ fiir p: V' — X konstruiert.

Zur Injektivitdt seien ¥y, ¥1: X — BG zusammen mit einem G-Vektorbiindelisomorphis-
mus Y5VG = 97V G gegeben. Es bezeichne ¢: X x I — X die Projektion, und es sei V = (g o
q)*VG — X x 1. Dann haben wir eine G-Vektorbiindelabbildung ©¢: V| x oy — VG iiber Jg: X x
{0} — BG. Mit Hilfe des obigen Isomorphismus erhalten wir auch eine G-Vektorbiindelabbil-
dung ©1: V|xxqy — VG iiber ¥1: X x {1} — BG. Es trage X x I die iibliche Zellstruktur, dann
konstruieren wir der obigen Methode eine Fortsetzung ©: V — VG iiber ¥: X x I — BG. Somit
ist ¥ die gesuchte Homotopie zwischen ¥y und ¥;. O

(z) ankommt. Da g, = e, gilt

Mit Vektorbiindeln sind dhnliche Konstruktionen wie mit Vektorrdumen moglich. Wir schauen
uns hier speziell zwei davon nédher an.
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6.40. PROPOSITION UND DEFINITION. Seip: V — X ein G-Vektorbindel mit Atlas (U;, ¢;)icr
und es sei ¢: W — X ein H-Vektorbiindel mit Atlas (Vi,;)icr. Dann existieren zwei G x H-
Vektorbiindel tiber X, ndamlich

(1) die Whitney-Summe V & W mit Fasern (V@& W), = V, ® W, und Atlas (U, p; @ 1),
sowze

(2) das Whitney-Produkt V @ W mit Fasern (V @ W), = V, @k W, und Atlas (Us, @i @1;),
falls k =R oder C.

Beide sind bis auf eindeutige Isomorphismen eindeutig bestimmd.

Ein Tensorprodukt iiber H existiert leider nicht; das Tensorprodukt zweier quaternionischer
Vektorrdume tragt nur eine natiirliche reelle Vektorraumstruktur.

BEWEIS. Seien p: G — GL,(k) und 7: H — GLs(k) die zugrundeliegenden injektiven Grup-
penhomomorphismen, dann sind (p & 7)(g,h) = p(g) ® 7(h) € GLy15(k) und (p ® 7)(g,h) =
p(g) ® m(h) € GLys(k) ebenfalls injektive Gruppenhomomorphismen; hierbei bezeichnet A ® B
fir A € M,(k) und B € M,(k) das Kronecker-Produkt von Matrizen (was mit dem Kronecker-
Produkt aus Abschnitt 6.c nur den Namen gemeinsam hat).

Wir haben stillschweigend vorausgesetzt, dass beiden Atlanten die gleiche Uberdeckung (U; )ser
zugrundeliegt, was wir natiirlich immer erreichen kénnen. Die angegebenen Ansammlungen lokaler
Trivialisierungen bilden tatsdchlich G x H-Atlanten, und zwar in beiden Féllen mit den stetigen
Trivialisierungswechseln (g x h)i; = ¢ij X hij: Ui NU; = G x H.

Die Eindeutigkeitsaussage ergibt sich, da die Fasern V, & W, beziechungsweise V,, @, W, bereits
bis auf eindeutige Isomorphismen durch die jeweilige universelle Eigenschaft festgelegt sind. O

6.g. Topologische K-Theorie

Wir benutzen Vektorbiindel jetzt, um einen allgemeinen Kohomologiefunktor zu konstruieren
und das zugehorige Spektrum anzugeben. Wir werden hier keinerlei Sétze beweisen. Bis jetzt hatten
all unsere Vektorbiindel konstante Dimension auf ganz X. Das werden wir in Zukunft nicht mehr
fordern.

6.41. DEFINITION. Es sei X ein topologischer Raum. Ein k- Vektorbindel p: V' — X besteht aus
einer lokalkonstanten Funktion r: X — N und je einem G L, (k)-Vektorbiindel p: p~!(r~1(n)) —
r~1(n). Wir nennen r den lokalen Rang von V. Ein k- Vektorbiindelisomorphismus F:V — W
von k-Vektorbiindeln p: V. — X, ¢: W — X besteht aus je einer GL,(k)-Vektorbiindelabbil-
dung Fo: (-1 (n)) — ¢ L (-1 (n)).

Ein virtuelles k-Vektorbiindel auf X ist ein Paar V & W von k-Vektorbiindeln p: V. — X
und ¢: W — X. Zwei virtuelle k-Vektorbindel V & W und T & U iiber X heiflen dquivalent,
kurz Ve W ~ T & U, wenn es virtuelle k-Vektorbiindel R, S — X gibt,sodass Ve R =T G S
und WO R=2USDS.

Die Gruppe der virtuellen k-Vektorbiindel auf X wird mit K (X) bezeichnet. Im Falle k =
C schreibt man auch kurz K°(X), und im Fall k = R schreibt man KOY(X). Fiir punktierte
Riume X bezeichne ¢: pt — X die Inklusion des Basispunktes, dann definieren wir K?(X) =
ker(v*: K(X) — KJ(pt)).

Sei schlieBlich f: Y — X stetig. Das Zuriickziehen von Vektorbiindeln induziert

o K)(X) — KX(Y), und  f*: KQ(X) — K2(Y)
falls f punktiert ist.

6.42. BEISPIEL. Nach dem Satz 3.48 vom Igel ist das Tangentialbiindel 7.S?" nicht trivial. Be-
trachten wir die {ibliche Einbettung $?" < R?"*! dann ist das Normalenbiindel v5?" trivial, denn
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fiir jeden Punkt p € S?" C R?"*! bildet der Ortsvektor p zugleich eine Basis des eindimensionalen
Normalenraums l/pSQ”, siche Abschnitt 3.i. Indem wir TpSQ" und l/pSQ” als Unterrdume von R?"+1
auffassen, erhalten wir R-Vektorbiindelisomorphismen

TpsQn @R i} TpSQn@VpSQn iRQn—&-l iRQn @K )

Somit ist das Tangentialbiindel dquivalent (aber nicht isomorph!) zu einem trivialen Vektorbiindel.
Man sagt daher, dass T'S?" stabil trivial ist. AuBerdem sehen wir, dass die Kiirzungsregel fiir die
Whitney-Summe nicht gilt.

Der Ubergang von k-Vektorbiindeln zu virtuellen k-Vektorbiindeln in Definition 6.41 entspricht
dem Ubergang von N zu Z. Da die Halbgruppe der k-Vektorbiindel jedoch keine Kiirzungseigen-
schaft besitzt, mussten wir etwas sorgfaltiger vorgehen.

6.43. BEMERKUNG. Wir sammeln ein paar niitzliche Eigenschaften (ohne Beweise).

(1) Jedes k-Vektorbiindel V' {iber einem parakompakten Raum X ldsst sich mit einem fa-
serweisen Skalarprodukt ausstatten, das in den Trivialisierungen stetig vom Basispunkt
abhiéngt. Daher diirfen wir annehmen, dass p: p~*(r~!(n)) — r~1(n) in diesem Fall ein
U (n, k)-Vektorbiindel ist. Auf der anderen Seite kann man auch zeigen, dass U(n, k) ein De-
formationsretrakt von GL,, (k) und somit BU (n,k) ein Deformationsretrakt von BG L, (k)
ist.

(2) Zu jedem k-Vektorbiindel W iiber einem kompakten Raum X existiert ein sogenanntes
komplementires Vektorbiindel U, so dass W @ U = k! fiir ein hinreichend groBes N € N.
Insbesondere ldsst sich jedes virtuelle k-Vektorbiindel VoW iiber X durch das dquivalente
virtuelle k-Vektorbiindel (V @ U) © k" ersetzen. Fiir nicht kompakte Riume ist diese
Aussage im Allgemeinen nicht richtig,.

(3) Whitney-Summe und Whitney-Produkt erfiillen die iiblichen Kommutativ-, Assoziativ-
und Distributivgesetze jeweils bis auf eindeutige Isomorphismen. Dadurch wird K?(X)
fiir alle X zu einem kommutativen Ring mit Einselement k, falls k = R oder C; fiir k = H
erhalten wir nur eine abelsche Gruppe.

(4) Alle obigen Konstruktionen sind mit Zuriickziehen vertriglich. Wir erhalten also einen
kontravarianten Funktor Kug von der Kategorie Top oder kwH in die Kategorie der kom-
mutativen Ringe (k = R, C) beziehungsweise der abelschen Gruppen (k = H).

(5) Ein k-Vektorbiindel {iber einem Punkt ist ein k-Vektorbiindel und wird klassifiziert durch
seine Dimension n € N. Ein virtuelles k-Vektorbiindel {iber einem Punkt wird somit durch
seine virtuelle Dimension n = Z klassifiziert.

Zu einer Kohomologietheorie fehlt uns unter anderem die lange exakte Sequenz. Daher wollen
wir ein w-Spektrum Kk konstruieren, so dass K)(X) = [X,, Kko] zumindest fiir kompakte X
gilt. Dazu betrachten wir die Folgen von Gruppen pt = U(0,k) — U(1,k) < ..., wobei die
Inklusionsabbildung einer Matrix A € U(n,k) die Matrix

(é g) € U(n+ L,k) (6.3)

zuordnet. Wir definieren topologische Gruppen

O fallsk =R,
Uk) = cciim U(n,k)=qU fallsk =C, und
Sp falls k = H.
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Wir erhalten Folgen von Inklusionen EU (n,k) < EU(n+ 1,k) und BU(n,k) < BU(n+ 1,k). Die
Kolimiten in den obigen Konstruktionen vertauschen, und so erhalten wir

EU(k) = C(LhmEU(n,k) und BU (k) = C()iim BU(n,k) = EU/U .

Die tautologischen Vektorbiindel VU (n,k) haben allerdings alle unterschiedlichen Rang, es gibt
also kein tautologische Biindel iiber BU (k).

6.44. SATZ. Es sei X ein kompakter CW-Komplex, dann gilt

KQ(X) = [X4,Z x BU(K)] . (1)
Sei X ein kompakter punktierter CW-Komplex, dann gilt
KQ(X) = [X,Z x BU(K)] . (2)

Fiir den Satz ist es nicht nétig, dass X ein CW-Komplex ist; es macht den Beweis aber einfacher.
Falls X nicht kompakt ist, erhalten wir immer noch eine Abbildung K (X) — [X,Z x BU(k)],
allerdings ist diese nicht immer surjektiv. Als Beispiel wiirde die Abbildung id gy das ,tautolo-
gische Biindel® klassifizieren, aber ein solches gibt es auf BU (k) nicht. Wir wihlen Basispunkte in
allen BU (k) und betrachten den Raum

X =\/ BU(k,k) .
keN

Dann gibt es kein virtuelles Vektorbiindel VoW auf X, so dass (VO W)|pyuk) ~ (VU (k, k) ok"),
insbesondere erfiillt der oben definierte Funktor nicht das Summenaxiom aus Definition 6.1 (3).

BEWEIS. Essei VOW ein virtuelles k-Vektorbiindel iiber X, dann existiert U — X, so dass U®
W = k™ auf ganz X. Wir diirfen U@V mit einem Skalarprodukt ausstatten. Dann sei r: X — Z der
lokale Rang des Biindels U @ V, und es sei 9: r~1(m) — BU(m,k) die klassifizierende Abbildung
des Biindels (U @ V)|,-1(;,). Wir definieren ©: X — Z x BU (k) durch

O(z) = (m —n,d(x)) € {m —n} x BU(m,k) C Z x BU(k) fiir alle m und alle z € r~(m).

Da isomorphe Vektorbiindel nach Satz 6.39 homotope klassifizierende Abbildungen haben,
konnen wir Wohldefiniertheit zu zeigen, indem wir V' & W um ein k-Vektorbiindel R zu (V @
R)S (W @ R) ,erweitern“ und die neue klassifizierende Abbildung mit © vergleichen. Dazu wéhlen
wir wie oben ein k-Vektorbiindel S, so dass W @ R @ S = k’. Das heiBt, wir haben das obige
Biindel U durch U’ = R & S ersetzt. Wir erhalten einen k-Vektorbiindel-Isomorphismus

VoUskl2VveUeWaolU 2ValU ok”.

Nach Konstruktion von U(m,k) C U(m+¢,k) und BU(m,k) C BU(m+/¢,k) wird das Biindel V &
U® kz nach wie vor durch
©: X — {m—n} xBU(m,k) C{(m+¥{)—(n+¥{)} x BUm+ {,k) C Z x BU(k)

klassifiziert. Diese Abbildung ist homotop zur klassifizierenden Abbildung fiir V @ U’ @ k™, und es
folgt Wohldefiniertheit.

Zur Surjektivitéit betrachten wir ©: X — Z x BU (k). Da X kompakt ist, faktorisiert © iiber Z x
BU(n,k) fiir ein n € N. Wir schreiben © = (r, ), und ohne Einschrinkung gelte n > r auf ganz X.
Dann klassifiziert © das k-Vektorbiindel

(9*VU(n,k)) kK" .

Zur Injektivitét sei H: X x I — Z x BU(k) eine Homotopie zwischen © = Hy und G = H;.
Diesmal faktorisiere H = (7, h) iiber Z x BU(N, k), und G = (g, s) faktorisiere iiber Z x BU (m, k).
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Da r: X x I — Z unabhéngig von ¢ € I ist, folgt 7 = s: X — Z. Wegen Satz 6.39 erhalten wir eine
Aquivalenz virtueller k-Vektorbiindel

(9*VU(n,k)) ok " ~ (hVU(N,k)) o kN " = (h{VU(N,k)) ok ~ (¢*VU(m,k)) o k™" .
Also gilt (1). Behauptung (2) folgt mit Bemerkung 6.43 (5), siche auch Bemerkung 6.2 (3). O

Es bleibt zu zeigen, dass BU (k) zu einem w-Spektrum gehért. Dazu bezeichne ¢ — CP! = 52
das tautologische Biindel. Man kann zeigen (Ubung), dass

Tc®1c =C & 10 ®C TC
oder kurz (1c © C)? = 0 € K°(S?). Da 1¢ © C|p = 0, gilt sogar 7c © C € K°(S?).

6.45. SATZ (Bott-Periodizitét). Fir jeden gut punktierten kompakten topologischen Raum exi-
stiert ein Isomorphismus

o K%(X) — K°(S%X),
dabei wird o2(V & W) € K9(S2X) dargestellt durch das virtuelle C-Vektorbiindel
(e © C)Re (Vo W) = pi(rc ©C) @c pk (Vo W) € K°(S°X) .

Das ,,auflere Tensorprodukt“ X* entspricht dabei dem Smash-Produkt aus Definition 6.21, siehe
Bemerkung 6.49. Fiir den Beweis, dass o2 einen Isomorphismus K°(X) — K9(S2X) induziert,
verweisen wir auf [At] und [H2, Theorem 2.2]. Als Konsequenz kénnen wir jetzt das w-Spektrum
fiir K-Theorie angeben.

6.46. SATZ UND DEFINITION. Komplexe K-Theorie ist der allgemeine Kohomologiefunktor zum
w-Spektrum K mit

K Z x BU  falls n gerade ist, und
U falls n ungerade ist.

Mit Satz 6.28 sehen wir, dass K-Theorie ein allgemeiner Kohomologiefunktor ist, der wegen
Satz 6.44 fiir kompakte Réume mit der Konstruktion in Definition 6.41 iibereinstimmt. Insbeson-
dere erhalten wir eine lange exakte K-Theorie-Sequenz fiir Kofaserungen und eine Mayer-Vietoris-
Sequenz. Da sich lange exakte Sequenzen in komplexer K-Theorie wegen Bott-Periodizitéit alle
sechs Eintrige wiederholen, heiflen sie auch Sechs-Term-Sequenzen. Nach Satz 5.38 existiert auch
ein allgemeiner Homologiefunktor zum obigen Spektrum, die sogenannte K-Homologie. Da ihre
geometrische Interpretation etwas schwieriger ist, geben wir sie hier nicht an.

Auf der anderen Seite erfiillt K*® im Gegensatz zu K(g das Summenaxiom. Um beide Funktoren
unterscheiden zu koénnen, schreiben wir daher K fiir den Kohomologiefunktor. Analog schreiben
wir KO fiir reelle K-Theorie.

BEWEIS. Wir miissen zwei Stabilisierungsabbildungen so konstruieren, dass K ein w-Spektrum
wird, und wir Bott-Periodizitdt erhalten. Als erstes betrachten wir das Faserbiindel FU — BU
mit Faser U. Wir erhalten eine natiirliche Abbildung von U in die Homotopiefaser. Ein Ver-
gleich der Sequenzen 3.25 und 4.72 (3) fiir Z = S* zeigt, dass diese Abbildung eine schwache
Aquivalenz ist. Da EU zusammenziehbar ist, ist die Homotopiefaser schwach dquivalent zu QBU.
Auflerdem sieht der Schleifenfunktor nur die Zusammenhangskomponente des Basispunktes, so
dass QBU = Q(Z x BU). Nach den Sétzen 4.46 und 4.55 von Whitehead und Milnor sind also U
und Q(Z x BU) homotopiedquivalent, und wir erhalten eine Abbildung U — Q(Z x BU). Die
Adjunktion zwischen Einhdngungs- und Schleifenfunktor gemafi dem Exponentialgesetz liefert die
erste Stabilisierungsabbildung s: SU — Z x BU.
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Wir konstruieren als nichstes eine Abbildung S?(Z x BU) — Z x BU, so dass die induzierte
Abbildung 7, (Zx BU) — mi42(BU) fiir alle k > 0 ein Isomorphismus ist. Dazu schreiben wir Zx BU
als

ZxBU =limX,  mit X, ={-n,....n}xY¥, und Y,= (U(n)*™)/U(n)

und nutzen aus, dass die rechte Seite kompakt ist und die natiirlichen Inklusionen X,, — X,11
Kofaserungen sind. Auf X,, definieren wir das virtuelle k-Vektorbiindel V;, durch

Valgkyxy, = VU()ly, ©C"F .
Dann sei ©,,: S?X,, — BU die klassifizierende Abbildung des virtuellen Vektorbiindels
(c —CO)XV,, — X, ,

fiir ein hinreichend grofes N gilt also (1¢ — C) X V,, = ©;Vy. Da V,, = V,11]x,,, ist ©, homotop
zu Op41|x, - Da X, C X, 41 eine Kofaserung ist, kénnen wir die 0,, induktiv so durch homotope
Abbildungen ersetzen, dass schliellich 0,, = ©,41|x, fir alle n gilt. Dadurch erhalten wir eine
Abbildung

o: SQBU%JMEX” — BU .

Sei jetzt [9] € K°(S*¥) = mx(Z x BU), dann reprisentiert 9 ein virtuelles C-Vektorbiindel V —
Sk. Da S* kompakt ist, faktorisiert ¥ iiber ein X,,, und es folgt V = 9*V,, und
(c —C)RV = (S29)*((rc — C)”V,) 2 (5?9 00,) Vi .
Bott-Periodizitit 6.45 und Bemerkung 3.10 liefern somit einen Isomorphismus

m(Z x BU) 225 1 o (BU) =5 mp(Q2BU) .

Also induziert ©: S?(Z x BU — (Z x BU) eine schwache Aquivalenz Z x BU — Q*(Z x BU).
Verketten mit der Homotopiesiquivalenz Q(Zx BU) — U liefert eine schwache Aquivalenz Zx BU —
QU. Via Adjunktion erhalten wir die zweite Stabilisierungsabbildung s: S(Z x BU) — U. Damit
haben wir das gesuchte w-Spektrum konstruiert. ([l

6.47. BEMERKUNG. Da K ein w-Spektrum ist, folgt

Z falls k gerade ist, und

Z x BU) = U) =
7 ( ) =7 (U) {0 falls k ungerade ist,

da mo(U) = 0 und 71 (U) = Z nach Ubung 6.74.

6.48. BEMERKUNG. Wir geben das reelle Analogon ohne weitere Erlduterungen an.

(1) Es sei g — HP! = §* das tautologische Biindel. Wie bei der komplexen Bott-Periodi-
zitdt 6.45 erhalten wir fiir kompakte CW-Komplexe X einen Isomorphismus

ot K9(X) = KY(S'X) mit (VoW)- (moH)Rg(VoWw).

Da wir mit einem virtuellen H-Biindel tensorieren, landen wir in quaternionischer K-
Theorie.

(2) Das Tensorieren zweier H-Vektorbiindel liefert ein reelles Vektorbiindel, da H nicht kom-
mutativ ist. Wir erhalten einen weiteren Isomorphismus

ot K9(X) = KY(S'X) mit (VoW)- (moH) Ry (VeWw).
Zusammen mit (1) ergibt sich hieraus reelle Bott-Periodizitét mit Periode 8, ndmlich
0% K3(X) = K9(S%X) .
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(3) Ahnlich wie in Satz 6.46 konnen wir zu einem w-Spektrum KO , auffiillen® mit
KOs =7 x BO, KOgi41=U/O, KOgg2=Sp/U, KOgki3=Sp,
KOgpya =2Zx BSp, KOsgxy5=U/Sp, KOsg6=0/U,  KOg17=0,

Zumindest die Stabilisierungsabbildungen S* A O — Z x BO und S' A Sp — Z x BSp
kommen wie oben zustande. Wir bilden U/O als Kolimes von U(n)/O(n), indem wir reelle
als komplexe Matrizen auffassen; entsprechend konstruieren wir Sp/U. Umgekehrt bilden
wir O/U als Kolimes von O(2n)/U(n), indem wir komplexe Matrizen mit reellen Matrizen
identifizieren, die eine zusitzliche komplexe Struktur auf R?" festhalten; analog bilden
wir U/Sp. Als Koeffizientengruppen erhalten wir

A fir n =0, 4,
Tgk4n(Z x BO) = < 7Z/2 fir n =1, 2, und
0 sonst.

(4) Wegen (2) und (3) gibt es auch einen mit quaternionischer K-Theorie verwandten allge-
meinen Kohomologiefunktor: fiir kompakte CW-Komplexe gilt

RE(X) = RE(S1X) = RE(Y)

6.49. BEMERKUNG. Zur Konstruktion der Bott-Periodizitidt hatten wir das duflere Tensorpo-
dukt benutzt. Seien k-Vektorbiindel V' — X und W — Y mit k = R oder C gegeben, dann lautet
die allgemeine Definition

VRW = (pxV) @ (pyW) — X XY,

dabei ist ,,®“ wieder das Whitney-Produkt, und px: X XY — X und py: X XY — Y sind die
Projektionen im Produkt. Da das Whitney-Produkt bis auf eindeutige Isomorphismen assoziativ
ist, gilt das auch fiirs duflere Tensorprodukt.

(1) Seien X = (X, z9) und Y = (Y, yp) punktiert, und seien V|, und W|,, trivial, das heifit,
virtuelle k-Vektorrdume von virtueller Dimension 0, dann ist auch V X W|xay trivial.
Insbesondere reprisentiert V X W ein Element in K2(X A'Y). Wir erhalten ein Analogon
zum Smash-Produkt aus Definition 6.21. Es ist ebenfalls assoziativ und kommutativ bis
auf eindeutige Isomorphismen, insbesondere also assoziativ und kommutativ auf Kﬂg .

(2) Das Einselement 1 € K2(S°) wird reprisentiert durch ein k-Vektorbiindel vom Rang 0 auf
dem Basispunkt und Rang 1 auf dem anderen Punkt der SY.

(3) Die Stabilisierungsisomorphismen ¢? in Satz 6.45 und ¢® in Bemerkung 6.48 (2) wurden
mit Hilfe des dufleren Produktes definiert. Es sei ng = 2 falls k = C und ng = 8 falls k = R.
In Analogie zu Proposition 6.21 (3) gilt daher

(6"V)Re W =™ (VRc W) =V K (6" W) € K°(S™(VAW)) .

(4) Seien jetzt X, Y kompakte CW-Komplexe, und seien V € K[F(X) und W € K.L(Y)
fir k = R oder C. Es gibt natiirliche Isomorphismen

o™k KF(X) 2 [X, Q%7 x BU(K))] = [S™ FX,Z x BU(k)] = KX(S™*X) ,
also identifizieren wir V mit o™ =*V ¢ KHE(S”O_I“X ) und definieren
VB W =" (0™ V) By (a0 W)) € KX AY) .

Die Klasse (0™ %V) Ky (670 ‘W) lebt in K2(S*+/(X AY)). Beim Vertauschen von V'
und W haben wir im Zwischenschritt zusitzlich eine Transpositionsabbildung S*+t¢ —
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Sk anzuwenden. Wie in Proposition 6.21 (3) gilt daher
FWR V)= (—D)MV R, W .

(5) Wir haben festgestellt, dass es kein Produkt K%(X) x Kg(Y) — K(X AY) gibt. Das
erklért sich, indem wir K wie in Bemerkung 6.48 (4) mit Kz identifizieren.

Wir haben jetzt also zwei allgemeine Kohomologiefunktoren mit Produkten definiert. Zur geo-
metrischen Interpretation der Verbindungshomomorphismen in den langen exakten Sequenzen und
zu den Produkten zwischen hoheren K-Gruppen haben wir leider noch nichts sagen kénnen.

6.h. Bordismus

Wir kennen bereits den gerahmten (Ko-) Bordismus. Wir erklédren jetzt, wie man andere (Ko-)
Bordismusfunktoren als allgemeine (Ko-) Homologiefunktoren darstellen kann, und fiithren die zu-
gehorigen Thom-Spektren ein.

Wir erinnern uns, dass jedes reelle Vektorbiindel V' — X iiber einem CW-Komplex ein bis auf
Homotopie eindeutiges faserweises Skalarprodukt, und daher eine O(n)-Struktur trigt. Wir erinnern
uns auch an den klassifizierenden Raum BO(n) und das tautologische G-Vektorbiindel VO(n) —
BO(n) aus Abschnitt 6.f zu p. Die klassifizierende Abbildung v: X — BO(n) ist bis auf Homotopie
unabhéngig von der Wahl des Skalarproduktes.

6.50. DEFINITION. Es sei V' — X ein O(n)-Vektorbiindel, dann definieren wir das Ball- und
das Sphdrenbiindel sowie den Thom-Raum von V als

DV ={veV]||v|<1}, SV={veV||v=1} und MV =DV/SV . (1)

Als néchstes benotigen wir einen Satz aus der Differentialtopologie. Wir erinnern uns an den
Begriff einer eigentlichen Abbildung aus Ubung 4.77. Eine Untermannigfaltigkeit M C N heifit
etgentlich, wenn die Inklusion M — N eigentlich ist. Insbesondere sind geschlossene Untermannig-
faltigkeiten immer eigentlich.

6.51. SATZ (von der Rohrenumgebung). Es sei N eine glatte Mannigfaltigkeit und M C N
eine eigentliche Untermannigfaltigkeit. Dann existiert ein relatives Normalenbiindel vyM — M
mit einem faserweisen Skalarprodukt und eine Einbettung a: DvyM — N, deren Differential da|py
gerade der natiirliche Isomorphismus vnM ® TM = f*TN ist.

Wir wollen jetzt von Untermannigfaltigkeiten zu abstrakten Mannigfaltigkeiten iibergehen. Im
Folgenden betrachten wir daher N = R™. Wie iiblich nennen wir eine kompakte Mannigfaltigkeit
ohne Rand geschlossen. Wir zitieren einen weiteren Satz auf der Differentialtopologie.

6.52. SATZ (Einbettungs-, Whitney). Jede geschlossene k-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit
lasst sich fir alle n > 2k in den R™ einbetten.

Wir kénnen n beliebig vergrolern, indem wir eine lineare Einbettung R™ — R™ nachschalten.
Je zwei Einbettungen f: M — R” und g: N — R™ sind in einem gréferen RY homotop, dazu
definiere etwa h: I x M — R**™*+1 durch

h(S,p) = (Sv (1 - S) : f(p)u S - g(p)) .
Es bezeichne vf — M das Normalenbiindel von im f C R™. Sei g die Verkettung
g ML R R (6.4)

dann folgt vg = R™ " @ vf. Wir betrachten die natiirlichen Inklusionen ¢,: O(n) — O(n + 1)
aus (6.3). Sei ¥: M — BO(n — k) eine klassifizierende Abbildung fiir vgn M, dann ist

By -g-10---0Biy_pod: M — BO(m — k)
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eine Kklassifizierende Abbildung fiir vgm M. Auflerdem sind Normalenbiindel homotoper Einbet-
tung f und ¢ isomorph, und der Isomorphismus ist bis auf Homotopie eindeutig durch die Homo-
topie zwischen f und g bestimmt. Die folgende Definition ist daher sinnvoll.

6.53. DEFINITION. Es sei M eine k-dimensionale geschlossene glatte Mannigfaltigkeit, und es
sei f: M — R™ eine Einbettung. Das stabile Normalenbiindel v M € K°O(M) ist definiert als

VM =[vfoR" € KO (M) .
Fortsetzung folgt ...

6.i. Ubungen zu Kapitel 6
Ubungen zu Abschnitt 6.a.

6.54. UBUNG. Beweisen Sie die Exaktheit der Mayer-Vietoris-Sequenz 6.3 fiir Kohomologie-
Funktoren.

Ubungen zu Abschnitt 6.b.
6.55. UBUNG. Es seien inverse Systeme (4, fi;), (AL, +;) und (A7, fi7) wie in Bemerkung 6.12
gegeben.

/

;; surjektiv sind. Folgern Sie daraus

lim'Al = 0.
—

(1) Zeigen Sie, dass alle

(2) Zeigen Sie, dass fiir jedes 4 ein j > ¢ existiert mit f/, = 0 fir alle k > j, falls (4;, fi;) die
Mittag-Lefller-Bedingung erfiillt. Folgern Sie, dass dann

lim' A} = 0.
H
Ubungen zu Abschnitt 6.c.

6.56. UBUNG. Es seien X = RP? x S3 und Y = S? x RP3.

(1) Zeigen Sie, dass X und Y isomorphe Homotopiegruppen haben.
(2) Bestimmen Sie die ganzzahligen Homologiegruppen von X und Y.
(3) Bestimmen Sie die ganzzahligen Kohomologiegruppen von X und Y.

6.57. UBUNG. Konstruieren Sie die Stabilisierungs-Isomorphismen fiir zellulire Homologie und

Kohomologie.
(1) Geben Sie zuerst mit Hilfe von Proposition 5.79 Isomorphismen
¢n: OV (X5 4) — CIN(S" A X A)
mit ¢p—1 0 dSW = —dS¥ o ¢y, an.

(2) Zeigen Sie, dass diese mit den Isomorphismen aus Satz 5.10 beziehungsweise Folgerung 6.4

iibereinstimmen. Hinweis: Betrachten Sie die Kofaserung X — CX = (I,0) A X und

gehen Sie vor wie im Beweis von Satz 3.42 (4).

6.58. UBUNG. Bestimmen Sie fiir 1 < k < n die folgenden Kronecker-Produkte.

HEw(CP,z) x HSW(CP%Z) — 7, (a)
HEw(RP™,Z) x HOW(RP™Z) — 7, (b)
HEw(RP™7Z)2) x HYY(RP™Y,Z) — 7)2, (c)
HEw(RP™Z/2) x HSW(RP™,Z,/2) — 7)2 . (d)
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6.59. UBUNG. Betrachten Sie einen der Réume X, X aus Aufgabe 2.88 mit der dort angegebe-
nen CW-Struktur. Bestimmen Sie die zelluliren Randoperatoren und berechnen Sie die unreduzierte
zelluldre Homologie und Kohomologie dieses Raumes.

6.60. UBUNG. Es sei R ein Hauptidealring und A ein R-Modul. Dann existiert fiir jeden topo-
logischen Raum X eine natiirliche exakte Sequenz
0 — Hi(X;R) ®p A — H(X; A) — Torg(Hy—1(X;R),A) — 0

wie in Satz 5.72. Diese Sequenz spaltet (allerdings nicht natiirlich).

Hinweis: Beweisen Sie diese Aussage zunichst fiir CW-Komplexe mit den Methoden aus dem
Beweis von Satz 6.16. Beutzen Sie dann Natiirlichkeit und die Invarianz der gewchnlichen Homologie
unter schwachen Aquivalenzen.

6.61. UBUNG. Es seien X, Y CW-Komplexe und R ein Hauptidealring. Formulieren und be-
weisen Sie eine Kiinneth-Formel fiir Hy, (X A Y; R). Nehmen Sie dazu an, dass einer der beiden
Faktoren von endlichem Typ ist, das heifit, in jeder Dimension nur endlich viele Zellen besitzt.

6.62. UBUNG. Es sei X ein zusammenhingender CW-Komplex mit H*(X) = 0.

(1) Folgern Sie aus dem universellen Koeffiziententheorem 6.16, dass Ho(X) = 0.
(2) Sei X auflerdem einfach zusammenhéngend. Folgern Sie aus dem homologischen Satz 5.51
von Whitehead, dass X zusammenziehbar ist.

Ubungen zu Abschnitt 6.d.

6.63. UBUNG. Beweisen Sie einige der fehlenden Aussagen in Proposition 6.21.

(1) Zeigen Sie zunichst einige der Aussagen in (3) und (5) zum Smashprodukt.
(2) Beweisen Sie dann die zweite Aussage in (4) auf Ketten- / Kokettenniveau.
(3) Leiten Sie daraus alle anderen Aussagen iiber das Schriagprodukt ab.

6.64. UBUNG. Bestimmen Sie fiir alle n > 1 die Kohomologieringe (insbes. ihre multiplikative
Struktur) . .
Hew(RP™,Z) und Hew(RP™,Z/2) .

6.65. UBUNG. Es bezeichne [CP"] € Has,(CP™; R) die von der 2n-Zelle erzeugte Homologie-
klasse. Zeigen Sie, dass (He(CP™; R),~) ein freier (H*(CP"; R),—)-Modul mit Erzeuger [CP"]
ist.

Hinweis: Bestimmen Sie zunichst das Kronecker-Produkt ([CP"],w").

Ubungen zu Abschnitt 6.e.

6.66. UBUNG. Es bezeichne H®(-;Z) die unreduzierte Kohomologie zum Eilenberg-Mac Lane-
Spektrum HZ. Zeigen Sie, dass fiir jeden topologischen Raum X gilt

HY(X;7Z)=[X,Z] ud HY(X;Z)=[X,S".

6.67. UBUNG. Zeigen Sie: die radiale Projektion vom ,topologischen Huhn® X aus Beispiel 4.52
auf S! ist nicht zusammenziehbar. Folgern Sie, dass H'(X) = [X, HZ] # 0, obwohl X schwach
zusammenziehbar ist.

6.68. UBUNG. Sei E ein w-Spektrum und B C A C X seien beliebige Riume. Beweisen Sie die
Exaktheit einer der Sequenzen

o Bp(X, A) «— Ep(X,B) ¢— Ep(A,B) <& Bpi(X, A) «— -+,
o — B*(X, A) — E¥(X,B) — E¥(A,B) - EFFL(X, A) — - -
Orientieren Sie sich dazu an Ubung 3.110.
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Ubungen zu Abschnitt 6.f.

6.69. UBUNG. Zeigen Sie: Die Konstruktionen vor Definition 6.38, die jeder Gruppe G einen
schwach zusammenziehbaren Raum EG mit freier G-Wirkung und einen klassifizierenden Raum BG
zuordnen, so dass BG = EG/G, sind Funktoren von der Kategorie der topologischen Gruppen in
die Kategorie kwH.

6.70. UBUNG. Es sei H C G Untergruppe einer topologischen Gruppe. Zeigen Sie, dass der
Raum EG/H zu BH homotopiedquivalent ist. Folgern Sie, dass der Quotient G/H die Homoto-
piefaser der natiirlichen Abbildung BH — BG ist.

6.71. UBUNG. Uberlegen Sie sich, dass die Menge der positiv definiten selbstadjungierten Ma-
trizen iiber k = R, C oder H konvex ist. Folgern Sie, dass jedes k-Vektorbiindel vom Rang r {iber
einem CW-Komplex eine U (r, k)-Struktur trigt. Da BGL, (k) als CW-Komplex dargestellt werden
kann, gibt es daher eine klassifizierende Abbildung BGL,(k) — BU(r,k) fiir das tautologische
Biindel.

6.72. UBUNG. Wir betrachten die Gruppe O(1) = Z/2 = S, Zeigen Sie:
(1) Der Raum S™~! C R™ ist homdomorph zum Verbund von n Kopien der S°.
(2) Der Raum BO(1) ist homotopiedquivalent zu RP* = K(Z/2,1), siche Beispiel 5.42 (4).
(3) Fiir jeden topologischen Raum gilt Bung()(X) = H'(X,Z/2).
Die einem reellen Vektorbiindel V' — X vom Rang 1 entsprechende Kohomologieklasse w; (V') €
HY(X,Z/2) heiBt auch erste Stiefel-Whitney-Klasse.
6.73. UBUNG. Wir betrachten die Gruppe U(1) = SO(2) = S! C C. Zeigen Sie:
(1) Der Raum S?"~! C C" ist homdomorph zum Verbund von n Kopien der S*.
(2) Der Raum BU(1) ist homotopiedquivalent zu CP> = K(Z, 2), siehe Beispiel 5.42 (5).
(3) Fiir jeden topologischen Raum gilt Bung)(X) = H?*(X, Z).
Die einem komplexen Vektorbiindel V' — X vom Rang 1 entsprechende Kohomologieklasse ¢1 (V') €
H?(X,Z) heiit auch erste Chern-Klasse.

Ubungen zu Abschnitt 6.g.
6.74. UBUNG. Die iibliche Wirkung von U(n + 1) auf $?"*1 ¢ C"*! induziert eine Abbildung
p:Un+1)3g—g-e €8,
(1) Zeigen Sie, dass p ein Faserbiindel mit Faser U(n) C U(n + 1) ist.
(2) Folgern Sie, dass t,,: U(n) < U(n + 1) eine (2n)-zusammenhingende Abbildung ist.
(3) Bestimmen Sie 7 (U(n)) fiir £ =0, 1 und alle n.
(4) Aufgrund von Bott-Periodizitdt gilt
lim (U (n)) = lim (U ()

fiir alle k, wobei der Limes iiber n lduft. Welche 7, (U (n)) konnen Sie mit dieser Information
bestimmen?
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KAPITEL 7

Ringspektra und Multiplikative Kohomologiefunktoren

In diesem Kapitel geht es um eine allgemeine Sprache fiir Produkte, wie wir sie zur gew6hnlichen
Kohomologie, zur K-Theorie und zu Kobordismen bereits kennengelernt haben. Dazu fithren wir
zunédchst CW-Spektren und ihr Smash-Produkt ein. Danach diskutieren wir Ringspektren und
Produkte auf den zugehorigen (Ko-) Homologietheorien.

7.a. Die stabile CW-Kategorie

In diesem Abschnitt spezifizieren wir den Begriff eines Spektrums aus Definition 5.36 analog zu
CW-Komplexen, so dass wir von Zellen eines CW-Spektrums sprechen kénnen. Die Hauptidee bei
einem Spektrum ist wie bei jedem , Grenzwert*, dass es nie auf den ,, Anfangsteil* des Spektrums
ankommt. Aus diesem Grund definieren wir Abbildungen zwischen Spektra nicht zwingend auf den
einzelnen Réumen, sondern achten nur darauf, dass jede Zelle des Spektrums irgendwann einmal
mit beriicksichtigt wird.

Es gibt mehrere Griinde, sich diese Miihe zu machen, und man wird mit einigen guten Eigen-
schaften belohnt.

(1) Spektra erben viele schone Eigenschaften von CW-Komplexen. Beispielsweise gilt der
Satz 7.13 von Whitehead.

(2) In der Kategorie SCW der CW-Spektra ist die Einhdngung nach Bemerkung 7.6 stets
invertierbar. Daher ist jede Konstruktion in dieser Kategorie automatisch stabil.

(3) In der stabilen Homotopiekategorie SHCW verhilt sich jedes Spektrum so wie ein w-
Spektrum, genauer gesagt, gilt Lemma 7.10. Auf diese Weise kann man jedem Spektrum
nicht nur einen Homologie-, sondern auch einen Kohomologiefunktor zuordnen.

(4) In der Kategorie SHCW lassen sich Morphismen addieren, und nach Bemerkung 7.14 sind
endliche Koprodukte gleichzeitig auch Produkte. Somit ist SHCW additiv.

(5) In der Kategorie der Spektra gibt es wegen Satz 7.16 und Bemerkung 7.18 keinen Unter-
schied mehr zwischen Faser- und Kofasersequenzen. Genauer gesagt, kann man SHCW
mit der Struktur einer triangulierten Kategorie ausstatten.

Wir betrachten CW-Komplexe immer als Rdume mit fixierten Zellen und charakteristischen
Abbildungen. Auf der Einhdngung eines punktierten CW-Komplexes X fixieren wir die folgende
Zellstruktur. Wenn wir den Basispunkt als —1-Skelett betrachten, entspricht dabei jeder n-Zelle
mit charakteristischer Abbildung ®": D™ — X fiir n > 0 eine (n + 1)-Zelle mit charakteristischer
Abbildung ®"+! = s®", so dass das Diagramm

o

I x D" Dntl

i i son

= 1 n

kommutiert. Unter einer zelluldren Inklusion verstehen wir die Inklusion eines Unterkomplexes.

259



7.1. DEFINITION. Ein CW-Spektrum ist ein Spektrum E = (Ej, s;);cz, bei dem die Stabilisie-
rungsabbildungen s;: SE; — F;41 zelluldre Inklusionen sind. Eine strikte Abbildung f: E — F vom
Grad k € Z ist eine Folge zelluldrer Abbildungen f;: E; — F;_j, so dass Sf; = fit1]sg, fir alle .

Fiir k € Z ist eine k-Zelle von E eine Folge (€;4k)i>i, von (i + k)-Zellen von E; mit charakte-
ristischen Abbildungen ®**+*: DItk — E. fiir i > iy > —k, so dass &k = s@fk), und so dass
es keine Zelle e;,;—1 von F;,_1 gibt, deren Stabilisierung der Zelle e; 1 von E;, entspricht. Ein
Spektrum aus nur endlich (abzéhlbar) vielen Zellen heifit endlich (abzdihlbar).

Ein Unterspektrum U eines CW-Spektrums E ist eine Folge von Unterkomplexen U; C FE;
mit im(s;|sp,) C Uir1. Ein Unterspektrum U von E heifit kofinal, wenn es zu jeder Zelle (e;4x)i>i,
ein jo > ig gibt, so dass e eine Zelle von U; ist fiir alle j > jo.

7.2. BEISPIEL. Wir konstruieren einfache Beispiele.

(1) Sei X ein punktierter CW-Komplex, dann ist das Einhdngungsspektrum SX mit den
Réumen S*X ein CW-Spektrum. Fiir jede zellulire Abbildung f: X — Y erhalten wir
eine zelluldre Abbildung f: SX — SY. Wir sehen unten, dass strikte Abbildungen spezielle
Morphismen von Spektren sind, und erhalten daher einen Einhdingungsfunktor S: CWy —
SCW.

(2) Sei E ein CW-Spektrum und X ein punktierter CW-Komplex, dann bilden wir das CW-
Spektrum E A X mit den Rdumen E; A X und den Stabilisierungsabbildungen s; A idx.
Insbesondere gilt SX =S A X.

Strikte Abbildungen heiflen in der Literatur manchmal auch ,,Funktionen.“ In einem kofinalen
Unterspektrum taucht jede Zelle irgendwann einmal auf. Die kofinalen Unterspektren eines CW-
Spektrum bilden ein gerichtetes System, das heifit, der Durchschnitt zweier kofinaler Unterspektren
ist wieder eins. Aulerdem ist das Urbild eines kofinalen Unterspektrums unter einer strikten Ab-
bildung ebenfalls wieder kofinal, und ein kofinales Unterspektrum eines kofinalen Unterspektrums
von [ ist auch in E kofinal. Daher ist die folgende Definition sinnvoll.

7.3. DEFINITION. Es seien E und F CW-Spektren. Wir definieren den Raum der Abbildungen
von E nach F vom Grad k als

homy(E,F) = colim {f: U —F | f strikt vom Grad k } .
UCE kofinal

Die graduierte Kategorie der CW-Spektren und ihrer Abbildungen wird mit SCW bezeichnet. Die
Unterkategorie SCWy hat die gleichen Objekte, und als Morphismen alle Abbildungen vom Grad 0.

Mit anderen Worten ist eine Abbildung f: E — F zwischen CW-Spektra eine Aquivalenzklasse
strikter Abbildungen f: U — F, wobei U C E ein kofinales Unterspektrum sei. Dabei heiflen zwei
solche Abbildungen f: U — F und g: V — F dquivalent, wenn es ein kofinales Unterspektrum W C
UNV gibt, so dass filw, = gilw, fiir alle i. Der Merkvers hierzu lautet ,,Zellen sofort, Abbildungen
spéter.*

Die Kategorie SCW ist Z-graduiert im Sinne von Bemerkung 5.16. Wir haben die Grade hier
,homologisch“ gewé&hlt, siche unten.

7.4. BEMERKUNG. In der Kategorie SCW ist die Inklusion eines kofinalen Unterspektrums U <
[E stets ein Isomorphismus, denn die Umkehrabbildung ldsst sich auf U definieren. Auf diese Weise
ldsst sich zu jeder Abbildung f: E — F bis auf eindeutige Isomorphismen ein Abbildungskegel C'f =
CEU; F konstruieren. Denn sei f: U — F ein Représentant von f, dann erhalten wir ein Spektrum,
bestehend aus den Raumen Cf; = (CU; Uy, Fi_j). Ein anderer Représentant liefert ein anderes
Spektrum, dass mit dem obigen ein kofinales Unterspektrum gemeinsam hat, so dass wir zwischen
je zwei so konstruierten Abbildungskegeln auf vertragliche Weise eindeutige Isomorphismen angeben
konnen.
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Wir versehen den Raum [ mit der einfachst moglichen Zellstruktur, so dass es nur eine 1-Zelle
gibt. Die folgende Definition lésst sich so wie die obige umschreiben in Termen von Aquivalenzklas-
sen strikter Abbildungen, siche Ubung 7.55.

7.5. DEFINITION. Eine Homotopie zwischen Abbildungen f, g: E — F im Grad k von CW-
Spektra ist eine Abbildung h: EA I — F vom Grad k, so dass hl|gaqoy, = f und hlgaf1y, = g-
Die Menge der Homotopieklassen von Abbildungen im Grad k wird mit [E, F]; bezeichnet, und wir

setzen
E,Fle = EPIE. Fs .
k
Die Kategorie der CW-Spektra mit Homotopieklassen von Abbildungen heifit stabile Homotopie-
kategorie und wird mit SHCW bezeichnet. Wie oben betrachten wir die Unterkategorie SHCW)
mit den gleichen Objekten und allen Homotopieklassen von Abbildungen vom Grad 0.

Hierzu iiberpriift man, dass Homotopie wie immer eine Aquivalenzrelation definiert, die mit
Verkettung von Abbildungen vertriglich ist, siehe wieder Ubung 7.55. AuBerdem ist [E,F]; fiir
alle k eine abelsche Gruppe. Seien etwas f, g: E — [F gegeben, dann finden wir ein kofinales
Unterspektrum U, auf dem f und ¢ durch strikte Abbildungen f und g darstellbar sind. Wir
betrachten das Unterspektrum V mit

Vk = im((sk_l o 8k—2)|82Uk,2) fur k >0

und Vi = pt sonst. Es ist kofinal in U und daher auch in E, da jede Zelle entweder bei k£ = 0
oder zweite Schritte spéter auftaucht als in U. Wir schrinken f und g beide auf V ein. Nach
Bemerkung 3.75 (2), (3) lassen sich f; und g addieren, und es gilt S(fx + gx) = Sfrx + Sgg.
Da SVj C Vj41 eine Kofaserung ist, konnen wir diese Homotopie auf Vi1 ausdehnen und erhalten
so Schritt fiir Schritt eine strikte Abbildung V — F| die f 4 g reprisentiert. Im néichsten Abschnitt
sehen wir, dass SHCW), eine additive Kategorie ist.

7.6. BEMERKUNG. Fiir alle n € Z erhalten wir einen Funktor X" : SCW — SCW mit
Y"E = (Ei+n, $i+n)z‘eN .
Das Spektrum E A S' aus Beispiel 7.2 (2) liegt kofinal in Y, denn E; A S' = SE; C E;y1. Also ist

es uns gelungen, den Einhdngungsfunktor S: CW — CW zu invertieren.

7.7. DEFINITION. Die k-te Homotopiegruppe eines CW-Spektrums E ist definiert als m(E) =
[YXS,E] = [S, E. Fiir eine Abbildung f: E — F von Spektren definieren wir f.: m4x(E) — 74(F)
wie {iblich durch f.([g]) = [f o g].

Nach der obigen Voriiberlegung ist 7 (E) fiir alle k& eine abelsche Gruppe, somit erhalten wir

Funktoren 7y, : SHCW — Ab. In Ubung 7.56 iiberlegen wir uns, dass me: SHCW — GrAb insgesamt
einen graduierten Funktor definiert.

7.8. BEMERKUNG. Da das Spektrum X*S aus nur einer Zelle besteht, die ab dem (—k)-ten
Schritt sichtbar ist, konnen wir leicht alle kofinalen Unterspektren angeben: zu jedem ¢ > —k
existiert ein kofinales Unterspektrum U mit U; = pt fiir i« < ¢ und U; = S™F fiir i > £. Jede
Abbildung f: ¥*S — E kann auf einem dieser Unterspektren dargestellt werden und wird dann
bestimmt durch fy: S“** — E,. Daher gilt

™ (B) = lim 7y 1. (Ef) -

Indem wir E durch das Spektrum E A X ersetzen, erhalten wir jetzt eine neue Schreibweise fiir die
allgemeinen Homologiefunktoren aus Satz 5.38:

Ep(X) = limm (B A X) = mp(EAX) =[S, EAX] .
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Insbesondere haben wir den Kolimes in der Definition der stabilen Kategorie SHCW versteckt.

7.9. BEMERKUNG. Um Kohomologietheorien in den Griff zu bekommen, kénnten wir jedes
Spektrum E durch ein w-Spektrum ersetzen. Die Stabilisierungsabbildungen induzieren via Expo-
nentialgesetzAbbildungen

) Qs;

Ei i} QEH—I i} QQEH_Q — ...
Wir kénnen den CW-Approximationssatz 4.51 auf die obigen Rdume rechts anwenden und die
Abbildungen Q¥s; ) mit Satz 4.43 sukzessiv durch homotope zellulire Abbildungen ersetzen, um
(nach dem Satz 4.55 homotopiedquivalente) CW-Komplexe zu konstruieren:

F, — lim QB .
H

Dieses Verfahren ist leider nur bis auf Homotopien funktoriell, liefert aber zumindest ein w-CW-
Spektrum F und isomorphe Kohomologiegruppen

E'(X) = [X.F)].

Im Folgenden zeigen wir, dass wir in der stabilen Homotopiekategorie eine viel einfachere Beschrei-
bung von Kohomologiefunktoren zur Verfiigung haben.

Um Abbildungen zwischen CW-Spektra induktiv Zelle fiir Zelle zu konstruieren, brauchen wir
eine geeignete Induktionsreihenfolge. Da es k-Zellen fiir beliebig kleine (auch negative) k € Z
geben kann, zum Beispiel im K-Theorie-Spektrum K aus Satz 6.46, ist eine Induktion iiber k£ nicht
mehr moglich. Stattdessen sei ey eine Zelle in E, die zum ersten Mal in Ey, auftritt. Aufgrund der
Kompaktheit von S*+¢1 ist das Bild der Anklebeabbildung ¢: S¥t¢~1 — E, von e in einem
minimalen endlichen Unterkomplex Y C E; enthalten. In allen hoheren Schritten E, ; ist die
entsprechende Zelle an den Unterkomplex S7Y C Eyy; angeklebt, der gleich vielen Zellen entélt.
Wir nennen die Anzahl der Zellen von Y daher die Héhe der Zelle ej. Sie ist wohldefiniert und
invariant unter dem Ubergang zu kofinalen Unterspektren. Alle Zellen der Hohe < n bilden ein
CW-Unterspektrum E”, und wir erhalten die Schichtfiltrierung

x=E'cE cE'c... mit E=1lmE".
—

FErsetzt man also die Dimension einer Zelle durch ihre Hohe, so sieht alles wieder so dhnlich wie
bei CW-Komplexen aus. Man beachte aber, dass die einzelnen Schichten E™ im Allgemeinen nicht
kofinal sind, es sei denn, es gilte E™ = E.

7.10. LEMMA. Es sei X ein CW-Komplex und E ein CW-Spektrum. Dann gibt es einen natiirli-
chen Isomorphismus abelscher Gruppen

[SX,E]y — [X,Q%E], mit QFE= lim O B}, .

Man beachte, dass Q°E kein CW-Komplex, sondern nur ein topologischer Raum vom Homoto-
pietyp eines CW-Komplexes ist. Im strengen Sinne ist der Funktor Q2°°: SHCW — HkwH .+ daher
nicht rechtsadjungiert zu S: HCW, — SHCW.

BEWEIS. Es sei f: SX — E eine Abbildung vom Grad 0, dargestellt durch f auf einem Unter-
spektrum U C SX. Wir definieren g: X — QK durch Induktion {iber die Hohe der Zellen von X.
Es sei also e, eine k-Zelle von X, und es sei Y C X der kleinste Unterkomplex, der dei enthélt. Es
existiert £ > 0, so dass die zu e, gehorige Zelle von SX in U, vorkommt, und es folgt S¢Y C U,.

Nach Induktionsannahme haben wir g bereits auf Y definiert, so dass

g:Y — VE; — QFE
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unter der Exponentialabbildung der Abbildung f;: S7Y — E; entspricht. Man beachte, dass wir j
beliebig grofl wihlen kénnen, ohne g zu verdndern, also j = £ annehmen diirfen. Wir erhalten eine
Fortsetzung auf e, aufgrund des kommutativen Diagramms

SiX 5 sty I L R,

o]

Sk+€—1( SKD{T_ .

Da eine Homotopie gerade einer Abbildung von (SX) A I} = S(X A 1) entspricht, bildet die
obige Konstruktion Homotopieklassen auf Homotopieklassen ab. Das entsprechende Argument wird
uns auch die Homotopieinvarianz der inversen Konstruktion garantieren.

Zur Konstruktion der Umkehrabbildung sei g: X — Q%E gegeben. Wir konstruieren einen
Représentanten f: U — E induktiv iiber die Hohe der Zellen von X. Es seien also e; und Y wie
oben. Nach Induktionsannahme gilt S7Y C Uj fiir ein j, und es sei f;: SIY — E; eine zelluldre
Approximation der zu gly: Y — QJE; via Exponentialgesetz adjungierten Abbildung S7Y — E;.

Da Q%°E ein Kolimes und D¥ kompakt ist, faktorisiert gle, iiber einen der Raume O'E, gemiB
Ubung 4.81. Dann ist fy,|gey = S*77(fjlsiy) cine zelluléire Approximation der zu g: Y — Q‘E,
adjungierten Abbildung. Wir kénnen daher fy; zu einer zelluliren Approximation SY(Y Uey) — Ey
der zu glyue, adjungierten Abbildung fortsetzen. O

Mit der obigen Konstruktion finden wir auch einen Isomorphismus
[SX, XE]y = [SX,E]_; = [X, Q°XE] = X,l'infzk*iEk
Das motiviert die folgende Definition, die aufgrund von Satz 6.28 und Bemerkung 7.9 tatséchlich
einen Kohomologiefunktor liefert.

7.11. DEFINITION. Es sei E ein CW-Spektrum. Dann definieren wir einen allgemeinen Koho-
mologiefunktor E®: CW, — Ab durch

F{(X) =[SX,YE]p = [SX,E]_; .

Wenn der CW-Komplex X kompakt ist, faktorisiert jede stetige Abbildung X — Q®°YE iiber
einen der Rdume QF~*E},, und wir erhalten

E{(X) = lm[X, Q" Fy] = lim[S* X, E] .
— —

Im Allgemeinen gilt das jedoch nicht fiir beliebige CW-Komplexe. Genau dieses Problem hatten
wir bereits bei der Definition von K-Theorie, siehe den Kommentar nach Satz 6.44.

7.b. Eigenschaften der stabilen Homotopiekategorie

In diesem Abschnitt fassen wir weitere wichtige Eigenschaften der Kategorie SHCW zusammen.

Wir beginnen mit dem Satz von Whitehead. Dazu iibertragen wir den Begriff der schwachen
(Homotopie-) Aquivalenz aus Definition 4.45 auf Spektren. Der Einfachheit halber beschriinken wir
uns dabei auf Abbildungen vom Grad 0.

7.12. DEFINITION. Eine Abbildung f: E — F von Spektren heifit schwache (Homotopie-) Aqui-
valenz, wenn f,: mp(E) — m(F) fiir alle k& ein Isomorphismus ist.

7.13. SATz (Whitehead). Jede schwache Homotopiedquivalenz f: F — E von Spektren ist eine
stabile Homotopiedquivalenz.
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BEWEIS. Wir kopieren den Beweis von Satz 4.46. Wir ersetzen E durch den punktierten Abbil-
dungszylinder Zf. Ahnlich wie der Abbildungskegel in Bemerkung 7.4 ist auch Zf bis auf stabile
Isomorphismen eindeutig definiert. Die iiblichen Deformationsretraktionen Z f,AI. — Z f,, von Z f,,
auf F,, setzen sich zu einer Homotopie Z f Al — Z f zusammen, denn sei f,, auf U,, C F}, definiert,
dann kommutiert das Diagramm

S(Up N1 Uy, Ep) Ay == (SU, ALy Ugy, SEp) AN — SE,
—_——

Zfn i

(Ung1 AN+ Ug,yy Engt) NIy — By

Somit ist E Deformationsretrakt von Z f, und es reicht zu zeigen, dass auch F ein Deformationsre-
trakt von Z f ist. Wir ersetzen also E durch Z f und diirfen daher ohne Einschrénkung annehmen,
dass F C E ein schwach dquivalentes Unterspektrum ist.

Es bezeichne wieder * = E~! ¢ E° C ... die Schichtfiltrierung von E. Wir konstruieren
induktiv stabile Homotopien h": (E" UF) A I+ — E, so dass h"(-,0) = id, imh"(-,1) C E
und h"|gr-1up)ar, = h"~1. Zunichst sei h~! die stationire Homotopie auf F.

Sei jetzt n > 0 und sei K"~ gegeben, dann setzen wir h"~! Zelle fiir Zelle zu h™ fort. Sei also e?o

eine ko-Zelle der Hohe n in Ey, die nicht zu [F gehoért. Um h"~! auf diese Zelle fortzusetzen, suchen
wir ein geeignetes £ > (o und eine Abbildung hy ; wie im Diagramm

DF 2 Dk [ gkl
\
@?l hi ;1 ig@?deI
Y hz}*l 1
E?UF@C Y (E?_ UF) NI,

dabei sei e* die e, entsprechende Zelle von E,. Wie im Beweis von Satz 4.46 bilden die dufleren
vertikalen Pfeile zusammen eine Abbildung a,: (DF, S¥~1) — (B} U Fo, Fy) — (B, Fy).
Wir betrachten die langen exakten Sequenzen

e 1 (By) < w1 (Fy) 7k (Ee, Fy) 1 (E)

A S |

L(l+1)*
v (Epy1) =~ e (Foy1) = mer1(Bogr, Fry1) <— mpp1(Bpgpr) <— -+,

dabei konstruieren wir Stabilisierungshomomorphismen fiir die relativen Homotopiegruppen wie im
Beweis von Satz 3.80. Da Kolimiten wie im Beweis von Lemma 5.37 exakt sind, verschwindet [ay] €
7, (Ey, Fy) fiir hinreichend grofie £. Also erhalten wir die gesuchte Fortsetzung hj j als Homotopie

von ay relativ zu S¥~1 zu einer Abbildung D* — F). ]

7.14. BEMERKUNG. Unter einer priadditiven Kategorie versteht man eine Kategorie, in der alle
Morphismenmengen abelsche Gruppen sind und die Komposition bilinear ist. Man kann zeigen,
dass fiir eine Kategorie C folgende Aussagen dquivalent sind.

(1) Die Kategorie C ist préadditiv, und fiir je zwei Objekte existiert ihr Koprodukt.

(2) Die Kategorie C ist priaadditiv, und fiir je zwei Objekte existiert ihr Produkt.

(3) Fiir je zwei Objekte X, Y existiert ein Objekt X @ Y, das sowohl Produkt als auch
Koprodukt ist.
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Kategorien, die diese Eigenschaften haben, heiflen additiv, und X @ Y heifit direkte Summe oder
Biprodukt. Abelsche Kategorien sind insbesondere additiv, somit sind Modg, Ab und Vecy additiv,
siehe Beispiel 4.27.

In Ubung 7.58 iiberpriifen wir Eigenschaft (3) fiir die stabile Homotopiekategorie SHCW. In
Ubung 7.59 wird (1) fiir SHCW bewiesen und daraus (3) abstrakt abgeleitet. Insbesondere ist die
Kategorie SHCWy additiv.

Ein Wort der Warnung ist aber angebracht: die Aquivalenz von Produkt und Koprodukt gilt
nur fiir Spektra. Nach wie vor gilt in den meisten Féllen X x Y 2 X VY, und genauso S(X xY') #
S(XVY) — andernfall wiren die Kiinneth-Formeln 5.76 und 6.20 deutlich einfacher. Da S(XVY') =
SX Vv SY, schlielen wir, dass der Einhadngungsfunktor S: kwH; — SCW nicht mit Produkten
vertriglich sein kann.

Ein wichtiges Werkzeug im Beweis von Satz 6.28 war die Puppe-Sequenz fiir Kofasersequenzen
aus Satz 4.67. In Satz 4.72 hatten wir eine Eckmann-Hilton-duale lange exakte Sequenz fiir Faserse-
quenzen formuliert. In der Kategorie SHCW miissen wir nicht mehr zwischen Faser- und Kofaser-
sequenzen unterscheiden. Wir erinnern uns an den Abbildungskegel C'f einer Abbildung f: F — E
von Spektren aus Bemerkung 7.4, und bezeichnen die natiirliche Inklusion mit ¢: E — C'f.

7.15. DEFINITION. Zwei komponierbare Abbildungen G 95 | " K bilden eine Kofaserse-
quenz, wenn es eine Abbildung f: F — E und ein Diagramm

-k

FL.E—‘ 0y

gibt, das bis auf Homotopie kommutiert, und in dem die vertikalen Pfeile Homotopiedquivalenzen
sind.

Der folgenden Satz verallgemeinert nicht nur den Satz 4.67 iiber Kofasersequenzen von Rdumen
und die Barratt-Puppe-Sequenz, sondern in gewissem Sinne auch Satz 4.72 (3).

7.16. SATZ. Zu jeder Abbildung von Spektren f:F — E existiert eine Sequenz

S X (C’f) IF—>IE—>Cf—>EIF—> , (1)

in der je zwei aufeinanderfolgende Abbildungen eine Kofasersequenz bilden. Fiir jedes Spektrum G
erhalten wir exakte Sequenzen

— (6,7 L5 [G E] = [G Cf) [G XF] — (2)
und — [3F, 6] 5 [0£,6] 45 [E.6] LS [F,G] — - (3)

Sequenzen vom Typ (1) oder dazu homotopieiquivalente Sequenzen kénnte man lange Kofaser-
sequenzen nennen. Aufgrund von (1) reicht es aber, zugehérige kurze Kofasersequenzen G — H — K
wir in Definition 7.15 anzugeben. Die Sequenz in (3) heiit Puppe-Sequenz. Die Punkte (2) und (3)
bilden in gewissem Sinne ein homotopietheoretisches Pendant zum Schlangenlemma 5.25.

BEWEIS. Es sei f als strikte Abbildung auf U C F definiert. Zum Beweis von (1) reicht es,
die Abbildungen aus Satz 4.67 (*) zwischen beteiligten Rédumen Uy, C Fj, Ex und Cfi und die
Homotopiesiquivalenzen aus dem Beweis von Satz 4.67 (1) zu Abbildungen von Spektren zusam-
menzusetzen. ,;,;, Vorzeichen 7777
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Zu (2) und (3) beweisen wir zunéchst folgende Hilfsaussage. Gegeben sei ein Diagramm

Fl.E ‘ocf 2.5F (*)
|
G«l bl cl EaJ/
9 ook
G-2-H-"s0g—t-56

(bis auf die Abbildung c), bei dem die Zeilen Kofasersequenzen wie in (1) seien, und in dem das
linke Quadrat bis auf Homotopie kommutiert. Dann behaupten wir, dass eine Abbildung ¢ von
Spektren existiert, so dass das gesamte obige Diagramm bis auf Homotopie kommutiert.

Wir ersetzen E und G durch kofinale Unterspektren, auf denen b beziehungsweise g strikt
definiert sind, und anschlieend F durch ein kofinales Unterspektrum, auf dem a und f strikt
definiert sind. Gleichzeitig ersetzen wir auch C'f durch das entsprechende kofinale Unterspektrum,
dghnlich wie in Bemerkung 7.4.

Es bezeichne H: F A I, — H eine Homotopie mit H(-,t) = goa fiir t < % und H(-,1) =bo f.
Dann definieren b und H zusammen eine strikte Abbildung Z f = (FAI;)UfE — H. Wir betrachten
anstelle von E den Abbildungszylinder Z f und anstelle von b die soeben konstruierte Abbildung.
Jetzt sind alle Abbildungen im linken Quadrat strikt, und das Quadrat kommutiert auch strikt.

Wir definieren ¢: Zf — Zg durch Zusammensetzen der Abbildungen im Diagramm

FA[0,3], <—Fx {3}——FA[351], ~—Fx{1}

T

GAL, ~—Gx{1}—L >H b E

)

dann induziert ¢ eine Abbildung c: C'f — Cg, so dass das mittlere Quadrat strikt kommutiert.
Man tiiberzeugt sich leicht, dass das rechte Quadrat bis auf eine Homotopie kommutiert, die nur
die Parametrisierung des S'-Faktors in S! AF C ¥F verschiebt. Da wir in der Vorbereitung nur E
durch ein homotopiesiquivalentes Spektrum und einige andere Spektra durch isomorphe (da kofinale)
Unterspektra ersetzt haben, folgt auch die urspriingliche Behauptung.

In (2) betrachten wir Exaktheit an der Stelle [G, E]; wegen (1) folgt die Exaktheit dann auch
an allen anderen Stellen. Aus ¢ o f ~ 0 folgt im f, C keri,. Sei jetzt a: G — E gegeben, so
dass [a] € kert,, und sei h: G A I — Cf eine Nullhomotopie von ¢ o a. Dann betrachten wir das
Diagramm

MW G AT GASICE G

T

E—‘“>Cf—2 ~3F )

vom Typ (*), dabei ist s die Strukturabbildung von G, und daher nach Bemerkung 7.6 ein Iso-
morphismus. Wir finden daher c: G A S' — F A S!, so dass ©f o ¢ ~ Xa. Da ¥ invertierbar ist,
folgt [a] = f«[X71c] € im f,.

In (3) gilt im¢* C ker f*, sei also b: E — G mit [b] € ker f* gegeben. In Analogie zu Bemer-
kung 4.66 betrachten wir das Diagramm

FLor_—tscf—LsyF
|
bl c|
. Y

* G—9.q *
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und erhalten das gesuchte Element [c] € [C'f, G] mit ¢*[c] = [b]. O

7.17. BEMERKUNG. Wir sammeln einige Anwendungen der obigen exakten Sequenzen auf
Homologie- und Kohomologiefunktoren. Dabei treffen wir zunéchst auf einige alte Bekannte.
(1) Es sei (X, A) eine Kofaserung. Da alle Abbildungen in Satz 4.67 (*) mit Einhingung
vertraglich sind, erhalten wir die Kofasersequenz

SA — SX — S(X/A)

Fir G = S wird die Sequenz (2) zur langen exakten stabilen Homotopiesequenz aus
Satz 3.80. Sei G ein beliebiges Spektrum, dann liefert Satz 7.16 (3) die lange exakte
Sequenz der E-Kohomologiesequenz aus Definition 7.11.
(2) Es sei (X, A) wie oben und E ein beliebiges Spektrum, dann erhalten wir eine Kofaserse-
quenz
EANX —EANA—EA(X/A).

Fir G = S wird die Sequenz aus Satz 7.16 (2) nach Bemerkung 7.8 zur langen exakten
E-Homologiesequenz.

(3) Essei Z®K — 797 freie Auflosung einer abelschen Gruppe A und n > 2. Die Konstruktion
des Moore-Raums MA,, aus Proposition 5.70 liefert eine Kofasersequenz

\/S”—>\/S”—>MAn.
K J

Sei X ein weiterer Raum, und sei E ein Spektrum. Wir erhalten die langen Sequenzen

5 [SSEAVE STAX] 2B [SEAV, S A X] — [S,EA MA, A X] — -

B_,(X)®K B (X)®7 E_n(X;A)
umd - — [SX,EA VS 2% [SX,EAV, 87 — [SX,EA MA,] — -+ .
—_——
En(X)0K En(X)®7 En(X;A)

Die erste Sequenz haben wir im Beweis des universellen Koefliziententheorems 5.72 be-
nutzt. Aus der zweiten erhalten wir analoge natiirliche kurze exakte Sequenzen fiir Koho-
mologiefunktoren

0 — E™(X)®z A — E"(X; A) — Torz (E"T1(X),A) — 0.

Spéter, wenn wir ein reduziertes Produkt fiir Spektren zur Verfiigung haben, betrachten
wir das Moore-Spektrum MA aus Definition 5.68 und schreiben E AMA fiir das Spektrum
zu Eo(-; A) und E*(-; A), siche Bemerkung 7.32.

(4) Allgemeiner sei A — B — C eine kurze exakte Sequenz abelscher Gruppen, und n > 2.
Wie in I"Jbung 5.111 existiert eine Kofasersequenz MA, — MB, — MC,. Wie oben
erhalten wir die Bockstein-Sequenzen

s Bp(X; A) — Bp(X;B) — Bn(X;0) -5 B 1(X; A) — -
und - — EM(X;A) — E"(X;B) — EM(X;C) 25 EMTY (X A) — -

Noch allgemeiner erhalten wir analoge Koeflizientensequenzen, wann immer wir eine Ko-
fasersequenz von Spektra gegeben haben.

7.18. BEMERKUNG. Analog zu Kofasersequenzen kann man auch Fasersequenzen betrachten.
Da das nichts neues ergibt, fassen wir die entsprechenden Uberlegungen nur kurz zusammen. Die
Konstruktion der Homotopiefaser ist nach Ubung 7.60 mit Einhingung vertriiglich. Homotopie-
fasern sind im Allgemeinen keine CW-Komplexe, haben aber nach einer Verallgemeinerung des
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Satzes 4.55 den Homotopietyp von CW-Komplexen. Wir kénnen also bis auf Homotopiedquivalenz
die Homotopiefaser F'f einer Abbildung f: E — B von Spektren bilden. Wir nennen eine Kom-
position von Abbildungen F — E — B eine Fasersequenz von Spektren, wenn sie dhnlich wie in
Definition 7.15 zur Sequenz vom Typ F'f — E — B homotopieiquivalent ist.

Als néchstes zeigen wir in Ubung 7.61, dass zu jeder Fasersequenz wie oben eine natiirliche
lange exakte Sequenz der Form

- — m(F) — () — mi(B) 5w (F) — -

gehort. Jetzt folgt aus dem Satz von Whitehead, dass jede Kofasersequenz von Spektren eine
Fasersequenz ist und umgekehrt, sieche Ubung 7.62.

Die Kategorie SHCW ist eine sogenannte triangulierte Kategorie. Das heif3t, sie ist additiv,
besitzt einen Verschiebungsfunktor, ndmlich ¥, und es gibt eine Klasse sogenannter ausgezeichneter
Dreiecke, das sind Sequenzen der Form

F—E-—B-—ZXYF,

wobei F — E — B — XF eine (Ko-) Fasersequenz sei. Diese Klasse ausgezeichneter Dreiecke erfiillt
eine Reihe von Eigenschaften, auf die wir hier aber nicht weiter eingehen wollen.

Die Homotopiekategorie HChe der Kettenkomplexe Che in einer abelschen Kategorie C, bei der
Morphismen somit Kettenabbildungen bis auf Kettenhomotopie sind, erfiillt ebenfalls die Eigen-
schaften einer triangulierten Kategorie. Die ausgezeichneten Dreiecke kommen dabei von kurzen
exakte Sequenzen von Kettenkomplexen, und von dazu kettenhomotopiedquivalenten Sequenzen.
Anstelle des Satzes 7.16 tritt das Schlangenlemma 5.25. Genau wie in SHCW geht beim Ubergang
zur Homologie einige Information verloren.

7.c. Das reduzierte Produkt von Spektren

Wir haben in den Abschnitten 6.d und 6.g bereits Produkte auf der gewchnlichen Kohomologie
und der K-Theorie kennengelernt. Ziel dieses Kapitels ist es, Produkte so allgemein wie moglich
zu beschreiben. In Analogie mit Proposition 6.21 formulieren wir einige Forderungen an diese
Produkte.

Unter einer abelschen Kategorie mit Tensorprodukt wollen wir eine abelsche Kategorie mit ei-
ner monoidalen Struktur verstehen, die eine universelle Eigenschaft wie in Beispiel 4.27 (2) erfiillt.
Wir erinnern uns an die Stabilisierungsisomorphismen o : h*(X) — h*1(SX) und die Transposi-
tionsabbildung t: X AY — Y A X.

7.19. DEFINITION. Ein (reduzierter) multiplikativer Kohomologiefunktor (h®,d., A,€) besteht
aus einem reduzierten Kohomologiefunktor (h®,d,) mit Werten in einer abelschen Kategorie C mit
Tensorprodukt, einer Familie natiirlicher Transformationen

Ago: h¥ @ bt — RFFEC A L)

von Funktoren kwH x kwH, — C und einem Element ¢ € h0(S9), so dass fiir alle Riume X, Y,
Z und alle o € h¥(X), B € h¥(Y), v € h™(Z) gilt:

(@AB)Ay=aA (BAy) e T™XAY AZ), (1)
ahe=a=cAaechfX), (2)
(ca)AB=oc(aAB)=(=1)*an (o) e FHH(STAXAY). (3)

Wir nennen (iL., Jde, N\, €) kommutativ, wenn dariiberhinaus

t"(BAra)= (-1 anBeh X AY). (4)
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Da wir das duflere Produkt mittels des Tensorproduktes als natiirliche Transformation ein-
gefithrt haben, ist es automatisch bilinear in dem Sinne, dass

CABRF(X) 5 APMEHXAY) und an - AYY) = AFTHX AY)

Morphismen in C sind. Aus (1), (2) folgt insbesondere auch, dass die Koeffizienten iL.(:X ) € C einen
Ring bilden (sogar eine R-Algebra, falls C = Modpr), und dass h®(X) fiir alle X ein h*(X)-Modul
ist.

7.20. DEFINITION. Es sei (B', Jde, A\, €) ein reduzierter multiplikativer Kohomologiefunktor mit
Werten in C. Ein (h®,de, A\, €)-Rechtsmodul (he, 0, /) besteht aus einem reduzierten Homologie-
funktor (he,de) mit Werten in C und einer Familie natiirlicher Abbildungen

[t his (X AY) @ BF(X) — hy(Y)

so dass fiir alle Riume X, Y, Z, alle o € R¥(X), B € hY(Y), v € h™(Z) und alle a € h,(X),
b€ hpo(XAY), c€hprpim(XAY AZ) gilt:

(c/@)/B=c/(anB)E€hn(Z), (1)
a/azaefzn(X) , (2)

(ob)/(0a) = b/a € he(Y)
und (ob)/a = (—1)*a(b/a) € hypr (V) .

Auflerdem definieren wir das Kroneckerprodukt durch
(a,0) = a/a € hy_1(S°) . (4)

Hierbei bedeutet ,,Natiirlichkeit* das gleiche wie in (6.2). Analog kénnen wir auch Kohomologie-
funktoren mit Hilfe eines dufleren Produktes zu (fz', Jde, N\, €)-Links- beziehungsweise Rechtsmoduln
machen.

Nachdem wir multiplikative Kohomologiefunktoren definiert haben, kénnen wir wie in Ab-
schnitt 6.d fortfahren. Insbesondere kénnen wir innere Produkte wie in Definition 6.23 erkldren,
dann gilt Proposition 6.24 analog. Beispiele sind allerdings schwieriger zu berechnen als fiir gewdhn-
liche Kohomologie, da wir keinen zelluldren Komplex zur Verfiigung haben. Wir verschieben die-
se Betrachtungen auf spédter und versuchen zunéchst, multiplikative Kohomologiefunktoren durch
Spektren zu realisieren.

Dazu beginnen wir mit einem Kohomologiefunktor E®* = [S-,E]_,. Der Einfachheit halber
sei B ein w-Spektrum, und [o] € E*(X) und [8] € EX(Y) seien repriisentiert durch a: X — Ej
und B: Y — E,. Wir nehmen an, dass es ein externes Produkt auf E® analog zum Produkt aus
Proposition 6.21 gibt. Wenn es unter Abbildungen von beliebigem Grad natiirlich ist, dann folgt

[a] A 8] = (a*[idg,]) A (B*lidE,]) = (a A B)*([idg,] A lidg,]) -
Zu bestimmen ist somit die Klasse
[idEk] A [idEg] € Ek+€(Ek N Ep) = [Ex N\ Eg, Exyg] .

Also suchen wir geeignete Abbildungen i ¢: By A By — Ejyy fiir alle k, £ € Z. Dann erhalten
wir ein externes Produkt [a] A [0] als Verkettung

XAY 2 BonE M By,

269



Sei jetzt [b] € Epyo(X AY) reprisentiert durch b: S¥+™ — E, A X AY und [a] wie oben, dann
definieren das Schréig-Produkt [b]/[a] € E¢(Y) als Verkettung

ghtttm o p AXAY LN A B AY S B AY
Anschlieend kénnen wir wie in Definition 6.23 innere Produkte definieren.

Um die in Proposition 6.21 fiir die Produkte auf der gewohnlichen Kohomologie gezeigten Ei-
genschaften allgemein zu erhalten, miissen die Abbildungen ji, ¢ die entsprechenden Eigenschaften
erfiillen. Am einfachsten lédsst sich all das beschreiben, indem man zunéchst ein Spektrum E A E
konstruiert, und dann eine Abbildung p: E AE — E von Spektren. Dadurch wird das externe
Produkt stabil im Sinne von Proposition 6.21 (3). Wenn wir (Ko-) Homologie mit anderen Koeffi-
zienten betrachten wollen, bendtigen wir entsprechend auch ein reduziertes Produkt E A F. Dieses
Produkt soll bis auf Homotopie in kohérenter Weise assoziativ, unitdr und graduiert kommutativ
sein. Dazu folgen wir Adams [Ad] und Switzer [Sw| und beginnen mit einem ganzen Sammelsurium
sogenannter naiver reduzierter Produkte.

Zur Vereinfachung betrachten wir zunéchst nur Spektren E = (E,, so) und F = (F,, to) mit F,, =
F,, = pt fiir alle n < 0. Wir konstruieren ein ebensolches Spektrum G, so dass Gy, = Ej,) A Fyp)
mit Funktionen &, £: N — N und k(n) 4+ ¢(n) = n. Um Stabilisierungsabbildungen w,, definieren zu
konnen, erlauben wir fiir jedes n nur zwei Fille.

(1) Es gilt k(n+ 1) = k(n) + 1 und ¢(n + 1) = ¢(n), und wir setzen
u(n) = spm) Ndr, ) 0 S(Exmn) A Fony) = (SEr(n)) A Fon)y — Ern)+1 A Fon) -

(2) Es gilt k(n+ 1) = k(n) und ¢(n + 1) = ¢(n) + 1, und wir setzen

u(n) = idg, ., A (=) P ty)) : S(Ermy A Fymy) = Exgny A (SFeny) — Einy A Fogy41 -
Hierbei nutzen wir aus, dass SX = S' A X und X A S! natiirlich homdomorph sind. Das Vorzei-
chen in (2) entspricht dem in Proposition 6.21 (3). Wir realisieren es, indem wir S™ kiinftig als
Einpunktkompaktifizierung von R™ betrachten, durch

_tf(rv y) = t((_rv y) )
so dass —ty zu ty in [SFy, Fyyq] invers ist. Generell stellen wir uns auf den Standpunkt, dass das
reduzierte Produkt von Réumen (bis auf natiirliche Homéomorphismen) assoziativ und kommutativ
ist, und versehen nur Abbildungen mit Vorzeichen.
Die Abbildung (k,#): N — N2 beschreibt also einen Zickzack-Pfad nach rechts oben. Diese

Zickzack-Pfade kodieren wir wie folgt. Es sei B C N eine Teilmengen, dann definieren wir o 4: N —
N durch

pa(n)=#{keA|lk<n}.
Beispielsweise ist ¢n = idy und ¢ = 0. Falls A = BUC C N, erhalten wir
YA =yt c,
und ¢puc(n) — (pp(n), pc(n)) liefert einen Zickzack-Pfad wie oben falls A unendlich ist.

7.21. DEFINITION. Es sei A = BUC C N eine unendliche Teilmenge, dann definieren wir ein
nawes reduziertes Produkt E Np o F = (G, ug) durch

Goatn) = Bopm) N Foon) -
u = ) Senm Nid falls pp(n+ 1) = pp(n) + 1, und
va(m) ™ Vi A ((—1)903(71)%6(”)) falls pe(n+ 1) = pe(n) + 1.

Falls A endlich ist, liefert die obige Definition immer noch den Anfang eines Spektrums; auch diesen
Fall werden wir betrachten.
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7.22. BEISPIEL. Es sei E ein Spektrum und X ein Raum. Dann gilt
EAygSX =EAX (1)
wie in Beispiel 7.2 (2), hingegen ist
ENgnSX = Eg ASX . (2)

7.23. PROPOSITION. Es seien A = BUC C N, und B und C seien unendlich. Dann ist das
naiwe Produkt Ap c: SCWo x SCWo — SCWq natiirlich.

BEwEIS. Wenn B unendlich ist und U C E kofinal, dann ist U Agc F C E Ap ¢ F kofinal.
Denn sei ¢ eine Zelle von E mit ¢, € Uy fiir ein k. Da B unendlich ist, gibt es ein ng, so dass B

mindestens k£ Elemente kleiner ng enthélt, somit taucht ¢ in U, 5(n) fir alle n > ng auf.
Wenn B und C unendlich sind, kénnen wir zu f: E — P und g: F — Q daher eine Abbildung

fABcg:EAnpcF—PABcQ

definieren. Es gilt idg Ap,c idr = idga 5.cFs und das naive reduzierte Produkt ist ebenfalls mit der
Verkettung von Abbildungen vertraglich. O

Wenn B hingegen endlich ist, etwa #B = k, und c eine Zelle, die in Ej bereits existiert,
in Uy jedoch noch nicht, dann fehlt diese Zelle in U Ap ¢ P. Also ist U Ap ¢ P nicht immer kofinal
in EA B,C P.

Abbildungen vom Grad ungleich 0 kénnen wir noch nicht betrachten, denn seien f: E — P
und g: F — Q vom Grad k beziehungsweise ¢, dann erhielten wir

fopm) NIpcmn): Eopm) N Foom) = Popm)+k N Qoe(n)+e »

und die Rdume rechts gehoren unter Umsténden nicht zum Spektrum P Ap ¢ Q.

Wir fassen jetzt alle naiven Produkte in einem grofien Spektrum zusammen. Die Konstruktion
dghnelt dem Teleskop aus dem Beweis von Proposition 5.13, allerdings verwenden wir diesmal einen
zweidimensionalen ,,Basisraum*. Zur Motivation: als n-ter Raum von E A F kommen alle Smash-
Produkte Fx A Fy mit k4 ¢ in Frage. Die Stabilisierungsabbildungen stellen zwischen diesen Rdumen
Beziehungen her. Wir kénnen hier auch wieder Spektren mit Ej # pt fiir k£ < 0 zulassen.

Ex1 N Fra
idA | (=1)k—1¢,
1 Sg_1Nid
Ex 1NF;,NS Ei. N\ Fy
idA | (1)1t id/\T(—l)ktgl
9 Sk—1Aid 1 swnid
Evn 1NFy_1 NS ExNEy_ 4 NS Exii ANFpq

T T

Dabei achten wir zunédchst einmal nicht auf die genaue Reihenfolge der Faktoren in den einzelnen
reduzierten Produkten. Mit —t,: F; A S' — F,,.; bezeichnen wir wieder die Abbildung y A t

te(y A (1 —1)).
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Wir kénnen sowohl in horizontaler als auch in vertikaler Richtung Teleskope bilden, die sich an
den Ecken des Diagramms iiberschneiden. Dazu betrachten wir

( V (B0} AEAF NS\ (k410 A0 A B AFp A SR
k+4<n k+0<n—1

v \/ ({k}+ A6+ 14 A BR A Fo A S"_k_z)> / ~
k4+¢<n—1

dabei verkleben wir an den unteren Enden der Intervalle mit der Identitdt. Mit S™F—¢ = S1 A
Sn—k—l=1 yerkleben wir an den oberen Enden via

ok + 1) A{O L ANERAF,ANSTASY R 5 (41,0, 2,5, u, 2)
~ (k+1,0,8(z,u),y,2) € {(k+1,0}+ A Egpr ANFp AS™FEL(71)

und

(B} AL+ AERANFyASY NSRS s (k04 1,2y, u, 2)
~ (k04 1,2, t(y, (=1)Fu), 2) € {(k, 0+ 1)}4 A Bg A Frpqg AS™F1 0 (7.2)

Dadurch entstehen iiber den Quadraten (k,k + 1) x (¢,¢ 4+ 1) ,Locher”, die wir als néchstes
stopfen wollen. Wir verschieben zuniichst den Punkt (k, 4, z,y,u,v,2) € {(k,£)}+ A EL AF, A ST A
ST A S =k=t=2 it k + ¢ < n — 2 zunéchst nach oben, dann nach rechts, und erhalten

(k:,Z,a:,y,u,v,z) — (kaﬁ + 17$7t(y7 (_1)ku)>v72) — (k + 17£+ 1,8($,U),t(y, (_1)]6“)72) :

Umgekehrt verschieben wir (k, ¢, z,y, v, —u,2) € {(k,£)}+ A Ex AF; A ST A ST A S?F=4=2 zunichst
nach rechts, dann nach oben, und erhalten wieder

(k, 0, x,y,v,—u,z) —> (k + 1,4, s(z,v),y, —u,z) — (k +1,0+1,s(x,v),t(y, (—l)ku),z) .

Wir kénnen also nicht ganz naiv den Raum [k, k+1] A€, £4+1]  AEx AF;AS™#=¢ einkleben, sondern
miissen die Koordinaten (u,v) von 52 = §* AS* beim Einkleben entlang 8([k, k+1] x [¢, £+1]) um §
rotieren lassen. Dazu ersetzen wir [k, k+1]4 A, £+1]4 AS? durch den Thom-Raum MV eines festen
zweidimensionalen reellen Vektorbiindels V' — I?. Welches wir wiihlen, ist egal, allerdings wihlen
wir iiber jedem Quadrat das gleiche. An dieser Stelle zeigt sich die Bedeutung der Vorzeichen in
Definition 7.21 und (7.1), (7.2) — ohne sie wiirde sich beim Umlaufen um 9([k, k + 1] x [¢, ¢ + 1])
die Orientierung der S? éndern, und wir kénnten nichts passendes einkleben.

Um die Notation zu vereinfachen, sei ey eine der Zellen {(k, ¢)}, [k, k+1] x {£}, {k} x [¢, £+ 1]
oder [k + 1] x [¢ 4+ 1] mit unterer linker Ecke (k, ¢), und d sei ihre Dimension. Wir betrachten also
die Réume

P, = ( \/ MVAEAFA S”—’f—f—d) / ~, (7.3)

€kl
k+04+d<n

wobei V' — e, ¢ jetzt ein d-dimensionales Vektorbiindel sei. Als Stabilisierungsabbildungen wihlen
wir die Inklusionen P, A St < P11, und haben ein Spektrum P = E A F definiert.

7.24. PROPOSITION. Seien B, C C N disjunkte Teilmengen. Dann gibt es in den folgenden drei
Fillen natiirliche SHCWq-Isomorphismen npc: EApcF — EAF.
(1) Die Mengen B, C sind beide unendlich.
(2) Die Menge B ist endlich, C ist unendlich, und SEy = Eyy1 fir alle k > #B.
(3) Die Menge B ist unendlich, C ist endlich, und SFy = Fyyq fiir alle ¢ > #C.
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BEWEIS. Es sei G ein Spektrum und TG das Teleskop mit

n—1
TGy =Gux {n}v \/ S""GpAlmm+1]y [~

m=—00

Das Teleskop ist funktoriell, denn sei g: G — P gegeben und auf einem kofinalen Unterspektrum U C
G strikt. Wir konstruieren T'g auf einem kofinalen Unterspektrum V C TG Zelle fiir Zelle durch
Induktion iiber die Schichtfiltrierung. Sei etwa ¢ eine Zelle, die in Ej, und in U, jeweils erstmalig
auftritt, dann ist sie an Zellen angeklebt, die in Fp und Uy bereits vorhanden sind. Dann nehmen
wir die Zelle c iiber [k, n] fiir alle n > ¢ zu V,, C T'G,, hinzu. Da g,, auf c fiir alle n > ¢ definiert ist,
konnen wir T'g: V — TP definieren.

Es bezeichne m,: TG,, — G, x {n} die offensichtliche Projektion; sie ist eine Deformations-
retraktion vermoge einer Teleskophomotopie wie im Beweis von Satz 1.93, und liefert eine strikte
Homotopiedquivalenz 7w: TG — G. Wir konstruieren eine Homotopieinverse f: G — TG. Sei dazu ¢
eine j-Zelle, die erstmals in G, auftritt, mit charakteristischer Abbildung ®: S"t/-! — @,,. Alle
Zellen im Rand von c trete ebenfalls spitestens in G,, auf, somit ist f o ¢: S"*7~! — TG, bereits
definiert, und wir nehmen an, dass 7, o f o ¢ zur Anklebeabbildung ¢: S"*/~! — G,, x {n} homo-
top ist. Da (D"%7, §"+ti~1) eine Kofaserung ist, konnen wir diese Homotopie zu einer Homotopie
von @ fortsetzen, und erhalten so eine Fortsetzung von f auf c. Die so konstruierte Abbildung f
ist dann sogar eine strikte Homotopiedquivalenz. Mit einem &dhnlichen Argument sieht man, dass
fiir alle g: G — P das folgende Diagramm bis auf Homotopie kommutiert:

g

G P
i~
TG —2> TP .

Als niichstes definieren wir v: T(E Ap.c F) — E A F. Es beschreibe (r(t),s(t)) € R? den Zick-
zackpfad mit 7(¢puc(n)) = wp(n) und s(ppuc(n)) = ¢c(n) fir alle n € N, so dass (7, 5)|[mm+1)
fiir alle m linear sei. Es sei k = pp(m) und ¢ = ¢c(m) mit k + ¢ < n. Dann definieren wir ~,, auf

k+0k+ L+ 1 ANExANF, NS CTG,
firtc[k+0k+L04+1], € Ey, y € Fy, z€ S"F* durch

Wt 2, y,2) = (r(t),s(t),2,y, 2) .

Diese stiickweisen Definitionen legen 7, stetig auf T'G,, fest, und sind kompatibel mit Stabilisierung.
Wir erhalten daher sogar eine strikte Abbildung v: T(EAp cF) — EAF. Mit dem gleichen Argument
wie in Proposition 7.23 ist diese Konstruktion unter den Bedingungen (1), (2) oder (3) natiirlich.

Um zu zeigen, dass ngc = vo f: EApcF — E AF eine stabile Homotopiedquivalenz ist,
betrachten wir zunédchst Bedingung (1). Wir konstruieren ein Unterspektrum U C E A F, so
dass Uy fiir k = pp(m), £ = ¢c(n) wie oben aus allen Zellen oberhalb von (—o0, k] X (—o0, ]
besteht. Aufgrund der Bedingung (1) ist dieses Unterspektrum kofinal in E A F. Der Raum Uj.¢
enthilt {(k,£)}+ A Ex A Fy als Deformationsretrakt. Ahnlich wie oben erhalten wir als Homotopi-
einverses von 7p ¢ eine strikte Abbildung U — E Ap ¢ F.

Im Fall (2) enthalte Uy, stattdessen alle Zellen oberhalb von R x (—o0, /], falls k = pp(m) >
#B. Dann ist U wieder kofinal, und Uy, enthélt {(k,¢)}+ A Ex A F; als Deformationsretrakt, da
in allen E, mit r > k keine neuen Zellen hinzukommen. Der Fall (3) funktioniert analog. O
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7.25. BEMERKUNG. Aufgrund der Natiirlichkeit von 7 und + im vorangegangenen Beweis kom-
mutiert fiir disjunkte Teilmengen B, C, D C N das Diagramm

~

(EABcF)ABuc,p G = T((EAg,cF) Apuc,p G)
WAidT T(ﬂAid)T Tﬂ/\id
(T(E Ap,c F)) Apuc,p G <" T((T(E Apc F)) Apuc,p G) —— (T(E Apc F))G

(E AB,C F) NG

VAidi T(v/\id)l lw/\id
(EAF)Apucp G J T((E/\F) ABuC,D G) (EAF)AG.

Wir werden spéter benutzen, dass dann das folgende Diagramm bis auf Homotopie kommutiert:

nBuC,D

(EABcF)ABuep G
nB,C/\idl J/nB,CAid

EAF) Apuop G —22 » (BAF)AG .

(EAgcF)ANG

Als néichstes erinnern wir uns an die Struktur einer monoidalen Kategorie aus Definition 4.26.
Da wir hier zusétzlich eine Symmetrie zwischen E A F und F A E einfithren wollen, benttigen wir
natiirliche SHCW-Isomorphismen

QEF,G: (E/\F)/\G—)E/\(F/\G),
mEF: EAF —TFAE, AE: SAE — E und pE: EAS — E |

die insgesamt acht Relationen zu erfiillen haben. Fiir die naiven reduzierten Produkte gibt es
analoge Isomorphismen in SCW, die sogar strikt sind. Wir werden daher versuchen, die obigen
SHCW-Isomorphismen so zu konstruieren, dass sie iiber die Abbildungen aus Proposition 7.24 mit
den entsprechenden Isomorphismen naiver reduzierter Produkte vertriglich sind.

Wir erinnern uns an Beispiel 7.22 (1) und wihlen fiir Ag und pg Homotopieinverse der Abbil-
dungen

U@,NZE:S/\&NE—)S/\E und 77N7Q)2E:E/\N7@S—>E/\S.

Zur Konstruktion von 7 r iiberlegen wir uns zunéchst, dass das reduzierte Produkt von Rdumen
nach Bemerkung 3.73 (2) kommutativ ist. Daher bestehen die naiven Produkte EApg ¢F und FAp ¢cE
bis auf einen natiirlichen Homéomorphismus aus den gleichen Riumen E, ) A Fi,(n)- Allerdings
passen die Stabilisierungsabbildungen nicht unbedingt zusammen. Wenn etwa pp(n+1) = ¢p(n)+
1, betrachten wir

Spp(n) Nd: SEppm) A Foom) = Eppm)+1 A Foon)

c(n)

- o(n) (7.4)
und 1A A ((=1)%"sy ) Foom) A SEppm) — Foom) A Eppnyt1 -

Wir miissen also vermeiden, dass ¢c(n) ungerade ist, wenn pp(n + 1) = pp(n) + 1.

" B=1{0,1,4,5,6,7,10,...}
| | | — C=1{2,3,89,...}
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Genauso vermeiden wir, dass ¢p(n) ungerade ist, wenn pc(n+1) = pc(n) + 1, indem wir fordern,
dass B und C von zwei aufeinanderfolgenden Zahlen 2k, 2k + 1 € N je entweder beide oder keines
enthalten, denn dann verlduft unser Zickzackpfad immer je zwei Schritte in die gleiche Richtung.
Unter dieser Bedingung erhalten wir einen strikten Isomorphismus 7. c: EApc F — F Ac g E.

7.26. PROPOSITION. Zu je zwei Spektren E und F gibt es ein Spektrum Q und stabile Homo-
topiedquivalenzen tg: EATF — Q und t1: FAE — Q vom Grad 0, so dass fiir alle disjunkten
Teilmengen B, C C N, von denen jede fiir jedes k € N jeweils entweder alle vier Zahlen 4k, 4k + 1,
4k 4+ 2 und 4k + 3 enthdlt oder keine von ihnen, das folgende Diagramm bis auf stabile Homotopie
kommutiert:

T(EApcF) —=EAF
Lo
T’?’B,C \ Q .

i

T(F/\C’B E)HF/\]E

Dann kénnen wir g 5 = Ll_l oiy € [EATF,F AE]p definieren.

BeEwEIs. Wir konstruieren QQ als Zylinder von zweidimensionalen Teleskopen, betrachten in )y,
also Zellen iiber [k, k+ 1] x [(,¢ + 1] x I mit k+ ¢ < n — 2. Fiir r = 0 € I fiigen wir eine Kopie
von E AT ein, und fiir r = 1 € I eine Kopie von F A E, bei der die Rollen von k£ und ¢ vertauscht
sind. Aufgrund der Vorzeichenwahlen in (7.1), (7.2) konnen wir fiir 2 + 2j < n — 2 Zylinder der
Form

2, 2i4+2] 4 A{25 } s ALy AE2i AFo, AS™ 2721 und {20} A[2), 254+ 2] ALy AE AFp; AS™ 272

einkleben, wobei Eo; und Fb; bei r = 1 formal die Plitze tauschen.
Uber dem Rand des Quaders e = [2i,2i + 2] x [24,25 + 2] x I fiir 2i + 2j < n — 4 erhalten wir
dadurch den Raum
MV’ A Es A sz A 224 ,

dabei ist MV’ der Thom-Raum eines vierdimensionalen Vektorbiindels V’ — de =2 S2, klassifiziert
durch a € m(BSO(4)) = m1(SO(4)) = Z /2, siehe Satz 3.98 und Bemerkung 6.48 (3). Diese Biindel
hingt nicht von n, 4 und j ab, sondern nur von der obigen Wahl von V' — I2.

Wenn wir zu groferen Quadern e’ = [4i,4i + 4] x [47,4) + 4] x I fiir 4i + 45 < n — 8 iibergehen,
wird das analog konstruierte achtdimensionale Vektorbiindel V" — ¢’ durch 4« = 0 klassifiziert,
lasst sich also auf €’ fortsetzen. Wir fixieren eine solche Fortsetzung W — e und kleben den Raum

MW A Ey; A Fy; A St 4408

entsprechend ein.

Mit Lemma 6.37 erhalten wir die gesuchten Homotopieiquivalenzen tg und ¢1, definiert jeweils
auf dem kofinalen Unterspektrum von E A F beziehungsweise F A E, das jeweils nur aus Qua-
draten [4i,4i 4+ 4] x [4j,4j + 1] und den Raumen E4; und Fy; aufgebaut wurde. Aufgrund unser
Bedingung an die Mengen B und C reicht das, um die horizontalen Pfeile im obigen Diagramm
zu erhalten. Da wir iiber den Intervallen [4i,47 4 4] x {47} und {4i} x [4j,4j + 4] triviale Zylinder
gebildet haben, kommutiert das obige Diagramm. O

Es seien B, C, D C N paarweise disjunkte Teilmengen. Das reduzierte Produkt von Rdumen
ist nach Bemerkung 3.73 (2) bis auf einen natiirlichen Homéomorphismus assoziativ. Wir erhalten
Abbildungen

ap,ep (Bppm) N Fpam) N Gopm) = Eppm) N (Fpom) A Gopn) -
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Nach Konstruktion der naiven reduzierten Produkte liefern diese zusammen einen strikten Isomor-

phismus der Spektren (EAg ¢F)Apuc,p und EAg cup (FAc p), dazu iiberpriift man Vertréglichkeit
mit den Vorzeichen in (7.1) und (7.2).

7.27. PROPOSITION. Fiir alle Spektren E, F, G existiert ein Spektrum P und Homotopiedquiva-
lenzen 1o: P = (EAF)AG, und t1: P = EA (FAG), so dass fiir alle Tripel paarweise disjunkter
Teilmengen B, C', D C N mit #(BUC) = #(CUD) = oo das folgende Diagramm bis auf Homotopie
kommutiert:

EApoF)AG~—""9  (T(EApcTF)) AG (EAF)AG
nBUC,D \ %
~ | Lo

(E Ag,cF) Apuc,p G <——T((E Ap,c F) Apue,p G)

*
aB.C,D Tap,c,p / P
K1

E As,cup (F Ac,p G) <——T(E Ap,cup (F Ac,p G))

~ |t
nB,CuD g "
. d
EA (FAcp G) <" EA(T(F Acp G) ——>EA (FAG) .

Bewers. Das Produkt K = (E AF) A G besteht aus vierdimensionalen Teleskopen der Form

K, = ( \/ MW A (MV NE; NFj A Shfifj*d) A G A Sn7h7k7§> / N

€i,59€h,k

g( \/ M(VEEW)AEiAFjAGkAS"_i_j_k_d_‘S) /N. (7.5)

€i,5:€h,k

Hierbei sind e; j, ep  wieder Zellen der Dimensionen d, 6 < 2 mit unterer linker Ecke (4, j) bezie-
hungsweise (h, k), wobei i +j +d < h <n—k —J. Auerdem sind V' — e; ; und W — ey, j, wieder
reelle Vektorbiindel vom Rang d bezichungsweise d. Verklebt sind die einzelnen Blocke wie in (7.3).

Wir konstruieren P’ aus dreidimensionalen Teleskopen, indem wir die iiberfliissige Richtung h
eliminieren. Dazu betrachten wir den Komplex C? C R? bestehend aus Wiirfeln der Kantenléinge 1
mit ganzzahligen Koordinaten und alle ihren Seiten, so dass die Summe aller Koordinaten < n
bleibt. Wir definieren eine Abbildung ¥ = ¢ ® id: C3 — R*, die die Faktoren in Richtung von k
unverandert 14sst, so dass

iJ, i+ )}

(‘p|{1j} (
(DY xli+g,i+7+1Uli,i+1] x{(,i+5+1)},
(1
(

im(¢ i}
1m<<ﬂ|{ }x[jg+1]
M (2|3 i41] x [, j+1]

LY x i+ i+i+1uli} x[f,j+1]x{i+j5+1},
L) x[i+gdi+7+1Ul i+ x{j}x[i+7+1,i+75+2]
i<+ xli+i+1li+j+2lUfii+1] x [j,7+1] x {i+j+2}.

~— ~— ~— ~—

{
={
={
={
U
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Hierbei legt  auf den Réndern jeder Zelle die Abbildung im Inneren bis auf Homotopie eindeutig
fest, und wir kénnen vereinbaren, dass ¢ auf den Zellen halber Kantenlénge affin ist.

J J

%

Das Bild von 9 enthilt nur Zellen der Dimension < 3 und ist ein Deformationsretrakt der K,
zugrunde liegenden Teilmenge C4 C R* Wir vergessen Basispunkte fiir den Moment, ersetzen
die reduzierten Produkte in der Konstruktion von K, durch kartesische Produkte und stellen uns
den so erhaltenen Raum als , Biindel* K,, — Cﬁ vor. Dann ist die Einschrankung dieses Biindels
auf im ¢ ein Deformationsrektrakt, denn wegen Lemma 6.37 sind die Vektorbiindel V und W auf
jeder Zelle trivial. Es bezeichne P, = ¥*K,, den Riickzug dieses Biindels nach C3 und ip: P, — K,
die zugehorige Einbettung. Da C2 zusammenziehbar ist, ist auch P,, = P, /C? homotopiefiquivalent
zu K, und 1y: P, — K, ist eine Homotopiedquivalenz.

Wir betrachten die Struktur des Raumes P, dabei bezeichne e; ;5 = I 4 eine Zelle der Dimen-
sion 0 < d < 3 mit linker unterer Ecke (i, j, k).

(0) Uber den Null-Zellen haben wir den Raum E; A Fj A G A S7i737k,

(1) Uber den Eins-Zellen betrachten wir die Riume Iy A E; A Fj A G A S"7197F die wir wie
in (7.1), (7.2) mit den korrekten Vorzeichen an die obigen Réume ankleben.

(2) Uber den Zwei-Zellen betrachten wir MV A E; A Fj A Gy, A S"~=J=k=2_ Dabei entspricht
das Biindel V' — e; jx entweder dem Biindel V' — I? in (7.5), falls €i jk in i-j-Richtung
liegt, oder dem isomorphen Biindel W — I? in den anderen Féllen.

(3) Uber jeder Drei-Zelle betrachten wir MV A E; A Fj A Gy A S"~077k=3 dabei ist V — I3
jetzt ein reelles Biindel vom Rang 3. Da w3(BSO(3)) = m2(SO(3)) = 0, héngt dieses
Biindel bis auf Isomorphie nur von seiner Einschrinkung auf 0I° ab.

Wenn wir anstelle K = (E A F) A G das Spektrum L. = E A (F A G) betrachten, erhalten wir
einen genauso konstruierten Raum. Daher konnen wir auch eine Homotopiedquivalenz ¢, : P, — L,
angeben.

Als néchstes konstruieren wir xo: T((E Ap,c F) Apuc,p G) — P analog zu v im Beweis von
Proposition 7.24. Die Verkettung ig o o faktorisiert in natiirlicher Weise tiber (T(E Ap.c F)) A G,
und wir erhalten die Abbildungen 7(. Analog konstruieren wir x; und +j. Man iiberpriift leicht,
dass das obige Diagramm dann bis auf Homotopie kommutiert. O

Der folgende Satz fasst die wichtigsten Eigenschaften des reduzierten Produktes zusammen.

7.28. SATZ. Die Kategorie (SHCW, A,S) ist eine graduiert symmetrische monoidale Katego-
rie. Inbesondere ist das reduzierte Produkt ein graduierter Bifunktor, das heifst, fir komponierbare
Abbildungen f, g, p und q vom Grad k, £, m beziehungsweise n gilt

(gAq)o(fAp)=(=1)"(gof)Algop),
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und es existieren natirliche Isomorphismen

QAEFG: (E/\F)AGHEA(FAG),

T:EAF —FAE, AMSAE —E und p:EAS — E,

so dass die folgenden Diagramme kommutieren:

Aid
(EAF)AG) ANH 225 (EA(FAG)) AH
Oé]E/\]F,Gy
(E A F) A ((Gr A\ H) QE FAG,H
a[E,[F,Gm id
dg/Aar,G,H

EA (FA(GAH))

EAF 25 FARE 5 EAT,
U

idgar

(FAE)AG 225 FA(EAG)

T]E,]FW %ﬁm,«;
(EAF)AG FA(GAE),
aEm %G,E
EA(FAG) = (FAG)AE
(SAE)AF LS A (EAF) 2L EAT,
AgAidp
EAS)AF LR A (SAT) EEEATR,

\_//’
PEAIdR
ld]E/\P]F
(EAF)ASHE/\(JF/\S) EAF,
\_//
PEAF

SAE 5 EAS 2SR,
\_//
AR

7s,S

SAS—ZSAS.

idsas

EA((FAG)AH),

(8)

Ublicherweise werden diese acht Kohiirenzbedingungen gemeinsam aufgefiihrt. Nach einem Satz
von Mac Lane folgen alle anderen Kohérenzen (wenn sie denn gelten) aus den obigen. Allerdings

braucht man von den Aussagen (4) und (6) nur eine.
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BEWEIS. Aus den Proposition 7.23 und 7.24 folgt die Natiirlichkeit des reduzierten Produktes
unter Abbildungen vom Grad 0. Mit den Propositionen 7.24-7.27 kénnen wir jede der Bedingun-
gen (1)—(7) durch eine dquivalente Bedingung an naive Produkte ersetzen. Dazu wihlen wir fiir
jedes am Diagramm beteiligte Spektrum eine Teilmenge von N mit folgenden Nebenbedingungen.

e Wenn ein Sphérenspektrum S zusammen mit A oder p auftritt, ordnen wir ihm stets die
leere Menge zu, alle anderen Teilmengen seien unendlich.
e Jede Teilmenge enthalte fiir jedes k € N entweder alle vier Zahlen 4k, ..., 4k 4+ 3 oder
keine von ihnen.
e Alle Teilmengen fiir ein festes Diagramm seien paarweise disjunkt.
Anschlieflend iiberpriifen wir, dass das so erhaltene Diagramm naiver Produkte strikt kommutiert.
Nur Bedingung (8) iiberpriifen wir von Hand in Ubung 7.64.
Es bleibt das Verhalten unter Abbildungen von verschiedenen Graden zu priifen (spéter).
O

7.d. Ringspektren und Produkte

Wir benutzen das soeben eingefiihrte reduzierte Produkt von Spektra, um Produkte wie in
den Propositionen 6.21 und Definition 6.23 zu formalisieren. Dadurch erhalten wir automatisch
Stabilitétseigenschaften analog zu Proposition 6.21 (3).

7.29. DEFINITION. Ein Ringspektrum (E, u, ) besteht aus einem Spektrum E, einer Multiplika-
tion p: EAE — E und einer Finheitsabbildung €: S — E, so dass die Diagramme

EAEAE L EAE (1)

EAE —~ E,

SAE-LY EAE LY EAS (2)

N

E

in SHCW, kommutieren. Es heifit (graduiert) kommautativ, wenn auch das folgende Diagramm
kommutiert:

EAE—>EAE -2 E. (3)
\_/
n
Ein (Rechts-) Modulspektrum (F,v) iiber einem Ringspektrum (E, u, €) besteht aus einem Spek-

trum F und einer Multiplikation v: F AE — F, so dass die Diagramme

FAEAE XS FAE (4)

FAE—"—TF,

FAS S FAE—“:F (5)
\_/
P

in SHCWy kommutieren. Analog definiert man Linksmodulspektren iiber (E, p, €).
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Wir nehmen also wieder an, dass alle Ringspektren eine Eins haben, die auf allen Modulspektren
durch die Identitdt wirkt. Im Folgenden schreiben wir kurz E oder F fiir Ring- beziehungsweise
Modulspektren, wenn Multiplikation und Einheitsabbildung klar sind.

7.30. BEMERKUNG. Wenn wir Multiplikationsabbildungen puy, ¢: Ey, — Ey — Epqoundey: Sk —
E}, angeben koénnen, die (1) und (2) im Sinne ,naiver” Produkte sowie die Stabilitédtsbedingung

pka1, 0 (55 ALdE,) = Spre 0 St = pr g1 o (idg, A (=1)Fs)

fiir alle k und ¢ erfiillen, erhalten wir die obigen Abbildungen p und € sogar strikt wie in Ubung 7.63
und haben ein Ringspektrum konstruiert.
Dabei tritt an Stelle von (3) die Bedingung

Mok = Kk © Tek -
Man beachte, dass 73, ¢: ExAE; — EyAE}, der natiirlichen Abbildung aus Bemerkung 3.73 (2) nur bis
auf das Vorzeichen (—1)*¢ entspricht; dies ergibt sich aus (7.4) und der obigen Stabilititsbedingung.
Daher sind kommutative Ringspektren in Wirklichkeit nur graduiert kommutativ.
Um ein Modulspektrum zu konstruieren, benétigen wir entsprechend Abbildungen vy ¢: Ej A
Fy — Fyyy, die (4) und (5) im ,naiven“ Sinne erfiillen.

7.31. BEISPIEL. Wir kennen bereits einige Ring- und Modulspektren.

(1) Das Sphérenspektrum ist ein Ringspektrum, dabei ist f ¢ Sk A St — SEHE der natiirli-
che Homoomorphismus. Das Sphérenspektrum ist kommutativ, siehe Satz 7.28 8 und
Ubung 7.64. Jedes Spektrum E ist ein Modulspektrum iiber S mit v = \.

(2) Das Eilenberg-Mac Lane-Spektrum HR iiber einem Ring R aus Abschnitt 5.d ist ein Ring-
spektrum, siche Ubung 7.65. Dabei sind Multiplikation und Einheitsabbildung von HR
durch die Multiplikation und die Eins in R festgelegt. Es ist kommutativ, wenn R kommu-
tativ ist, siche Ubung 7.66. Sei A ein Links- R-Modul, dann ist HA ein Linksmodulspektrum
iiber HR.

(3) Zur reellen und komplexen K-Theorie gehoren die Ringspektren K und KO, siehe Be-
merkung 6.49. Das Spektrum KSp = £4KO zur quaternionischen K-Theorie ist ein KO-
Modulspektrum.

(4) Die Thom-Spektren MO, MU, MSO zu den diversen Bordismus- und Kobordismusfunk-
toren sind ebenfalls Ringspektren.

7.32. BEMERKUNG. Es sei (E,u,¢) ein Ringspektrum und F ein beliebiges Spektrum, dann
ist (FAE,id A p) ein Rechtsmodulspektrum iiber E nach Ubung 7.67. Insbesondere ist E = SAE =2
E A'S selbst sowohl Links- als auch Rechtsmodulspektrum iiber sich selbst.

Als Beispiel fiir F kénnen wir das Moore-Spektrum MA zu einer abelschen Gruppe A aus Defi-
nition 5.68 wihlen. Auf diese Weise erhalten wir E-Homologie und -Kohomologie mit Koeffizienten
in A, siehe Definition 5.71 und Bemerkung 7.17 (3), (4).

Im Folgenden koénnen wir jederzeit (F,v) durch (E, u), aufgefasst als Rechtsmodulspektrum,
ersetzen.

7.33. DEFINITION. Es sei (E, p,¢€) ein Ringspektrum und (F,v) ein Rechts-E-Modulspektrum.
Dann definieren wir zwei externe Produkte, das Smash-Produkt A: F¥(X) x E{(Y) — FFEX AY)
und das Schrig-Produkt /: Fryo(X AY) x E¥(X) — Fy(Y) fiir alle o € [SX,F]_, = FF(X),
BE[SY,E]_y=EYY), v € [SX,E]_x = E*¥(X) und b € [S,FA X A Y]y = Fpyo(X AY) durch

AABSAXAY 2SAXASAY L FAE ST (1)
und  b/7:S B FAXAY XFASAXAY LYY paARAy YAy, 2)
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Im Fall von w-Spektren entsprechen die obigen Definitionen genau der vorldufigen Beschrei-
bung am Anfang von Abschnitt 7.c. Aus der Konstruktion der zelluldren externen Produkte in
Abschnitt 6.e kann man schlieflen, dass die obigen Produkte mit denen aus Proposition 6.21 iiber-
einstimmen. Wie immer erhalten wir unreduzierte Varianten, indem wir X und Y durch X, und Y5
ersetzen.

Wegen Satz 7.28 (5) ist es in (1) und (2) unerheblich, wie wir das neutrale Element S des
reduzierten Produktes einfiigen. Genauso ist es wegen Satz 7.28 (1) unerheblich, wie wir in (2)
klammern.

7.34. PROPOSITION. Die externen Produkte sind natirlich und haben fir alle o € [SX,F]_
B € [SY,E|_¢, v € [SZ,E]_p, und alle a € [S,FAX], b€ [S,FAY AX]pie, c€[S,FAY ANZ AN X]
die folgenden FEigenschaften.

(1) Assoziativitit. Es gilt
(@AB)YAYy=aA(BAYy) e FFHHH™XAY AZ)
und — (¢/B)/y=c/(BA7) € Fi(X) .
(2) Einselement. Fiir das Element 1 = [¢] € [S,E]o gilt
aNl=acF¥X), 1AB=pcEY)
und  a/l=a € F(X).
(3) Stabilitit. Fir die Stabilisierungs-Isomorphismen o gilt
(ca) AB=o(aAB)=(-1Dfan(s8) e FFFH(S(X AY)),
(0b)/(oB) =b/B € Fy(X)  und  (ob)/B = (~1)*a(b/B) € Fp1(X).

(4) Transposition. Es seit: X \Y — Y AX die Transpositionsabbildung. Wenn E kommutativ
ist, dann gilt

t(BAY) = (1) AB.
BEWEIS. Zur Natiirlichkeit nutzen wir aus, dass das reduzierte Produkt von Spektren ein gradu-

ierter Bifunktor ist. Es seien f: U — X und g: V — Y stetig. Dann ist (f*a)A(¢9*B) = (fAg)*(aAB)
definiert durch

SAUNV <IN« N TTASATY
id/\f/\gi ild/\f/\ld/\g
SAXAY <IN o v ASAY L FAE LT,

Firz € [S,FAV AUlgye wird fu(z/g*8) = ((g A f)«z)/B dargestellt durch

1 id id id
ST FAVAU —2 2 pAsAY AU -2 L FARAUY FAU
id/\g/\fl id/\id/\id/\fi id/\id/\fl lid/\f
id id
FAYAX M pasay nx <20 L pAEAXYN FAX.

Zu den restlichen Punkten betrachtet man wieder kommutative Diagramme und benutzt die
passenden Eigenschaften aus Satz 7.28 und Definition 7.29, siehe Ubung 7.69. O
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7.35. BEMERKUNG. Es sei E ein Ringspektrum. Mithilfe der natiirlichen Transformationen A
und p erhalten wir einen Isomorphismus S AS = S. Daher erhalten wir eine Multiplikation auf den
Koeffizienten me(E) =2 E*(S%) =2 E,(SY) durch

aAB:SESAS A EAR XS E .

Somit erhalten wir den Koeffizientenring
E* = E"(S)
neL
von E. Es handelt sich dabei um einen Z-graduierten Ring, das heif}t, jedes Element ist eine Summe

homogener Elemente, also von Elementen mit einem wohldefinierten Grad in Z, und beim Multipli-
zieren addieren sich die Grade. Sollte E kommutativ sein, ist E* graduiert kommutativ, das heif3t,

ab= (—1)*ba  falls a € E* und b € E*.

Sei F ein E-Modulspektrum, zum Beispiel F = E. Nach Definition 7.33 sind F,(X) und F*(X)
fiir jeden Raum graduierte E*-Module, und fiir stetige Abbildungen f: X — Y sind f,: F, (X) —
Fo(Y) und f*: F*(Y) — F*(X) rechts-E*-lineare Abbildungen, siche Ubung 7.70. Wir erhalten
somit Funktoren

F,, F*:HkwH, — Modge .
Schliellich iiberpriift man noch, dass die externen Produkte im zweiten Argument rechts- E®-linear
sind. Wenn E kommutativ ist, erhdlt man auch eine Linearitdt im ersten Argument.

7.36. BEISPIEL. Wir betrachten die Koeffizientenringe einiger Spektra.

(1) Der Koeffizientenring des Eilenberg-Mac Lane-Spektrums HR ist R = HR? = HR®. Ins-
besondere kénnen wir gewohnliche Kohomologie mit Koeffizienten in einem R-Modul A
jetzt endlich als Modg-wertigen Funktor verstehen.

(2) Aufgrund von Bott-Periodizitéit fasst man komplexe K-Theorie gern als Z/2-graduierten
Funktor auf. Der Koeffizientenring ist dann K* = K% = Z. Uber Z hingegen erhalten wir
den Koeflizientenring

Kk Z falls k gerade ist, und
0 falls k ungerade ist.
Analog betrachten wir reelle K-Theorie als Z/8-graduierten Funktor.

(3) Die diversen Bordismusfunktoren haben in der Regel kompliziertere Koeffizientenringe.
Beispielsweise wird MU® frei erzeugt von je einem Erzeuger in Grad 2k fiir £ > 0.

_ 7.37. BEMERKUNG. Wie in Bemerkung 6.17 gibt es auch ein Kronecker-Produkt (-, -): Eo(X)x
E*(X) — E*, definiert durch (a,a) = a/a € E.(S°) = E*. Die Rechenregeln aus Propositi-
on 6.21 (4) tibertragen sich entsprechend.

Es seien A, B C X Teilmengen, so dass (X, A), (X, B) und (X, AU B) punktierte Kofaserungen
sind. Dann definieren wir eine Diagonalabbildung

AX;A,B: X/(AU B) — X/A/\X/B .

7.38. DEFINITION. Es sei E ein Ring- und F ein Rechts-E-Modulspektrum, es sei X ein topologi-
scher Raum mit Teilmengen A, B C X, so dass (X, A), (X, B) und (X, AUB~) punktierte Kofaserun-
gen sind. Dann definieren wir die inneren Produkte, das Cup-Produkt —: F' F(X JA) x EY(X/B) —
FFYX/(A U B)) und das Cap-Produkt —~: Fp1¢(X/(AU B)) x E¥(X/A) — F,(X/B) fiir al-
le a € FF¥(X/A), B € EX(X/B) und ¢ € Fj,4(X/(AU B)) durch

a— fB=A%(aNnp) und c~a=(Ax)/a.
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Wir bezeichnen (E*(X),—) als die reduzierte E-Kohomologiealgebra von X.

Diese Definition ist also vollig analog zu Definition 6.23; die unreduzierten Varianten erhalten
wir analog. Aufgrund der folgenden Eigenschaften kénnen wir tatsédchlich von Kohomologierin-
gen und (Ko-) Homologiemoduln sprechen. AuBerdem sind (F*(X),—) und (Fs(X), ~) Rechts-
(E*(X),—)-Moduln.

7.39. PROPOSITION. Die inneren Produkte sind natirlich und haben folgende Figenschaften.

(1) Assoziativgesetz. Es gilt

(a—B)—v=a— (B—7) und (c~a)~fB=c~(a—p).
(2) Einselement. Sei p: X — pt die konstante Abbildung, dann ist 1 = p* (e) € ﬁO(X+; R) =
H°(X; R) neutrales Element fiir beide Produkte.
(3) Adjunktion. Es gilt
(b ~a,p) = (b,a— p).
(4) Wenn E k;ommutatilz ist, ist das Cup-Produkt graduiert kommutativ, das heifst, fir alle o €
EF(X:R) und § € E“(X;R) gilt
f—a=(Da—5.
BEWEIS. Das ist eine unmittelbare Folgerung aus Proposition 7.34. g

7.40. BEMERKUNG. Als erste Anwendung zeigen wir, dass das Cup-Produkt auf E*(SX) ver-
schwindet. Dazu sei

SX =X n(0,1]/{0,1}), A=Xxna([0,3],0), und B=XAnA([3,1],1).

Dann gilt AU B = SX. Aulerdem sind A, B = C'X zusammenziehbar, und nach Proposition 3.62
sind die Quotientenabbildungen p: SX — SX/A und ¢: SX — SX/B Homotopiedquivalenzen.
Wir betrachten das Diagramm

E¥(SX/A) x EY(SX/B) —= EF{(SX/SX) =0

EF(SX) x EY(SX) ———— EF{(SX) .

7.41. BEMERKUNG. Wie in Bemerkung 6.25 ist E'(X) eine E°*-Algebra ohne Eins. Wir kénnen
eine Eins hinzufiigen und erhalten die unreduzierte Kohomologie-Algebra E*(X). Wihrend E®(X)
als E*-Modul unabhéngig von der Wahl des Basispunktes ist, sieht E* (X) als E*-Algebra zumindest
die Zusammenhangskomponente des Basispunktes. Die unreduzierte Kohomologie-Algebra E*(X)
ist wiederum basispunktunabhéngig.

7.42. DEFINITION. Es sei X ein zusammenhéingender topologischer Raum und E*® eine multi-
plikative Kohomologiefunktor. Wenn es k£ > 0 und a4, ..., a € E‘(X ) gibt, so dass
e oy — - — ap # 0 falls £ > 0, und B
® 81— — By =0 fiiralle 8y, ..., Brr1 € B*(X),
dann hat X die E-Cup-Linge clg(X) = k, andernfalls clg(X) = oo.
Wenn es ein k£ > 0 gibt, so dass clg(X) < k fir alle multiplikativen Kohomologiefunktoren E*
und clg(X) = k fiir mindestens einen, dann hat X die Cup-Ldnge cl(X) = k, andernfalls c1(X) = oo.

Wir miissen in der obigen Definition auf jeden Fall mit der reduzierten E-Kohomologie arbeiten,
anderfalls erhielten wir beliebig lange Produkte der Form 1---1 # 0.
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7.43. BEISPIEL. Die Cup-Lénge ist ein sehr grobes Ma#f} fiir die Komplexitéit eines topologischen
Raumes.

(1) Jeder zusammenziehbare Raum X hat Cup-Lénge cl(X) = 0. Sei umgekehrt X ein zu-
sammenhéngender, einfach zusammenhéingender CW-Komplex mit clgy(X) = 0 fir die
ganzzahlige Kohomologie, dann ist X zusammenziehbar nach Ubung 6.62.

(2) Nach Bemerkung 7.41 gilt cI(SX) <1 fiir alle Suspensionen.

(3) In Ubung 7.73 sehen wir, dass cl(CP") = cl(HP") = n.

7.44. PROPOSITION. Es sei X ein zusammenhdngender CW-Komplex der Dimension m. Dann
gilt cl(X) < m.

BEWEIS. Wir nehmen an, dass das 0-Skelett X° nur aus dem Basispunkt besteht, indem wir
Satz 4.51 auf (X, {zo}) anwenden. Seien jetzt 1 < p, ¢ < m, und sei A’X;Xp_l,Xq_l eine zellulédre
Approximation der Diagonalen Ax.yp-1 yq-1. Wir betrachten das Diagramm

X A XAX

| |

X/ xpra=t TN e A XY J(XPTIA X U X A X — (X/XP) A (X)X

Fir o € EF(X/X?71) und 8 € EY(X/X971) folgt « — B € EM(X/XP+a~l) Da E*(X) =
E*(X/XY), liegen induktiv alle p-fachen Produkte in E®(X/XP~1). O

7.e. Allgemeine singulidre Homologie und Kohomologie

Bisher haben wir durch Spektren gegebene Homologie und -Kohomologie immer nur fiir CW-
Komplexe betrachtet. Um Dualitétssétze fiir Mannigfaltigkeiten zu formulieren, benttigen wir eine
allgemeinere Definition. Dazu ersetzen wir beliebige Paare von Rdumen durch schwach dquivalente
CW-Paare dhnlich wie in Abschnitt 4.d.

Sei (Z,U) ein beliebiges Paar topologischer Rdume. Mit Satz 4.51 finden wir zunéchst eine CW-
Approximation A — U. Sei g: A — Z die zusammengesetzte Abbildung, dann ersetzen wir Z durch
den Abbildungszylinder Zg. Anschliefend konstruieren wir ein CW-Modell (X, A) fiir (Zg, A). Dann
kommutiert das Diagramm

Nz

Dabei sind sowohl A als auch X jeweils bis auf Homotopiedquivalenz eindeutig, und die Homoto-
piedquivalenzen selbst sind ebenfalls bis auf Homotopie eindeutig bestimmt. Wir nennen (X, A) —
(Z,U) eine Approzimation von (Z,U) durch ein CW-Paar.

Sei jetzt f: (Z,U) — (W, V) seine stetige Abbildung von Paaren und (X, A) — (Z,U), (Y,B) —
(W, V) seien Approximationen durch CW-Paare. Mit Satz 4.51 konstruieren wir zunéchst eine
Abbildung A — B, dann eine Abbildung g: X — Y, so dass das Diagramm

Y w
X Z
L y
B—| >V
v 7
A U




bis auf Homotopie kommutiert. Wieder sind alle Abbildungen bis auf Homotopie eindeutig be-
stimmt. Da (X, A) eine Kofaserung ist, kénnen wir g als Abbildung von Paaren (X, A) — (Y, B)
wéahlen.

7.45. DEFINITION. Es sei E ein Spektrum. Es sei f: (Z,U) — (W,V) eine Abbildung von
Paaren, und es sei g: (X, A) — (Y, B) eine Approximation durch CW-Paare. Dann definieren wir
die singulire E-Homologie Eo(Z,U) = E4(X/A) und

fe=9s1 BEe(Z,U) = E.(X/A) — E‘(Y/B) = E,(W.V),

und analog die singuldre E-Kohomologie.

Insbesondere ist auch Eo(Z) = Eo(X) = Eo(X;) im Falle U = §. Im Spezialfall E = HG
sprechen wir einfach von singuldrer Homologie und Kohomologie.

7.46. BEMERKUNG. Man iiberpriift die folgenden Behauptungen.

(1) Nach Ubung 7.71 sind singulire E-Homologie und -Kohomologie Funktoren HPair — Ab.
(2) Fiir Tripel U C V C W existieren natiirliche exakte Sequenzen

e By (VW) L By(U,V) 4— Ep(U, W) +— En(V,W) 4— -+ |
i BNV, W) - EMUL V) — EMNU,W) — BNV, W) — -

wie in Ubung 6.68. Im Fall W = ) erhalten wir die langen exakten Sequenzen eines Paares;
diese sind Bestandteil der Eilenberg-Steenrod-Axiome.

(3) Singulire E-Homologie und -Kohomologie sind invariant unter schwachen Aquivalenzen.
Insbesondere sind die Homologie-Funktoren aus den Definitionen 5.38 und 7.45 natiirlich
isomorph. Fiir Kohomologie gilt das wegen Ubung 6.67 jedoch nicht.

Punkt (1) entspricht den Eilenberg-Steenrod-Axiomen 1, 2 und 6 [ES, Section 1.3]. Punkt (2)
fiir W = () entspricht den Axiomen 3 und 4. Das Ausschneidungsaxiom 5 behandeln wir im folgenden
Satz, und das Dimensionsaxiom 7 verlangen wir nur fiir gew6hnliche singulidre (Ko-) Homologie.

7.47. SATZ (Ausschneidung, Mayer-Vietoris-Sequenz). Es sei E ein Spektrum, und es sei X =
UUV mit U, V C X offen. Dann induziert die Inklusionsabbildung (U, U NV) — (X, V) Isomor-
phismen

EJU,UNV) = E(X,V) und E*(X,V)— E*(U,UNV). (1)

Unter den gleichen Voraussetzungen sind die folgenden Mayer-Vietoris-Sequenzen exakt:
e By g (UNV) &L Bo(X) «— Eg(U) @ Ep(V) ¢— E,(UNV) — -+ | (2)
S BN U N Y)Y ENX) — EMNU) @ EN(V) 5 EMUNV) — - (3)

Allgemeiner diirfen wir beliebige Teilmengen U, V' C X mit UUV = X zulassen. Ohne eine

Bedingung geht es sicher nicht, dazu betrachte man etwa das Beispiel [0, 1] = [0, %) U [%, 1].

BEWEIS. Wir bestimmen zunéchst eine CW-Approximation C' — U N'V. Wie oben finden wir
dann Approximationen (A,C) — (U,UNV) und (B,C) — (V,UNV). Zu zeigen ist, dass die natiirli-
che Abbildung A Uc B — X eine schwache Aquivalenz ist. Dazu zerlegt man den Abbildungskegel
der natiirlichen Abbildung

D=A UCX{O} C x [0, 1] UCX{I} B— X

geschickt in zwei offene Mengen, die jeweils den Abbildungskegel von A — U beziehungsweise B —
V als Deformationsretrakt enthalten, und deren Durchschnitt den Abbildungskegel von C' — U N
V als Deformationsrektrakt enthélt. Diese drei kleinen Abbildungskegel sind nach Voraussetzung
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schwach zusammenziehbar. Nach dem Ausschneidungssatz 3.38 von Blakers-Massey gilt das dann
auch fiir den obigen Abbildungskegel von D — X. Die natiirliche Abbildung D — A Ug B ist eine
Homotopiesiquivalenz, also ist (4 Uc B, B) eine CW-Approximation von (X, V).

Jetzt erhalten wir die gesuchten natiirlichen Isomorphismen

EJU,UNV) =2 E,(A/C) = E.((AUc B)/B) = E.(X,V),
E*(X,V) = E*((AU° B)/B) = E*(A/C) =2 E*(U,UNV) .

Die angegebenen Mayer-Vietoris-Sequenzen folgen daraus. Wir konnen sie auch direkt aus den
Sétzen 5.6 und 6.3 ableiten. d

7.48. PROPOSITION. Es sei E ein Spektrum, und es seien (U;)i, (V;); aufsteigende Folgen von
Teilmengen von X mit V; C U;. Fir das Paar (U,V) = (U, Ui, U; Vi) gilt

E(U.V) = lim B, (UL, V)
falls es zu jedem Paar (K,L) C (U, V) kompakter Teilmengen ein i € N mit (K, L) C (U;,V;) gibt.
BEWEIS. Aufgrund der Definition des Kolimes gibt es eine natiirliche Abbildung
P h_n}(Ui,Vi) — E,(U, V).

Wegen Bemerkung 7.46 (3) wird eine Homologieklasse [a] € Ej (U, V) fiir ein n € N dargestellt durch
eine Abbildung a: S"™* — E, A (U//V). Es sei 1: V — U die Inklusion, dann schreibe U J/V =
Z1Uy CV. Da S™** kompakt ist, liegt das Bild von a in K Uy ((KNV) x I)Uy CL fiir geeignete
Kompakta K C U und L C V' N K, und der obige Raum ist homotopiesiquivalent zu K //L. Wenn
es ein i € Nmit (K, L) C (U;,V;) gibt, folgt [a] € im . Somit ist ¢ surjektiv. Die Injektivitéit wird
analog bewiesen. ]

7.49. BEMERKUNG. Sei E ein Ringspektrum und F ein Rechts-E-Modulspektrum. Man defi-
niert externe Produkte auf der singuliren (Ko-)Homologie, indem man alle betroffenen Raumpaare
durch Paare von CW-Komplexen approximiert. Dazu iiberlegt man sich zunéchst, dass das Pro-
dukt solcher Approximationen wieder das Produkt der urspriinglichen Rdume approximiert, sieche
Ubung 7.72. Wir erhalten also externe Produkte

AN: F¥Z,U) x W, V) — FFYZxW,UxWUZxV)
und /[ By (Zx W, UxWUZ xV)x ENZ,U) — F,(W,V)

wie in Definition 7.33. Mit dem gleichen Argument beweist man auch ein Analogon der Kiinneth-
Formel aus Satz 6.20.

Anschlieflend iiberlegt man sich, dass Approximation durch Paare von CW-Komplexen auch
mit der Diagonalabbildung vertréglich ist, und erhélt in Analogie zu Definition 7.38 die internen
Produkte

—: F¥Z,U)x EY2,V) — F*YZ U uV)
und  ~: F(Z,UUV) x E¥(Z,U) — F)(Z,V) .

7.50. BEMERKUNG. In den meisten Lehrbiichern wird nur gewohnliche singulire (Ko-) Homo-
logie definiert, und zwar iiber Kettenkomplexe, die von singulidren Simplizes oder Wiirfeln erzeugt
werden. Man kann jetzt beweisen, dass diese Definition Funktoren liefert, die die gleichen Axiome
erfiillen wie die singuldre (Ko-) Homologie aus Definition 7.45 zu den Eilenberg-Mac Lane-Spektren.
Insbesondere ist auch die , klassische“ singuldre (Ko-) Homologie invariant unter schwachen Aquiva-
lenzen. Zusammen mit den Sétzen 5.18 und 6.15 sehen wir, dass beide Herangehensweisen natiirlich
isomorphe Funktoren liefern.
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7.51. DEFINITION. Es sei X # () ein zusammenhiingender topologischer Raum. Wenn es ein k >

0 und zusammenziehbare offene Teilmengen Uy, ..., Uy C X gibt, so dass
e X =UU---UUgs1, und
e esk eine zusammenziehbaren offenen Teilmengen Vi, ..., Vp C X mit X =V U--- UV
gibt,

dann hat X die Lusternik-Shnirelman-Kategorie LS(X) = k, andernfalls LS(X) = occ.
Man beachte, dass das Wort Kategorie hier nicht die mittlerweile iibliche Bedeutung hat.

7.52. BEISPIEL. Ahnlich der Cup-Linge aus Definition 7.42 ist die Lusternik-Shnirelmann-
Kategorie ein sehr grobes Maf fiir die Komplexitét eines topologischen Raumes.
(1) Ein Raum zusammenhéngender Raum X hat genau dann LS(X) = 0, wenn X zusam-
menziehbar ist.
(2) Es gilt LS(SXy) <1, denn SX ist die Vereinigung zweier offener Kegel C X \ X x {1}.
(3) Es gilt LS(RP") = LS(CP") = LS(HP™) = n nach Ubung 7.73.
7.53. PROPOSITION. Es sei X ein wegzusammenhdngender topologischer Raum. Dann gilt die
Ungleichung cl(X) < LS(X).
BEwEIS. Essei X =UjU---UUgy1, und Uy, ..., Ugy1 C X seien offen und zusammenziehbar.
Da X wegzusammenhingend ist, ist £*(X) unabhiingig vom Basispunkt zq. Wir diirfen also zo €

U; annehmen. Dann ist die natiirliche Abbildung E*(X,U;) — E*(X) ein Isomorphismus. Seien
jetzt au, ..., agy1 € E*(X) gegeben, dann existieren Urbilder «; € E*(X, U;). Es folgt

alv---vak+1GE.(X,Ulu"'UUk’Jrl):E.(X’X):0' ]

7.f. Ubungen zu Kapitel 7
Ubungen zu Abschnitt 7.a.

7.54. UBUNG. Beweisen Sie die folgende Aussagen iiber kofinale Unterspektren.
(1) Es sei U C V kofinal und V C E kofinal, dann ist auch U C E kofinal.
(2) Es sei U C E kofinal und V C E ein Unterspektrum, dann ist UN'V C V kofinal.
(3) Es sei V C F kofinal und f: E — F eine strikte Abbildung, dann ist auch f~}(V) C E
kofinal.

7.55. UBUNG. (1) Es seien f, g: E — F Abbildungen. Erkldren Sie Definition 7.5 in Ter-
men strikter Abbildungen auf kofinalen Unterspektren.
(2) Zeigen Sie in dieser Sprache, dass Homotopie auf Abbildungen eine Aquivalenzrelation
definiert.
(3) Zeigen Sie in dieser Sprache, dass Verkettung von Abbildungen mit Homotopie vertriglich
ist.

7.56. UBUNG. Es sei f: E — F eine Abbildung vom Grad £. Uberlegen Sie sich, dass f fiir alle &
eine Abbildung f.: mx(E) — mgp¢(F) induziert. Folgern Sie, dass me: SHCW — Gr.Ab im Sinne von
Bemerkung 5.16 einen graduierten Funktor definiert.

Ubungen zu Abschnitt 7.b.

7.57. UBUNG. Es seien E, F CW-Spektren.

(1) Definieren Sie ein geeignetes CW-Spektrum EVF mit Abbildungeni: E — EVF und j: F —
E VvV F vom Grad 0.

(2) Zeigen Sie, dass es in der Kategorie SCWy die universelle Eigenschaft eines Koproduktes
erfiillt.
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(3) Konstruieren Sie Abbildungen p: EVF — E und ¢: EVF — F vom Grad 0, so dass poi =
idg, goj=idpund poj=qgoi=0.

7.58. UBUNG. Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

(1) Es seien X und Y punktierte CW-Komplexe, dann ist S¥X v S¥Y < S*¥X x S*Y eine
(2k — 2)-zusammenhéngende Abbildung.

(2) Es seien E, F und E V F die Spektren aus Aufgabe 7.57. Zeigen Sie mit Teil (1) und
Aufgabe 7.57, dass E V F die universelle Eigenschaft eines Produkts in SHCW erfiillt.

7.59. UBUNG. Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

(1) Die Verkniipfung von Abbildungen in der Kategorie SHCW), ist bilinear beziiglich der
Addition.

(2) Das Koprodukt aus Aufgabe 7.57 ist auch ein Koprodukt in SHCWy. Insbesondere exi-
stieren alle Koprodukte in SHCW).

(3) Schlielen Sie hieraus mit Hilfe abstrakter Argumente (alternativ zu Aufgabe 7.58), dass
jedes Koprodukt gleichzeitig ein Produkt ist.

Zusatz: Formulieren Sie passende universelle Eigenschaften fiir das obige Biprodukt (simultane
Produkt und Koprodukt), wenn wir Abbildungen von beliebigem Grad zulassen.

7.60. UBUNG. Es sei Ff die Homotopiefaser einer Abbildung f: X — Y, und FSf die Ho-
motopiefaser ihrer Einhdngung. Konstruieren Sie mit der universellen Eigenschaft aus Bemer-
kung 4.71 (2) eine natiirliche Abbildung SF'f — FSf. Zu einer Abbildung von Spektren f: E — B
erhalten wir also eine Folge von Rdumen F f;, mit natiirlichen Abbildungen Ff; — Ej und SF f; —
F fi.1q1. Zeigen Sie, dass es ein CW-Spektrum F, Abbildungen g: F — E und schwache Homoto-
piedquivalenzen hy: Fy, — F fj, gibt, so dass das folgende Diagramm kommutiert:

Ik+1
Fiiq Ej 1

T hiet1 ka+1/ T

SF, —2 4 SE,

e el

7.61. UBUNG. Es sei F — E — B eine Fasersequenz von Spektren. Konstruieren Sie analog zu
Satz 4.72 eine natiirliche lange Sequenz
o e (F) — 1h(B) — me(B) 2 mpq (F) —> -+
und beweisen Sie ihre Exaktheit.
7.62. UBUNG. Betrachten Sie den soliden Teil des Diagramms aus CW-Spektren
G—H—K
| !
fl gi R
¥ ¥
F—sE——B,

wobei die obere Zeile eine Kofaser- und die untere eine Fasersequenz sei, und zeigen Sie:

(1) Gegeben eine der beiden Abbildungen f oder h, so dass das entsprechende Rechteck bis
auf Homotopie kommutiert, lasst sich die andere so konstruieren, dass das andere Rechteck
ebenfalls bis auf Homotopie kommutiert.

(2) Wenn zwei der Abbildungen f, g, h Homotopiediquivalenzen sind, dann auch die dritte.

(3) Eine Sequenz von Spektren ist genauso dann eine Fasersequenz, wenn sie eine Kofaserse-
quenz ist.
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Ubungen zu Abschnitt 7.c.

7.63. UBUNG. Es seien E = (Ey, sp)x, F = (Fu,t0)e, G = (G, Um)m CW-Spektren. Zeigen Sie:
(1) Eine Folge von Abbildungen puy¢: Ei A Fy — Gjqe induziert genau dann fiir alle A =
BUC C N mit #A = oo eine strikte Abbildung ppc: EApcF — G, wenn fiir alle k, ¢

gilt, dass

fi1,0 0 (sk Aidp,) = were 0 Spie = per1 © (idg, A (=1)Ft,) .

(2) Wenn die Bedingung aus (1) erfiillt ist, existiert eine bis auf Homotopie eindeutige Abbil-
dung pu: EAF — G, so dass pup,c ~ pong,c.

7.64. UBUNG. Konstruieren Sie Homotopiedquivalenzen g : Sk A St — Sk die den Bedin-
gungen aus Aufgabe 7.63 (1) geniigen, mit 0 = idgo: S°AS? — SO. Es bezeichne 73, 0: S¥ NS¢ —
St A S* den Vertauschungshoméomorphismus mit T(x Ny) = y A x. Zeigen Sie, dass ppp © Ty
zZu (—1)M,uk7g homotop ist, wobei —1: S¥T¢ — S*+¢ cine beliebige Abbildung vom Abbildungs-
grad —1 bezeichne.

Ubungen zu Abschnitt 7.d.

7.65. UBUNG. Es sei HZ = (HZy, si)ken das Eilenberg-Mac Lane-Spektrum zu Z, und es
bezeichne 1j € 7 (HZy) = 7Z den kanonischen Erzeuger mit s 0 S1p = Sg41.

(1) Konstruieren Sie Abbildungen py¢: HZy N HZy — HZj1y, die den Bedingungen aus
Aufgabe 7.63 (1) geniigen, mit p ¢(1x A 1g) = 1j4¢, und beweisen Sie Eindeutigkeit bis
auf Homotopie.

(2) Zeigen Sie, dass fiir alle k, £, m > 0 die folgenden Paare von Abbildungen jeweils homotop
sind:

Pksem © (dmz, A tem) ~ Hke4m © (ke ANidgz,)
pox o (1o Aidpz, ) ~idgz, : S° A HZy, — HZy
und KE,0 © (idHZk VAN 10) ~ idHZk3 HZ A SV — HZy, .
7.66. UBUNG. Es seien pre: HZy N HZy — HZpyyo die Abbildungen aus Aufgabe 7.65. Es

bezeichne 1y, o: HZ NHZ¢ — HZ¢NHZj, den Vertauschungshoméomorphismus mit 7(xAy) = yAx.
Zeigen Sie:

(1) Es gibt fiir alle & > 1 eine bis auf Homotopie eindeutige Abbildung —1: HZy — HZy, so

dass (1) = —idy, (m7,)-
(2) Fiir alle k, £ > 0 sind die Abbildungen o 74, und (—1)k+t oppe: HZpy NHZy — HZp g
homotop.

7.67. UBUNG. Es sei (E, i, e) ein Ringspektrum und F ein beliebiges Spektrum. Beweisen Sie
mit Hilfe von Satz 7.28 und Definition 7.29, dass (F AE,id A i) ein E-Modulspektrum ist.

7.68. UBUNG. Es sei A eine abelsche Gruppe und MA ihr Moore-Spektrum. Zeigen Sie, dass

A firk=0

7 (HZ A MA) = {
0 sonst
Konstruieren Sie eine stabile Abbildung HA — HZ AMA, die auf allen 73, Isomorphismen induziert.

7.69. UBUNG. Beweisen Sie mindestens einen der Punkte (1)—(4) aus Proposition 7.34 mit Hilfe
von Satz 7.28 und Definition 7.29.
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7.70. UBUNG. Es sei E ein Ring- und F ein Rechts-E-Modulspektrum. Uberpriifen Sie Be-
merkung 7.35, wonach Fy(X) und F*(X) fiir jeden Raum X graduierte Rechts-E*-Moduln sind,
und stetige Abbildungen graduiert E*-lineare Abbildungen induzieren. Dabei bedeutet ,,graduiert*
wieder, dass sich bei der Multiplikation homogener Elemente die Grade addieren.

Ubungen zu Abschnitt 7.e.

7.71. UBUNG. Essei f: (Z,U) — (W, V) eine stetige Abbildung beliebiger Paare. Beweisen Sie
die Definition 7.45 zugrunde liegende Behauptung, wonach f*: E*(W,V) — E*(Z,U) nicht von der
Wahl der Abbildung g: (X, A) — (Y, B) von Approximationen durch Paare von CW-Komplexen
abhéngt. Zeigen Sie dann, dass E*® ein homotopieinvarianter Funktor ist.

7.72. UBUNG. Es seien (X, A) — (Z,U) und (Y, B) — (W, V) Approximationen durch Paare
von CW-Komplexen. Zeigen Sie, dass (X x Y, Ax Y UX x B) eine Approximation von (Z x W, U x
WU Z x V) durch Paare von CW-Komplexen ist.

Hinweis: Arbeiten Sie mit Abbildungskegeln, und beginnen Sie mit dem Spezialfall U = V = ().

7.73. UBUNG. Es sei k = R, C oder H.

(1) Zeigen Sie, dass cl(kP™) > n, indem Sie ein geeignetes, nicht verschwindendes Cup-
Produkt angeben.
(2) Zeigen Sie, dass LS(kP") < n.
Aus Proposition 7.53 folgt dann LS(kP") = cl(kP™) = n.
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KAPITEL 8

Dualitat

In allgemeinen monoidalen Kategorien gibt es einen Begriff von starker Dualitéit. In der sta-
bilen Homotopiekategorie SHCW der CW-Spektren ist das die sogenannte Spanier-Whitehead-
oder S-Dualitéit. Beim Ubergang von einem Raum zu seinem Dualraum vertauschen Homologie
und Kohomologie ihre Rollen. Motiviert von unseren Uberlegungen zur Poincaré-Dualitét in der
Bordismustheorie fithren wir Orientierungen und Fundamentalklassen ein. Anschlieflend beweisen
wir den Thom-Isomorphismussatz und Poincaré-Dualitit, indem wir den Thom-Isomorphismus mit
Spanier-Whitehead-Dualitéit kombinieren.

8.a. Spanier-Whitehead-Dualitit

In diesem Kapitel fithren wir eine stabile Dualitdt zwischen topologischen Rdumen X und X*
ein, so dass die Homologie von X genau die Kohomologie von X™* ist und umgekehrt. Streng
genommen handelt es sich um eine Dualitét zwischen (Einhédngungs-) Spektren. Sie funktioniert
besonders gut fiir endliche Spektren, oder dquivalent fiir endliche CW-Komplexe. Kompakte glatte
Mannigfaltigkeiten sind typische Beispiele hierfiir, und wir kénnen das Dual einer kompakten Man-
nigfaltigkeit explizit angeben als Thom-Spektrum ihres stabilen Normalenbiindels; dazu folgen wir
Dold und Puppe [DP]. Im néchsten Abschnitt beweisen wir den Thom-Isomorphismus-Satz und
erhalten als Korollar verschiedene Dualitétssétze fiir glatte Mannigfaltigkeiten.

Es sei (C,®, F) eine monoidale Kategorie, siehe Abschnitt 4.c. Wir erinnern uns auch an die
natiirlichen Isomorphismen A und p aus Definition 4.26. In einer monoidalen Kategorie heifit ein
Objekt B schwach dual zu A, wenn es fiir alle Objekte C eine natiirliche Bijektion

Hom¢(C ® A, E) = Home(C, B) (8.1)
gibt. Fiir C' = B entspricht dann idp € Hom¢(B, B) der schwachen Auswertungsabbildung
e=eq4: BRRA—E.

Wenn zu jedem Objekt A ein duales Objekt DA = B existiert, erhilt man durch Auswahl
von DA einen kontravarianten Funktor D: C — C. Falls nicht, kann man zur vollen Unterkate-
gorie C* der dualisierbaren Objekte tibergehen. Dabei ist £ dual zu sich selbst, wir setzen al-
so DE = E. Der zu f: A — B duale Morphismus Df: DB — DA wird so definiert, dass das
Diagramm

DB AL pBe B (8.2)

Df®idl isB

DA® A2 E

kommutiert.

Wenn auch DA ein schwaches Dual besitzt, konnen wir eine natiirliche Abbildung d4: A —
DDA angeben, die geméf (8.1) der Identitéit idp4 entspricht. Dann nennen wir A refleziv, wenn d4
ein Isomorphismus ist.

291



8.1. BEISPIEL. Es sei C eine abgeschlossene monoidale Kategorie. Dann hat jedes Objekt C' ein
schwach duales Objekt D = hom(C, E), und e¢c = evc,g ist die schwache Auswertungsabbildung
aufgrund der universellen Eigenschaft aus Bemerkung 4.28 (1). Der duale Morphismus zu f: A — B
ist hom(f, E): hom(B, F) — hom(A, E).

Noch konkreter sei C = Vecy, dann ist DV = V* der Dualraum, ey : V* ® V — k die Auswer-
tungsabbildung mit a ® v — «a(v), und f*: W* — V* ist der duale Morphismus zu f: V' — W. Ein
Vektorraum V ist reflexiv, wenn V = (V*)* gilt, also genau dann, wenn er endlich-dimensional ist.
Daher heiflen reflexive Objekte manchmal auch endlich.

8.2. PROPOSITION UND DEFINITION. Es sei (C,®, E) eine monoidale Kategorie. Fir Objekte A,
B von C und einen Morphismus e: B® A — E sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(1) Es gibt eine Ko-Auswertungsabbildung n: E — A® B, so dass

idy: A2 BPeA @S A9 Bo A %5 AeE 25 A, (1a)
idg: BLS BoE Y BoAeB U EeB 2 B. (1b)

(2) Fir alle Objekte C, D won C ist die natirliche Abbildung ¢c.p: Home(C,D ® B) —
Hom¢(C' ® A, D) bijektiv, wobei

won(f): CoALS DeBeA Y Dop 25D,
Falls eine dieser Aussagen gilt, heifit A stark dualisierbar mit starkem Dual B.

Spéater benutzen wir Eigenschaft (1) zum Nachweis der starken Dualitidt. In den Anwendun-
gen arbeiten wir oft mit (2), siche Bemerkung 8.5. Diese Aussage bedeutet, dass Tensorieren mit
stark dualen Objekten adjungierte Funktoren liefert. Eigenschaft (2) impliziert, dass starke Duale
insbesondere schwache Duale im Sinne von (8.1) sind.

In einer symmetrischen monoidalen Kategorie spielen A und B die gleiche Rolle. Also ist A
genau dann starkes Dual von B, wenn B starkes Dual von A ist, und stark dualisierbare Objekte
sind automatisch reflexiv.

BEWEIS. Die Behauptung ist die Aquivalenz zweier Definitionen adjungierter Funktoren, die

folgenden Argumente sind daher Standard. Sei (1) erfiillt, dann definieren wir eine Umkehrabbil-
dung ¢ p zu pc,p durch

Yeplg): CPsCoE Y coAeB S DB,

Um zu sehen, dass ¢c p o ¥c,p = id, benutzen wir (la) im Diagramm

CRA—>CRFERA—~C2A2BA—2~D2B® A

o,k

CRARQFE D FE
C®A g D.

Entsprechend folgt ¢ p o pc,p = id aus (1b).
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Wenn umgekehrt (2) gilt, sei 7 = ¢4 (\). Dann folgt (1a) aus der Definition von ¢ 4, denn

EoA—'~A2BxA

| |
A< ARE.
Nach Definition von ¢¢ p gilt € = ¢p, (A1), Wir konnen jetzt 1o, p wie oben definieren und ¢c po

Yo p = id iiberpriifen. Da ¢ p bijektiv ist, ist ¢c p die Umkehrabbildung. Also gilt ¢ g(e) = AL
und daraus folgern wir (1b) dhnlich wie oben. O

8.3. BEISPIEL. Selbst in abgeschlossenen monoidalen Kategorien ist nicht immer jedes Objekt
stark dualisierbar.

(1) Ein k-Vektorraum ist genau dann stark dualisierbar, wenn er endlich-dimensional ist.
(2) Sei R kommutativer Ring mit Eins. Dann ist ein R-Modul genau dann stark dualisierbar,
wenn er endlich erzeugt und projektiv ist.

Da Veckg und Modr symmetrisch monoidal sind, ist Dualitdt hier eine symmetrische Relation.

8.4. DEFINITION. Das starke Dual in der stabilen Homotopiekategorie (SHCW, A,S) heifit
Spanier- Whitehead-Dual oder S-Dual. Wenn SX zu X7 "SX™* stark dual ist, heiflit X* ein Spanier-
Whitehead-Dual vom Grad n mit Auswertungsabbildung €,: X* AN X — S™.

8.5. BEMERKUNG. Da die monoidale Kategorie SHCW nach Satz 7.28 graduiert symmetrisch
ist, ist dann X auch ein Spanier-Whitehead-Dual zu X*. Dualisierbare Rdume sind also reflexiv,
was auch in der Kategorie SHCW eine starke Einschrinkung ist. Immerhin kann man zeigen, dass
endliche CW-Spektren immer ein ebenfalls endliches duales Spektrum besitzen.

Wir miissen etwas mit den Vorzeichen aufpassen. Es sei X™* ein Spanier-Whitehead-Dual von X
vom Grad n. Zur Auswertungsabbildung €,: X* A X — S™ gehort nach Definition 8.2 (1) eine
Koauswertungsabbildung n,,: ™ — X A X*, so dass

idgny: S"AX TN A XA X M x A gn T gm A X

idgnye s S A X* T e p gn A e e n xS0 gn y xe
Hierbei sei 7y die ,,naive“ Transposition aus Bemerkung 3.73 (2). Da sowohl S™ als auch C'(R"|K)
der n-te Raum des jeweiligen Spektrums sind, entspricht 7, , = (—1)""71y genau der Transposition
gemaf Satz 7.28.

Wir geben eine (ko-) homologische Interpretation der Bedingung (2) in Definition 8.2. Es sei E
ein Spektrum, das wir gemifl Beispiel 7.31 (1) als Linksmodulspektrum iiber dem Sphérenspek-
trum S auffassen. Aulerdem représentiert 7, eine Homologieklasse [n,] € 75 (X A X*). Unter der
Annahme, dass X ein endlicher CW-Komplex ist, sei [a] € E¥(X) gegeben durch a: S*X — Ej.
Aus Definition 7.33 und der Konstruktion von 1 im Beweis vom Proposition 8.2 ergibt sich, dass

] .
Ysr(a) =nn/a: gntt S gy p xoe anid, Epio NX*.

Das gleiche Argument funktioniert auch fiir stabile Abbildungen a € [SX,E]_. Also erhalten wir
eine (ko-) homologische Dualitét

YsE =/ : EM(X) — Ep_p(X7).
Um Spanier-Whitehead-Duale zu konstruieren, benttigen wir noch einen neuen Begriff.

8.6. DEFINITION. Eine Teilmenge Y C X heifit Umgebungsretrakt, wenn es eine Umgebung U C
X von Y und eine Retraktion p: U — Y gibt. Letztere heifit dann auch Umgebungsretraktion.
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Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, wie wir Rdume und Paare von Raumen durch Paare
von CW-Komplexen approximieren kénnen. Den Ausschneidungssatz 7.47 kdnnen wir als Satz {iber
solche Approximationen verstehen. Wir arbeiten im Folgenden daher nicht mit CW-Komplexen,
sondern mit Raumpaaren. Eine Approximation durch Paare von CW-Komplexen ist im Folgen-
den stets moglich, vereinfacht die Situation jedoch nicht. Wir erinnern uns an die Schreibwei-
se X|z = (X, X \ {z}) aus Abschnitt 3.e. Allgemeiner sei X|A = (X, X \ A) fiir jede Teilmen-
ge AC X.Mit C(X|z) = X//(X\{z}) und C(X]A) = X /(X \ A) bezeichnen wir die zugehorigen
Homotopiequotienten.

8.7. SATZ (Spanier-Whitehead-Dualitéit). Es sei K C R™ ein kompakter Umgebungsretrakt.
Dann ist C(R"|K) ein Spanier- Whitehead-Dual von K .

Bewers. Wir fassen K als O-ten Raum des Spektrums SK auf, und C(R"|K) als n-ten Raum
des dualen Spektrums. Eine Auswertungsabbildung e,,: C(R"|K) A K4 — S™ wird gegeben durch

en((z, ) N K) = (z — b, t) € C(R™[0) 2 S™.

Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn sie bildet Basispunkt auf Basispunkt ab, und wenn (z, )
nicht in der Basis des Kegels liegt, also ¢ < 1, gilt x ¢ K, somit  — k # 0.

Es sei R > 0 so groB, dass K C Bgr(0). Mit dem Lemma 1.30 von Urysohn finden wir eine
stetige Abschneidefunktion ¢: R™ — I mit ¢|x = 1 und suppy C U. Aulerdem sei p: U — K die
Umgebungsretraktion. Wir konstruieren eine Koauswertungsabbildung 7,,: S™ — K A C(R"|K)
fiir (x,t) € C(R"Bg(0)) ~ S™ durch

nn(xa t) = p(l’) A (.’I}, w(x) t) .
Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn da supp+ C U, brauchen wir p(x) nur auf Punkte z € U
anzuwenden. Und schliefilich ist |x| > R falls ¢ < 1, also insbesondere x ¢ K. Sobald wir gezeigt
haben, dass €, und 7, die Bedingungen aus Bemerkung 8.5 erfiillen, folgt auch die Eindeutigkeit
von 7, bis auf stabile Homotopie.
Wir iiberpriifen die Bedingungen aus Proposition 8.2 (1). Zu (1a) betrachten wir die Verkettung

npAld idAen,

S"A Ky ~ C(R"Br(0)) A Ky 2S Ko ACRYK) A K

Ki ANC(R™0) ~ KL AS™
(x,t) Nk ——p(x) A (2, 0(2) t) ANk ——p(x) A (x — k,(x)t) .

Um eine Homotopie zur Transpositionsabbildung 7: S" A K, — K4 AS” zu finden, ersetzen wir im
Bild K zunéchst durch U. Das Element (z — k,¢(z)t) € C(R"|0) ,sieht* nur Punkte von kleinem
Abstand |z — k|. Genauer gesagt, wéhlen wir » > 0 so klein, dass x € U falls k € K und |z — k| <.
Mit einer weiteren Abschneidefunktion erreichen wir, dass (z,t) A k auf den Basispunkt abgebildet
wird, wenn |z — k| > r. Daher ist die obige Abbildung als Abbildung nach Uy A C(R™]0) homotop
zu
CR"|Br(0O) ANKy > (z,t) Ne— kA (z — k,¢(x)t) € K AC(R"|0) .

Mit Hilfe der Retraktionsabbildung p konnen wir diese Homotopie auf K A C(R™|0) , herunter-
driicken“. Die obige Abbildung ist wiederum homotop zu

CRYBR(0) A Ky 3 (2,8) Ak — kA (z,9(x) 1) € K+ AC(RY0),

indem wir z — k durch x — sk ersetzen. Denn falls (z,t¢) nicht in der Basis des Kegels liegt (also
falls t < 1), ist |x| > R, somit z — sk # 0 fiir alle s € I.
Zu (1b) betrachten wir die Verkettung

idAny, enNid
_—

C(R"K) A C(R"|Br(0)) 2™ O(R? K) A K A C(R?|K) C(R"|0) A C(R"|K)
(s u) A (z,t) ———— (y,u) Ap(x) A (2,9(2) t) —— (y — p(2),u) A (2,9 (2) 1) .
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Wie im obigen Beweis diirfen wir annehmen, dass alle Punkte (y,u) A (z,t) auf den Basispunkt
abgebildet werden, es sei denn |y — p(z)| < r und |z — p(z)| < r; letzteres gilt bei geeigneter Wahl
von 7, da p(z) = z fiir alle x € K. Das nutzen wir aus, um zunéchst im zweiten Faktor x in y zu de-
formieren. Anschliefend homotopieren wir y—p(x) im ersten Faktor zunéchst zu —p(x), dann zu —z.
Die Abbildung —id: C(R"|Bgr(0)) — C(R™|0) hat Abbildungsgrad (—1)" nach Folgerung 3.89, die
obige Abbildung ist also homotop zu (—1)"7p. Mit Bemerkung 8.5 ist der Satz bewiesen. O

Wir erinnern uns an den Whitney-Einbettungssatz 6.52, den Satz 6.51 von der Réhrenumge-
bung, die Definition 6.50 des Thom-Raumes eines Vektorbiindels und die Definition 6.53 des stabilen
Normalenbiindels.

8.8. DEFINITION. Es sei f: M — R" eine Einbettung einer m-dimensionalen glatten geschlos-
senen Mannigfaltigkeit. Das normale Thom-Spektrum Mv von f ist als Einhdngungsspektrum de-
finiert durch

t falls k d
My = pk alls k < n, un (1)
S My falls & > n.

Wenn M einen Rand hat, definieren wir das relative normale Thom-Spektrum Mv durch
M, :MVk/M(V|aM)k . (2)

Der Raum My, heifit auch relativer Thom-Raum. Aus den Voriiberlegungen zu Definition 6.53
folgt, dass My und Mw bis auf stabile Isomorphismen nicht von der Wahl der Einbettung f
abhéngen. An der folgenden Konstruktion erkennt man gut, dass Spanier-Whitehead-Dualitdt eine
stabile Konstruktion ist.

8.9. FOLGERUNG. Das relative normale Thom-Spektrum einer glatten kompakten Mannigfal-
tigkeit M mit Rand ist Spanier- Whitehead-dual zu M. Dabei faktorisiert die Koauswertungsabbil-
dung nn: S™ — My AN MU, zu einer Einbettung f: M — R™ dber die Kollaps-Abbildung S™ — M.

BEWEIS. Es sei f: M — R" eine Einbettung geméfl Satz 6.52, und es sei Dvgn M C R™ eine
Roéhrenumgebung geméfl Satz 6.51. Dann ist M Deformationsretrakt von Duvgn M, also ist M C R
insbesondere ein Umgebungsretrakt. Wie im Beweis von Satz 8.7 ist C(Dvgn M |M) ein Spanier-
Whitehead-Dual von M vom Grad n, und C(DvgaM|M) ist homotopiedquivalent zum Thom-
Raum Mvgn M = Muy,.

Wenn M einen Rand hat, kdnnen wir jede Einbettung f: M — R™ zu einer Einbettung

f: M = M Ugp (OM x [0,¢]) — R"

fortsetzen, da dM kompakt ist. Dann ist M Retrakt einer Rohrenumgebung D des Norma-
lenbiindels 7 — M, und C(Dv|M) ist homotopiedquivalent zu M,. Die Abbildung 7, aus dem
Beweis von Satz 8.7 lasst sich zerlegen als

id)oA
c Mo, — VR hr A M, 0

mn: C(R"|BR(0))
dabei ist ¢: 8™ — M, die Kollaps-Abbildung.

8.b. Orientierungen und Thom-Isomorphismen

Wir definieren einen geeigneten Orientierungsbegriff fiir topologische Mannigfaltigkeiten, und
fiir eine bestimmte Art ,Biindel*, und zwar als ganzzahlige Kohomologieklasse. Anschlielend verall-
gemeinern wir diesen Begriff auf allgemeine multiplikative Kohomologiefunktoren. Danach beweisen
wir den Thom-Isomorphismus-Satz.

295



Zur Motivation sei zunédchst V ein reeller Vektorraum. Unter einer Orientierung von V' versteht
man eine Aquivalenzklasse gleich orientierter Basen, dabei heifilen zwei Basen gleich orientiert,
wenn die zugehorige Basiswechselmatrix positive Determinante hat. Ein Vektorraum mit Orientie-
rung heifit orientierter Vektorraum. Der Raum R” trage fortan diejenige Orientierung, fiir die die
Standardbasis (eq, ..., ey,) positiv orientiert ist. Ein linearer Isomorphismus ¢: V' — W orientierter
Vektorrdume heifit orientiert, wenn er orientierte Basen auf orientierte Basen abbildet.

Sei jetzt p: V. — X ein reelles Vektorbiindel vom Rang r wie in Abschnitt 6.f. Unter einer
Orientierung von V verstehen wir eine Orientierung jeder einzelnen Faser, so dass es einen At-
las A = {(Uj, ;) | i € I} wie in Definition 6.33 gibt, fiir die alle (¢;]y,)~1: R® — V,, orientierte
Isomorphismen sind, siehe Bemerkung 6.35 (2).

Fiir eine topologische Definition betrachten wir ¢ € GL(r,R) als Abbildung g: R"|0 — R"|0.
Wir erhalten ein kommutatives Diagramm

02 AY(R") —= H'"Y(R"\ {0}) —> H"(R"[0) — H"(R") =0

|

02 A (RT) —> A (R {0}) 2> H(R7]0) — H'(R") = 0

fiir ganzzahlige Kohomologie. Die beiden mittleren Kohomologiegruppen sind jeweils isomorph zu Z,
da (D", S™!) ein Deformationsretrakt des Paares R”|0 ist. Nach Beispiel 3.47 hat die Abbildung ¢
den Abbildungsgrad deg g = signdet g, somit ist g* = +id, je nachdem, ob ¢ orientierungserhaltend
ist oder nicht. Also verhalten sich die zwei Erzeuger von H"(R"|0) = Z als Z-Modul unter linearen
Isomorphismen genau wie Orientierungen. Daher nennen wir einen Erzeuger von H"(R"|0) eine
Orientierung des R".

Um Orientierungen auf V' zu erhalten, die stetig von Faser zu Faser variieren, identifizieren
wir X mit dem Nullschnitt von V' und erinnern uns an den Thom-Raum MV, der zu C(V|X)
homotopiesquivalent ist. Wir definieren eine Z-Orientierung von V' als eine Klasse w € H*(V|X),
so dass tiw € H*(V,|0) den Z-Modul H*(V,|0) = H*(R"|0) = Z fur alle x € X erzeugt; dabei
sel 1;: V — V die Inklusionsabbildung.

Diesen Orientierungsbegriff verallgemeinern wir fiir beliebige multiplikative Kohomologiefunk-
toren. Sei E ein Ringspektrum. Wir nennen ein Element a € E*(R"|0) einen Erzeuger, wenn die
Abbildung

E.(R"|0) — E* mit ar— {a,a)
ein Isomorphismus ist. Zwei Erzeuger unterscheiden sich um eine Einheit des Koeffizientenrings E*°.
Im Falle gew6hnlicher Kohomologie ist & vom Grad r, aber das muss fiir allgemeine E nicht so sein.

8.10. DEFINITION. Es sei F ein multiplikativer Kohomologiefunktor und V' — X ein Vek-
torbiindel vom Rang r. Eine E-Orientierung oder auch Thom-Klasse von V im Grad n ist ein
Element w € E"(V|X), so dass tiw fiir alle z € X den E*-Modul E*(V,|x) erzeugt.

Fiir einen Ring R sprechen wir von R-Orientierbarkeit, wenn Orientierungen beziiglich des
Filenberg-Mac Lane-Spektrums HR gemeint sind.

8.11. BEMERKUNG. Nicht jedes Vektorbiindel ist orientierbar. Beispielsweise ist das M&biusband
nicht Z-orientierbar, denn bei einem Umlauf um die Basis S' geht jeder Erzeuger in sein Negatives
iiber.

Die obige Voriiberlegung legt nah, eine Uberlagerung Xyg — X der punktweisen F-Orientie-
rungen von V einzufithren. Als Faser Xy g, wéhlen wir die Menge aller Erzeuger von E*(V,|x) =
E**™ und lokale Trivialisierungen von Xy g konstruieren wir mit Hilfe der lokalen Trivialisierungen
von V' aus Definition 6.33. Dann liefert jede E*-Orientierung w von V' einen Schnitt o: X — Xy g
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mit o(z) = tiw; diese Abbildung ist fiir allgemeine E aber werder injektiv noch surjektiv. Fiir
gewohnliche Kohomologie erhalten wir Bijektivitéit mit Hilfe des Dimensionsaxioms, vergleiche [H1,
Theorem 3.26].

Im folgenden Satz nutzen wir aus, dass p: V — X eine Homotopiedquivalenz ist. In der relativen
Situation V' — (X,Y") betrachten wir wie in Definition 8.8 den relativen Thom-Raum

MV = MV/M(p~'(Y)) .

8.12. SATZ (Thom-Isomorphismus). Es sei E ein Ringspektrum und F ein Rechts-E-Modul-
spektrum. Es sei p: V — X ein Vektorbiindel vom Rang r iber einem endlichen CW-Komplex X,
und es sei w € E™(V|X) eine E-Orientierung. Fir jeden UnterkomplexY C X gibt es Isomorphis-
men

Opin: Flgn(MV) = F(V,V]y) 25 E(X/Y) (1)
und 9% FR(X)Y) 2o PRV V) =< Frtk(MT) | 2)

Die Voraussetzungen an X konnen weiter abgeschwécht werden; das erfordert allerdings zusétz-
liche Argumente. Fiir das Folgende reicht uns die obige Variante.

BeEwEIS. Wir beginnen mit dem Fall Y = (). Wenn das Biindel V = R” x X trivial ist, dann ist
der Thom-Raum homotopiedquivalent zu

C(V|X) = C(RT|0) A X1 ~ STX, .

Es w = s"wp mit wg € E""(X). Fixiere 9 € X und ¢: {29} — X. Da t*wy € E" "({zo}) =
E™™" nach Voraussetzung ein Erzeuger vom Grad n — r ist, konnen wir auf beiden Seiten der
Abbildungen (1), (2) mit seinem Inversem multiplizieren, und erhalten genau dann Isomorphismen,
wenn die urspriinglichen Abbildungen Isomorphismen waren.

Wir diirfen in diesem Schritt daher n = r und ¢} wy = 1 annehmen. Es folgt wp = 1+a € EY(X)
mit a € kert = E%(X) und w = s"(1 4 «). Wir nehmen zunichst an, dass X zusammenhéngend
und m-dimensional ist. Nach Proposition 7.44 gilt a™*1 = 0, daher ist (1 + «) invertierbar mit

l+a)t=1l-a+--+(-1D)ma™,

und die Abbildungen (1), (2) sind Isomorphismen. Wenn X nicht zusammenhéngend ist, betrachten
wir jede Zusammenhangskomponente einzeln und erhalten das gleiche Ergebnis.

Falls V' — X nicht trivial ist, kénnen wir die CW-Struktur auf X durch Unterteilen verfeinern
und X als Vereinigung endlich vieler CW-Komplexe X1, ..., Xy schreiben, auf denen V trivial
ist. Wir schliefen durch Induktion iiber N; den Fall N = 1 haben wir bereits behandelt. Seien
also (1) und (2) Isomorphismen fiir alle CW-Komplexe, fiir die eine (N — 1)-fache Vereinigung Y =
X1U---UX,_1 ausreicht. Dann trifft das auch auf 7 = (X1 U---UX,_1)N X, zu. Wir schreiben V3
und Vz fiir die Einschrinkungen von V und betrachten ein kommutatives Diagramm aus Mayer-
Vietoris-Sequenzen

0
— Frn(Vz|Z) — Frn(WY) @ Frpn (Vi [ Xn) — Fin(V[X) = Frin-1(V2]Z2) —

ﬂk+nl% 7~9k+nlg ﬁk+nl ﬂk-‘—nl%
0

— Fy(2) Fp(Y) & Fi(Xn) Fi(X) Fpa(Z2) — .

Aus dem Fiinfer-Lemma folgt die Behauptung.
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Fiir Y # 0 folgt die Behauptung mit dem Fiinferlemma aus dem Diagramm

> B (M(V]Y)) — Fyn(MV) —— i n(MV) —2> By (M(V]Y)) ——

ﬁk+nl% ﬁk+nlg 19k+nl ﬁlc-ﬁ-nlg

Fi(Y) Fi(X) Fr(X,Y) Fr1(Y)

Genauso beweist man (2). O

Ublicherweise nennt man eine glatte Mannigfaltigkeit E-orientiert, wenn ihr Tangentialbiindel
eine F-Orientierung trigt. Wir haben bisher aber nur mit dem Normalenbiindel gearbeitet. Sei M —
R"™ eine Einbettung mit Normalenbiindel vM — M. Dann zerfillt R™ fiir alle x € M als direkte
Summe in v, M und T, M. Fiir die Whitney-Summe gilt daher

vM & TM >R — M .

Das reicht, um mit Hilfe des Thom-Isomorphismus normale und tangentiale Orientierungen zu
vergleichen. Denn das triviale Biindel lidsst sich immer orientieren, indem man einen Erzeuger
von E® mit der Abbildung ¢: C(R"|X) — C(R"|0) zuriickzieht. Wenn nichts anderes gesagt wird,
wihlen wir dazu die Standardorientierung wrr = ¢*(s"e).

8.13. FOLGERUNG. FEs sei X ein endlicher CW-Komplex, und es seien V, W — X reelle
Vektorbindel. Wenn zwei der drei Bindel V., W und U =V & W Orientierungen wy, wy bezie-
hungsweise wy tragen, dann lisst sich die dritte Orientierung eindeutig so festlegen, dass

wy = ¢'wy — pruw € C(U|X) .
BeweEeis. Wir betrachten das kommutative Diagramm

U——V

b

w1 X,
Es gilt DU = p*DW = ¢*DV und SU = ¢*SV U p*SW. Es folgt, dass DU, /SU, = DV, /SV, A
DW, /SW, fir alle x € X. Der Thom-Raum MV = DV/SV ist zu den relativen Thom-Rdumen
von p*W — (DV,SV) und von ¢*V — (DW, SW) hombomorph. Wir ziehen eine gegebene Orien-

tierung wyy € E™(MW) lings p: DV — X zuriick zu p*ww € E™(M(p*W)) und betrachten den
relativen Thom-Isomorphismus

- (pfww): EF(MV) — EFT™(MU) .

Gegeben wy erhalten wir ein eindeutiges wy wie in der Proposition und umgekehrt. Indem wir auf
die Fasern an der Stelle z € X einschrinken, sehen wir, dass mit zweien auch die dritte Klasse eine
Orientierung ist. 0

8.c. Poincaré-Lefschetz-Dualitit

Aus Spanier-Whitehead-Dualitét leiten wir mit Hilfe des Thom-Isomorphismus Poincaré-Dua-
litdt ab. Wir diskutieren einige Schlussfolgerungen. Insbesondere betrachten wir die Schnittform.
Da wir Thom-Isomorphismen unter sehr restriktiven Bedingungen konstruiert haben, kénnen wir
Poincaré-Dualitdt nur fiir glatte geschlossene Mannigfaltigkeiten beweisen. Dazu bendtigen wir ein
weiteres Resultat aus der Differentialtopologie.

8.14. SaTz (Morse). Jede glatte Mannigfaltigkeit trigt eine CW-Struktur.
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Es sei jetzt M eine F-orientierte glatte kompakte Mannigfaltigkeit mit Rand und f: M — R"
eine Einbettung. Geméafl Folgerung 8.13 gibt es also eine normale Orientierung w, € E""(Mv).
Da v vom Rang n — m ist, wird in vielen Féllen » = m gelten, das muss aber nicht zwangsliufig
so sein. Auflerdem induziert die Spanier-Whitehead Dualitéit aus Folgerung 8.9 eine Klasse 1, €
w5 (M4 A Mwy,) wie in Bemerkung 8.5. Die Verkettung der kohomologischen Spanier-Whitehead-
Dualitdt mit den relativen Thom-Isomorphismen aus Satz 8.12 ergibt Isomorphismen

FFOM) 0 By (M) =% B (M, OM)  mit s ([ga]/a) ~ w

und  FROM,OM) =% FRr (M) L Fog(M) mit 8 () /(B — w) -

Diese Isomorphismen heiflen (bis auf das Vorzeichen) Poincaré-Dualitit (OM = @) oder Lefschetz-
Dualitét. Die Hauptaufgabe in diesem Abschnitt besteht darin, eine Darstellung der Form o —
[M] ~ « fiir beide Isomorphismen zu finden, wobei [M] € E"(M,dM) nur von der gewihlten
E-Orientierung abhingt. Dann erhélt man in beiden Féllen Isomorphismen von Rechts-E®(M)-
Modulen.

8.15. DEFINITION. Es sei M eine kompakte, E-orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand. Eine E-
Fundamentalklasse von M ist eine Klasse a € E,(M/OM), so dass das Bild a|z € E,(M|z) von a
unter der induzierten Abbildung E, (M) — E,(M|x) fir alle z € M ein Erzeuger ist.

Sei w € E""(Mv) eine normale Orientierung. Mit Bemerkung 8.5 sieht man, dass das Spanier-
Whitehead-Dual
[M] = ([n]/1) ~ w € E.(M/OM)
von w eine Fundamentalklassse ist; dazu schrinkt man w zunéchst auf eine zu D™ homéomorphe
Untermannigfaltigkeit ein.

8.16. SATZ (Poincaré-Lefschetz-Dualitit). Es sei E ein kommutatives Ringspektrum und F ein
E-Modulspektrum. Es sei M eine kompakte glatte m-dimensionale, E-orientierte Mannigfaltigkeit
mit Fundamentalklasse [M] € E.(M,0M). Es sei OM = AU B, wobei AN B eine (m — 2)-
dimensionale Untermannigfaltigkeit von OM sei. Dann induziert das Cap-Produkt mit [M] einen
Isomorphismus von Rechts-E®(M)-Moduln, der fiir alle k gegeben ist durch

o=[M] ~ -: F*(M,A) — F,_,(M,B) .

Wir haben aus rein technischen Griinden vorausgesetzt, dass M glatt ist. Falls M nicht glatt
ist, erhilt man Poincaré-Lefschetz-Dualitit ohne den Umweg iiber Spanier-Whitehead-Dualitdt und
Thom-Isomorphismus, muss jedoch etwas mehr arbeiten. Ohne die Voraussetzung, dass E kommu-
tativ ist, erhélt man immer noch Isomorphismen von abelschen Gruppen fiir jedes k, siehe [Ad],
wenn man F als Links-E-Modulspektrum auffasst. Wir fithren den ganzen Beweis mit den obigen
Annahmen, was ihn etwas vereinfacht.

BEWEIS. Essei f: M — R" eine Einbettung, und es sei w € E"~"(Mv) die zur E-Orientierung
von M passende Thom-Klasse des Normalenbiindels. Nach Folgerung 8.9 faktorisiert die Koaus-
wertungsabbildung 7, : S™ — M, A My, iiber f,: S™ — Mu,. Mit 1 € [M,, S°] folgt

(1] /1 = [71n] und [M] = p*([ﬁn] - W) :
Im Fall A =0, o € F¥(M) erhalten wir das Diagramm
~1

T (M) o (M) E,(Dv/D(vopr)) ——— En(M,0M)

/p*lT /\p*al (71)k(n—r) \LAP*O‘ l/\a
/ *

Tn(Dvy A Miy) 25 F, (M) —2> E,(Dv/D(voy)) —— F,_1(M,0M) ,

oY
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in dem das mittlere Quadrat bis auf das angegebene Vorzeichen kommutiert. Dabei haben wir
benutzt, dass p: Dvy — M, eine Homotopiedquivalenz ist. Nach Voriiberlegung erhalten wir den
gesuchten Isomorphismus

o: FR(M) i>Fr,k(]\4,8M) mit a— (=D (] /a) ~w = [M] ~ .
Im Fall B =), 8 € F*¥(M,0M) betrachten wir analog das Diagramm

E, (DZ//D(I/@M
*w

)
/ (-1 )k(“—’“)%\

T ( Mz/n F,_ le/n

s T T

7 (Dvy A Miy,) L Tn (M, A Duy)

F_ k Dy)pf) rfk(M)

und erhalten einen Isomorphismus
p: FY(M,0M) = Frp(M)  mit e ()M (mfna]) /(8 — w) = [M] ~ 6.
Fortsetzung folgt ... g

Wir betrachten jetzt gewohnliche (Ko-) Homologie mit Koeffizienten Z. Als erstes geben wir ein
kohomologisches Kriterium fiir die Existenz einer Orientierung an. Dabei bedeutet ,,Orientierung*
ohne Angabe eines Ringes oder Spektrums immer Z- oder genauer HZ-Orientierung.

8.17. PROPOSITION. FEs sei M eine zusammenhdngende glatte m-dimensionale Mannigfaltig-
keit mit Rand. Dann trigt M genau dann eine Z-Orientierung, wenn H,,(M,0M) = 7Z gilt. In
diesem Fall ist M beziiglich jeder gewdéhnlichen Homologietheorie orientierbar. Falls M keine Z-
Orientierung tragt, gilt Hy,(M,0M) = 0.

Des weiteren ist M beztiglich jeder gewdohnlichen R-Homologietheorie orientierbar, falls R nur
2-Torsionselemente enthdlt.

BEWEIS. Falls M eine Orientierung tragt, folgt aus Poincaré-Lefschetz-Dualitét 8.16, dass
H,(M,0M) = H'(M)=17.

Sei umgekehrt H,,(M,0M) = Z, und sei [M] ein Erzeuger als Z=Modul. Fortsetzung folgt
O

8.18. BEISPIEL. Sphiéren, Tori, komplex und quaternionisch projektive Rdume sind stets orien-
tierbar.

Der reell projektive Raum R P™ ist nach Beispiel 5.21 genau dann orientierbar, wenn m ungerade
ist.

In den folgenen Uberlegungen diirfen wir Z durch einen beliebigen Hauptidealring R ersetzen.
Es sei A ein endlich erzeugter Z-Modul. Aus den Ubungen 5.103-5.106 schliefen wir, dass es eine
kurze exakte Sequenz
0 — Torgy A—— A—» A/ Tory A — 0
gibt, in der A/ Torz A ein freier Modul ist. Mit dem universellen Koeffiziententheorem 6.16 erhalten
wir natiirliche Isomorphismen

H*(M)/ Torg H*(M) % homy, (Hy(M),Z) % homz, (H™*(M)/ Torz, H"*(M),Z) (8.3)

[a] (- a) (M]~ - ) =([M], - —a).
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Im mittleren Schritt haben wir ausgenutzt, dass jeder Homomorphismus nach Z auf dem Torsi-
onsuntermodul verschwindet. Dabei heifit ,natiirlich® hier allerdings nur, dass die Isomorphismen
vertraglich sind mit Abbildungen f: M — N zwischen orientierten Mannigfaltigkeiten gleicher
Dimension vom Abbildungsgrad 1, das heiit, mit f.[M] = [N].

8.19. FOLGERUNG. Es sei M eine glatte, geschlossene, orientierbare Mannigfaltigkeit. Wenn
eine Klasse o € HF(M) primitiv ist in dem Sinne, dass es keine Klasse v und kein n € 7'\
{~1,0,1} mit a = ny gibt, dann existiert eine Klasse 3 € H™ *(M), so dass o — B ein Erzeuger
von H™(M) = 7 ist.

BEwWEIS. Wenn M nicht zusammenhéngend ist, betrachten wir die Zusammenhangskomponen-
ten einzeln. Als erstes iiberlegt man sich, dass Torsionsklassen nie primitiv sind, denn aus na = 0
folgt (n + 1)a = . Wenn « primitiv ist, dann kann man « zu einer Basis von H¥(M)/ Torz(M)
erganzen. Aufgrund der obigen Isomorphismen gibt es ein Element S in der dazu dualen Ba-
sis von H™F(M)/ Tory H™ *(M), so dass ([M], — a) = 1. Aufgrund von Poincaré-Dualitit
ist § — a = £a — [ dann ein Erzeuger des Z-Moduls H™(M). O

8.20. BEMERKUNG. Es sei k ein Korper. Wir erinnern uns an die Definition der Betti-Zahlen und
der Eulerzahl aus Definition 5.30, betrachten hier allerdings unreduzierte Betti-Zahlen by (M;k) =
dim Hy (M k).

(1) Nach dem universellen Koeffiziententheorem 6.16 gilt

bi(M;k) = dim Hy(M;k) = dim H*(M;k) .
Wenn M orientiert ist, ist wegen Folgerung 8.19 die Paarung H*(M;k) x H™*(M;k) — k
mit («, 8) — ([M],« — () nicht ausgeartet. Folglich gilt
b (M3 k) = by (M:k) .

(2) Wenn M auBerdem zusammenhingend ist, gilt Hy(M;k) = 0 fiir alle & < 0 nach Propo-
sition 5.45. Wegen Bemerkung 5.5 (3) folgt Hy (M) = 0 fiir £ < 0 und Ho(M) = Z. Somit
gilt

br(M;k) =0 fiir alle £ < 0 und alle k£ > m, und
bo(M;k) = by, (M;k) =1.
Wir diirfen ([M], - — -) auf H*(M) x H™ (M) betrachten. Wegen Proposition 7.39 (4) gilt
([M], 8 — a) = (=) H([M],a — )

fir « € H¥(M;R) und f € H™ *(M;R). Das Produkt verschwindet, wenn einer der beiden
Faktoren ein Torsionselement ist. Auch dieses Produkt lédsst sich fiir geschlossene orientierbare
Mannigfaltigkeiten definieren, die nicht glatt sein miissen.

8.21. DEFINITION. Es sei M eine orientierte, geschlossene, glatte Mannigfaltigkeit, und R ein
Hauptidealring oder ein Korper, dann heift
(M), - — -): H*(M)/ Torg H*(M) x H*(M)/ Torgp H*(M) — R

das Schnittprodukt auf H*(M; R)/ Torgr H*(M; R).

Es sei m = dim M = 2n gerade, dann ist die Schnittform QQr von M gerade die Einschrinkung
des Schnittproduktes auf H"(M; R)/ Torp H*(M; R). Wenn 4|m gilt, seien bF (M) = b (M;R) die
maximalen Dimensionen von Unterrdumen von H"(M;R), auf denen Qg positiv beziehungsweise
negativ definit ist. Dann heifit o (M) = b (M) — b, (M) die Signatur von M.

Man beachte, dass Qr nach dem Sylvesterschen Trégheitssatz, durch o (M) bis auf Isomorphie
eindeutig festgelegt ist.

301



8.22. BEMERKUNG. Es sei M eine orientierbare, geschlossene, glatte Mannigfaltigkeit der Di-
mension m.

(1) Wenn m ungerade ist, verschwindet die Eulerzahl, denn

3

(D)% + (=)™ F) bp(M;k) =0 .

[+

X(M) =Y (—1)Fb(M; k) =

k=0 k=0
(2) Wenn m = 2n und n gerade ist, haben x(M), o(M) und b,(M;R) die gleiche Paritiit,
denn
n—1
X(M) = bp(M;R) =23 be(M;R)  und  by(M;R) — (M) = 2b, (M) .
k=0

(3) Wenn m = 2n und n ungerade ist, ist b, (M;R) gerade, denn nur auf gerade-dimensionalen
R-Vektorrdumen gibt es nicht-ausgeartete antisymmetrische Bilinearformen.

8.23. BEISPIEL. Die zusammenhdngende Summe M = Mi# M, zweier m-dimensionaler glatter
Mannigfaltigkeiten My, My wird konstruiert, indem man aus jeder Mannigfaltigkeit eine zu D™ C
R™ diffeomorphe Teilmenge wihlt, ihr Inneres B™ entfernt, und beide Mannigfaltigkeiten entlang
der entstandenen Rénder S™! mit einer Isometrie verklebt. Das Resultat ist wieder eine glatte
Mannigfaltigkeit. Wenn M; und Ms zusammenhéngend sind, hdngt das Resultat bis auf Diffeo-
morphie nicht von der Wahl der Teilmenge D™ ab, jedoch unter Umstdnden davon, welche der
beiden Homotopieklasse von Isometrien S™~! — S™~! man wihlt. Deshalb fixiert man Orientie-
rungen von M; und My und verklebt so, dass M eine Orientierung trigt, die sich zu der gegebenen
Orientierung auf M; \ D™ einschrinkt.

Es sei CP? die komplex projektive Ebene mit einer festen Orientierung, so dass CP? Signa-
tur 1 hat. Mit CP~ bezeichnen wir die entgegengesetzt orientierte projektive Ebene. Es gibt keinen
orientierungserhaltenden Diffeomorphismus zwischen ihnen, da cP’ Signatur —1 hat.

Wir betrachten M = CP?#CP? und M’ = CPQ#@2. Mit der Mayer-Vietoris-Sequenz 6.3
tiberpriift man, dass

Z  falls k=0 oder k =4,
H*(M) = H¥(M') = {72 falls k = 2, und

0 sonst.

Dennoch sind M und M " nicht diffeomorph, denn M hat eine definite und M’ eine indefinite
Schnittform (Ubung).

Es gibt auch ein Analogon zu (8.3) fiir Torsions-Elemente. Dazu sei A ein Z-Modul und « €
Ext(A,Z). Wir betrachten die kurze exakte Sequenz 0 — Z — Q — Q/Z — 0 und stellen M mit
Satz 8.14 als endlichen CW-Komplex dar. Wir erhalten eine kurze exakte Sequenz

0—— CK(M;2) CH(M; Q) CH(M;Q/Z) —= 0
d d d
0 —— CHY(M;Z) —— CH+Y(M; Q) —— C*+1(M;Q/Z) —=0 .

von Kokettenkomplexen. Es sei jetzt 8 € CF1(M;Z) geschlossen mit [3] € Torz H*1(M;Z), und
es sei n > 0 minimal mit n[3] = 0. Dann existiert v € C*(M;Z) mit 6y = nS3, und wir betrachten
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das Bild 8 von X in C*(M;Q/Z). Es gilt 8 = 0 € C*(M;Q/Z). Somit représentiert [3] €
H*(M;Q/7Z) ein Urbild von [3] unter § in der Kohomologie-Sequenz

s HY(M;Q) — HMNM;Q/Z) -5 B (M;Z) —  HF'(M;Q)  — -
~——
~homg(Hy+1(M),Q)

Da Q und Q/Z divisibel sind, gilt nach Proposition 5.66 und dem universellen Koeffiziententheo-
rem 6.16, dass

H*(M;Q) = homy(H(M),Q)  und  H¥(M;Q/Z) = homy(H(M),Q/Z) .

Nun ist 4 nur bis auf ein Element von homgz(Hy(M),Q) bestimmt, aber diese Abbildungen ver-
schwinden auf Toryz Hy(M). Zusammen mit Poincaré-Dualitét 8.16 erhalten wir ein wohldefiniertes
Produkt

(-,-): Torg H" *(M) x Tory H**Y (M) - Q/Z  mit  (a,f8) = (M] ~a,B).  (8.4)

8.24. DEFINITION. Es sei M eine glatte, geschlossene, orientierte m-dimensionale Mannigfaltig-
keit. Dann heift das obige Produkt (-, -): Torzg H™ *(M) x Torg H**'(M) — Q/Z das Verschlin-
gungsprodukt auf Tory H®(M). Falls dim M = 2n — 1 ungerade ist, ist die Verschlingungsform q
von M die Einschrinkung des Verschlingungsproduktes auf Tory H™(M).

8.25. PROPOSITION. FEs sei M eine glatte, geschlossene, orientierte Mannigfaltigkeit. Das Ver-
schlingungsprodukt ist nicht ausgeartet, das heifst, zu jedem o € Tory HF1(M) \ {0} emistiert
ein 3 € Torg H™*(M) mit (a,B) # 0. Seien p, ¢ > 0 minimal mit poc = ¢B = 0, dann
gilt (o, B) € (%%MZ)/Z C Q/Z. Fiir o € H*Y(M) und B € H™*(M) gilt

(ﬁ,Oé) - _(_1)km(a76) :

Insbesondere ist die Verschlingungsform symmetrisch, wenn m = 3 mod 4, und antisymmetrisch,
wenn m = 1 mod 4. Anstelle des ,unnatiirlichen* Isomorphismus zwischen Tory H™ *(M) =
Tory, Hy(M) und Torg H*+1(M) liefert das Verschlingungsprodukt eine nicht ausgeartete Paarung,

dghnlich wie es das Schnittprodukt fiir die freien Anteile tut.
BEWEIS. Als erstes iiberlegt man sich, dass es eine wohldefinierte Abbildung

H*(M;Q/Z)/im H*(M; Q) = homy,(Hy(M),Q/Z) / imhomg (Hy(M),Q)
— homy, (TorZ Hp(M), Q/Z)

gibt, da Q-wertige Abbildungen auf Torsionselementen verschwinden. Dann iiberpriift man, dass
die Abbildung ein Isomorphismus ist. Da 0 # & € H*(M;Q/Z)/im H*(M;Q), existiert also ein b €
Tory, Hy(M) mit (b, @) # 0, und wir wihlen 8 = p~'b.

Es seien o € C*Y(M;7Z), B € C™¥(M;7Z) und p, q¢ wie oben gegeben. Wir betrachten & €
CH(M;Q) und 3 € C™*=1(M;7Z), so dass pa und ¢f3 ganzzahlig sind mit §(p&) = pa und §(¢B3) =
qB. Dann gilt

0= ([M],8(a — B)) = (M), — B) + (=1)([M],a — B) = (a, ) + (~)*"*V(5,a) ,

auBerdem ist (—1)F*+1) =1,
Um die letzte Behauptung zu zeigen, schreiben wir ggT(p,q) = ap + bg mit a, b € Z und
berechnen

28T (p,q) - (a, B) = alpa, B) + b(a,qB) =0 . O
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8.26. BEMERKUNG. Wir kénnen auflerdem den Satz 5.48 von Hurewicz benutzen, um die erste
nichtverschwindende reduzierte Homologiegruppe zu bestimmen. Sei etwa M eine geschlossene,
orientierbare, zusammenhingende 3-Mannigfaltigkeit. Dann gilt Hy(M) = m (M) = H2(M),
und HY(M) = Hom(m(M),Z) = Hy(M) sind isomorph zum freien Anteil Hy(M)/ Tory Hy(M).
Also werden alle (Ko-) Homologiegruppen bis auf Isomorphie von 71 (M) festgelegt. Ein gutes
Beispiel ist RP? mit w1 (RP?) = Z/2, siehe Ubung 2.89 und Beispiel 5.21.

8.d. Eulerklasse und Gysin-Sequenz

In diesem Abschnitt definieren wir die Euler-Klasse eines orientierten Vektorbiindels. Sie stellt
ein Hindernis gegen die Existenz eines nirgends verschindenden Schnitts dar.

Es sei p: V' — X ein Vektorbiindel. Wir erinnern uns an den Begriff eines Schnittes aus Bemer-
kung 3.29, also einer Abbildung s: X — V mit po s = idx. Jedes Vektorbiindel hat einen kanoni-
schen Schnitt, den Nullschnitt sp mit so(z) = 0 € V}, fiir alle x € X. Wir identifizieren X mit im sg.
Je zwei Schnitte s, s1 eines Vektorbiindels sind homotop vermége s(z, t) = (1—t) so(x)+t s1(z), ins-
besondere ist jeder Schnitt zum Nullschnitt homotop. Wenn sg und s; auf einem Unterraum Y C X
iibereinstimmen, erhalten wir eine Homotopie relativ zu Y.

Sei s ein Schnitt ohne Nullstellen von V, das heifit, es gilt s(z) # 0 fiir alle z € X. Gegeben
eine Metrik auf V wie in Definition 6.50, ist s zu einem Schnitt s; des Sphérenbiindels SV — X
mit s1(z) = égg‘ homotop. Wir schreiben auch kurz s; = & Sei schliefilich X ein CW-Komplex
und Y ein Unterkomplex. Mit &dhnlichen Methoden wie im Beweis von Lemma 6.37 konnen wir
dann jeden Schnitt sy: Y — V von V|y zu einem Schnitt von ganz V fortsetzen. Und wir haben
gerade gesehen, dass je zwei solche Fortsetzungen relativ Y homotop sind. Daher ist die folgende
Definition moglich. Allgemeiner sei X normal und parakompakt, dann ldsst sich jeder Schnitt von
einem abgeschlossenen Unterraum Y C X auf ganz X fortsetzen.

8.27. DEFINITION. Es sei V — X ein Vektorbiindel mit einer E-Thom-Klasse w € E"(MV),
und es sei s: X — V ein Schnitt. Dann heifit e(V) = s*w € E"(X) die Eulerklasse von V zur
durch w gegebenen Orientierung.

Sei jetzt Y C X ein Unterraum, und sei sy : Y — SV ein Schnitt des Sphérenbiindels SV|y
iiber Y. Sei s: Y — V eine Fortsetzung von sy, dann heiit e(V, sy) = s*w € E"(X,Y) die relative
FEulerklasse von V zu w und sy.

Im Falle E = HR sprechen wir auch von der R-Eulerklasse, oder kurz von der Eulerklasse,
falls R = Z. Die Eulerklasse ist natiirlich in folgendem Sinne. Sei f: (Z, W) — (X,Y) eine Abbil-
dung, sei

Fv-LEey
|,k
7z 1. x
das zuriickgeholte Biindel mit Thom-Klasse F*w und Schnitt f*sy: W — f*V, dann gilt

e(f*V, [Tsy) = [re(V,sy) .

8.28. PROPOSITION. Sei M eine glatte, kompakte, m-dimensionale Mannigfaltigkeit, sei V. — M
ein reelles Vektorbiindel vom Rang m mit Thom-Klasse w € I:Im(MV), und sei sg: OM — SV ein
Schnitt von V]gyr. Dann existiert eine Fortsetzung von sy zu einem Schnitt von SV auf ganz X
genau dann, wenn e(V,sg) =0 € H™(M,0M).

Im Falle, dass M keinen Rand hat, ist die Eulerklasse also das Hindernis gegen einen Schnitt
ohne Nullstellen.
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BEWEIS. Falls eine Fortsetzung s ohne Nullstellen existiert, gilt offensichtlich s*w = 0.

Sei umgekehrt s*w = 0. Wir diirfen annehmen, dass M zusammenh#ngend ist, da wir ansonsten
jede Zusammenhangskomponente einzeln betrachten kénnen. Nach dem Transversalitéitssatz 77
diirfen wir annehmen, dass s transversal zum Nullschnitt sq ist. Insbesondere hat s nur endlich viele
Nullstellen, da M kompakt ist. Da M zusammenhéngend ist, finden wir eine offene Umgebung B"" =2
U C M\OM aller Nullstellen mit Abschluss U = D™. Da s aulerhalb U keine Nullstellen hat, reicht
es, s|7 zu betrachten. Zuriickziehen von s*w auf (U, 9U) = (D™, S™~1) liefert die Klasse (s|7)*w =
0 € H™(U,U). Wir diirfen also (M,dM) durch (U,0U) = (D™, S™~1) ersetzen.

Nach Lemma 6.37 ist V| trivial, und wir identifizieren (DV |5, SV |5) mit U x (D™, S™1).
Der Schnitt s induziert dann eine Abbildung §: 5™ — S™, und es gilt

0=e(Vlg sov) =degs € Z= H™(D™,S™1) .

Falls m > 2, entspricht das Element 9[s] € m,,—1(S™!) in der Homotopiesequenz des Paa-
res (D™, S™ 1) gerade der Einschrinkung ss; von s auf OU. Insbesondere ist sg;y homotop zu
einer konstanten Abbildung, und wir kénnen sgy zu einer konstanten Abbildung ohne Nullstellen
fortsetzen. Im Fall m = 1 funktioniert ein &hnliches Argument. U

8.29. SATZ (Gysin-Sequenz). Es sei E ein Ring- und F ein Rechts-E-Modulspektrum und p: V. —
X ein Vektorbiindel mit einer E-Thom-Klasse w € E"(MV') tber einem CW-Komplex X. Es
sei’Y C X ein Unterkomplex, und es sei s:' Y — V' ein Schnitt von V|y. Dann gibt es natiirliche
exakte Sequenzen
e B 1 (SV, SV]y) «— Fy(X, V) <220
—e(V)
—

Fopr(X.Y) & For(SV.SV]y) e -

oo — FFTTY(SY, SV ]y ) — FR(X,Y) FE(X,Y) 2 FF7(SV,SV]y) — -+

In der Regel ist r gerade der Rang von V. Die Abbildung F*"~1(SV,SVl]y) — FF(X,Y)
heifit auch Gysin-Abbildung oder Integration iber die Faser. Der letztere Name riihrt von der
Beschreibung dieser Abbildung in der de Rham-Kohomologie her, wo tatséchlich iiber die Fasern
von p integriert wird und sich der Formengrad daher um die Faserdimension (r — 1) verringert.

BeEWEIS. Im Falle Y = () betrachten wir die F-Kohomologiesequenz des Paares (DV, SV) und
wenden Homotopieinvarianz und den relativen Thom-Isomorphismus aus Satz 8.12 an. Auflerdem
sei s: X — DV ein Schnitt. Fiir F-Kohomologie kommutiert das Diagramm

s LGy ) O PR (VY = FRAT(DV) —S s RSV — -

s

*

e Fk+r—1(SV+) Fk(X_,_) _=stw Fk+r(X+) _r Fk+T(SV+) e

Den relativen Fall beweist man mit der Homologiesequenz des Tripels (DV, SV U DV|y, DV]y).
Der Beweis fiir Homologie verlauft ebenfalls analog. 0

8.30. BriSPIEL. Die Hopf-Faserung p: S?"*! — CP™ aus Beispiel 3.43 ist das Einheitssphiiren-
biindel des tautologischen Vektorbiindels 7 — CP"™ mit

Tlzgi12n] = C- (Zo, R ,Zn) C crtl |
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Da 7 ein komplexes Geradenbiindel ist, ist 7 als reelles Vektorbiindel vom Rang 2 orientierbar. Aus
der Gysin-Sequenz

.o — H™2(CP") — HO(CP™) 25 HO($**1) — H-1(CP") — H'(CP") —

——— ————
=0 ~7 =0 =0
SN H1(52n+1) N HO((CPn) —e(T) H2(CPn) p_*) H2(S2n+1) N
~ 7 5

RN H2n71(52n+1) N H2n72(CPn) —e() H2n(CPn) p_*) H2n(S2n+1) N

—_——
=0 ~7, =0
N H2n_1((CPn> N H2n+1((cpn) N H2n+l(S2n+1) N H2n(CPn) BN H2n+2((cpn) — ...
\—,O_z —_—— —_—— \_\,0_/
= ~7, ~7 =

konnen wir nicht nur die gesamte Kohomologie des Raumes CP" ablesen. Wir sehen auch, dass
Multiplikation — e(7): H?*(CP") — H**+2(CP") fir 0 < k < n — 1 ein Isomorphismus ist,
erhalten also auch das Cup-Produkt, siche Beispiel 6.26. Es folgt auBierdem, dass e(7)* ein additiver
Erzeuger von H**(CP"™) fiir alle k < n ist. Analog verfahren wir mit dem quaternionisch projektiven
Raum.

8.e. Euler- und Lefschetzzahl

Falls X stark dualisierbar ist, definieren wir die Lefschetz-Zahl einer Abbildung F': X — X mit
Hilfe der Spanier-Whitehead-Dualitiat. Der Lefschetz-Fixpunktsatz erlaubt es, aus der Lefschetz-
Zahl Aussagen iiber die Fixpunkte von F' abzuleiten. Schliellich stellen wir eine Beziehung zwischen
Lefschetz-Zahl und Euler-Klasse her.

8.31. DEFINITION. Ein Funktor F': C — D zwischen zwei (symmetrischen) monoidalen Katego-
rien (C,®, E¢) und (D, ®, Ep) heiit (symmetrisch) monoidal, wenn FE; = Ep, und wenn es eine
natiirliche Transformation p: FX @ FY — F(X ®Y') gibt, die mit den natiirlichen Transformatio-
nen aus Definition 4.26 (und der Transposition 7) vertréglich ist.

Wir werden uns insbesondere fiir solche Funktoren F' interessieren, fiir die u ein Isomorphismus
ist. In dem Fall sagen wir, dass F' Tensorprodukte erhdlt.

8.32. BEISPIEL. Wir erinnern uns an die Kategorien GrModr und Chp der graduierten R-
Moduln der R-Kettenkomplexe aus Definition 5.15 und Bemerkung 5.16.

(1) Aufgrund der algebraischen Kiinneth-Formel 5.80 ist Homologie H: Chr — Gr.Modg ein
monoidaler Funktor. Er erhéilt Tensorprodukte, wenn R = k ein Korper ist, da dann alle
Torsionsprodukte verschwinden.

(2) Aufgrund der topologischen Kiinneth-Formel 5.76 ist reduzierte Homologie HR: H7Top, —
GrMaodpg ein monoidaler Funktor. Entsprechend liefert unreduzierte Homologie einen mo-
noidalen Funktor H70op — GrModg. Beide erhalten Tensorprodukte, wenn R = k ein
Korper ist.

(3) Die Homologie zu einem Ringspektrum liefert einen monoidalen Funktor, siche Ubung 8.49.

(4) Wir kénnen Homologie auch fiir Spektra definieren, und erhalten einen monoidalen Funk-
tor HR: SHCW — GrModpg, der Tensorprodukte erhilt, falls R = k ein Korper ist.

Da nicht alle monoidalen Funktoren Tensorprodukte erhalten, betrachten wir stark dualisierbare
Objekte A, so dass FA® FX = F(A® X) fir alle X.
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8.33. PROPOSITION UND DEFINITION. Es sei F': C — D ein monoidaler Funktor, und A be-
sitze ein starkes Dual A* mit Auswertungsabbildung ea: A* @ A — E und Koauswertungsabbil-
dung na: E— A® A*. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) fir alle Objekte X von C ist pax: FAQR FX — F(A® X) ein Isomorphismus;

(2) die Abbildung pa a«: FA® FA* — F(A® A*) ist ein Isomorphismus;

(3) es existiert eine Abbildung g: Ep - FA® FA* mit pog=Fna: Ep — F(A® A*);

(4) es ist FA* starkes Dual von FA inD, so dass epa = Feaopa- o und pia a-0onpa = Fna.

In diesem Fall heifst A ein F-flaches Objekt.

Die Bezeichnung F-flach erinnert an den Begriff ,flach“ in der kommutativen Algebra, der
Moduln beschreibt, mit denen das Tensorprodukt exakt ist.

BEWwEIS. Die Richtungen (1) = (2) = (3) sind klar. Zu (3) = (4) setzen wir epq = Fegopax a
und nga = g, und betrachten das Diagramm

FA FE, o FA—22Y FAQFA*® FA
F/\ll M(@dl / i W\
F(Ee ® A) FA A @ FA  FA@F(A*® A) 24 pag PR,
F(A® A" ® A) s F(A® Eo)
(id®e4)

zu Definition 8.2 (la), in dem alle unbezeichneten Pfeile Anwendungen von g sind. Zu 8.2 (1b)
erhalten wir ein analoges Diagramm.
Zu (4) = (1) sei X ein beliebiges Objekt. Dann betrachten wir die Abbildung

FA2X) S Bpo F(A® X) "M pAg FA* @ F(Ag X) 921,

Id®F (¢®id) id@FA
— 3

S FA® F(A*® A® X) FAQ F(Ec® X) 22 pAg FX |

Mit Proposition 8.2 iiberpriift man, dass diese Abbildung zu p4 x invers ist. O

8.34. DEFINITION. Es sei C eine symmetrische monoidale Kategorie, und es sei A* ein starkes
Dual eines Objektes A. Dann definieren wir die Spur tra f € End¢ E eines Endomorphismus f €
End¢ A als Verkettung

traf: B AA A @A roa S B
Wenn klar A aus dem Kontext klar ist, schreiben wir fiir tr4 auch kurz tr.
8.35. BEISPIEL. Diese Definition verallgemeinert den klassischen Begriff aus der linearen Alge-

bra.

(1) Es sei V ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum und V* sein Dualraum. Nach Wahl von
dualen Basen (v1,...,v,) von V und (al,..., a”) von V* erfiillt n: k — V ® V* mit

n

n(r) = eri ® a
=1
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genau die Bedingungen aus Definition 8.2 (1). Mithin wird die Spur von f € Endg V
gegeben durch Multiplikation mit der iiblichen Spur:

try:r— zn:ozi(rf(vi)) =rTrf.
i=1

Genauso erhalten wir eine Spur fiir endliche erzeugte freie Moduln R" iiber einem belie-
bigen kommutativen Ring R. Ein endlich erzeugter projektives Modul A ist stets direkter
Summand eines endlich erzeugten freien Moduls R™. Sei p: R™ — A die Projektion auf A,
und sei f: R — R" eine beliebige Fortsetzung von f € Endp A, dann gilt

tra(f) =trpa(pf) € R.

Da die Spur durch Definition 8.34 eindeutig bestimmt ist, gilt die obige Formel unabhéngig
von den Abbildungen A — R — A.

Falls R ein Hauptidealring (beispielsweise Z) und A ein endlich erzeugter R-Modul ist,
erhalten wir eine natiirliche exakte Sequenz

0 — TorprA—— A—» A/TorrA— 0,

sieche Ubung 5.106. Jeder Endomorphismus f € Endg A bildet Torsionselemente auf Tor-
sionselemente ab und induziert daher f € Endgr(A/ Torr A). Also kénnen wir die obige
Definition der Spur erweitern zu

tra(f) =tra/rorg a(f) -

Wir erinnern uns an das Tensorprodukt auf der Kategorie Chr der Kettenkomplexe iiber R
aus Definition 5.75. Die Transposition 7: Ce ® Dy — D¢ ® C, definieren wir fiir ¢ € C},
und d € Dy durch
rewd) =(-)*deec.
Der Vorzeichenfaktor sorgt fiir Vertraglichkeit mit den Differentialen auf Ce ® Do und De®
Cl.
Ein Kettenkomplex C, der Form

i1 0;
= 0+—C e Ci — = Cj = Cj — 04— -

ist stark dualisierbar, wenn die Moduln Cj, ..., C; projektiv und endlich erzeugt sind. In

diesem Fall ist das starke Dual C} der Komplex

o oF
e 04— OO O O 00—

wobei der Modul C} jeweils an der Stelle —k steht. Das neutrale Element ist der Kom-
plex Eo mit Fyp = R und Fj = 0 fiir £ # 0. Wir erhalten Auswertungs- und Koauswer-
tungsabbildung jeweils als

e(a®c) = dpeecy cx(a,c) = alc) € R fir a € C}, c € Cy, und

J
n(r) = (an,C; (T))k S @Ck & C];k = (CO X C;k)() .
k=i

Mit diesen Vorbereitungen kénnen wir die Spur einer Kettenabbildung fe: Ce — Cl
zwischen endlichen erzeugten, projektiven Kettenkomplexen mit Hilfe von (1) angeben als
J
tre, (fo) = > _(=1)F Te(fi) -

k=i



Dabei riihrt das Vorzeichen vom Vorzeichen der Transposition 7 auf Cp ® C}. Aufgrund
des Vorzeichenfaktors wird diese Spur manchmal auch als Superspur bezeichnet.

(5) Wir betrachten die Kategorie GrModr der Z-graduierten R-Moduln als volle Unterka-
tegorie von Chg. Damit die Einbettung GrModr — Chr und der vergessliche Funk-
tor Chg — GrModr monoidal werden, definieren wir 7 mit dem gleichen Vorzeichen wie
oben. Dann gelten die gleichen Formeln fiir das starke Dual und die Spur.

Auch die folgenden Eigenschaften der Spur sind dhnlich wie in der linearen Algebra.

8.36. PROPOSITION. FEs sei (C,®, F) eine symmetrische monoidale Kategorie, und es seien A,
B stark dualisierbar. Die Spur hat dann folgende Eigenschaften.
(1) Es gilt trg(f) = f fir alle f: E — E.
(2) Es gilt tra(f*) = tra«(f) fir alle f: A — A, dabei sei f*: A* — A* die duale Abbildung,
siehe (8.2).
(3) Fiir f: A— A und g: B — B gilt tragp(f ® g) = tra(f) otrp(g).
(4) Fir f: A— B und g: B— A gilt tra(go f) =trg(fog).

BewEIS. Dieser Beweis ist Ubung 8.51. U

8.37. PROPOSITION. Es sei F': C — D ein monoidaler Funktor zwischen symmetrischen monoi-
dalen Kategorien, es sei A ein F'-flaches Objekt und f € Ende A. Dann gilt

tl"FA(Ff) = F(tI"A f) .

BEWEIS. Wir wenden F' auf die Definition der Spur an und erhalten ein kommutatives Dia-
gramm

id®F f FA*®FA—E>ED

:

trpa(Ff): ED—>FA®FA*—>FA*®FA

| |

. F(id
Fltra f): FEe =7 F(A® A > P(A* @ A) —2D | piar @ 4) o PR
aufgrund der Natiirlichkeit von p und der Eigenschaften (2), (3) aus Definition 8.33. O

8.38. BEMERKUNG. Wir betrachten einen endlich erzeugten, freien Kettenkomplex (C,, d, ) iiber
einem Korper k und eine Kettenabbildung Fy: (Ce,de) — (Cs,ds). Dann induziert Fy eine Abbil-
dung F, € End(H.(C., d.)), und wegen Beispiel 8.32 (2) und obiger Proposition gilt

tI‘H.(C.)(F*) = tre, (F.) € Endgk =2 k.
Da trgn (idgn) = m, entspricht der Spezialfall Fy = id¢, gerade dem algebraischen Teil von Satz 5.31.

Wir erinnern uns an Spanier-Whitehead-Dualitét. Sei K* ein Spanier-Whitehead-Dual von K
vom Grad n, dann haben wir Auswertungs- und Koauswertungsabbildungen ¢: K* A K, — S"
und 7: S™ — K A K*. Insbesondere nimmt die Spur trgx, Werte in den Endomorphismen von S
im Grad 0 an, also in 7§(S°) & Z.

8.39. DEFINITION. Es sei K ein stark dualisierbarer topologischer Raum und f: K — K eine
stetige Abbildung. Dann heift trx, (f) € mo(S) = Z die Lefschetz-Zahl von F.

Sei etwa K* ein Spanier-Whitehead-Dual von Ky im Grad n, dann ist die Lefschetz-Zahl der
Abbildungsgrad der geméfl Definition 8.34 konstruierten Abbildung

SN N N SN A 'S (RN L
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8.40. FOLGERUNG. Fs sei K ein stark dualisierbarer topologischer Raum und f: K — K stetig.
Fiir einen Korperk bezeichne j: Z — k den Ringhomomorphismus mit j(1) = 1. Dann ist Hi(K;k)
endlich dimensional und nur fir endlich viele k nicht 0, und es gilt

(i (F)) = tra, (e (Fo) = D (=D  tra, ey (Fur) € k-
k
Falls K ein endlicher CW-Komplex und f zelluldr ist, gilt

Gtk (£)) = tragw e () = D (=1)" troew e (far) -
k

Insbesondere gilt tri (idg) = j(X(K)) fiir die Fulerzahl aus Definition 5.30.

Fiir Kérper der Charakteristik 0 wie k = Q, R oder C ist j injektiv, also geht durch Ubergang
zur k-Homologie keine Information verloren. Uber Z erhalten wir mit der modifizierten Spur aus
Beispiel 8.35 (3) das gleiche Ergebnis (Ubung). Wir kénnen die Definitionen 8.31 und 8.33 auch fiir
kontravariante Funktoren formulieren. In diesem Fall erhalten wir (Ubung)

J(trx (f)) = trge ) (f) = Z(—l)k ter(K;k)(f*k) ,
k
und analog im zelluldren Fall.

BeweIs. Das folgt aus den Beispielen 8.32 (1) und (2), 8.35 (4) und Proposition 8.37. O

Um den Lefschetzschen Fixpunktsatz zu formulieren, miissen wir erst den Fixpunktindex einer
Abbildungen definieren. Da Fixpunktmengen nicht immer schén sein miissen, folgen wir Dold [D,
VIL5], arbeiten allerdings mit Abbildungsgraden, nicht mit Fundamentalklassen. Sei U C R" offen
und f: U — R” stetig, dann bezeichnen wir die Fizpunktmenge von f mit

Up={zecU| f(z)=x}.

8.41. DEFINITION. Es sei U C R" eine offene Teilmenge und f: U — R" stetig, so dass Uy C U
kompakt ist. Es sei ¢¥: R™ — I eine Abschneidefunktion mit suppvy C U und WUf = 1, dann
induziert ¢ eine Abbildung ¢: S — C(U|U;) mit x + (z,v(x)). Der Fizpunktindez ind(f) von f
auf Uy ist der Abbildungsgrad der Abbildung

F: 5" o) 2L orn0) s 5 (1)

Sei X € U C R”" ein Umgebungsretrakt mit Retraktion p: U — X wie in Definition 8.6,
und sei f: X — X eine Abbildung mit kompakter Fixpunktmenge X;. Dann definieren wir den
Fixpunktindex von f als

ind(f) =ind(fop: U — X < R"). (2)

Insgesamt erhalten wir in (1) die Abbildung
v (2 — f(2), $(@))

Es ist leicht zu sehen, dass unterschiedliche Abschneidefunktionen homotope Abbildungen liefern.
Fiir die Konstruktion einer Abschneidefunktion ist aber wichtig, dass Uy C U kompakt ist.
8.42. BEISPIEL. Es sei U C R” offen und f: U — R" wie oben.

(1) Falls f auf U keine Fixpunkte hat, nimmt die Abbildung F' in Definition 8.41 den Wert 0
nie an, also folgt ind(f) = deg(F') = 0.

(2) Es gelte 0 € U, und es sei A € M,(R) eine Matrix, fiir die 1 kein Eigenwert ist, so
dass Uy = {0}. Dann hat f den Fixpunktindex ind f = signdet(E,, — A) nach Beispiel 3.47.
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8.43. PROPOSITION. Der Fizpunktindez hat folgende Eigenschaften, dabei seien U C R"™ offen,
f: U — R" stetig und Up C U kompakt wie oben.

(1) Additivitét. Es gelte U=V UW mit V, W C R" offen, so dass Uy = Vy UW;. Dann gilt

ind(f) = ind(f|y) + ind(f ) -

(2) Homotopieinvarianz. Es sei h: U x I — R™ eine Homotopie, so dass die Menge
Up={(z,t) | h(z,t) =2 €U} CUxI

kompakt ist. Dann haben alle fy = h(-,t) den gleichen Fizpunktindex.

(3) Einheit. Es sei xyp € R", U C R"™ offen und f(x) = x¢ die konstante Abbildung. Dann
gilt ind f =1, falls xg € U, und 0 sonst.

(4) Multiplikativitét. Es seig: V — R™ eine weitere Abbildung mit V-C R™ offen und Vy, C V
kompakt. Dann gilt ind(f x ¢g) = ind(f) - ind(g).

(5) Stabilitét. Es bezeichne p: R — R"™ x {0} die Projektionsabbildung. Dann hat die
Abbildung fop: U x R™ — R™ — R den gleichen Fizpunktindex wie f.

Eigenschaft (1) impliziert auch, dass der Index lokal in einer Umgebung der Fixpunkte berechnet
werden kann. Dazu sei V' C U eine kleine Umgebung von Uy und W = U \ Uy.

BEWEIS. Zu (1) wéhlen wir 91, 12 mit suppy1 € V, suppya € W und 1]y, = 1 = ol
Da R"™ normal ist, kénnen wir sogar supp; Nsuppvs = @ verlangen. Dann sind ¢ = 17 + 19,
11, 1y Abschneidefunktionen fiir f, f|y, flw wie in Definition 8.41. Seien F', Fy, Fy: S™ — S™ die
zugehorigen Abbildungen, dann gilt [F] = [F}] 4 [F3] € m,(S™), und es folgt die Behauptung.

Zu (2) wihlen wir eine Abschneidefunktion ¢: R™ x I — I mit supp+ C U x I und |y, = 1.
Analog zur obigen Konstruktion von F' erhalten wir jetzt eine Abbildung

H:S"x I -2 o x I1Uy) 2% o(R™0) = S™

wobei p: C(U x I|Uy) — C(R™|0) von der Projektion R™ x I — R”™ induziert sei. Dann ist fiir
jedes t die Einschrénkung F; von H auf S™ x {t} das Analogon zu F' fiir die Einschrankung f;
von h auf U x {t}. Insbesondere sind alle F; homotop, und es folgt die Behauptung.

Im Falle z¢ ¢ U folgt Behauptung (3) bereits aus Beispiel 8.42 (1). Wir nehmen jetzt 2o = 0 € U
an. Dann ist die zugehorige Abbildung F' homotop zur Identitét, und es folgt die Behauptung.

Zu (4) iiberlegt man sich, dass die zu f x g konstruierte Abbildung H: S"*™ — S"t zu FAG
homotop ist, und dass deg(F A G) = deg(F) - deg(G) (Ubung).

SchlieBlich ist (5) eine direkte Folgerung aus (3) und (4) mit g = p. O

8.44. SATZ (Lefschetzscher Fixpunktsatz). Fs sei K C R"™ ein kompakter Umgebungsretrakt,
und es sei f: K — K stetig. Es bezeichne Ky die Menge der Fixpunkte von f, dann gilt

trg, (f) =ind(f) € Z .

Mit anderen Worten lésst sich die Lefschetzzahl von f in einer kleinen Umgebung von Ky
bereits bestimmen. Wenn die Lefschetzzahl nicht verschwindet, muss f daher mindestens einen
Fixpunkt haben. Man beachte, dass beide Seiten strenggenommen Werte in 7y(S) annehmen. Die
linke Seite der Gleichung hat nach Folgerung (8.40) eine homologische Beschreibung. Fiir die rechte
Seite geben wir fiir Mannigfaltigkeiten unten eine explizitere Formel an.
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BEwEIS. Wir betrachten die Konstruktion im Beweis von Satz 8.7 und folgen Dold und Pup-
pe [DP]. Nach Definition 8.34 ist die Lefschetzzahl der Grad der Abbildung

S" ~ C(R|BR(0) ~% C(R"|K) A Ky —

En

C(R"K)A K,

mit  (2,8) — (2,9(@)t) Ap(z) — (2,9 (@)t) A f(p(x)) = (z — f(p(2)), Y(2)t) -

Diese Abbildung ist homotop zur Abbildung F' zu f o p, also folgt die Behauptung mit Definiti-
on 8.41 (2). O

C(R™[0) ~ §”

8.45. BEMERKUNG. Besonders interessant ist der Fall einer kompakten Mannigfaltigkeit M, die
wir nach dem Whitneyschen Einbettungssatz 6.52 und dem Satz 6.51 von der Réhrenumgebung
als Umgebungsretrakt in einen R"™ einbetten kénnen. Durch Stabilisierung kénnen wir n beliebig
grof§ wahlen. Wenn n ausreichend grof ist, sind alle Einbettungen zueinander als Einbettungen
homotop. Somit hat jede Abbildung f: M — M wegen der Punkte (2) und (5) einen wohldefinierten
Fixpunktindex nach Definition 8.41 (2), unabhéngig von allen obigen Wahlen.

Wenn auf der anderen Seite die Fixpunktmenge M/ als Vereinigung disjunkter kompakter
Mengen M; geschrieben werden kann, so dass es Kartenumgebungen U; von M; gibt, dann existieren
kleinere Umgebungen W; C U; der M; mit im(f|w,) C U;. Sei p;: Uy — V; C RImM Karten, dann
gibt es Abbildungen f;: im(p;|w,) — Vi C R™ mit

f U

Pi l l%‘
i

Aufgrund der Additivitit erhalten wir eine intrinsische Formel fiir den Index (Ubung)

ind(f) = 3" ind(f;) -

(2
8.46. BEISPIEL. In Kombination mit Folgerung 8.40 erlaubt der Lefschetzsche Fixpunktsatz
interessante Aussagen.

(1) Fiir jeden kompakten Umgebungsretrakt K C R”™ gilt ind(idg) = x(K). Das gleiche
gilt wegen der Homotopieinvarianz des Fixpunktindexes auch fiir Abbildungen, die zur
Identitdt homotop sind. Solche Abbildungen haben also immer Fixpunkte, wenn x(K) # 0.

(2) Es sei f: S™ — S™ stetig. Indem wir zur reduzierten Homologie iibergehen, sehen wir,
dass f, auf Ho(S™) = Z als Identitiat wirkt; dieses Argument funktioniert fiir alle zusam-
menhéngenden Raume. Aufgrund der Natiirlichkeit des Hurewicz-Homomorphismus aus
Definition 5.47 kommutiert das Diagramm

H,(S") — H,(5"),

also wirkt f, auf H,(S™) durch Multiplikation mit dem Abbildungsgrad deg(f). Insgesamt
erhalten wir

ind(f) = Try,(sn,0)(fs) + (=1)" Try, (sny0) (f<) = 1+ (=1)" deg(f) .
Da der Abbildungsgrad nach dem Satz 3.42 von Brouwer-Hopf die Abbildung f bis auf
Homotopie festlegt, sehen wir, dass eine Abbildung f: S™ — S™ ohne Fixpunkte zur
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Identitét homotop ist, wenn n ungerade ist, und zur Antipodenabbildung, wenn n gerade
ist. Ahnlich hatten wir bereits im Beweis des Satzes 3.48 vom Igel argumentiert.
8.f. Ubungen zu Kapitel 8
Ubungen zu Abschnitt 8.a.

8.47. UBUNG. Es sei E ein Ringspektrum und F ein Rechts-E-Modulspektrum. Beweisen Sie
die Eigenschaften des Produktes “\” aus Bemerkung 8.5.

Ubungen zu Abschnitt 8.b.

8.48. UBUNG. Es sei E ein Ringspektrum und a € E™(R™|0). Beweisen Sie die Aquivalenz der
folgenden Aussagen.

(1) Es sei e € EY die Eins des Ringspektrums und §S™ !¢ ihr Bild unter dem Isomorphismus
E® = EO(8%) 25 ... 2 Emt(smety 2y gD, Sty & EM(R™0)
Dann gibt es eine Einheit 8 € E®, so dass a = B A §S™ Le.

(2) Das Kronecker-Produkt (-, a): Ee(R™|0) — E, ist ein Isomorphismus.
(3) Fiir jedes Rechts-E-Modulspektrum F ist (-, a): Fo(R™|0) — F, ein Isomorphismus.

Ubungen zu Abschnitt 8.e.
8.49. UBUNG. . (1) Es sei (E, u, E) ein Ringspektrum. Wir definieren ein externes Pro-
dukt A: Ek(X) X EK(Y) — E]H_g(X A Y), durch

anb:SESAS LU EAXAEAY S EAEAXAY “SEAXAY.

Zeigen Sie, dass das einen monoidalen Funktor HkwH — Gr Ab induziert.
(2) Es sei h® ein reduzierter multiplikativer Kohomologiefunktor wie in Definition 7.19. Zeigen
Sie, dass h® dann ebenfalls ein monoidaler Funktor ist.

8.50. UBUNG.
8.51. UBUNG. Beweisen Sie Proposition 8.36.

8.52. UBUNG. Es sei k > 0. Wir betrachten die Abbildung f: CP' — CP' mit f(z: w) = (2" :
w"). Bestimmen Sie ihre Fixpunkte und ihren Abbildungsgrad in Abhingigkeit von k.

8.53. UBUNG. Essein > 2und k > 0. Analog zur obigen Aufgabe definieren wir f: CP" — CP"
durch f(zg : -+ : z,) = (2§ : --- : 2¥). Bestimmen Sie wieder die Fixpunktmengen und den
Abbildungsgrad. Dazu gehen Sie zur Kohomologie iiber und benutzen die multiplikative Struktur
aus Beispiel 6.26.
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KAPITEL 9

Simpliziale Theorie

Viele wichtige topologische Rdume lassen sich auf rein kombinatorische Weise aus Simplizes
konstruieren. In diesem Kapitel fithren wir simpliziale Objekte in Kategorien ein.

9.a. Simpliziale Komplexe

Wir beginnen mit klassischen simplizialen Komplexen im RY. Eine Menge A = {zo,...,xn}
von Punkten im RY ist in allgemeiner Lage, wenn die n Vektoren x, — xq, ..., &, — 2 linear
unabhéngig sind. In diesem Fall nennen wir die konvexe Hiille der Punkte xg, ..., x, das von A

aufgespannte geometrische Simplex

Al = {tozo + - +tozn | 0<to,... .ty und to+ - +t, =1} CRY,
und A= {toro+ - +tazn |0 <to,....tpund to+ - +t, =1} C |A]

heifit das (geometrische) Innere von |A|. Sei B C A, dann nennen wir B eine Seite von A. Es folgt

Al=J B.

BCA
Der Einfachheit halber lassen wir auch die leere Menge zu und setzen |()| = h=0.
9.1. BEMERKUNG. Wir nennen
A" ={(t1,...,ta) €I"|0<ty <+ <t, <1}

den (geometrischen) Standardsimplex.

(1) Wenn wir die Elemente von A wie oben anordnen, erhalten wir eine affine Abbildung A™ —
|A| durch

(tl,.. . ,tn) — t1xg + (tg —tl)l’l + -+ (1 —tn)ZEn

Insbesondere entspricht der k-ten Ecke das Tupel 2} = (0,...,0,1,...,1), bei dem die
ersten k Eintréage 0 sind.

(2) Sei jetzt B C A eine Teilmenge, dann erhalten wir eine Inklusionsabbildung |B| — |A].
Wir ordnen die Elemente von A wie oben an, dann entspricht der Teilmenge B ein Tupel
von Indizes 0 < ip < --- < i < n, so dass B = {z;,,...,x;, }. Dann betrachten wir die
lineare Abbildung fi, . .. : AF — A™ mit fiorsin (81, .y 8K) = (t1,...,tyn), so dass

0 falls 7 < i,
tj =4 si, fallsip_y <j <ig, und

1 falls i <.
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Dann kommutiert das Diagramm

[A|~——|B] .

(3) Wir betrachten die obige Sammlung von Indizes als monotone Abbildung ¢: {0,...,k} —
{0,...,n}, dabei miissen wir nicht verlangen, dass ¢ injektiv ist. Die gleiche Konstruktion
wie oben liefert das analoge kommutative Diagramm. Allerdings ist die Abbildung A* —
|A| nur injektiv, wenn ¢ injektiv ist. Anderfalls werden mehrere aufeinanderfolgende Ecken
auf eine abgebildet. In diesem Fall nennt man die Abbildung A* — |A| entartet.

Fiir eine Menge M bezeichne P, M C PM die Teilmenge alle endlichen Teilmengen von M.
9.2. DEFINITION. Ein simplizialer Komplez im RY besteht aus einer diskreten Menge E C R

von FEcken und einer Teilmenge S C Pg,E von Simplizes, mit folgenden Eigenschaften:

(1) die Ecken eines jeden Simplexes A € S sind in allgemeiner Lage;
(2) fiir jeden Simplex A € S gilt PA C S;
(3) fir A#£ Be Sgilt AnB = 1.

Als geometrische Realisierung von S bezeichnen wir den Unterraum

Sl= =4 crY.

AeS AesS

Bedingung (1) ist unnétig: wenn die Ecken von A nicht in allgemeiner Lage sind, dann gibt es
zwei verschiedene Teilmengen B, C C A mit AN B # (.

9.b. Simpliziale Objekte

Wir verallgemeinern die obige Konstruktion in folgender Hinsicht.

e Wir lassen auch entartete Simplizes zu, das sind affine Simplizes, bei denen aufeinan-
derfolgende Eckpunkte iibereinstimmen. Wir brauchen sie beispielsweise, um simpliziale
Abbildungen zu konstruieren, die keine Einbettungen sind.

e Wir betrachten die k-Simplizes nicht mehr als geometrische Objekte, sondern nur noch die
Menge der k-Simplizes als Objekt in Set.

e Wir erlauben anstelle der Kategorie Set jede beliebige Kategorie C.

Dazu bezeichne A die kleine Kategorie mit Objekten [n] = {0,...,n} C N fir alle n € N, und
mit Morphismen

Homa ([m], [n]) = { £+ [m] = [n] | (0) <+ < f(m) }.

Den Randoperatoren entsprechen die injektiven Morphismen &§¢: [n — 1] — [n] fiir 0 < i < n, die i
im Bild auslassen, somit

§0)=0,....,6(i—1)=i—1, §@)=i+1,....,6n-1)=n.

Hinzu kommen surjektive Entartungsmorphismen o?: [n + 1] — [n] fiir 0 < i < n, die gerade i
verdoppeln, somit

c'(0)=0,...,0'() =i, o'(i+1)=i,...,0'(n+1)=n.
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9.3. BEMERKUNG. Jeder Morphismus in A kann als Verkettung von Rand- und Entartungope-
ratoren dargestellt werden. Je zwei solche Darstellungen gehen durch sukzessive Anwendung der
folgenden Vertauschungsregeln ineinander iiber.

sisi — S5t falls i <,
C 695 falls i > g,

e ool falls i < 7,
g o’ = ..
glottl  falls i > j,
8ot fallsi<j—1,
007 = 9ot fallsi > j, und

id fallsi € {j — 1,7}

9.4. DEFINITION. Es sei C eine Kategorie. Ein simpliziales Objekt in C ist ein kontravarianter
Funktor Xe: A — C. Wir schreiben X,, = Xo([n]) € ObjC, d' = di = Xe(6'): X, = Xy
und s' = st = X(0%): X;, = Xp,41. Fiir beliebige ¢ € Homa ([m], [n]) schreiben wir ¢* = %
fiir Xo(p): X, = X

Ein simplizialer Morphismus zwischen zwei simplizialen Objekten X, Y, in C ist eine natiirliche
Transformation f, zwischen X, und Y,. Wir schreiben f,, € Home(X,,, Y,) fiir fo([n]).

Es bezeichne sC die Kategorie der simplizialen Objekte und Morphismen in C.

9.5. BEMERKUNG. Wir bringen diese Definition mit der obigen Konstruktion in Verbindung.
(1) Eine Folge (X, )nen von Objekten in C mit Abbildungen d*: X,, — X,,_1 und s': X,, —
Xp+1 fiir alle n und alle ¢ € {0,...,n} definiert genau dann ein simpliziales Objekt, wenn
die folgenden dualen Vertauschungsregeln gelten:

i 7j+1 Lo
P — alldj1 ' falls z < ]',
d—d’ falls i > j,

i s1si=t falls i < 7,
slst =< ..
s tlsl  falls i > j,
stdi=1 fallsi < j—1,
d's' = s1d7 falls i > j, und

id fallsi € {j — 1,5}

(2) Eine Folge (f,) von Abbildungen f,: X, — Y, definiert genau dann einen simplizialen
Morphismus, wenn die folgenden zwei Diagramme fiir alle n und alle 0 < i < n kommu-
tieren:

X, —Iu vy, X, I vy,
dll ldi und sil lsi
fn—l fn+1
Xn—l EE— Yn—l Xn+1 B Yn+1 .

(3) Wir erhalten tatséichlich eine Kategorie sC mit idx, = (idx, )» und (fn)© (gn) = (fn © gn)-

9.6. BEMERKUNG. Der simpliziale Standard-n-Simplex Ay = Homa( -, [n]) € sSet ist definiert
als
¥ =Homa([k],[n]) = {a: {0,...,k} = {0,...,n} ’ a(0) <---<a(k).
Die nicht entarteten Simplizes entsprechen genau den nichtleeren Teilmengen von {0, ...,n}, also
den Seiten eines geometrischen n-Simplexes A", und man iiberpriift leicht, dass |A7| = A™. Das
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Element 4, = id}, € A} entspricht dem Inneren des geometrischen n-Simplexes. Alle Simplizes
von A7 entsprechen gerade Abbildungen zwischen simplizialen Simplizes, also

Homygset (AL, AY) = Homa ([m], [n]) = A7, .

Insgesamt erhalten wir also einen kovarianten Funktor Ag: A — sSet.
Sei X, eine simpliziale Menge, dann gibt es eine natiirliche Bijektion

Xn = HomsSet<A:L7 X') ’

dabei entspricht a € X,, gerade dem Bild von d,, unter f € Homgse (A7, Xo). Wir vergleichen die
Situation mit Bemerkung 4.29. Dort hatten wir Kategorien mit einem ausgeszeichneten Objekt F
betrachtet, so dass Hom¢ (E, X)) das Objekt X als Menge beschreibt. In sSet reicht ein Objekt nicht
— wir brauchen die Folge (X,,), = (Homgset (A, Xo))n, um ein Objekt X, € sSet zu beschreiben.

Der letzte Sachverhalt ist ein Speziallfall des folgenden Sachverhalts. Hierbei erinnern wir uns,
dass simpliziale Abbildungen gerade natiirliche Transformationen zwischen kontravarianten Funk-
toren A — Set sind.

9.7. LEMMA (Yoneda). Es sei C eine lokal kleine Kategorie und C ein Objekt von C.

(1) (Kovariante Fassung) Es gibt einen kovarianten Funktor Home(C, -): C — Set. Fiir jeden
weiteren kovarianten Funktor F: C — Set steht die Menge der natiirlichen Transforma-
tionen Home (C, - ) — F in Bijektion zur Menge FC vermdge

(¢: Home(C, +) = F) — ¢c(ide) € FC und ~ FC 3 x+—— (evzoF).

(2) (Kontravariante Fassung) Es gibt einen kontravarianten Funktor Home(-,C): C — Set.
Fiir jeden weiteren kontravarianten Funktor F: C — Set steht die Menge der natirlichen
Transformationen Home( -, C) — F in Bijektion zur Menge FC vermdge

(¢: Home(-,C) — F) — pe(ide) € FC und  FC >z (evyoF).

BEWEIS. In (1) erhalten wir einen kovarianten Funktor Home(C, - ), indem wir einen Morphis-
mus g € Home (A, B) abbilden auf

Home (C, A) 2 Home(C, B) .

Sei x € FC, dann erhalten wir eine natiirliche Transformation ev, o F, da
Home(C, A) —L> Homgy (FC, FA) —2> FA
S
Home(C, B) —2~ Homg, (FC, FB) > FB .
Wir wenden diese Transformation auf ide € Home (C, C') an und erhalten
evy (Fidc) =idrc(z) ==

Sei umgekehrt ¢: Home(C, -) — F eine natiirliche Transformation und f € Hom¢(C, A), dann
kommutiert das Diagramm

Hom¢(C,C) e Hom¢(C, A)
<Pcl on
F(C) F(A4).

Indem wir id¢ einsetzen, erhalten wir F f(¢ocide) = @a(f). Insbesondere sind die beiden angege-
benen Konstruktionen zueinander invers.
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Zu (2) gehen wir analog vor und betrachten die Diagramme

Home (B, C) —L> Homsy (FC, FB) Y2~ FB Home(C, C) —~ Home(A, €)
ogl -FQO\L lfg und wcl \LLPA U
Home(A, C) —L> Homge (FC, FA) Y5~ FA . Fo)—T L Fay.

9.8. PROPOSITION. FEs sei C eine Kategorie mit Produkt ,x “. Dann definiert
(Xe xYe)n =X, xY,eC
mit (Wx.)n =TX, und (ﬂ'y.)n =Ty,
fiir alle Objekte Xo, Yo € sC und alle n € N ein Produkt auf sC.

Die simplizialen Operatoren auf X, x Y, sind eindeutig festgelegt durch die Bedingung, dass 7y,
und 7y, simpliziale Morphismen sind: aus der universellen Eigenschaft des Produktes X,,, x Y;, folgt
fiir ¢ € Homa ([m], [n]), dass

Oxxy =X Xy : Xp x Y, — X, x Yy, .

BEWEIS. Es seien X,, Yo, Z, simpliziale Objekte in C, und es seien simpliziale Morphis-

men fo: Ze — Xo und ge: Ze — Y, gegeben. Dann existiert fiir jedes n genau ein Morphis-

mus hy: Z, — X, X Y, mit 7x, o h, = f, und 7y, o hy, = g,. Sei ¢ € Homa (|m], [n]) wie oben,
dann folgt

Pxxy ©hn = hm o Oxyy -

Also erfiillt X4 X Y, die universelle Eigenschaft eines Produktes. O

Einem Morphismus ¢ € Homa ([m], [n]) entspricht nach Bemerkung 9.6 eine simpliziale Abbil-
dung @e: Ay — AY.

9.9. SATZ. Die Kategorie sSet ist kartesisch abgeschlossen mit

hom(Ys, Ze),, = Homgset (Yo X AL, Zs)
Orom = (idy, X ve)*: Homgse: (Yo X Ay, Ze) — Homgser (Yo X AV, Z)

und evy, Zo(fn X Un) = (fu)n(Yn X 0n) € Z,,
fir alle simplizialen Mengen Ys, Zs, alle ¢ € Homa ([m], [n]), alle f, € hom(Ys, Zs), und alle y,, €
Y,

BEWEIS. Man iiberzeugt sich, dass ¢y = simpliziale Abbildungen auf simpliziale Abbildungen
abbildet. Also ist hom(Ys, Z,)e ein kontravarianter Funktor A — Set, also ein simpliziales hom-
Objekt hom(Ys, Zs)e.

Sei ¢ wie oben, und seien f,, = (fn)e € hom(Ys, Ze)n, = Homgse (Yo X A7, Zs) und y, € Y,.
Wir erhalten

(eVY.,Z.)m(‘P}iom wy (fn X% yn)) = (eVY.,Z.)m(((idY. X o))" fr) X ‘P?/yn)
= ((fn)m o (idy,, x ‘Pm))(ﬁo;yn X Om) = (fn)m(Sogﬁ/xA" (Yn x 571))
= (P*Z((fn)n(yn X 5n)) = ‘P*Z((GVY.,Z.)n(fn X yn)) )

also ist evy, 7z, = (evy,,z,)e: hom(Ys, Z,)e X Yo = Z, eine simpliziale Abbildung.

Zur universellen Eigenschaft 4.28 (1) des internen Hom-Funktors sei fo: Xo X Yo — Z, eine
simpliziale Abbildung. Gesucht ist eine simpliziale Abbildung ge: Xe — hom(Ys, Z)e, so dass fo =
evy, 7, © (g. X idy.). Seien dazu x,, € Xy, yn € Y, Simplizes, und sei z, = f, (5 X y,). Dann folgt

Zn = €VY, Z, (go(«Tn)a yn) = gn(xn)(yn X 671) >
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wodurch g, (x,,) bereits auf allen Simplizes der Form y,, X 6,, € (Y4 X A7), bestimmt ist. Allgemeiner
sei ¢ € Homa ([k], [n]), dann folgt unter der Annahme, dass ge: Xe — hom(Ys, Z,)e simplizial ist,
dass

9n(20) (Y X ©) = gn(xn) ((idy, X ©e)(Yr X 0k)) = (Phom (9n(xn))) (Yr X Or)
= gr(PxTn) (Y X Ok) = fr(@XTn X Yi) -

Umgekehrt definiert diese Gleichung gerade eine simpliziale Abbildung ge: Xe — hom(Ys, Z)e. [

9.c. Geometrische Realisierung und Singulidre Simplizes

Wir hatten simpliziale Mengen in Analogie zu simplizialen Komplexen definiert. In diesem
Abschnitt zeigen wir, wie wir einer simplizialen Menge X, funktoriell einen topologischen Raum | X|
zuordnen koénnen. Im Fall, dass X, nur endlich viele nicht entartete Simplizes enthélt und Rénder
nicht entarteter Simplizes selbst nicht entartet sind, ldsst sich |X| als ein simplizialer Komplex
in RY einbetten. Die geometrische Realisierung respektiert auerdem Produkte und Koprodukte.

Umgekehrt ordnen wir jedem topologischen Raum Y funktoriell eine simpliziale Menge sing, Y’
zu. Die beiden obigen Funktoren sind zueinander adjungiert.

9.10. DEFINITION. Es sei X, eine simpliziale Menge, dann definieren wir ihre geometrische
Realisierung als

X =] XnxA™/~,
n
wobei ~ erzeugt wird durch

Wenn wir einen Funktor F: C — D zwischen Kategorien mit Produkt haben, dann liefert die
universelle Eigenschaft stets eine natiirliche Transformation

F(rx)

F(X xY) F(X)
f(fry)i T~ - TﬂﬂX)
F(Y) WF(y)F(X) x F(Y).

Insbesondere erhalten wir eine natiirliche Transformation von Funktoren
|- X | = || x]|]:sSet — kwH
9.11. PROPOSITION. Die natiirliche Transformation
|- X | = || x]|]:sSet = kwH
st ein Isomorphismus.

BEWEIS. Es seien X,, Y, simpliziale Mengen. Dann ist der Raum |X| x |Y| ein CW-Komplex
mit Zellen der Form

lo| x |7|: Ap X Ay — | X| X Y]

flir nicht entartete Simplizes ¢ € X,,, 7 € Y};,. Nach Bemerkung 9.6 und Proposition 9.11 induzieren
diese Simplizes eine simpliziale Abbildung

Oe X Te: AU X AT — X¢g X Y,
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(1,0)|  (©00),10) (0,0)
((0,0),(1,0),(1,1)),

((1LO0),(L,1)) | ((0,0),(1,1)) | ((0,0),(0,1))

((0,0),(0,1),(1,1)) 52
s /
(L)) (0.1)

S1

(1,1)
ABBILDUNG 9.1. Produkte von Simplizes

und jeder Simplex im Produkt X, x Y, liegt im Bild mindestens einer solchen Abbildung. Fiir
beliebige Simplizes ¢ € X,,, 7 € Y}, erhalten wir ein Diagramm der Form

[A¢ X AT ——[AJ] X |AY

IU-XToIi lUXITI

X x Y] IX| % [Y] .

Diese Diagramme sind mit den simplizialen Operatoren auf X, und Y, vertriglich. Es reicht daher
zu zeigen, dass der obere Pfeil ein HomGomorphismus ist, denn wenn wir Homéomorphismen entlang
von Homoéomorphismen verkleben, erhalten wir wieder Homéomorphismen, so dass nach Induktion
tiber n und m auch der untere Pfeil ein Hom6omorphismus ist.

Ein k-Simplex in A} x AJ" ist ein Tupel von Paaren

Es ist nicht entartet, wenn fiir iy_1 < iy oder jy_1 < jg fiir jeden Index £ € {1,...,k} gilt.
Zu zeigen ist, dass diese Simplizes eine simpliziale Struktur auf dem Produktraum A™ x A™
definieren. Ein Punkt in A™ x A™ wird gegeben durch ein Tupel

($1y+vySnytiyeeeytm) mit 0<s1 <+ <5, <1 und 0<t1 < <t,<1.

Wir ordnen die Eintréige der Groéfle nach und bestimmen 0 < r; < --- <1, < 1, und ¢: [k] — [n],
Y: [k] = [m], so dass

0 falls i < ¢(0), 0 falls i < (0),
si=qr; falls (i —1) <i<p(j), und ti=qr; fallsy(j—1) <i<y(h),
1 falls p(k) <1 1 falls ¥(k) <.

Wir fassen die obige Gleichung als affine Abbildung o: A¥ — A" x A™ auf. In der Notation von

Bemerkung 9.1 gilt
k

o(zj) = (250 )
und wir schlieBen, dass der Punkt (s1,...,Sn,t1,...,ty) im Inneren des Simplexes |o| C A™ x A™
liegt, wobei o = ¢ x ¥ € A} x A". Auf diese Weise sehen wir, dass die nicht entarteten Simplizes
in A7 x A" eine Zell-Zerlegung von A™ x A™ liefern, was zu zeigen war. g

Im obigen Beweis sehen wir, dass ein nicht entarteter Simplex ¢ das Produkt entarteter Simpli-
zes ¢ und v sein kann. Aus diesem Grund war es wichtig, in Definition 9.4 auch entartete Simplizes
zuzulassen.

321



9.d. Realisierungen und interne Hom-Funktoren

Wir verallgemeinern Satz 9.9 und die Konstruktion einer , Realisierung® auf simpliziale Objekte
in anderen Kategorien. Wir beginnen mit einer monoidalen Struktur auf den simplizialen Objekten
in einer monoidalen Kategorie.

Sei (C,®, FE) eine abgeschlossene monoidale Kategorie mit internem Hom-Funktor hom und
Auswertungsabbildung ev. In Analogie zu Proposition 9.11 definieren wir eine monoidale Struktur
auf sC durch

(Xe®@Ye)n =X, @Y, €C mit d®Y =df @ dY und s =X @),

sowie E,=F mit dfj =idg und siE =idg .

Wir erhalten die zugehdrigen natiirlichen Isomorphismen als
aAxXY.zZn = X, Yz (Xe @Ye) © Zo)n — (Xo @ (Yo @ Zo))n
)\X,n = )‘Xn: E® X, = (E' ® XO)n — Xn und PXn = PX,: (XO ® E‘)n — Xn .

9.12. PROPOSITION. Es sei (C,®, F) eine monoidale Kategorie, dann bildet (sC, ®, Eo) ebenfalls
eine monoidale Kategorie.

BewErs. Ubung. O

Um einen internen Hom-Funktor auf sC wie in Satz 9.9 zu definieren, brauchen wir zuerst einen
Ersatz fiir das Standardsimplex A7 in sSet.

9.13. DEFINITION. Es sei C eine Kategorie. Ein kosimpliziales Objekt in C ist ein kovarianter
Funktor X*: A — C. Wir schreiben X" = X*([n]) € ObjC, &% = X*(6"): X" — X" und o, =
X*(o%): Xn — XL

Ein kosimplizialer Morphismus zwischen zwei simplizialen Objekten X*® Y® ist eine natiirliche
Transformation f®. Wir schreiben f” € Home(X™, Y™) fir f*([n]).

Als Beispiele erhalten wir die Familie (A7), der Standardsimplizes als kosimpliziales Objekt
in sSet und die Familie A® der geometrischen Standardsimplizes als kosimpliziales Objekt in kw?H.

Um einen internen Hom-Funktor auf sC zu definieren, betrachten wir ein kosimpliziales Ob-
jekt (EY), in sC. Dann liefert ¢: [m] — [n] eine simpliziale Abbildung ¢e: EJ* — EJ'. Wir bendti-
gen ausgezeichnete Morphismen e,,: £ — E7 in C fiir alle n > 0, so dass

Om © €m = Ppn © €y, € Home (E, E})

fiir alle ¢: [m] — [n] gilt.

9.14. SATZ. Es sei (C,®,E) eine abgeschlossene monoidale Kategorie, und es sei (Ey), ein
kosimpliziales Objekt in sC mit e,: E— E]' wie oben.

hom(Ys, Ze)n = homge (Ye ® Ey, Za)
= {(fo)r € [[hom(Vz ® E}, Z) |
(Vyepn) (f)k = (W7)«(fu)e fir alle ¢ € Homa([k], [4]) } ,
Phom = (idy, ® @e)": hom(Ye ® EJ, Z,) — hom(Ye ® EJ", Z,)
und (evy, z4)n: hom(Y,, Zo), @ Y, dep”, hom(Ys, Ze), ® Y, ® E), —

id®e™ VY RER, Zn

—— hom(Y,, ® B, Z,)® (Y, ® E)) —="" Z,
fir alle simplizialen Mengen Yo, Zeo und alle ¢ € Homa ([m], [n]).
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BeEwEIs. Wir kopieren den Beweis von Satz 9.9. Als erstes zeigen wir, dass ¢} = simpliziale Mor-
phismen auf simpliziale Morphismen abbildet. Sei (fy,)e € hom(Ye® A7, Z,) und ¢ € Homa ([£], [¢])
gegeben. Da ¢, und (f,,)e simplizial sind und hom ein Bifunktor ist, gilt

Wy opm) (Phom o)k = (A ® @) 0 (V3 @ Phm)) (fa)k = (W @ ) 0 (([d @ @r)) ()
= (1d ® )" (V3 @ Vi) (fa)k) = (d ® i) (V%) (fa)e)
= (¥2)+(Phom/n)e

somit ist oy fn simplizial, und ppem is wohldefiniert. Analog tiberpriift man, dass hom(Y,, Z,).
mit den ¢y = ein simpliziales Objekt in C bildet.
Als nichstes zeigen wir, dass evy, z, ein simplizialer Morphismus ist. Dazu seien ¢, f, wie oben
und y, € Y,. Da o (em) = ¢ (en) gilt, folgt
(eVY.,Z.)m(SD;;omagY(fn ® yn)) = (eVY-,Z.)m(((idY. ® o) frn) ® @?yn)
= ((fn)m o (ide ® Qom)) ((P;yn & em) = (fn)m (‘p*Y®e” (yn & en))
= @E((fn)n(yn @ en)) = ‘/J*Z((eVY.,Z.)n(fn ® yn)) )

also ist evy, z, = (evy, z,)e: hom(Ys, Z,)e ® Yo — Z, ein simplizialer Morphismus.
Zu zeigen bleibt noch die universelle Eigenschaft 4.28 (1) des internen Hom-Funktors. Sei da-
ZU fo: Xe ® Yo — Z, eine simpliziale Abbildung. Gesucht ist eine simpliziale Abbildung ge: Xe —
hom(Ys, Za)e, so dass fo = evy, z, © (g. ® idy_). Seien dazu z, € X,, y, € Y, Simplizes, und
sei zp, = fn(2n ® yp). Dann folgt
Zn = €Vy, Z, (go (70), yn) = gn(Tn)(Yn ® o) ,

wodurch g, (x,,) bereits auf allen Simplizes der Form y,, ®6,, € (Yo ® A7), bestimmt ist. Allgemeiner
sei ¢ € Homa ([k], [n]), dann folgt unter der Annahme, dass ge: Xe — hom(Ys, Z,)e simplizial ist,
dass

gn(2) Yk © @) = gn(@n) ((idyv, @ o) (Y @ k) = (Phom(9n(Tn))) (Yr © Ok)
= gk (@xTn) (Yk ® 0k) = fr(pXxTn @ yk) -
Umgekehrt definiert diese Gleichung gerade eine simpliziale Abbildung ge: Xe — hom(Ys, Zs)e. [
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geschlossene, 254
komplexe, 243
mit Rand, 101

Maximum, 19

Menge, 7, 26
Potenz-, 3, 5
punktierte, 81

Metrik
franzosische Eisenbahn-, 36
p-adische, 37
Riemannsche, 243

metrisierbar, 5, 10, 18, 28, 30

Modellstruktur, 155
Cole-, 156

gemischte, siehe Modellstruktur, Cole-
Hurewicz-, siehe Modellstruktur, Strgm-

naive, siehe Modellstruktur, Strgm-
Quillen-, 156

Serre-, sieche Modellstruktur, Quillen-
Standard-, siehe Modellstruktur, Quillen-

Strgm-, 156
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d-Funktoren, 201
universeller, 201
dualer, 291
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Null-, 142
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Norm, 42

dquivalente, 4
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direktes, 39, 75
Erweiterungs-, 201
freies, 55, 56
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Verschlingungs-, 303
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Quotient, 137
Homotopie-, 106
Kettenkomplex, 184
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vollstandig, 9
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Abbildung, 127
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Umgebungs-, 293
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Koeffizienten-, 282
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Satz
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Barratt-Puppe-Sequenz, 160
Blakers-Massey, 94, 105
Borsuk-Ulam, 53, 75
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Brouwer, 101
Brouwer-Hopf, 98
Brownscher Darstellungs-, 193, 240
Dualitét
Lefschetz-, 299
Poincaré-, 299
Spanier-Whitehead-, 294
Eilenberg-Zilber, 211
Eulerscher Polyeder-, 187
Exponentialgesetz, 21, 143
abstraktes, 142
Fixpunkt-
Banach, 1
Brouwer, 1, 53, 99
Lefschetz, 311
Freudenthal, 109, 111, 175
Fundamental-
Modellkategorien, 158
Fundamental- der Algebra, 75
Gabriel-Popescu, 169
Gysin-Sequenz, 305
Hadamard-Cartan, 194
Heine-Borel, 18, 20, 31
Hilbert Basis-, 38
Homomorphie-, 170
Homotopiesequenz
Paar, 87
Serre-Faserung, 89
stabile, 112
Hurewicz, 197
Igel, 100
Invarianz der Dimension, 101
Kiinneth-Formel
algebraische, 213
kohomologische, 233, 286
topologische, 211
Kervaire-Milnor, 2
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Vektorbiindel, 246
Lebesgue, 20, 57
Liftungs-, 67, 71, 90
Homotopie-, 51, 67
Mayer-Vietoris, 173, 224, 285



Metrisations-
Urysohn, 12, 28
Milnor, 154
Pontryagin
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Pontryagin-Thom
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Rohrenumgebung, 254
Seifert-van Kampen, 57, 58-61
Serre, 124
Thom-Isomorphismus, 297
Tychonoff, 20
universelle Koeffizienten
Homologie, 209, 216, 267
Kohomologie, 231, 267, 300
vom Igel, 2
Whitehead, 149, 198
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Whitney-Einbettungs-, 254
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Schleife, 46, 67
Schleifenraum, 48, 8/
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Schneeflockenkurve, 7
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Seite
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Barratt-Puppe-, 160
Bockstein-, 220, 267
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Homotopie-, 164
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Faser-, 164
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Gysin-, 305
Homologie-, 171, 267
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Paar, 87
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koexakte
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Mayer-Vietoris-, 224
Mayer-Vietoris-, 173, 224, 285
Puppe-, 265
Sechs-Term-, 251
Signatur, 301
Simplex
Standard-
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geometrischer, 315
simplizialer, 317
Skelett, 28, 29, 146
Spektrum, 111, 191
CW-, 260
abzéhlbares, 260
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Eilenberg-Mac Lane-, 193
Einh&ngungs-, 191
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Moore-, 207
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Sphéren-, 193
Suspensions-, 191
Thom-
normales, 295
Sphére, 2, 27, 60, 66, 175, 225
Spur, 307
Super-, 309
stetig, 3, 4, 6, 13
am Punkt, 3, 37
Subbasis, 11, 16, 21
Summe
direkte, 39, 54, 170, 265
topologische, 13
Whitney-, 248
zusammenhéngende, 302
Suspension
reduzierte, 108
System
inverses, 225

Teilfolge, 18
Teilmenge
offene, 27
Tensorprodukt
R-Moduln, 199
Topologie, 5
Box-, 17, 20
CW-, 29, 30, 32, 34, 42
diskrete, 5, 11, 23, 24, 28, 29, 38, 50-52, 54
Final-, 2/
Identifizierungs-, siehe Quotienten-
induzierte, 15, 24, 41
Initial-, 24
Klumpen-, 5, 11, 17, 24, 38, 69
koendliche, 37, 38
koinduzierte, 24, 26, 41
Kolimes-, 27, 29, 31, 33
kompakt erzeugte, 137
kompakt-offene, 21, 22, 34, 40, 45, 48, 84, 143
metrische, 4, 39, 40
Ordnungs-, 38
p-adische, 40

Produkt-, 15, 20, 21, 24, 33, 34, 39, 40, 42, 43, 138



Quotienten-, 25, 26-28, 31, 33, 40-42, 59, 61, 69,
70, 79, 137
Relativ-, siehe Unterraum-
schwache, 26, 29, 31, 33
Spur-, siehe Unterraum-
Summen-, 18, 24, 137
Unterraum-, 15, 17, 24, 25, 27, 29, 30, 32, 39, 40,
45, 48, 76, 139
Verklebungs-, 26, 29, 30, 40
Zariski-, 37, 38
zur Basis, 12, 17, 72
zur Subbasis, 12, 16, 21
Torsion, 205, 302
Torus, 66
Clifford-, 61
Totalraum, 91
Transformation
natiirliche, 81, 171
Transposition, 235, 281
Trivialisierung, 114
lokale, 91

Uberdeckung
offene, 18, 20, 57
Teil-, 19
iuberlagert
gleichméBig, 51, 68, 70, 72
Uberlagerung, 50, 52, 54, 66-74, 77, 90, 91
n-zusammenhéngende, 150
normale, 70, 71-74, 78
universelle, 51, 66, 71-74, 78
Umgebung, 4, 5, 27, 37, 69
abgeschlossene, 22
kompakte, 20
zusammenhéngende, 24
weg-, 24
Umgebungsbasis, 17, 30
Umlaufzahl, 43
Unterkategorie
volle, 136
Untermannigfaltigkeit, 27
eigentliche, 254
gerahmte, 11/
Unterraum, 17, 19, 139
Unterspektrum, 260
kofinales, 260
unzusammenhéngend
total, 24, 40

Vereinigung

disjunkte, 13, 17, 39, 137
Vererbung, 17, 25, 41, 70
Verkettung, 7, 44, 46

Weg, 23, 34, 36, 45, 46, 68
Wirkung, siehe Operation
Wort, 54

gekiirztes, 54
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reduziertes, 54, 55

Zahl
Betti-, 187, 301
dyadische, 9
Fuler-, 187, 301
Lefschetz, 309
Zelle, 28, 29, 32, 146
abgeschlossene, 29, 146
CW-Spektrum, 260
zusammenhéngend, 23, 25, 35, 40, 6674, 78
einfach, 50, 60, 66, 75
semilokal, 71, 74
lokal, 24
n-, 93, 148
weg-, 23, 25, 34-36, 40, 47, 48, 50, 57-68, 75
lokal, 24, 67-74
Zusammenhangskomponente, 24, 74
Weg-, 24, 35, 40, 45, 48, 67, 73, 80
zusammenziehbar, 84, 44-46, 50, 51, 5962, 83, 172
lokal, 34, 78
Zykel, 180
gerahmter, 118
Zylinder, 106, 156
Abbildungs-, 103
reduzierter, 159
relativer, 149
reduzierter, 106, 162
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