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Ubungsblatt 0

Abgabe: —
Ubung 0.1 (Lie algebren) Es sei g ein k-Vektorraum. Eine bilineare Abbildung [ -, -]: gx
g — g heilit Lie-Klammer, falls
(i) [&; [n.x]] = 1€ m], x] + [, [€, X]]
fiir alle £, m, x € g. Wir nennen das Tupel (g, |-, -]) Lie-Algebra. Eine lineare Abbildung

¢: € — g heilt Lie-Algebramorphismus, wenn ¢([€, 1)) = [p(£), ¢(n)] fur alle £, n € €. Ein
Unterraum § C g heif3t

e Lie-Unteralgebra, wenn [, 1] € b fiir alle £, € b.
o Lie-Ideal, wenn [£,n] € b fiir alle £ € h und n € g.
(i) Zeigen Sie, dass die Verkettung von zwei Lie-Algebramorphismen wieder ein Lie-

Algebramorphismus ist.

(7) Zeigen Sie, dass das Bild (bzw. der Kern) eines Lie-Algebramorphismus eine Lie-
Unteralgebra (bzw. Lie-Ideal) ist.

(ii) Es sei h C g ein Lie-Ideal. Zeigen Sie, dass der Quotient g/h eine kanonische Lie-
Klammer besitzt, so dass die Quotientenabbildung 7: g — g/b ein Lie-
Algebramorphismus ist.

(iv) Essei o eine assoziative Algebra. Zeigen Sie, dass die bilineare Abbildung [ -, - ]: o x
A — o, die durch
la,b] = ab—ba

definiert ist, 9 zu einer Lie-Algebra macht.

Ubung 0.2 (Graduierungen) Essei o°* = ), , 9° cin graduierter k-Vektorraum. Ein
assoziatives Produkt pu: o® x o4®* — o*® heilt graduiert kommutativ, wenn

e ab:= p(a,b) € A** und
o ab=(—1)*ba

fir alle @ € «* und b € «¢*. Eine Derivation vom Grad k ist eine lineare Abbildung
D: 9d* — o°, so dass
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o D(A) € *** fiir alle a € o,
e D(ab) = D(a)b+ (—=1)¥aD(b) fiir alle a € «4* und b € o°.
Den Vektorraum der Derivationen vom Grad k bezeichnen wir mit Der®(s4*) und wir
bezeichnen mit Der®(«4*) = @, ., Der*(s®). Zeigen Sie, dass
[D,E]=DoE —(-1)*EoD
fir D € Der"(#*) und E € Der(#*) eine Derivation vom Grad k + ¢ ist und dass
Der®(¢4®) mit [, -] zu einer graduierten Lie-Algebra wird, d.h.
(i) [D, E] € Der"(s4*)
(ii) [D,E] = —(-1)*[E, D]
fiir alle D € Der®(s4®), F € Der’(«4®) und F € Der®(s4*).
Ubung 0.3 (Grassmann’sche und symmetrische Algebra) Essei V ein endlich di-

mensionaler k-Vektorraum mit dim V' = n, wobei k ein Korper der Charakteristik 0 ist.
Es sei auBerdem 7%V = V@ =V ® ---®@ V die k-te Tensorpotenz von V mit 7°V =k
—_———

k-mal
und

T*V = éT’“V.
k=0

(i) Zeigen Sie, dass (T*V,®) eine assoziative Algebra mit Eins ist, wobei o ® v =
v®a = av fir o € k und v € V. (Sie diirfen die Assoziativitéit des Tensorprodukts
verwenden. )

(7) Zeigen Sie, dass die lineare Fortsetzung von
o>V R QU = VUg(1) @+ @ Ug(k)

eine Darstellung der symmetrischen Gruppe S;, auf T*V definiert und, dass

1 i 1
Alty = ] Z sign(o)or>  und Sym, = T Z o>

oc€Sk oc€SE

Projektoren auf T*V sind. (Eine lineare Abbildung P heifit Projektor, wenn P? =
P.) Zeigen Sie schlielich, dass Alt = @, Alti, und Sym = @, Sym,, auch Projek-

toren sind, wobei wir Alty = id = Sym,, setzen.
(73i) Es sei A*(V) := Alt(T*V) und es sei S*(V') := Sym(T*V'). Zeigen Sie, dass
A*(V) = @D AM(V), where AF(V) = Alt(T*V)
k=0
und

S*(V) = éSk(V), where SF(V) = Sym, (T*V).



(i)

(vi)

Es sei At A*(V) x A*(V) — A*(V) die bilineare Fortsetzung von

(k+0)!
vAwW = WAltkH(v ® w)
fir v € A*(V) und w € AY(V) und es sei V: S*(V) x S*(V) — S*(V) die bilineare
Fortsetzung von
(k+0)!
pVvVqg= WSymkH(p ® q)
fiir p € S¥(V) und ¢ € SY(V). Zeigen Sie, dass (A*(V),A) (bzw. (S*(V),V)) eine
graduiert kommutative (bzw. kommutative) Algebra mit Eins ist.

Berechnen Sie die Dimensionen von A*(V') und S*(V), indem Sie Basen in Abhiingigkeit
von einer Basis {ej,...,e,} von V angeben.

Ein Polyonom vom Grad k € Ny auf V' ist eine Abbildung P: V' — k mit P(\v) =
N*P(v). Wir bezeichnen die Polynome vom Grad k mit Pol*(V). Polynome sind
abgeschlossen unter punktweiser Multiplikation: es sei P € Polk(V) und @ €
Pol(V), dann ist PQ € Pol*™ (V). Somit bilden die Polynomfunktionen Pol®(V) =
T Polk(V) eine Algebra. Zeigen Sie, dass es einen eindeutigen injektiven grader-
haltenden Algebramorphismus

J:S*(V*) = Pol*(V)

gibt mit J(1) = 1 und J(a): V* 3 v — a(v) € k fir a € V* C S*(V*). Ist J ein
Isomorphismus? Koénnen Sie den Beweis fithren ohne eine Basis zu wihlen?

k-mal

. . . . . k " .
Hinweis: Betrachten Sie die Abbildung F': Pol® (V) — Abb(V x - -+ x V, k) mit

1 9

F(P)(v1,...,v) = ot .. ot

P(tivg + -+ - + tgog).



