Poissongeometrie und Deformationsquantisierung Dr. Jonas Schnitzer
Wintersemester 2022/2023

https://home.mathematik.uni-freiburg.de/geometrie/lehre/ws2022/DQ/

14. Ubungsblatt

Abgabetermin 6.2.2023

Ubung 14.1 (5 Punkte = 2+3 Punkte) Es sei p: P — M ein Hauptfaserbiindel mit Struktu-
regruppe G und der Rechtswirkung ®: P x G — P. Zeigen Sie:

(a) Fiir einen Differentialoperator D € DiffOp(P) mit ®; o D = D o &} gibt es einen eindeutigen
Differentialoperator D € DiffOp(M) mit p* o D =Dop*.

(b) Fiir ein invariantes Sternprodukt x auf P (d.h. ®;(f xh) = 7 f x ®;h fiir alle g € G und
foh € €°°(P)[[A]]) existiert ein eindeutiges Sternprodukt * auf M mit p*(f*h) = p*f x p*h
fir alle f,h € €°(M).

Ubung 14.2 (5 Punkte = 342 Punkte) Essei (M, ) eine Poisson Mannigfaltigkeit. Ein Spur-
funktional tr: €°(M) — C ist eine C[[h]]-lineare Abbildung, so dass

tr({f,9}) = 0.
fur alle f,g € €2°(M).

(a) Zeigen Sie, dass fiir eine 2n-dimensionale symplektische Mannigfaltigkeit (M, w) die Abbildung

tr(f) = /M fur

ein Spurfunktional ist.

(b) Zeigen Sie, dass fiir (R?",wean) und dem daraus konstruierten Sternprodukt * (Gleichung
3.2.1) sogar gilt

tr(f xg) = tr(g* f).

Ubung 14.3 (5 Punkte) Es sei M eine Mannigfaltigkeit und = ein Sternprodukt. Es sei weiter
S € DiffOp(M)][[A]], so dass S(f) = f + O(h) fiir alle f € €°°(M) mit

S(fxg)=S(f)*S(9)

Zeigen Sie, dass es eine Derivation D € DiffOp(M)[[h]] von * gibt, so dass S = eP.
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Hinweis: Wenn Sie D konstruiert haben, dann konnen Sie wie folgt vorgehen: Definieren Sie
E(a,b) = D(a) *xb+ a* D(b) — D(axb)
: : k _ i k—ip k—1 (k) r s t (k)
und zeigen Sie, dass D" (axb) =0 ( )D?(a)* DF~ib = 2o st=0 Crst DT E(D®(a), D (b)) fiir Konstanten c,.; € R.
Zeigen Sie danach, dass E die lepunktglewhung

oo hk k—1
E(a,b):zﬁ > ) DTE(D (a), DY)
k=

T or,s,t=0

erfiillt.

Ubung 14.4 (5 Punkte) Es sei M eine Mannigfaltigkeit und V eine torsionsfreie kovariante Ab-
leitung. Zeigen Sie, dass das Produkt

Poy Q= g, (Py.i(P) 0 @v,(Q))

fiir die Abbildung ®v ;: I'*°(STM) — DiffOp(M) aus Aufgabe 12.1 fiir alle t € R\ {0} assoziativ
ist und sich auf ¢t = 0 als das das symmetrische Produkt auf I'*°*(ST M) glatt fortsetzen lisst.



