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Übung 3.1 (5 Punkte = 3+2 Punkte)

(i ) Zeigen Sie Milnor’s exercise: Es sei φ : C∞(M) → R ein einserhaltender Algebra-
morphismus, dann gilt φ(f) = δm(f) := f(m) für ein eindeutiges m ∈M .

(ii ) Zeigen Sie damit, dass jeder Algebramorphismus Φ: C∞(N) → C∞(M) der pull-
back einer glatten Abbildung φ : M → N ist.

Übung 3.2 (5 Punkte = 1+2+1+1 Punkte) Eine Liegruppe ist eine Mannigfaltig-
keit G, so dass die Gruppenmultiplikation und somit auch die Inversenabbildung glatt
sind.

(i ) Es bezeichne `g : G → G die Abbildung `g(h) = gh. Zeigen Sie, dass `g für alle
g ∈ G ein Diffeomorphismus ist.

(ii ) Ein Vektorfeld X ∈ X(G) heißt linksinvariant, wenn `∗gX = X für alle g ∈ G gilt.
Zeigen Sie, dass die linksinvarianten Vektorfelder X(G)G eine endlichdimensionale
Liealgebra bilden indem Sie zeigen, dass

LG : X(G)G 3 X 7→ X(e) ∈ TeG =: g

ein Isomorphismus ist. Hier bezeichne e ∈ G das neutrale Element von G.

(iii ) Zeigen Sie, dass linksinvariante Vektorfelder immer einen vollständigen Fluss haben.

(iv ) Zeigen Sie, dass für jeden glatten Gruppenmorphismus φ : G→ H die Abbildung

Lie(φ) = L−1H ◦ Teφ ◦ LG : X(G)G → X(H)H

ein Lie-Algebramorphismus ist.

Übung 3.3 (5 Punkte = 3+2 Punkte) Es sei (M,π) eine n-dimensionale Poisson-
mannigfaltigkeit mit einer Volumenform µ ∈ Γ∞(ΛnT ∗M).

(i ) Zeigen Sie, dass die eindeutige Abbildung ∆µ : C∞(M)→ C∞(M), die

∆µ(f)µ = LXf
µ

erfüllt, ein Poisson Vektorfeld ist.
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(ii ) Zeigen Sie, dass wenn µ′ eine weitere Volumenform ist, dann existiert eine Funktion
g, so dass ∆µ −∆µ′ = Xg.

Übung 3.4 (5 Punkte = 1+2+2 Punkte) Es sei (M,π) eine Poissonmannigfaltig-
keit und p ∈ M . Wir bezeichnen mit νp(π) = TpM/ im(π](p)), sowie νp(π)∗ ↪→ T ∗pM den
Dualraum.

(i ) Zeigen Sie, dass νp(π)∗ = {df
∣∣
p
| f ∈ C∞(M) mit Xf

∣∣
p

= 0}

(ii ) Zeigen Sie, dass

[ · , · ] : νp(π)∗ × νp(π)∗ 3 (df
∣∣
p
, dg

∣∣
p
) 7→ d{f, g}

∣∣
p
∈ νp(π)∗

für f, g ∈ C∞(M) mit Xf

∣∣
p

= Xg

∣∣
p

= 0 eine Lieklammer definiert.

(iii ) Es sei nun (N, πN) eine weitere Poissonmannigfaltigkeit und φ : M → N eine im-
mersive Poissonabbildung. Zeigen Sie, dass Tpφ(imπ](p)) ⊆ imπ]N(φ(p)) und, dass
die induzierte Abbildung

νp(φ)∗ : νφ(p)(πN)∗ → νp(π)∗

ein Liealgebramorphismus ist.


