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Übung 5.1 (5 Punkte) Zeigen Sie Lemma 2.4.2.

Hinweis: Überlegen Sie sich zunächst, dass die Aussage an einem Punkt trivial ist und benutzen Sie
weiter, dass die Flüsse kommutierender Vektorfelder kommutieren.

Übung 5.2 (5 Punkte = 2+3 Punkte) Es sei g eine endlich dimensionale Lie-Algebra
und ( · )M : g→ X(M) ein Lie-Algebramorphismus.

(i ) Für eine Basis {ei}i∈{1,...,k} ⊆ g definieren wir für die zugehörigen Koordinaten xi
von g∗

πM =
1

2
xkC

k
ij

∂

∂xi
∧ ∂

∂xj
+

∂

∂x`
∧ (e`)M ∈ X(g∗ ×M),

wobei die Ck
ij die Strukturkonstanten der Lie-Algebra sind. Zeigen Sie, dass π ein

Poissonbivektorfeld ist.

(ii ) Es sei nun G eine Liegruppe mit Lie-Algebra g. Zeigen Sie für ( · )G : g→ X(G) mit

(ξ)G(g) = Te`g(ξ),

dass (T ∗G, π0) (π0 ist das Poissonbivektorfeld zu der kanonischen symplektischen
Struktur ω0) und (g∗ ×G, πG) als Poissonmannigfaltigkeiten isomorph sind.

Übung 5.3 (5 Punkte = 1+2+2 Punkte) Es sei (g, [ · , · ]) eine endlich dimensionale
reelle Lie-Algebra mit Basis {ei}1≤i≤N und es sei λ ∈ Λ2g∗ mit Ck

ijλk`e
i ∧ ej ∧ e` = 0

gegeben, wobei {ei}1≤i≤N die duale Basis zu {ei}1≤i≤N ist und die Ck
ij durch [ei, ej] = Ck

ijek
eindeutig definiert sind. Zeigen Sie :

(i ) πλ = πg + λij
∂
∂xi
∧ ∂

∂xj
∈ X2(g∗) ist ein Poissonbivektorfeld.

(ii ) Die Abbildung

[ · , · ]λ : g⊕R× g⊕R 3
(
(ξ, k), (η, `)

)
7→ ([ξ, η], λ(ξ, η)) ∈ g⊕R

definiert eine Lieklammer auf h := g ⊕R und die kanonische Projektion p : h → g
ist ein Lie-Algebramorphismus.
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(iii ) Die Abbildung
ι : g∗ 3 α 7→ (α, 1) ∈ g∗ ⊕R ' h∗

ist eine Poissonuntermannigfaltigkeit bezüglich πλ und πh. Eine Lie-Algebra die
durch ein solches λ definert wird nennt sich zentrale Erweiterung.

Übung 5.4 (5 Punkte = 1+4 Punkte) Gegeben sei D =
⋃
p∈RDp ⊆ TR mit

Dp =

{
R− span{ ∂

∂x

∣∣
p
}, für p > 0

0, sonst.

(i ) Zeigen Sie, dass D eine glatte involutive Distribution ist.

(ii ) Zeigen Sie, dass für jede offene Umgebung U von 0 der C∞(U)-Modul Γ∞(D
∣∣
U

)
nicht endlich erzeugt ist.

Hinweis: Die Aussage ist äquivalent zu der Aussage, dass

I = {f ∈ C∞(U) | f(p) = 0 ∀p ≤ 0}

kein endlich erzeugter C∞(U)-Modul ist. Nehmen Sie an, dass I durch {gi}1≤i≤k endlich erzeugt

wird und zeigen Sie, dass für h =
∑k

i=1 g
2
i auch h

1
2 und h

1
4 elemente in I sind. Für den restlichen

Beweis könnte die Cauchy-Schwarz’sche-Ungleichung helfen.


