12. UBUNGSBLATT
DIFFERENTIALGEOMETRIE |
M WS 2024/25 BEI PROF. DR. S. GOETTE

Abgabe Montag, den 27.1.25
14 Uhr (also vor der Vorlesung)
in den Briefkasten 3.19

Bitte beachten Sie: Die Anmeldefrist fiir Priifungen und Studienleistungen zu
Vorlesungen endet am 24. 1. Es reicht nicht, die Ubung nur zu belegen. Die Frist
zur Evaluation endet am 26. 1.

Bitte schreiben Sie Ihren Namen auf Ihre
Abgabe

Aufgabe 1

Beweisen Sie Folgerung 2.27: Sei M eine zusammenhéngende Mannigfaltigkeit mit univer-
seller Uberlagerung 7 : M — M. Sei 7 : [0,1] — M ein Weg, dessen Bild v = 7 o 4 eine
Schleife in M ist, d.h., es gilt 7(0) = «(1). Dann ist v genau dann in M zusammenziehbar,

wenn 7(0) = 7(1).
Aufgabe 2
Es sei S® C R"*! die Einheitssphire.

(a) Zeigen Sie: Die Gruppe I' = {1, —1} wirkt frei, eigentlich diskontinuierlich und isome-
trisch auf S™, so dass S™/I' = RP".

(b) Bestimmen Sie den Schnittort, den tangentialen konjugierten Ort und den Injektivitéts-
radius von RP".

(c¢) Finden Sie eine kiirzeste geschlossene Geoditische in der nichttrivialen Konjugationsklas-
se in 1 (RP") = T'. Ist die Abschitzung in Lemma 2.28(1) optimal?

Aufgabe 3

Es sei M eine kompakte, vollstdndige Mannigfaltigkeit mit nichtpositiver Schnittkriimmung.
Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes von Hadamard-Cartan:

(a) Es gibt in M geschlossene Geodétische.

(b) Keine geschlossene Geodétische ist zusammenziehbar.

Aufgabe 4

Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Es sei (eq,...,e,) eine lokale Orthonor-
malbasis von TM. Fir X € X(M) definieren wir

divric(X) = Z(ei@ic(ei,X)) — riC(Veiei,X) — ric(ei,VeiX)>.

=1



Zeigen Sie:
(a) divric ist ein (1,0)-Tensor auf M.

(b) Fiir die Skalarkriimmung gilt
2divric = dscal.

(c) Wenn es eine Funktion f gibt, so dass ric = f-g gilt und dim M > 3, dann ist f konstant.

Hinweis zu (b): Benutzen Sie die Identitdt aus Aufgabe 3 von Blatt 9.

Bitte wenden fiir Prasenzaufgaben fiir die Tutorate.
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Aufgabe 1

Beweisen oder widerlegen Sie.

(a)

(b)

()

()

Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit ric < (n — 1)k und (M, g) eine
Riemannsche Mannigfaltigkeit mit konstanter Schnittkriimmung x. Fiir p € M und p €
M, ist die Funktion f: (0,00) — (0,00) mit f(r) = vol(BM(p)) / vol(B+(p)) monoton
nicht fallend.

Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit ric < (n — 1)k > 0. Dann ist der
konjugierte Radius von M mindestens \/LE

Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit ric > (n — 1)k und (M, g) eine
Riemannsche Mannigfaltigkeit mit konstanter Schnittkriimmung . Fiir p € M und p €
M, ist die Funktion f: (0, 00) — (0,00) mit f(r) = vol(B(p)) / vol(B*(p)) monoton
nicht steigend.

Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit ric > (n — 1)k > 0. Dann ist der
konjugierte Radius von M hochstens \/lg

Aufgabe 2

Es sei A ein (2,0)-Tensor und (ey,...,e,) ein lokaler orthonormaler Rahmen. Zeigen Sie,
dass Y | A(e;, e;) nicht von der Wahl des Rahmens (e, .. ., e,) abhéngt und global definiert
ist.

Bitte wenden fiir die Hausaufgaben.



