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Aufgabe 1
Betrachten Sie die Kurve v(t) = (1 — cost, 1 —sint) C (B}(0), g™ ) fiir ¢ € (0,7/2).

(a) Berechnen Sie die Lange von « beziiglich der hyperbolischen Metrik aus Beispiel 1.37 und
geben Sie eine Parametrisierung an, die v proportional zur hyperbolischen Bogenldnge
parametrisiert.

(b) Stellen Sie die Geodétengleichung von (Bf(0), g™ ) mit Hilfe von Aufgabe 3 von Blatt
4 als gewohnliche Differentialgleichung in den kartesischen Koordinaten auf.

(c) Zeigen Sie, dass v mit der Parametrisierung aus a) eine Geodétische ist.

(d) Zeigen Sie allgemeiner, dass alle Kreise, die den Rand S* des Poincaré-Ballmodells senk-
recht schneiden, bei geeigneter Parametrisierung Geodétische im hyperbolischen Raum
sind.

Aufgabe 2

Ein Grofkreis auf S? ist S? N E fiir eine Ebene E durch 0 € R3.

(a) Sei c: [0,27] — S? N E nach Bogenlinge parametrisiert. Zeigen Sie: Wenn wir ¢ as
Abbildung c: [0, 27r] — R?* auffassen, gilt é(t) L T S?.

(b) Folgern Sie aus a), dass ¢ eine Geodétische ist.

Aufgabe 3

Es sei V ein beliebiger Zusammenhang auf einer Mannigfaltigkeit M, und es seien p € M,
v € T,M beliebig. Wir betrachten ¢,: T,M — TM mit ¢,(v) = (p,v) € TM und (vgl.
Proposition 1.16) 7 : TM — M mit 7(p,v) = p.

v(lp d p,v) T .
(a) Zeigen Sie, dass die Sequenz 0 — T, T, M LICON Ty TM LN T,M — 0 exakt ist,
———

=T, M
dass also d,, (¢,) injektiv, d,m surjektiv ist, und dass imd,, (¢,) = ker d,m gilt.



(b) Einer Kurve v: I — M mit v(0) = p soll das Vektorfeld W lidngs v zugeordnet werden,
welches W(0) = v und V, W = 0 erfiillt. Man kann W als Kurve in TM auffassen.

ot
Zeigen Sie, dass die Zuordnung [y] — [W] eine wohldefinierte lineare Abbildung h von
T,M nach T, T M liefert. Diese erfiillt dr o h = idg, .

(c) Zeigen Sie, dass die Abbildung [V] — <V£ V(O),ﬁ) fir alle Kurven v in M und alle
ot

Vektorfelder V' mit V' (0) = v langs 7 einen Vektorraumisomorphismus zwischen 7,7 M
und T,M x T,M definiert.

Beachten Sie: Die Abbildungen in b) und c) héngen von der Wahl von V ab.

Aufgabe 4

Es sei O(n) die Matrixgruppe mit der Metrik g(Va, Vp) = —tr(AB) aus Aufgabe 4 von
Blatt 4. Fiir A € so(n) = {A € M, (R) | AT = —A} betrachte das Matrixexponential

=1
exp(A) =Y — A" € My (R).
n=0

Zeigen Sie:
(a) Fir alle A € so(n) gilt exp(A) € O(n).

(b) Fiir alle t € R gilt

d
pr exp(tA) = V4|

(c) Die Kurve t — exp(tA) ist eine Geodétische in O(n).

(tA) € Texp(tA)O(n>.

exp

(d) Alle Kurven der Form ¢t — g - exp(tA) mit g € O(n) und A € so(n) sind Geodétische.

Bitte wenden fiir Prasenzaufgaben fiir die Tutorate.



6. PRASENZAUFGABEN
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Aufgabe 1

Es sei X ein Vektorfeld auf M und ®: W — M mit W C M x R ein Fluss von X, das heifst
M x {0} C W, und es gilt 22(z,t) = Xo(,). Beweisen oder widerlegen Sie.

(a) Wenn X € X'(M), ist ® von Klasse C".
(b) Wenn @ von Klasse C! ist, ist X € X!(M).

(c) Fiir alle s,t € R, gilt &(P(x,t),s) = D(x,t + s).

Aufgabe 2

(a) Geben Sie alle Loungen der folgenden Differentialgleichung mit Anfangswert an:

Wl

f'(t) =3sign(f(t)) - [f()]5  mit  f(0) =y €R

(b) Warum existiert keine stetige Loung F': (—1,1) X (—&,¢) — R von

%—f@,t) = 3sign(F(z,t)) - |F(z,t)|5 mit F(s,0) = s?

Hinweis: Betrachten Sie vor allem den Fall f(0) = 0.

Bitte wenden fiir die Hausaufgaben.



