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Abgabe Montag, den 9.12.2
14 Uhr (also vor der Vorlesung)
in den Briefkasten 3.19

Bitte schreiben Sie Ihren Namen auf Ihre
Abgabe

Aufgabe 1

Wir nennen eine zusammenhéngende Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) symmetrisch,
wenn es fiir jeden Punkt p € M eine Isometrie I,: M — M mit [,(p) = p und D,I, =
- ldTp M glbt

(a) Zeigen Sie: Sei v € T,M so, dass exp,v = ¢ existiert. Betrachten Sie v: [-1,1] — M
mit y(t) = exp,(tv) und zeigen Sie, dass 7 eine Geodétische von I,(q) nach ¢ ist mit

Y(=t) = L,(v(t)).

(b) Benutzen Sie a) fiir (p, q) sowie (g, p), um zu zeigen, dass sich 7 als Geodétische auf ganz
R fortsetzen lésst.

(c) Folgern Sie, dass symmetrische Raume vollstédndig sind.

(d) Zeigen Sie, dass es zu zwei beliebigen Punkten p, ¢ € M immer eine Riemannsche Isome-
trie &: M — M mit ®(p) = g gibt.

Aufgabe 2

Zeigen Sie die Vollstandigkeit von zwei der drei folgenden Riemannschen Mannigfaltigkeiten:

(a) des euklidischen Raums (R, ge),
(b) der Sphire (S™, g°**) und

(c) des hyperbolischen Raums (H", g™P).

Aufgabe 3

Sei M eine C*-Mannigfaltigkeit und X € X*~1(M) mit &k > 2.

(a) Beweisen Sie die Existenz einer Teilmenge V' C M X R und einer Abbildung ®x €
Ck=1(V; M) mit (p,t) — ®%(p) fiir alle (p,t) € V, so dass

(i) Fiir alle p € M ist {¢ | (p,t) € V'} ein Intervall I, mit 0 € I, und es gilt ®%(p) =p
fiir alle p € M,

(ii) 2% (p) = Xt (p) fiir alle (p,t) € V, und



(i) wenn W C M x Rund ¥: W — M ebenfalls (i) und (ii) erfiillen, dann gilt W C V
und ¥ = (I)X|W

(b) Zeigen Sie: Wenn (p,s) € V und (®%(p),t) € V, dann auch (p,s +¢) € V und
Ol (PX(p) = ¥ (p)-
Hinweis: Benutzen Sie die Eindeutigkeitsaussage im Satz von Picard-Lindeldf.
Aufgabe 4

Seien M, X wie in Aufgabe 3. Zeigen Sie: Wenn M kompakt ist, gilt V = M x R.

Hinweis: Argumentieren Sie wie in Bemerkung 1.74 (2).

Bitte wenden fiir Prasenzaufgaben fiir die Tutorate.



8. PRASENZAUFGABEN
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Aufgabe 1

Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und v: [a,c] — M eine Geodétische. Es
sei b € [a, c]. Beweisen oder widerlegen Sie:

(a) Wenn 7|y und 7|p,q kiirzeste Verbindungen ihrer Endpunkte sind, dann gilt das auch
fiir .

(b) Wenn v kiirzeste Verbindung ihrer Endpunkte ist, dann sind auch |(4 4 und |p,q kiirzeste
Verbindungen ihrer Endpunkte.

Aufgabe 2

Seien M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, p, ¢ € M und v: [a,b] — M eine (nicht notwen-
dig regulére oder injektive) Kurve mit v(a) = p und v(b) = q sowie L(~y) = d(p, q). Zeigen
Sie, dass dann eine Geodétische ¢ und eine monoton steigende Funktion f: [a,b] — R exis-
tieren, so dass v(t) = c(f(¢)).

Bitte wenden fiir die Hausaufgaben.



